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1 Teoria de conjuntos

Los conjuntos son entes matematicos que se usan habitualmente para modelar situaciones
reales en las que aparecen colecciones de objetos de cualquier naturaleza, asi como las
relaciones entre ellos, y por tanto, aparecen en la mayor parte de los problemas de Ciencia
o Ingenieria.

Al mismo tiempo, los conjuntos son una de las estructuras matematicas mas bésicas
sobre las que se construyen la mayoria de las teorias matematicas.

En este capitulo se estudia el concepto de conjunto y sus principales propiedades y
relaciones.

1.1 Conjuntos

Definicién 1.1 (Conjunto). Un conjunto es a una coleccion o agrupacién bien definida
de objetos que puede considerarse en si misma otro objeto. Para representar un conjunto
se indican sus elementos entre llaves y normalmente se utilizaran letras maytsculas para
referirse a ellos.

Ejemplo 1.1. Algunos ejemplos de conjuntos son:

o El conjunto de los dias de la semana es A = {L., M, X, J, V, S, D}.
o El conjunto de los colores béasicos es B = {rojo, verde, azul}.

 El conjunto de los puntos de un dado C' = {1,2,3,4,5,6}.

o El conjunto de los nimeros naturales pares: D = {2,4,6,...}.

Definicién 1.2 (Elementos). Los objetos que componen un conjunto se llaman elemen-
tos o miembros del conjunto.

Los elementos de un conjunto pueden ser cualquier cosa (dias, colores, personas, etc),
pero en este curso nos centraremos los conjuntos numéricos, es decir, los conjuntos cuyos
elementos son nimeros, ya que son los que se estudian en el Anéalisis Matematico.

Existen dos formas de definir un conjunto: por extensién o por comprension. La definicion
extensiva consiste en listar de manera explicita todos sus elementos, como por ejemplo
{1,2,3}, mientras que la intensiva o por comprensién, consiste en dar una propiedad
que cumplen los elementos del conjunto y solo ellos, como por ejemplo el conjunto de



los niimeros naturales menores que 4. En este dltimo caso se suele utilizar la notacién
{z : P(x)}, donde P(x) es la propiedad que cumple z.

Mientras que las definiciones por extensién no presentan problemas, hay que tener cuida-
do con las definiciones por comprensién, pues no todas las propiedades definen conjuntos
validos, tal y como demostré Bertrand Russell con su famosa paradoja del barbero.

Definicién 1.3 (Pertenencia). Si a es un elemento de un conjunto A, se dice que a
pertenence a A y se denota a € A. Por el contrario, si a no es un elemento del conjunto
A, se dice que no pertenece a Ay se denota a ¢ A.

Ejemplo 1.2. Si A es el conjunto de los niimeros naturales pares, 2 € A, pero 1 ¢ A.

Definicién 1.4 (Igualdad). Se dice que dos conjuntos A y B son iguales, y se denota
A = B, si tienen exactamente los mismos elementos. En caso contrario se escribe A # B.

Conviene remarcar que en un conjunto no puede haber elementos repetidos y tampoco
importa el orden en que se listan los elementos.

Ejemplo 1.3. {1,2,3} = {3,1,2}.

Proposicion 1.1. La igualdad de conjuntos es una relacién de equivalencia, es decir,
satisface las propiedades:

1. Reflexiva: A = A.
2. Simétrica: Si A = B entonces B = A.
3. Transitiva: A= B y B = C, entonces A =C.

Definicién 1.5 (Subconjunto). Se dice que un conjunto A es un subconjunto o esté
incluido en otro conjunto B, y se denota A C B, si todos los elementos de A pertenecen
a B, es decir,

Vre A,x € B

Cuando A C B pero A # B se dice que A estd estrictamente incluido en B o que A es
un subconjunto propio de By se escribe A C B.

Ejemplo 1.4. {1,2,3} C {3,1,2} y {1,3} C {3,1,2}.

Proposicion 1.2. La inclusién de conjuntos es una relacién de orden parcial, es decir,
satisface las propiedades:

1. Reflexiva: A C A.
2. Antisimétrica: Si AC B y B C A, entonces A = B.
3. Transitiva: A C B y B C C, entonces A C C.

Definicién 1.6 (Conjunto vacio). El conjunto que no tiene ningin elemento se llama
conjunto vacio y se denota (.
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1.2 Algebra de conjuntos

A continuacién se definen las principales operaciones sobre conjuntos y sus propieda-
des.

Definicién 1.7 (Unién). Dados dos conjuntos A y B, se llama unién de Ay B,y se
denota A U B, al conjunto de todos los elementos que pertenecen al menos a uno de los
conjuntos A y B.

AUB={z:z€ Aoz € B}.

A B

AUB

Figura 1.1: Unién de conjuntos

Definicién 1.8 (Interseccién). Dados dos conjuntos A y B, se llama interseccion de A
y B,y se denota AN B, al conjunto de todos los elementos comunes a A y B.

ANB={z:ze€Ayuze B}

A B

Figura 1.2: Interseccién de conjuntos

11



Definicién 1.9 (Complemento). Dado un conjunto A C €, se llama complemento de
A con respecto a €2, y se denota A, al conjunto de todos los elementos de €2 que no
pertenecen a A.

A={zecQ:x¢ A}

2 |

Figura 1.3: Complemento de un conjunto

Definicién 1.10 (Diferencia). Dados dos conjuntos A y B, se llama diferencia de Ay
B, y se denota A — B, al conjunto formado por los elementos de A que no pertenecen a
B, es decir,

A—B={zx:ze€Ayx¢ B}

A B

Figura 1.4: Diferencia de conjuntos

Definicién 1.11 (Diferencia simétrica). Dados dos conjuntos A y B, se llama diferencia
simétrica de A y B, y se denota AAB, al conjunto formado por los elementos que
pertenecen a A o B, pero no a ambos a la vez, es decir,

12



AANAB={z :x€ A—Boxe€ B—A}
=(A-B)U(B—A)=(AUB)—(ANB)

A B

AAB

Figura 1.5: Diferencia simétrica de conjuntos

Ejemplo 1.5. Dado el conjunto de los nimeros que contiene un dado, @ =
{1,2,3,4,5,6} y sus subconjuntos A = {2,4,6} y B = {1,2,3,4},

o Launionde Ay Bes AUB = {1,2,3,4,6}.

» La interseccién de Ay B es AN B = {2,4}.

« El contrario de A con respecto a Q es A = {1,3,5}.

o La diferencia de Ay B es A—B = {6}, y la diferencia de By Aes B—A = {1, 3}.
o La diferencia simétrica de Ay B es AAB = {1,3,6}.

Proposicion 1.3. Dado un conjunto universo 2 y los conjuntos A, B,C' C €1, se cumplen
las siguientes propiedades:

Idempotencia: AUA=AyANA=A.

Conmutativa: AUB=BUAyANB=BNA.

Asociativa: (AUB)UC = AU(BUC) y(ANnB)NC=AN(BNC).
Distributiva: (AUB)NC = (ANC)U(BNC) y (ANB)UC =(AUuC)Nn(BUCQC).
Elemento neutro: AU =A y ANQ = A.

Elemento absorvente: AUQ =Q y AN =0.

Elemento simétrico complementario: AUA=FE yANA=0.

Doble complemento: A = A.

Leyes de Morgan: AUB=ANByANB=AUB.

10. AhBC AUB.

11. A—-B=AnNB.

12. A—-BCAyB—ACB.

13. AAB=(AUB)—(ANB).

4. Q=0y0=0Q.

© % RSO oo~
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Definicién 1.12 (Conjuntos disjuntos). Dados dos conjuntos A y B, se dice que son
disjuntos si no tienen ningin elemento en comun, es decir, AN B = (.

Definicién 1.13 (Conjunto potencia). Dado un conjunto A, se llama conjunto potencia
o conjunto de las partes de A, y se denota P(A), al conjunto de todos los subconjuntos
de A, es decir,

PA) ={X : XC A}

Ejemplo 1.6. El conjunto potencia del conjunto A = {1,2,3} es

P(A) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1,2,3}}

1.3 Relaciones entre conjuntos

Definicién 1.14 (Par ordenado). Dados dos elementos a y b se define el par ordenado
(a,b) como
(a,0) = {{a},{a, b}}
De manera mas general, se define una n-tupla ordenada como
<a17 UOTREE 7an> = ((a17 UOYREE 7an71)ﬂ an)
De forma mas informal, decimos que (a, b) es un par ordenado si el primer elemento (a)
se distingue del segundo elemento (b). Por eso, se tiene que (a,b) # (b, a), mientras que

para conjuntos {a,b} = {b,a}.

Definicién 1.15 (Producto cartesiano). Dados dos conjuntos A y B, se llama producto
cartesiano de Ay B,y se denota A X B, al conjunto de los pares ordenados

Ax B={(a,b) :a€ Aybe B}

De manera mas general, si se tienen n conjuntos A, A,, ..., A, el producto cartesiano
generalizado es

A x Ay x ... x A, ={(ay,...,a,) : a, € A, Vi=1,..n}
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Definicién 1.16 (Relacién binaria). Dados dos conjuntos A y B, se dice que R es una
relacion binaria sobre A y B si es un subconjunto del producto cartesiano de A y B, es
decir,

RCAxB

Si Ay B son el mismo conjunto, se dice que R es una relacion binaria homogénea.

Cuando un par ordenado pertenece a una relacion, (a,b) € R, también se suele escribir
aRb.

Dependiendo de las propiedades que cumpla una relaciéon tenemos los siguientes tipos
de relaciones:

o Reflexiva: Va € A, (a,a) € R

o Irreflexiva: Va € A, (a,a) ¢ R.

o Simeétrica: Va,b € A, si (a,b) € R, entonces (b,a) € R.

o Asimétrica: Va,b € A, si (a,b) € R, entonces (b,a) ¢ R.

o Antisimétrica: Va,b € A, si (a,b) € Ry (b,a) € R, entonces a = b.

o Transitiva: Va,b,c € A, si (a,b) € Ry (b,c) € R, entonces (a,c) € R.
o Total: Va,b € A, (a,b) € Ro (b,a) € R.

Definicién 1.17 (Relacién de equivalencia). Dado un conjunto A y una relacién homo-
génea R C A x A, se dice que R es una relacion de equivalencia, y se denota (A, ~), si es
que cumple que R es reflexiva, simétrica y transitiva, es decir, si cumple las propiedades

e Reflexiva: Va € A,a ~ a.
e Simétrica: Va,b € A, si a ~ b entonces b ~ a.
o Transitiva: Va,b,c € A, sia ~ by b~ ¢, entonces a ~ c.

Ejemplo 1.7. Ya hemos visto que la relacién de igualdad matematica entre los elementos
de un conjunto es una relacién de equivalencia.

Definicién 1.18 (Relacién de orden). Dado un conjunto A y una relacién homogénea
<C A x A, se dice que < es una relacion de orden, si es una relacién reflexiva, antisimé-
trica y transitiva, es decir, si cumple las propiedades

e Reflexiva: Va € A,a < a.
o Antisimétrica: Va,b € A, sia < by b =< a, entonces a = b.
e Transitiva: Ya,b,c € A, sia <by b < ¢, entonces a < c.

Definicién 1.19 (Relacién de orden parcial). Dado un conjunto A y una relacién ho-
mogénea <C A x A, se dice que < es una relacion de orden parcial, si es una relacién
de orden y al menos dos elementos de A estan relacionados mediante <, es decir,
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Jr,y€e A, r Xyoy =

Al conjunto A con la relacién de orden parcial < se le llama conjunto parcialmente
ordenado, y se denota (A, <).

Ejemplo 1.8. El conjunto potencia de un conjunto A con la relacién de inclusion es un
conjunto parcialmente ordenado (P(A), C).

Definicién 1.20 (Relacion de orden total). Dado un conjunto A y una relacién homo-
génea <C A x A, se dice que =< es una relacion de orden total, si es una relacién de
orden y todos los elementos de A se relacionan entre si mediante =<, es decir,

Ve,ye A, x <yoy =Xz

Al conjunto A con la relacién de orden total < se le llama conjunto totalmente ordenado,
y se denota (A, <).

Ejemplo 1.9. La relaciéon de orden de los nimeros naturales (N, <) es un orden to-
talmente ordenado. Sin embargo, la relacion de inclusién en el conjunto potencia de un
conjunto A (P(A), C) no es un orden parcialmente ordenado, ya que dados dos elementos
a # b de A, se cumple que {a} C {b} y {b} C {a}.

1.4 Cotas y extremos

Definicién 1.21 (Cota superior). Dado un subconjunto con una relacién de orden
parcial (A, <) y un subconjunto B C A, se dice que un elemento ¢ € A es una cota
superior de B, si todos los elementos de B son menores o iguales a ¢ segtin la relacién
de orden, es decir,

Ve € B,x <c.

Definicién 1.22 (Cota inferior). Dado un subconjunto con una relacién de orden parcial
(A, <) y un subconjunto B C A, se dice que un elemento ¢ € A es una cota inferior de
B, si todos los elementos de B son mayores o iguales a ¢ segin la relacién de orden, es
decir,

Vx € B,c X x.
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Definicién 1.23 (Maximo). Dado un conjunto con una relacién de orden parcial (A, <),
se dice que un elemento m € A es un mdzimo de A, si cualquier otro elemento de A es
mayor o igual que él seglin la relaciéon de orden, es decir,

Ve e A, x < m.

Definicién 1.24 (Minimo). Dado un conjunto con una relacién de orden parcial (A, <),
se dice que un elemento m € A es un minimo de A, si y cualquier otro elemento de A es
menor o igual que él segin la relacién de orden, es decir,

Vee A,m < x.

Teorema 1.1 (Unicidad de los extremos). Dado un conjunto con una relacion de orden
parcial (A, <), si existe el mdzimo de A entonces es unico. Lo mismo es cierto para el
minimo.

3 .,
1 Demostracion

Prueba. Supongamos que el conjunto A tienen dos maximos m, # m,. Puesto que
m, es un maximo de A, se cumple que Vx € A, x < m;. y, en particular, my < m;.
Del mismo modo, como m, es un maximo de A, se cumple que Vz € A, x < m,. y,
en particular, m; < ms,.

Asi pues, se tiene que

My XMy y My X My,

pero como = es un orden parcial, por la propiedad antisimétrica se concluye que
m, = My, por lo que el maximo es Unico.
De manera andaloga se puede probar que el minimo es tnico.

O]

Dado que el médximo y minimo de un conjunto, cuando existen, son tinicos, es comun refe-
rirse a ellos como max y min respectivamente. Obsérvese, no obstante, que un conjunto
puede no tener maximo o minimo.

Definicién 1.25 (Supremo). Dado un subconjunto con una relacién de orden parcial
(A, <) y un subconjunto B C A, se llama supremo de B y se denota sup(B) a la menor
de las cotas superiores de B.

Definicién 1.26 (Infimo). Dado un subconjunto con una relacién de orden parcial
(A, <) y un subconjunto B C A, se llama infimo de By se denota inf(B) a la mayor de
las cotas inferiores de B.
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Obsérvese que un conjunto puede no tener supremo o infimo.

Ejemplo 1.10. Si se toma el conjunto de los niimeros naturales con la relaciéon de orden
total (N, <), para el conjunto B = {1,2,3} C N se tiene que cualquier x € N tal que
3 < z es una cota superior de B, por tanto 3 es el supremo de B, y ademas es un maximo
puesto que 3 € B.

Por otro lado, si se considera el conjunto de los ntimeros reales con la relacién de orden
total (R, <), para el intervalo (0,1) se tiene que cualquier x € R tal que = < 0 es una
cota inferior y € R tal que 1 < z es una cota superior, de modo que 0 es el infimo y
1 el supremo. Sin embargo, este conjunto no tiene minimo ni tampoco méximo puesto

que 0 ¢ (0,1) y 1 ¢ (0,1).

Finalmente, si se considera el conjunto de los nimeros enteros con la relaciéon de orden
total (Z,<), para el conjunto B = {x € Z : x es par}, no existen cotas superiores ni
inferiores, y por tanto tampoco tiene supremo, infimo, maximo ni minimo.

1.5 Funciones

El concepto de funcién es uno de los mas importantes en el Andlisis Matemadtico, ya
que muchos de los fenémenos naturales en los que una magnitud depende de otra se
modelizan mediante funciones.

Definicién 1.27 (Funcién). Se dice que una relacién binaria f C A x B, con Ay B
conjuntos no vacios, es una funcién o aplicacion, y se denota f : A — B, si f no contiene
dos pares ordenados distintos con la misma primera componente, es decir,

Ya € A,Vby,by € B, si(a,by) € fy(a,by) € f, entonces b; = b,.

Es habitual representar los pares de una funcién con la notacién y = f(x) donde z es la
primera componente del par e y la segunda.

Ejemplo 1.11. La relacién binaria f = {(1,a), (2,¢),(3,¢), (4,b)} es una funcién, pero
la relacion g = {(1,a), (2,¢),(3,¢),(2,b)} no lo es porque existen dos pares cuya primera

componente es 2. Del mismo modo la funcién raiz cuadrada y = f(z) = v/ no es una
funcién en el conjunto de los niimeros reales, ya que, por ejemplo v/1 = 1.

Definicién 1.28 (Dominio). Dada una funcién f: A — B, se llama dominio de f, y se
denota Dom( f) al conjunto de las primeras componentes de los pares de f, es decir,

Dom(f) ={a€ A:3b€ B,(a,b) € f}
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Figura 1.6: Ejemplo de funcién Figura 1.7: Ejemplo de no funcién

Definicién 1.29 (Imagen). Dada una funcién f : A — B, se llama imagen de f, y se
denota Im(f) al conjunto de las segundas componentes de los pares de f, es decir,

Im(f)={be B:3ac A,(a,b) € f}

Definicién 1.30 (Funcién inyectiva). Dada una funcién f : A — B, se dice que f es
inyectiva si no existen dos elementos de A con la misma imagen, es decir,

Vay,a, € A, si f(a;) = f(ay), entonces a; = a,.
Definicién 1.31 (Funcién sobreyectiva). Dada una funciéon f : A — B, se dice que f

es sobreyectiva si todo elemento de B tiene una preimagen (estd relacionado con algin
elemento de A mediante f), es decir,

Vbe B,3a € A, f(a) =b.

Definicién 1.32 (Funcién biyectiva). Dada una funcién f : A — B, se dice que f es
biyectiva, si f es, a la vez, inyectiva y sobreyectiva.

Definicién 1.33 (Funcién identidad). Dado un conjunto A, se llama funcidn identidad
de A, y se denota id4 : A — A, a la funcién que empareja cada elemento de A consigo
mismo, es decir,

idy(a) =a,Va € A.

Definicién 1.34 (Funcién inversa). Dada una funcién f : A — B, se llama funcion
inversa de f, y se denota f~!: B — A, a la funcién que resulta de revertir el orden de
los pares de f, es decir,

f=A,a):(a,b) € f}.
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Figura 1.10: Funcién biyectiva Figura 1.11: Funcién no inyectiva y no so-
breyectiva

Obsérvese que para que exista la funcién inversa de f, f debe ser inyectiva.

FEn muchas ocasiones, el valor de salida de una funcién se puede utilizar como la entrada
de otra funcién, concatenando la aplicacién de las dos funciones.

Definicién 1.35 (Composicion de funciones). Dadas dos funciones f : A - By g: C —
D, tales que Im(f) C Dom(g), se llama composicién de f con g, y se denota gof : A — D,
a la funcion que a cada elemento del dominio de A le asocia el elemento que resulta de
aplicar g a la imagen de a mediante f, es decir,

go fla) =g(f(a)),Va € A.

Proposicién 1.4. Dada una funcién f : A — B, si existe $7{-1}, entonces fof~! =id,
y f~ho f=idp.

1.6 Cardinalidad de un conjunto

Definicién 1.36 (Cardinal). Dado un conjunto A, se llama cardinal de A, y se denota
|A|, al nimero de elementos de A.
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De manera informal, se puede decir Que el cardinal de un conjunto es su tamaiio.
Ejemplo 1.12. El cardinal del conjunto A = {a,b,c} es |A] = 3.

Proposicién 1.5. El cardinal del conjunto potencia de un conjunto A es |P(A)| = 2141,

3 .7’
1 Demostracion

Prueba. Se puede dar una prueba mediante coeficientes binomiales. Si A tiene n
elementos, es decir, |A| = n, el nimero de subconjuntos distintos con k elementos
es igual al nimero combinatorio

(1) = m

Como un subconjunto de A puede tener desde 0 hasta n elementos, en total, el
numero de posibles subconjuntos de A serd

pai=(5)+ (1) ++(2) - kz (7):

y segun el teorema del binomio de Newton se tiene que

Zn: (Z) —on —9lAl,

k=0
O

Definicién 1.37 (Conjuntos equipotentes). Se dice que dos conjuntos A y B son equi-
potentes, y se denota A ~ B, si tienen la misma cantidad de elementos, es decir, si
|A] = [B].

Proposicion 1.6. Dos conjuntos A y B son equipotentes si y solo si cada elemento de
A puede emparejarse con uno de B, de manera que todos los elementos de B sean pareja
de uno de A y solo de uno, es decir, existe una aplicacion biyectiva f: A — B.

Proposiciéon 1.7. La relacion de equipotencia es una relacion de equivalencia, es decir,
satisface las siguientes propiedades:

o Reflexiva: A ~ A para todo conjunto A.
o Simétrica: Si A ~ B, entonces B ~ A, para cualesquiera conjuntos A y B.
o Tramsitiva: St A~ B y B~ C, entonces A ~ C para cualesquiera conjuntos A, B

y C.
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De igual modo se puede definir una relacién que capture la nocién de que un conjunto
es de menor tamano que otro.

Definicién 1.38 (Conjunto minuspotente). Dados dos conjuntos A y B, se dice que A
es minuspotente a B, y se denota A < B, si el cardinal de A es menor o igual que el de
B, es decir, si |A| < |B].

Proposiciéon 1.8. El conjunto A es minuspotente al conjunto B si y solo si existe una
aplicacion inyectiva f: A — B.

Proposicién 1.9. La relacion de minuspotencia es una relacion de orden, es decir,
satisface las siguientes propiedades:

o Reflexiva: A < A para todo conjunto A.

e Simétrica: Si A X B y B X A, entonces A ~ B, para cualesquiera conjuntos A y
B.

e Transitiva: St A < B y B <X C, entonces A < C para cualesquiera conjuntos A, B
y C.

Definicién 1.39 (Conjunto finito). Se dice que un conjunto A es finito si es que existe
un n € N tal que |A| = |{1,2,3,...,n}|. Cuando esto ocurre, el cardinal de A es |A| = n.

Definicién 1.40 (Conjunto infinito). Se dice que un conjunto A es infinito si no es
finito. En tal caso su cardinal se denota |A| = oco.

Hay que dejar claro que el simbolo oo es una notacién de conveniencia que no es ningin
ndimero.

Ejemplo 1.13. El conjunto A = {a, b, c} es finito ya que puede definirse una aplicacién
biyectiva f: A — {1,2,3} con los pares {(1,a),(2,b),(3,c)}, y por tanto, |A| = 3.

Por otro lado, el conjunto de los niimeros naturales N es infinito, ya que no puede ponerse
en correspondencia biyectiva con ningtin conjunto {1,2,...,n} para ningin n € N, y por
tanto, |N| = oc.

Cabe preguntarse si dos conjuntos infinitos son siempre del mismo tamano. Para respon-
der a la pregunta basta con aplicar la Proposicién 1.6.

Ejemplo 1.14. El conjunto de los niimeros naturales pares P es infinito y también lo es
el conjunto de los nimeros naturales N. Ademéas ambos son equipotentes pues se puede
definir una aplicacién biyectiva f(n) = 2n Vn € N, de manera que N ~ P.
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Sin embargo, como se verd mas adelante, el conjunto de los niimeros naturales N no es
equipotente al conjunto de los niimeros reales R, sino minuspotente. Por tanto, existen
conjuntos infinitos de distintos tamanos. Para demostrarlo se necesita introducir un
nuevo concepto.

Definicién 1.41 (Conjunto numerable). Se dice que un conjunto A es numerable si
tiene el mismo cardinal que el conjunto de los niimeros naturales IN.

Corolario 1.1. Un conjunto A es numerable si existe una aplicacion biyectiva f : N — A.
En otras palabras, un conjunto es infinito numerable si tiene correspondencia uno a uno
con el conjunto de los nimeros naturales N.

La prueba de este resultado es inmediata aplicando la Proposicion 1.6.

Ejemplo 1.15. En el ejemplo anterior hemos visto que el conjunto de los niimeros pares
es equipotente al conjunto de los nimeros naturales, y por consiguiente, es numerable.

Del mismo modo se puede probar que el conjunto de los niimeros enteros Z también
es numerable, pues se puede definir una aplicacién biyectiva f : N — Z de la siguiente
manera

F(n) = {(n—l)/Q sin € N es impar,

—n/2 sin € N es par.
Sin embargo, existen conjuntos infinitos que no son numerables, como por ejemplo el
conjunto de los nameros reales R.

David Hilbert, propuso una interesante paradoja para probar este hecho, conocida como
la paradoja del hotel infinito

Georg Cantor dio una prueba formal de esto mediante el siguiente teorema.

Teorema 1.2 (Cantor). El conjunto potencia de cualquier conjunto A tiene un cardinal
estrictamente mayor que el cardinal de A, es decir, |A| < |P(A)].

[J .7
1 Demostraciéon

Prueba. Basta con demostrar que no existe una aplicacién f : A — P(A) sobreyec-
tiva, y para ello basta con encontrar un subconjunto B de A que no sea la imagen
mediante f de ningin elemento de A.

Tomando el siguiente subconjunto de A

B={vecA:z¢ fx)},

es decir, el conjunto de los elementos de A que no estan contenidos en el subconjunto
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de A que le corresponde mediante f, se puede probar por reduccién al absurdo que
B no puede ser la imagen mediante f de ningin elemento de A.

Sunpéngase que que existe a € A tal que B = f(a). Como B es un subconjunto de
A, pueden darse dos casos:

e Sia € B, entonces por la definiciéon de B se tiene que a ¢ f(a) = B, lo cual
es contradictorio.

e Si a ¢ B, entonces por la definicién de B se tiene que a € f(a) = B, que
también es contradictorio.

Asi pues, en ambos casos se llega a una contradiccién y, por tanto, se concluye que
no existe a = f(B), por lo que f no es sobreyectiva y |A| < |P(A)| = 241,
O

Teorema 1.3 (Cardinalidad del continuo). El conjunto de los nimeros reales R tiene
un cardinal igual al del conjunto potencia del conjunto de los nimeros naturales P(N),
es decir, |R| = 2N,

[ ] .7
1 Demostracion

Prueba. Daremos una demostracion partiendo del hecho de que cada niimero real
tiene una expansion decimal infinita de la forma e.d donde e es la parte entera y d
la decimal infinita (por ejemplo, 3/2 se puede representar por la expansién decimal
infinita 1.5000...).

El ntiimero de digitos en la parte decimal es numerable ya que pueden ponerse
facilmente en correspondencia biyectiva con N y, por tanto, cualquier ntimero real
tendra |N| digitos en su parte decimal, lo que nos da, al ser nuestro sistema de
numeracién en base 10, un total de 10N posibles combinaciones en la parte decimal.
En cuanto a la parte entera, ya se ha visto que el conjunto de los niimeros enteros
es equipotente al de los nimeros naturales, por lo que |Z| = |N|.

Asi pues, el nimero total de expansiones decimales infinitas es \D\l]lO'M, y como
todo niimero real tienen una expansién decimal infinita, se tiene

IR| < [NJ10IM.

Por otro lado, aplicando el Teorema 1.2, |N| < 2Nl por lo que finalmente se tiene

IR| < [NJTOMI < 2N1oNT < 2Nl (24) NI — oINH4INI — 9Nl " va que por aritmética de
las cardinalidades se tiene que |N| + 4|N| = |N|.

Para probar el otro sentido de la desigualdad, basta tomar el conjunto de las frac-
ciones decimales de la forma 0.d;dsd; ... donde d; € {0,1} (por ejemplo 0.101000...)
que claramente es un subconjunto de R. Puesto que cada ntimero de este conjun-
to tiene infinitos digitos decimales, de nuevo, se puede poner en correspondencia
biyectiva cada digito con un nimero natural, y como para cada posicién hay dos
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posibles digitos (0 y 1), el nimero total de niimeros en este conjunto es 2N por 1o
que se tiene que 2N < |R].
Asi pues, como |R| < 2N y 2N < |R|, se concluye que |R| = 2/N.

O

Tomando iterativamente el conjunto potencia de un conjunto infinito y aplicando el
teorema de Cantor, obtenemos una jerarquia infinita de cardinales infinitos, cada uno
estrictamente mayor que el anterior.
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2 El sistema de los numeros reales

En este capitulo se estudia el conjunto de los nimeros reales R ya que el Anélisis Matema-
tico estudia conceptos y construcciones realizadas a partir de este conjunto de niimeros
y sus propiedades.

Antes de presentar el conjunto de los ntimeros reales se presentan otros subconjuntos
suyos mas elementales que suelen introducirse antes. Iremos ampliando sucesivamente
estos conjuntos para dotarlos de nuevas propiedades hasta llegar al conjunto de los
nimeros reales.

2.1 El conjunto de los nimeros naturales N

El primer conjunto de niimeros que tradicionalmente suele estudiarse en el colegio son
los nimeros naturales N, ya que sirven para contar.

En los niimeros naturales se define una relacién de orden < (1 < 2 < 3 < --), y dos
operaciones binarias, la suma (4) y el producto (-), con una serie de propiedades que
dotan al conjunto de una estructura de semianillo unitario conmutativo bien ordenado:

a. Propiedad de cierre de la suma: a +b € N Va,b € N.

b. Propiedad asociativa de la suma: (a +b) +c=a+ (b+¢) Va,b,c € N.

c. Propiedad conmutativa de la suma: a +b =b+a Va,b € N. d.Propiedad de cierre
del producto: a-b € N Va,b € N.

Propiedad asociativa del producto: (a-b)-c=a-(b-c) Va,b,c € N.

Propiedad conmutativa del producto: a-b=10>-a Va,b € N.

Elemento neutro del producto: 1-a =a Va € N.

Propiedad distributiva del producto sobre la suma: a-(b+c) = (a-b)+(a-c) Va,b,c €
N.

R -0 &

En el conjunto de los niimeros naturales todo nimero tiene un posterior, pero no un
anterior.
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2.2 El conjunto de los nameros enteros 7

Los nimeros naturales no tienen simétrico (opuesto) para la suma, de manera que no
puede definirse la resta. Para ello es necesario extender el conjunto de los naturales con
los niimeros negativos (—1,—2,—3,...), y el cero (0).

Extendiendo el orden y las operaciones de los naturales a estos nimeros se obtiene
el conjunto de los nimeros enteros Z con las siguientes propiedades que lo dotan de
estructura de anillo conmutativo unitario y totalmente ordenado:

Propiedad de cierre de la suma: a +b € Z Va,b € Z.

Propiedad asociativa de la suma: (a +b) +c=a+ (b+c¢) Va,b,c € Z.
Propiedad conmutativa de la suma: a +b =b+a Va,b € Z.

Elemento neutro de la suma: 0 +a =a Va € Z.

Elemento simétrico (u opuesto) de la suma: a + (—a) = 0 Va € Z.
Propiedad de cierre del producto: a-b € Z Va,b € 7.

Propiedad asociativa del producto: (a-b)-c=a-(b-c) Va,b,c € Z.
Propiedad conmutativa del producto: a-b=10b-a Va,b € Z.

Elemento neutro del producto: 1-a =a Va € Z.

Propiedad distributiva del producto sobre la suma: a-(b+c) = (a-b)+(a-c) Va,b,c €
Z.

e PR o0 0 TR

Al introducir el opuesto de la suma, se puede definir bien la resta como a — b = a +
(=b) Ya,b € Z.

En el conjunto de los enteros todo ntimero tiene un anterior y un posterior.

2.3 El conjunto de los nimeros racionales Q

Los ntimeros enteros (salvo el -1 y 1) no tienen elemento simétrico (inverso) para el
producto, de manera que no puede definirse la divisién. Para ello es necesario extender
el conjunto de los enteros con los niimeros fraccionarios, que se definen de la forma a/b
donde el numerador a y el denominador b son nimeros enteros primos entre si (por
ejemplo 1/2 0 —5/3).

Extendiendo el orden y las operaciones de los enteros a estos ntmeros se obtiene el
conjunto de los nimeros racionales Q con las siguientes propiedades que lo dotan de
estructura de cuerpo conmutativo totalmente ordenado:

Propiedad de cierre de la suma: a +b € Q Va,b € Q.

Propiedad asociativa de la suma: (a +b) +c=a+ (b+c¢) Va,b,c € Q.
Propiedad conmutativa de la suma: a +b=b+a Va,b € Q.

Elemento neutro de la suma: 0 +a = a Va € Q.

Elemento simétrico (u opuesto) de la suma: a + (—a) = 0 Va € Q.

oo TP
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f. Propiedad de cierre del producto: a-b € Q Va,b € Q.

g. Propiedad asociativa del producto: (a-b)-c=a-(b-c) Va,b,c € Q.

h. Propiedad conmutativa del producto: a-b=10-a Va,b € Q.

i. Elemento neutro del producto: 1-a =a Va € Q.

j. Elemento simétrico (inverso) del producto: a-a™' =1 Va # 0 € Q.

k. Propiedad distributiva del producto sobre la suma: a-(b+c) = (a-b)+(a-c) Va,b,c €

Q.

Al introducir el inverso del producto, se puede definir la divisién como a/b = a-b~! Va,b €
Q.

A diferencia de los enteros, aunque los racionales también tienen un orden total, el orden
es denso, es decir, entre dos niimeros racionales cualesquiera siempre existe otro nimero
racional (en realidad infinitos), por lo que no existe el anterior y el posterior de cualquier
nimero racional.

2.4 EIl conjunto de los niimeros irracionales

Muy pronto los griegos se dieron cuenta de que habia otra clase de nimeros que no podian
representarse como cociente de nimeros enteros y por tanto no pertenecian al conjunto de
los ntimeros racionales, de manera que este conjunto es incompleto. El ejemplo cléasico es
el niimero v/2 que se obtiene al aplicar el teorema de Pitdgoras para calcular la longitud
de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo con ambos lados de longitud 1.

Teorema 2.1 (Irracionalidad de \@) El niimero \/2 no es racional.

[ ] .7
1 Demostracion

Prueba. Probar que v/2 no es racional es equivalente a probar que no existe un
ntimero racional m/n tal que (m/n)? = 2. La demostracién de este tltimo resultado
es sencilla por reduccién al absurdo.

Supongamos que existe un nimero m/n con n,m € Z primos entre si, tal que
(m/n)? =2, o lo que es lo mismo,

m2 = 2n2.

De aqui se puede deducir que m? es par, lo que implica que m también es par,

pues si m fuese impar, su cuadrado también seria impar. En tal caso, m podria
escribirse como m = 2k con k € Z y se tendria m? = 4k%. Sustituyendo ahora en
la ecuacién inicial se tiene 4k? = 2n2, lo que implica que 2k? = n?. Siguiendo el
mismo razonamiento anterior, se tendria que n también seria un nimero par, por
lo se obtiene un absurdo ya que partimos de que m y n eran primos entre si.

O
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Estos ntimeros que no son racionales se denominan érracionales, y, al igual que los nui-
meros racionales, es un conjunto denso.

Teorema 2.2. Entre dos nimeros racionales siempre existe un numero irracional.

[J .7
1 Demostracion

Prueba. Tomemos para empezar un numero irracional entre 0 y 1, como por ejem-
plo, 1/ V2 =0.7071 ..., y consideremos dos nimeros racionales cualesquiera a, b € Q,
tales que a < b. Como 0 < 1/v/2 <1y b—a > 0, se tiene que

—a

b
0(b—a) < 7

< 1(b—a),
o lo que es lo mismo, simplificando

b—a
V2

Si ahora sumamos a a cada término de la desigualdad se tiene

0< < (b—a).

b—a
V2

de manera que el nimero a + b_T; estd entre a y b, pero ademads, se trata de un

a<a+ < b,

ntimero irracional, ya que es el producto de un nimero irracional 1/v/2 por un
racional b — a y més otro racional a.

O]

En realidad, se puede probar que entre dos niimeros racionales no solo existe un ntimero
irracional, sino una infinidad de ellos. Y del mismo modo, se puede probar que entre dos
numeros irracionales existe una infinidad de niimeros racionales.

2.5 El conjunto de los niimeros reales

La extensién de los niimeros racionales con los irracionales da lugar al conjunto de los
ndimeros reales. Su construccién formal puede realizarse de distintas maneras (cortaduras
de Dedekind o sucesiones de Cauchy), pero todas ellas satisfacen la siguiente definicién
axiomatica:

Definicién 2.1 (Numeros reales). El sistema de los nimeros reales (R,+,-, <) estd
formado por un conjunto no vacio de niimeros R, sobre los que se definen dos operaciones
binarias, suma (+) y producto (-), que satisfacen los siguientes axiomas:

Axiomas de cuerpo algebraico.(R,+,-) es un cuerpo abeliano:
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e Azioma 1. Propiedad de cierre de la suma: Va,b € R, a +b € R.
o Azioma 2. Propiedad asociativa de la suma: Va,b,c € R, (a+b)+c=a+ (b+ c).
o Axioma 3. Propiedad conmutativa de la suma: Va,b € R, a +b =10+ a.

e Azioma 4. Elemento neutro de la suma: Va € R, existe un elemento 0 € R, tal que
0+ a=a.

o Azioma 5. Elemento simétrico (u opuesto) de la suma: Va € R, existe un nimero
—a € R, tal que a + (—a) = 0.

o Axioma 6. Propiedad de cierre del producto: Va,b € R, a-b € R.
o Azioma 7. Propiedad asociativa del producto: Ya,b,c € R, (a-b)-c=a-(b-c).
o Azioma 8. Propiedad conmutativa del producto: Va,b € R, a-b=1b"-a.

o Azioma 9. Elemento neutro del producto: Va € R, existe un nimero 1 € R {0},
tal que 1-a = a.

o Azioma 10. Elemento simétrico (o inverso) del producto: Va € R {0}, existe un
nimero ¢ ' € R, tal que a-a~ ! = 1.

o Axioma 11. Propiedad distributiva del producto sobre la suma: Va,b,c € R, a-(b+
c)=(a-b)+(a-c).

Axiomas de orden. Existe un subconjunto no vacio Rt C R, llamado el conjunto de
los numeros reales positivos, que verifica los siguientes axiomas:

o Axioma 12. Cierre del la suma en los reales positivos: Va,b € RT, a +b € R™.
e Axioma 13. Cierre del producto en los reales positivos: Va,b € R, a-b € R*.

o Axioma 14. Propiedad de tricotomia: Va,b € R, una y solo una de las siguientes
alternativas es cierta: a € R™, a =00 —a € R".

Axioma de completitud

e Axioma 15. Axioma del supremo: Si un subconjunto no vacio A C R tiene una cota
superior, entonces tiene un supremo sup(4) € R.

El dltimo axioma es el que diferencia el conjunto de los nimeros reales de otros cuerpos
totalmente ordenados como los racionales.

A partir de las propiedades de las suma y el producto se pueden definir nos nuevas
operaciones en R.
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Definicién 2.2 (Resta). Dados dos ntiimeros reales a,b € R, se define la resta de a y b,
y se denota a — b, como la suma de a y el opuesto de b,

a—b=a+ (-b).

Definicién 2.3 (Divisién). Dados dos ntimeros reales a,b € R tal que b # 0, se define
la division de a y b, y se denota a/b, como el producto de a y el inverso de b,

a
=a-b1.

b

Definicién 2.4 (Potencia). Dado un nimero reale a € R y un nimero n € N, se define
la potencia de a elevado a n, y se denota a”, como el producto de a por si mismo n veces,

A a se le llama la base y a n el exponente de la potencia.

=a-b1.

SallS]

Proposicién 2.1 (Propiedades de algebraicas). De los aziomas de cuerpo algebraico de
los numeros reales se deducen las siguientes propiedades:

a. El elemento neutro de la suma (0) es inico: VYa,b € R, si a+b = a, entonces b = 0.
b. El elemento neutro del producto (1) es inico: Ya,b € R, si a-b = a, entonces b = 1.

c. El elemento opuesto de un numero real es unico: Ya,b € R, si a4+ b =0, entonces
b= —a.

d. El elemento inverso de un numero real es unico: Va,b € R, si a-b =1, entonces
b=a".

e. Bl producto de cualquier numero real por el elemento neutro de la suma, es el
elemento neutro de la suma: Va € R, a-0=0.

f- El producto de cualquier numero real por el opuesto de 1 es el opuesto del nimero:
Va€eR (—1)-a= —a.

g. El opuesto del opuesto de un nimero real es el propio nimero: Va € R, —(—a) = a.

h. El producto de los opestos de dos numeros reales es igual al producto de los nimeros:
Va,b € R, (—a) - (—b) =a-b.

1. Bl inverso de un numero real distinto de 0 también es distinto de 0: Va,€ R, si
a #+ 0, entonces a~ # 0.
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i. El inverso del inverso de un numero real distinto de 0 es el propio numero: Va € R,
sia # 0, entonces (a™ 1)t =a.
. Ya,b,c €R, sia-b=a-c ya=+0, entonces b= c.

. Si el producto de dos nimeros reales es 0, entonces alguno de los dos nimeros es
0:Va,beR, sia-b=0, entoncesa=0 ob=0.

. El inverso del producto de dos niumeros distintos de 0 es el producto de los inversos:
Va,b€R, sia#0 yb+0, entonces (a-b) ™t =a 1 b1

3 .7
1 Demostracion

Prueba. Veamos la prueba de cada propiedad.

a. Supongamos que existe b € R tal que b + a = a VYa € R. Entonces

b+a=a<b+a+(—a)=a+(—a)
Sb+0=0 (axioma 5)
<b=0 (axioma 4)

b. Supongamos que existe b € R tal que b-a = a VYa € R. Entonces

ba=asb-a-atl=a-a!
<b-1=1 (axioma 10)
Sb=1 (axioma 9)

c. Sean a,b € R tales que a + b = 0. Entonces

a+b=0<(—a)+a+b=(—a)+0

& (—a)+a+b=—a (axioma 4)
S 0+b=—a (axioma 5)
S b=—a (axioma 4)

d. Sean a,b € R tales que a - b = 1. Entonces

a-b=1l<agla-b=al-1

sal-a-b=at (axioma 9)
s1-b=at (axioma 10)
sSb=at (axioma 9)
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e. Para cualquier a € R, se tiene

a=ua-1 (axioma 9)
=a-(1+0) (axioma 4)
=(a-1)+(a-0) (axioma 11)
=a+ (a-0) (axioma 9)

Asi pues, por la propiedad (a) se tiene que a -0 = 0.

f. Para cualquier a € R, se tiene

a+(—1)-a=1-a+(-1)-a (axioma 9)
=(14+(-1))-a (axioma 11)
=0-a (axioma 5)
=0 (prop. e)

Como a + (—1) - a = 0, aplicando la propiedad (c) se tiene (—1) - a = —a.

g. Para cualquier a € R, se tiene

a+(—a)=0< (—a)+a=0 (axiomas 5 y 3)
& a=—(—a) (prop. ¢)

h. Para cualesquiera a,b € R,se tiene

(—=a)- (=b) = ((=1)-a) - ((=1) - b) (prop. f)
=((—1)-(=1))-a-b (axioma 7)
=—(=1)-a-b (prop. f)
=1-a-b (prop. g)
=a-b (axioma 9)

i. Sea a € R con a # 0. Supongamos ahora que a~* = 0. Entonces,

O0=a-0 (prop. e)
=a-a!
=1 (axioma 10)

Asf pues, llegamos a que 0 = 1, lo cual es absurdo, por lo que a~* # 0.
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j. Para cualquier a € R, se tiene

a-al=1leal a=1 (axiomas 10 y 8)
<a=(a1)! (prop. d)

k. Sean a,b,c € R tales que a-b=a-cy a # 0. Entonces se tiene

a-b=a-ceatl-(a-b)=a' (a-c)

s@la)-b=("'a)c (axioma 7)
a1l-b=1-¢ (axioma 10)
ab=c (axioma 9)

l. Sean a,b € R tales que a - b = 0. Supongamos que a #* 0, entonces se tiene

a-b=0sal-(a-b)=a'-0
sal - (a-b)=0 (prop. e)
< (at-a)-b=0 (axioma 7)
<1-6=0 (axioma 10)
<b=0 (axioma 9)

m. Sean a,b € R, tales que a # 0y b # 0. Entonces, por la propiedad (1) se tiene
a-b=+0,y se tiene

(@-b)-(a-b)yt=1<alt-(a-b)-(a-b)yt=at-1
satl-(ab)-(a-b)yt=at (axioma 9)
s (at-a)-b-(a-b) =1 (axioma 7)
<1-b-(a-b)yt=at (axioma 10)
Sb-(a-b)l=a'le (axioma 9)
b tb-(a-b)t=blat
sb 1l b-(a-b)t=atb? (axioma 8)
< b tb)-(a-b)yt=atbt (axioma 7)
s1-(a-b)yt=atbt (axioma 10)
s (a-b)yt=alp? (axioma 9)

U
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A partir del axioma de tricotomia se puede descomponer el conjunto de los nimeros
reales en tres conjuntos disjuntos, los positivos RT, {0} y los negativos R™.

Definicién 2.5 (Nameros reales positivos y negativos). Dado un nimero a € R, se dice
que:

e a es estrictamente positivo, y lo notamos a > 0, si a € R™.

e a es positivo, y lo notamos a > 0, sia € RT 0 a = 0.

e a es estrictamente negativo, y lo notamos a < 0, si —a € R*.
e a es negativo, y lo notamos a < 0, si —a € Rt 0 —a = 0.

También se puede definir la siguiente relacién que permite comparar dos nimeros.

Definicién 2.6 (Relaciones de comparacién). Dados dos niimeros a,b € R, se dice que:

e a es menor que b, y lo notamos a < b, si b —a € R*.
e a es menor o igual que b, y lo notamos a < b,sib—a€R" ob—a=0.
e a es mayor que b, y lo notamos a > b, sia—0b € R".
e a es mayor o igual que b, y lo notamos a > b,sia—b € R" 0oa—b=0.

De esta definicién y los axiomas de orden de los niimeros reales se deduce que la relaciéon
< es una relacién de orden.

Proposicion 2.2. La relacion menor o igual < es una relacion de orden, es decir,
cumple las propiedades

a. Reflexiva: Va € R, a < a.
b. Antisimétrica: Va,b € R, sia <b y b < a, entonces a =b.
c. Transitiva: Va,b,c € R, sia <b y b <c, entonces a < c.

3 .7
1 Demostracion

Prueba. Veamos que la relacion < cumple las propiedades reflexiva, antisimétrica
y transitiva.

a. Propiedad reflexiva: Para cualquier a € R se cumple que a — a = 0, luego
a<a.

b. Propiedad antisimétrica: Para cualesquiera a,b € R, sia < by b < a, se tiene
queb—a >0y —(b—a) > 0, de donde se deduce, por el axioma de tricotomia,
que a — b =0, y aplicando los axiomas 4 y 5 se llega a a = b.

c. Propiedad transitiva: Para cualesquiera a,b,c € R, tales que a < by b < ¢,
se tiene que b—a > 0y ¢c—b > 0. Supongamos que b—a >0y c—b > 0.
Entonces, por el axioma 12 se tiene
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(b—a)+(c—b)>0 (axioma 2)
< (b—=b)+(c—a)>0 (axioma 5)
<0+ (c—a)>0 (axioma 4)
Sc—a>0&a<lec

Sib—a =0, entonces a = b y como b < c resulta evidente que a < c. El
mismo razonamiento puede aplicarse si ¢ — b = 0.

O]

Proposiciéon 2.3 (Propiedades de orden). De los azxiomas de orden de los nimeros
reales se deducen las siguientes propiedades:

a.

El cuadrado de cualquier nimero real distinto de 0 es positivo: Ya € R, si a #+ 0,
entonces a* > 0.

. El elemento neutro de la suma es menor que el elemento neutro del producto: 0 < 1.

. Cualquier numero natural es positivo: Yn € N, 0 < n.

La suma preserva el orden: Va,b,c € R, si a < b, entonces a+c < b+ c.

. Va,b,c,d €R, sia<byc<d, entoncesa+c <b+d.

El producto por un nimero real positivo preserva el orden: Va,b,c € R, sia <by
c >0, entoncesa-c<b-c.

El producto por un numero real negativo invierte el orden: Va,b,c € R, sia <b y
c <0, entoncesa-c>b-c.

El inverso de un nimero real positivo es positivo y el de un numero real negativo
es negativo: Ya € R, si a > 0, entonces a™! >0, y si a <0, entonces a! < 0.

. El producto de dos niumeros reales es positivo si y solo si los dos nimeros son

positivos, o bien los dos mumeros son negativos: Va,b € R, a-b > 0 si y solo si
a>0yb>0,0a<0yb<O.

El producto de dos numeros reales es negativo si y solo st uno de los nimeros es
positivo y el otro negativo: Ya,b € R, a-b <0 siy solosia>0yb<0,0a<0y
b>0.

b
Ya,b € R, si a <b, entonces a < % <b.

Cualquier nimero no negativo que es menor que cualquier numero positivo es 0:
Va,beR, si0<a<byb>0, entonces a = 0.
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(3 .,
1 Demostracion

Prueba. Veamos la prueba de cada propiedad.

a.

e.

Sea a € R con a # 0. Entonces, por la propiedad de tricotomia se tiene que
a€R"0o—a€eR".

Si a € R*, entonces, por el axioma 13, se tiene a-a € R*, y por tanto a? € R*,
de manera que a? > 0.

Si —a € R", entonces, de nuevo por el axioma 13, se tiene

—a €RT < (—a)-(—a) € RT (axioma 13)
& (=1)-a-(-1)-aeRt (prop. f)
& (=1)-(-1)-a-aeRt (axioma 7)
< 1-a?eRY (prop. h)
< a? e RT (axioma 9)

y se concluye de nuevo que a? > 0.

. Por el axioma 9 se tiene que 1 = 1-1 = 12, y por la propiedad anterior se

tiene que 12 > 0, con lo que 1 > 0.

Haremos la prueba por induccién. Para n = 1 ya hemos visto en resultado
anterior que 1 > 0. Supongamos ahora que para cualquier n € N se cumple
que n—1 > 0. Entonces, como 1 > 0, por el axioma 12 se tiene que n—1+1 > 0,
de lo que se deduce, por los axiomas 5 y 4 que n > 0.

Sean a,b € R tales que a < b. Entonces b—a > 0. Si tomamos ahora cualquier
¢ € R se cumple que

b—a>0b+0—a>0 (axioma 4)
<b+(c—c)—a>0 (axioma 5)
< (b4+c)—(a+c)>0 (axioma 2)

S at+ce<b+e.

Sean a, b, c,d € R tales que a < by ¢ < d. Entonces se tiene

b—a>0yd—c>0<(b—a)+(d—c) >0 (axioma 12)
< b+d)—a—c>0 (axioma 12)
< (b+d) —(a+c)>0 (prop. f)

S at+ce<b+d.
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f. Sean a,b € R tales que a < b. Entonces b—a > 0. Si tomamos ahora cualquier
¢ € R con ¢ > 0, se cumple que

b—a>0yc>0&(b—a)-c>0 (axioma 13)
< ((b-c)—(a-c)>0 (axioma 11)
Sa-c<b-c

g. Sean a,b € R tales que a < b. Entonces b—a > 0. Si tomamos ahora cualquier
c € R con ¢ < 0, entonces —c > 0 y se cumple que

b—a<0y —c>0< (b—a)-(—c)>0 (axioma 13)
< (b-(—¢)—(a-(—c) >0 (axioma 11)
& —(b-c)+(a-c)>0 (prop. f)
& (a-c)—(b-¢c)>0 (axioma 3)

S a-c>b-c.

h. Sea a € R tal que a > 0. Entonces, por la propiedad de tricotomia, a # 0 vy,
por la propiedad algebraica i, a~* # 0. Supongamos que a~' < 0. Entonces,
se tiene

a>0yal<0sa-at<a-0 (prop. de orden f)
Sa-a <0 (prop. algebraica e)
sSa-al#1 (prop. orden b)

De esta manera llegamos a una contradiccién y por consiguiente, a=! > 0.
De forma similar se prueba que si a < 0, entonces a~* < 0.
i. Sean a,b € R tales que a - b > 0. Entonces, por la propiedad algebraica e se

tiene a = 0 y b # 0, y por la propiedad de tricotomia se tiene que a > 0 o
a <0.

Si a > 0, entonces por la propiedad anterior, a=! > 0, y se tiene

at>0ya-b>0=a' (a-b)>0 (axioma 13)
= (at-a)-b>0 (axioma 7)
=b>0 (axioma 10)
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Y si a < 0, entonces, por la propiedad anterior, ¢~ < 0, y se tiene

al<0ya-b>0=a' (a-b)<al-0 (prop. orden g)
=atl (a-b)<0 (prop. algebraica e)
= (at-a)-b<0 (axioma 7)
=b<0 (axioma 10)

Para probar la otra implicacién, si a > 0y b > 0, por el axioma 13 se tiene
quea-b>0,ysia<0yb<0 entonces se tiene

a<0yb<0=a-b>a-0 (prop. orden g)
=a-b>0 (prop. algebraica e)

j. Se demuestra de forma analoga a la propiedad anterior.

. Sean a,b € R tales que a < b. Entonces se tiene

2-a=(141)-a=(1-a)+(1-a) (axioma 11)
=a+a (axioma 9)
<a+b (prop. orden d)
Por otro lado,
2:b=(14+1)-b=(1-b)+(1-b) (axioma 11)
=b+0b (axioma 9)
>a+b (prop. orden d)

Asi pues, se puede concluir que 2-a < a+b < 2-by ahora se tiene

2-a<a+b<2-be21.(2-a)<27 (a+b) <27 (2-0)

(prop. orden f)
< (2712)-a<2t (a+b)<(271-2)-b (axioma T7)
)
)

Sl-a<2t-(a+b)<1-b (axioma 10

Sa<2l.(a+b)<bd (axioma 9
a+b

S a< <b.
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l. Seaae Rtalque 0 < a <b¥VbeRconb>0. Comoa > 0 se tiene que a > 0
oa = 0.5ia >0, por la propiedad anterior se tiene 0 < § < a. Si ahora
tomamos b = 5 > 0 se tiene que a < g, lo cual es absurdo, y, por tanto, debe
ser a = 0.

O]

A partir del axioma de tricotomia también se puede definir el valor absoluto de un
nimero real.

Definicién 2.7 (Valor absoluto). Dado un ntimero a € R, se define el valor absoluto de
a, y se denota |a|, como

a sia>0,
lal = .
—a sia<0.
Ejemplo 2.1. 15| =15y |—1/2] =1/2.

Como se vera en el proximo capitulo, el valor absoluto permite calcular la distancia entre
dos niimeros reales en la recta real.

Proposicién 2.4 (Propiedades del valor absoluto). Se cumplen las siguientes propieda-
des del valor absoluto:

a. Elvalor absoluto de un nimero real y de su opuesto es el mismo: Va € R, |a| = |—al.
b. Ya,b € R, |a—b] =1|b—al.

c. El valor absoluto del producto de dos niumeros reales es igual que el producto de los
valores absolutos de los nimeros: Ya,b € R, |a - b| = |al - |b|.

d. Ya,b e R, sib> 0 entonces |a|] < b siy solo si —b<a <b.
e. VaeR, |—a| <a<|al.

f. Desigualdad triangular: Ya,b € R, |a 4+ b| < |a| + |b].

1 Demostracién
Prueba. Veamos la prueba de cada propiedad.

a. Sea a € R. Si a = 0 entonces |0|=0=|-0|.

Si a > 0 entonces —a < 0, de modo que por la propiedad algebraica g se tiene
$lal|=a = -(-a) = |-a.

Y si a < 0 entonces —a > 0, de modo que |a| = —a = | —a].
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b. Para cualesquiera a,b € R se tiene

la—b| =[—(a—0b)
=[(=1)(a—b)|
=[((=1)-a) +(
=|—a+—(=b)
=|—a+10|
=|b—al

c. Para cualesquiera a,b € R, se pueden dar varios casos:

e Sia>0yb>0,entonces, por el axioma 12, a-b >0y |a-

lal - [b].

e Sia>0yb <0, entonces, por la propiedad de orden j, a -

tiene

(
|

—1) - (=b))]

(prop. valor absoluto a

(pI‘Op.

(prop.
(prop.

(prop.

(prop.

e Sia<0yb>0,laprueba es similar al caso anterior.

e Sia<0yb<0, entonces por la propiedad de orden i, a -

tiene

la-b] = (a-b)
=1-(a-b)
~(~1)- (a-b)

=—a-—b

— la] - [b].

e a =0 o0b =0, entonces por la propiedad algebraica e a -

evidente que |a - b| =0 = |al - |b].
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)

(axioma 3
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d. Sean a,b € R tales que b > 0. Si |a| < b, entonces a < by —a < b, y para esta
altima desigualdad, si —a < b se tiene

—a<b=(-1)-(—a)>(-1)-b (prop. orden g)

= —(—a) > —b (prop. algebraica f)

=a>-b (prop. algebraica g)

Y si —a = b entonces a = —b, por lo que a > —b, y se concluye que —b < a < b.

Para probar la otra implicaciéon supongamos que —b < a < b, entonces a < b
y por otro lado a > —b, de donde se tiene, si a > —b

a>—-b=(—1)-a<(—1)-(=b) (prop. orden g)

= —a < —(—b) (prop. algebraica f)

= —a <b. (prop. algebraica g)

Y si a = —b entonces —a = b, por lo que —a < b, y como b > 0 se puede

concluir que |a| < b.

e. Sea a € R. Como |a| < |al, si |a] > 0, por la propiedad anterior, se tiene que
—la] < a <|al, y si|a] =0, entonces a =0y —|0] <0 < |0].

f. Sean a,b € R. Por la propiedad anterior se tiene que —|a| < a < |a| y
—|b| < b < |b| de manera que, por la propiedad de orden e, se cumple

(=laf) + (=[b]) <a+b < |af + |b|

y por el axioma 11 se tiene

—(lal+ o) < a+b <la| +[0]

de lo que se deduce por la propiedad d que |a + b] < |a| + |b].

Veremos ahora una serie de consecuencias del axioma de completitud.

Proposicion 2.5. Si un subconjunto no vacio A C R tiene una cota inferior, entonces
tiene un infimo m € R.
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(3 .,
1 Demostracion

Prueba. Se deja como ejercicio.
O

Teorema 2.3 (Propiedad arquimediana). Dado un nimero real a € R con a > 0, existe
un numero natural n € N tal que a < n.

(3 .,
1 Demostraciéon

Prueba. Vamos a demostrarlo por reduccion al absurdo. Supongamos que no existe
n € N tal que =z < n. Entonces, x es una cota superior de N. Por tanto, por el
axioma del supremo existe un nimero s = sup(N). Por ser supremo, se cumple que
existe un nimero natural m € N tal que s — 1 < m, pero entonces se tiene que
s <m+1,y comom € N también m 4+ 1 € N, lo que contradice que s sea cota

superior de N.
O

Corolario 2.1. De la propiedad arquimediana se deducen las siguientes consecuencias:

a. Sia>0¢€R, entoncesEInENtalque0<%<a.
b. Sia>0¢€R, entonces dn € N tal quen —1 < a < n.

Teorema 2.4 (Raiz cuadrada). Dado un nimero real a € R con a > 0, existe un nimero
real x € R tal que x > 0 y 22 = a. A este nimero se le llama raiz cuadrada de a y se
denota por \/a o a'/?.

[ ] .7
1 Demostracion

Prueba. Sea A ={y € R:y> 0,42 < a}. A estd acotado superiormente ya que si

a > 1, el propio a es una cota superior y si no 1 es una cota superior. Por tanto,

segun el axioma del supremo, existe z € R tal que z = sup(A4) > 0. Vamos a probar
2

que z° = a.

Supongamos primero que 22 < a. Entonces a—22 >0y g;ﬁ >0yaque2z+1>0

al ser x > 0. Por el Corolario 2.1 se tiene que existe n € N tal que % < g;fi > 0.
Por otro lado, se tiene

1\? 1 2 1/1 1
(a:+—> :x2+—2+—x:x2+—<—+2x)§x2+—(2x+1)<
n n n n n n
(1—112
<z?+ 2z +1)=2%+ (a—2?) = a.

2x +1
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Por tanto, x + % € A, pero x + % > z lo que contradice que x sea cota superior de
A.

Supongamos ahora que z?2

> a. Entonces 22 —a > 0 y m;;a > 0 al ser z > 0.
. . . . 1 2_
Aplicando de nuevo el Corolario 2.1 se tiene que existe m € N tal que - < 5%y
por tanto Qﬁ <z?—a.

Por otro lado, se tiene

Por tanto, x — L es una cota superior de A, pero x > x — i, lo que contradice que
m m

x =sup(A).

Asi pues, 22 £ a y 22 # a, por lo que tiene que ser 2% =

a.
O

Del mismo modo se puede probar que para cualquier ntimero real a € R con a > 0 y para
cualquier niimero natural n € N existe un nimero real x € Rtal que x >0y z" = a. A
este ntimero se le llama raiz n-ésima de a.

Teorema 2.5 (Densidad de los nimeros racionales). Dados dos nimeros reales a,b € R
con a < b, existe un nimero racional ¢ € Q tal que a < q < b.

(] .7
1 Demostracion

Prueba. Como a < b se tiene que b — a > 0, de manera que por la propiedad
arquimediana existe un nimero natural n € N tal que % < b — a. Por otro lado,
como a > 0 también na>0, y de nuevo por la propiedad arquimediana existe otro
nimero real m € N tal que m — 1 < a < m, de donde se deduce que mTfla <
Consideremos ahora el ntimero racional ¢ = *. Acabamos de ver que a < g, por lo
que solo falta probar que g < b. Para ello, volviendo de nuevo a que % <b—a,se
tiene que

1
—<b—a=1l<nb—na=1+na<nb
n

pero como habiamos visto que m — 1 < na se deduce que 1 +m — 1 < nb, es decir
m < nb, y de aqui se concluye que ¢ = > < b.
O

Corolario 2.2 (Densidad de los niimeros irracionales). Dados dos niimeros reales a,b €
R con a < b, existe un numero irracional p € R Q tal que a < p < b.
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[ .7
1 Demostracion

Prueba. Sabemos que v2 € R Q y que v2 > 0, por lo que al aplicar el teorema

anterior a los nimeros reales % v - se tiene que existe un nimero racional ¢ €
V2 V2

tal que % < ¢ < %, lo que implica que a < ¢v/2 < b. Finalmente, si tomamos
que 75 q /2 q

p = V2, tenemos que es un nimero irracional que cumple que a < p < q.
O

2.6 Clasificacion de los conjuntos numéricos

Con estas extensiones se obtiene la siguiente clasificacién de los conjuntos numéricos (se
ha incluido también el conjunto de los niimeros complejos C que no se veran en este
manual.)

( Naturales N

Enteros Z < Cero 0

Racionales Q )

. Reales R Enteros negativos
Complejos C ) )

Fraccionarios

| Irracionales

Imaginarios

En particular se cumple que NC Z C Q C R C C.
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3 Topologia de la recta real

En este capitulo presentamos, sin profundizar demasiado, los principales conceptos topo-
l6gicos del conjunto de los ntimeros reales, que serdn necesarios en futuros capitulos.

Los niimeros reales pueden representarse geométricamente como puntos de una linea
recta que se conoce como la recta real. Existe una biyeccién entre los puntos de una
recta y el conjunto R de los nimeros reales, de modo que a cada nimero real le corres-
ponde un solo punto, y a cada punto, exactamente un ntimero real. Para establecer esta
correspondencia se fija un punto O en la recta correspondiente al nimero real 0 y otro
punto A a la derecha de 0, correspondiente al ntimero real 1, de manera que se dice
que la abscisa de A es 1y se denota A(1). A partir de estos dos puntos, y considerando
la distancia entre O y A como unidad de medida, se pueden representar cualquier otro
punto B correspondiente al ntimero real z, dibujando a B a la derecha de O si x > 0y
a la izquierda si < 0, a una distancia |z| de O.

e
b
ok
ot
r —
o —

b2
]

Figura 3.1: La recta real

3.1 Intervalos y entornos

Definicién 3.1 (Intervalo abierto). Dados dos ntimeros reales tales que a < b, se llama
intervalo abierto de extremos a y b, y se denota (a,b) al conjunto de nimeros reales
comprendidos entre a y b

(a,b) ={x € R:a < x < b}.

46



Definicién 3.2 (Intervalo cerrado). Dados dos niimeros reales tales que a < b, se llama
intervalo cerrado de extremos a y b, y se denota [a, b] al conjunto de nimeros reales que
son mayores o iguales que a y menores o iguales que b

[a,b] ={z € R:a <z <b}

Advertencia

Obsérvese que si a = b, (a,a) =0y [a,a] = {a}.
Los intervalos también pueden ser abiertos por un lado y cerrados por el otro.

Definicién 3.3 (Intervalo semiabierto o semicerrado). Dados dos niimeros reales tales
que a < b, se definen los intervalos semiabiertos o semicerrados de extremos a y b de la
siguiente manera:

(a,b) ={r€R:a<z<b} y [a,b)={z€eR:a<z<b}

Estos intervalos estan acotados ya que a es una cota inferior y b una cota superior, pero
también existen intervalos no acotados.

Definicién 3.4 (Intervalo abierto no acotado). Dado un nimero a € R, se definen los
siguientes intervalos abiertos no acotados:

(—o0,a)={zeR:z<a}l y (a,00)={r€R:a<z}

Definicién 3.5 (Intervalo semiabierto no acotado). Dado un nimero a € R, se definen
los siguientes intervalos semiabiertos no acotados:

(—o0,a]l={reR:z<a} y [a,00)={reR:a<z}

Definicién 3.6 (Intervalos anidados). Se dice que una sucesién de intervalos I,,, n € N
es una sucesion de intervalos anidados si se cumple que I, ; C I,, Vn € N.

Ejemplo 3.1. La sucesién de intervalos I,, = [0, %], Vn € N es una sucesién de intervalos
anidados, ya que para cada n € N se cumple que n < n + 1 y por tanto % > L de

1 1 n+1’

manera que I,,,; = [0
Teorema 3.1 (Intervalos anidados). Dada una sucesion de intervalos cerrados y ani-
dados I,, = [a,,b,], n € N, existe un nimero a € R tal que a € I, Yn € N. Ademds,
si el infimo de las longitudes {b, —a, : n € N} es 0, entonces a es unico, es decir,

OSLO:IIn = {CL}
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(3 .7
1 Demostracion

Prueba. Sea A= {a, :n €N}y B={b, :n € N}. Puesto que los intervalos estdn
anidados, A estd acotado superiormente por b, ya que a,, < b, <b, Vne N,y B
esta acotado inferiormente por a; ya que a; < a,, <b,, Vn € N. Asi pues, como A
estd acotado superiormente, por el axioma del supremo, existe a = sup(A), y como
B esta acotado inferiormente, existe b = inf(B).
Veamos ahora que a < b. Para ello basta probar que a es cota inferior de B. Para
cualquier n € N se cumple que si £ > n entonces a;, < b, < b,, pues I,, C I, y si
k < n, entonces a;, < a,, <b,, pues I,, C I,.. Luego b, es una cota superior de A, y
por tanto, a < b,, Vn € N, de manera que a es cota inferior de B. Asi pues, como a
es cota superior de A e inferior de B, se tiene que a,, < a < b, Vn € N, de manera
que a € Ny, 1.
De forma similar se puede probar que b € N2°, I, , por lo que N°, I, = [a,b].
Finalmente, veamos que si inf({b,, — a,, : n € N}) = 0 entonces a = b. Para ello,
dado € > 0, como inf({b,, —a,, : n € N}) =0, existe k£ € N tal que 0 < b, —a;, < €.
Como b < b, y a > ay, se tiene que 0 < b—a < b, —a; < ¢, de donde se deduce
que b —a =0y por tanto a = b, asi que NI, = [a,a] = {a}.

O

Definicién 3.7 (Entorno). Dado un nimero a € R, se llama entorno de a a cualquier
intervalo abierto (a —¢e,a +¢) con € > 0. El nimero ¢ se conoce como radio del entorno.

Para cualquier € > 0 el conjunto (a —e,a +¢) {a} se llama entorno reducido de a.

3.2 Clasificacion de puntos

Un conjunto A C R clasifica los puntos de R en tres clases: puntos interiores, puntos
exteriores y puntos fronteras de A.

Definicién 3.8 (Punto interior). Se dice que a € R es un punto interior de un conjunto
A C R, si existe un entorno de a contenido en A, es decir, existe ¢ > 0 tal que (a —e,a+
g) C A.

El conjunto de los puntos interiores de A se llama interior de A y se denota por Int(A).

Aunque la definicién no lo hace explicito, es evidente que si a es un punto interior de A
entonces a € A.

Intuitivamente, un punto interior de un conjunto es un punto que no estd en el borde
del conjunto, es decir, que estd rodeado por puntos del conjunto, y por tanto, pode-
mos movernos un poco hacia la izquierda o hacia la derecha del punto sin salirnos del
conjunto.

48



Ejemplo 3.2. 0.9 es un punto interior del intervalo (0, 1) ya que podemos tomar ¢ = 0.01
tal que el entorno (0.9 —0.01,0.9 + 0.01) = (0.89,0.91) C (0,1).

Sin embargo, 1 no es un punto interior del intervalo (0, 1) ya que por muy pequeno que
tomemos € > 0, 1 +& > 1y, por tanto, el entorno (1 —e,1 + ¢) siempre tendra valores
mayores que 1, de manera que (1 —e,1+4+¢) € (0,1).

Definicién 3.9 (Punto exterior). Se dice que a € R es un punto exterior de un conjunto
A C R, si existe un entorno de a contenido en el complementario de A, es decir, existe
e >0 tal que (x —e,z+¢) C A.

El conjunto de los puntos exteriores de A se llama exterior de A y se denota por Ext(A).

Una definicién equivalente es que un punto es punto exterior de un conjunto si es un
punto interior de su complementario.

Ejemplo 3.3. 1.01 es un punto exterior del conjunto (—oo, 1) ya que tomando ¢ = 0.001
el entorno (1.01 — 0.001, 1.01 + 0.001) = (1.009, 1.011) € (—o0, 1) = [1, 00).

Sin embargo, 1 no es un punto exterior del intervalo (—oo, 1), ya que no es un punto
interior del intervalo (—o0,1) = [1,00), ya que 1 —e < 1 Ve > 0, y, por tanto, el entorno
(1—&,14¢) siempre tendré valores menores que 1, de manera que (1—¢,1+¢) ¢ [1,00).

Advertencia

El que un punto no sea punto interior de un conjunto no significa que sea un punto
exterior. Por ejemplo, 1 no es un punto interior del intervalo (0, 1), y tampoco de
su complementario (0,1) = (—o0, 0] U [1, 00).

Definicién 3.10 (Punto frontera). Se dice que a € R es un punto frontera de un conjunto
A C R, si cualquier entorno de a contiene puntos de A y de su complementario.

El conjunto de los puntos frontera de A se llama frontera de A y se denota por Fr(A).

Una definicién equivalente es que un punto es un punto frontera de un conjunto si no es
un punto interior ni exterior del conjunto.

Ejemplo 3.4. El punto 1 es un punto frontera del intervalo [1,00) ya que no es un
punto interior de [1,00) ni de su complementario (—oo, 1).

Proposicion 3.1. Todos los puntos de un intervalo abierto son puntos interiores suyos,
es decir, dado un intervalo abierto (a,b) C R, se cumple que Int((a,b)) = (a,b).
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(3 .,
1 Demostracion

Prueba. Tomemos cualquier punto = € (a,b), entonces se puede tomar ¢ =
w de manera que el entorno (x —e,x +¢) C (a,b).
]

Proposiciéon 3.2. Todos los puntos de un intervalo cerrado, excepto sus extremos, son
puntos interiores suyos, es decir, dado un intervalo cerrado [a,b] C R, se cumple que

Int([a, b]) = (a,b).

(] .7
1 Demostracion

Prueba. Par ver que a no es un punto interior de [a, b], basta con ver que a —¢ < a
para cualquier ¢ > 0, por lo que el intervalo (a — ¢,a + ¢) irremediablemente
contendra puntos menores que a y, por tanto, (a —e,a +¢) € [a, b].

Un razonamiento andlogo se puede utilizar para demostrar que b tampoco es un
punto interior de [a, b].

O]

A partir de estas proposiciones, es facil ver que que para cualquier intervalo abierto
(a,b), nt((a,b)) = (a,b), Bxt((a,b)) = (—o0,a) U (b,00) y Fr((a,b)) = {a,b}. Y para
cualquier intervalo cerrado [a,b], Int([a,b]) = (a,b), Ext(]a,b]) = (—o00,a) U (b,00) y

Fr([a,b]) = {a,b}.

Proposiciéon 3.3. Dado un conjunto A C R, los conjuntos Int(A), Ext(A) y Fr(A)
forman una particion de R, es decir,

a. Int(A), Ext(A) y Fr(A) son disjuntos entre si.
b. Int(A) UExt(A) UFr(A) =R.

(3 .’
1 Demostracion

Prueba. Se deja como ejercicio.
O

A continuacién se definen otros tipos de puntos que son tutiles para definir conceptos que
se veran mas adelante como el de limite.

Definicién 3.11 (Punto adherente). Se dice que a € R es un punto adherente de un
conjunto A C R, si cualquier entorno de a contiene puntos de A.

El conjunto de los puntos adherentes de A se llama adherencia de A y se denota por
Adh(A).
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Resulta obvio que cualquier punto interior y frontera de un conjunto es también adhe-
rente, y que cualquier punto exterior no es adherente. Resulta evidente también que
cualquier punto de un conjunto es un punto adherente, de manera que para cualquier
conjunto A se tiene A C Adh(A).

Definicién 3.12 (Punto de acumulacion). Se dice que a € R es un punto de acumulacion
de un conjunto A C R, si cualquier entorno reducido de a contiene puntos de A.

El conjunto de los puntos de acumulaciéon de A se llama conjunto derivado de A y se
denota por Ac(A).

Advertencia

Resulta obvio de la definicién que cualquier punto de acumulaciéon es también un
punto de adherencia, es decir, Ac(A) C Adh(A) para cualquier conjunto A C R.
Sin embargo no todo punto de adherencia es un punto de acumulacién.

Es posible que un conjunto tenga puntos de acumulacién que pertenezcan al conjunto y
otros que no.

Ejemplo 3.5. Dado el conjunto A = (0, 1)U{2}, se tiene que 2 es un punto de adherencia
de A, pues para cualquier € > 0 el entorno (2 —¢,2 + ¢) contiene al propio 2 que es un
punto de A. Sin embargo, 2 no es un punto de acumulacién, porque para € = 0.5, por
ejemplo, el entorno reducido (2 —¢,2 +¢) {2} = (1.5,2) U (2,2.5) no contiene puntos
de A.

En cambio el punto 0.5 es tanto un punto de adherencia como un punto de acumulacién
de A porque para cualquier £ > 0 el entorno reducido (0.5 —¢,0.54+¢) {0.5} siempre
contiene puntos de A. De hecho, para cualquier x € (a,b) y para cualquier £ > 0, el
intervalo (z — e,z 4+ ¢) {x} contiene puntos de A, y lo mismo ocurre para a y b al ser
puntos frontera, de manera que Ac(A) = [0, 1], mientras que Adh(A4) = [0,1] U {2}.

Intuitivamente, un punto de acumulaciéon de un conjunto A es un punto para el que
podemos encontrar puntos de A, distintos de él mismo, tan préximos a él como queramos.
Un punto de acumulacion se diferencia de un punto de adherencia en que siempre esta
rodeado por puntos de A, mientras que un punto de adherencia puede estar aislado de
los demads puntos de A.

Definicién 3.13 (Punto aislado). Se dice que a € R es un punto de aislado de un
conjunto A C R, si es un punto adherente de A, pero no de acumulacion.

Proposiciéon 3.4. Para cualquier intervalo abierto (a,b) se tiene que Adh((a,b)) =
Ac((a,b)) = [a,]
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3 .7
1 Demostracion

Prueba. Todos los puntos de (a,b) son interiores y, por tanto, para cualquier z €
(a,b), existe un € > 0 tal que (z — e,z +¢) C (a,b). Si ahora tomamos cualquier
otro €’ > 0, se tiene que (z —e’,z +¢') {z}N(x —e,x+¢) # 0, pero como
(x —e,x +¢) C (a,b), se concluye que (x —e’,z +¢’) {x} N (a,b) # 0, por lo
que x es un punto de acumulacién de (a,b). Por otro lado, como a y b son puntos
frontera, también se tiene que para cualquier ¢ > 0, (a —e,a +¢) N (a,b) £ 0
y (b—e,b+¢)N(a,b) # 0 de manera que [a,b] C Ac((a,b)) C Adh((a,d)). Sea
ahora cualquier x > b, y tomemos € = @, entonces (x —e,x +¢) N (a,b) =0, de
manera que x no es un punto de adherencia de (a,b). Del mismo modo se puede
probar que si x < a, entonces x tampoco es un punto de adherencia de (a, b), por lo
que Adh((a,b)) = [a,b] y como Ac((a,b)) C Adh((a,b)), también se concluye que
Ac((a,b)) = [a,b].

O

Proposiciéon 3.5. Para cualquier conjunto A C R, se tiene que Adh(A) = AU Ac(A).

3 .,
1 Demostraciéon

Prueba. Ya se ha visto que A C Adh(A) y también Ac(A) C Adh(A), por lo que
AU Ac(A) C Adh(A).
Veamos ahora que Adh(A) C AU Ac(A). Sea z un punto de adherencia de A. Si
x € A es obvio que © € AUAc(A), y si z ¢ A, entonces x € Ac(A), ya que, por
ser z punto de adherencia de A, para cualquier € > 0, (x —e,z +¢) N A # (), pero
como ademds x ¢ A, también se cumple que el entorno reducido (z —e,z+¢) {x}
contiene puntos de A. Asi pues, x € AU Ac(A), y por tanto Adh(A) C AU Ac(A).
O

3.3 Conjuntos abiertos y cerrados

A continuacién se generaliza la caracteristica que diferencia los intervalos abiertos y
cerrados, a cualquier conjunto.

Definicién 3.14 (Conjunto abierto). Se dice que un conjunto A C R es abierto cuando
para cada a € A existe un entorno de a contenido en A, es decir, existe € > 0 tal que
(a—e,a+¢e) C A

| Importante

Obsérvese que un conjunto es abierto si todos sus puntos son interiores.
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Ejemplo 3.6. Cualquier intervalo abierto (a,b) es un conjunto abierto, ya que segin se
vio en la Proposicién 3.1 Int((a, b)) = (a,b). Por otro lado, un intervalo cerrado [a, b] no
es un conjunto abierto pues cualquier entorno de a o b no esté contenido en [a, b].

Una coleccion de conjuntos abiertos se llama topologia y cualquier propiedad que pueda
definirse en términos de conjuntos abiertos se llama propiedad topoldgica.

Definicién 3.15 (Conjunto cerrado). Se dice que un conjunto A C R es cerrado cuando
su complementario A = R A es abierto.

Ejemplo 3.7. Todo intervalo cerrado [a, b] es cerrado, pues su complementario (—oo, a)U
(b, 00) es abierto.

Advertencia

Un subconjunto puede ser abierto y cerrado a la vez, como por ejemplo Ry (). R es
abierto ya que todos sus puntos son interiores, y por tanto R = ) es cerrado. Pero,
también () es abierto, ya que para que un conjunto no sea abierto, al menos uno de
sus puntos no debe ser interior, y en consecuencia () = R es también cerrado.

Un subconjunto también puede no ser abierto ni cerrado, como por ejemplo (a,b],
ya que b no es un punto interior de (a,b], y @ no es un punto interior de (a,b] =
(—o0, a] U (b, 00). Por tanto, no abierto no implica cerrado y no cerrado no implica
abierto.

Proposicion 3.6. Se cumplen las siguientes propiedades:

1. La union de una coleccion de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

2. La interseccion de una coleccion finita de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.
3. La interseccion de una coleccion de conjuntos cerrados es cerrada.

4. La union de una coleccion finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

3 ./’
1 Demostracion

Prueba. Se deja como ejercicio.

Advertencia

La interseccién de una coleccion infinita de conjuntos abiertos puede no ser un
conjunto abierto, como por ejemplo la coleccién de conjuntos I, = (0,1 + %),
n €N, ya que N2, 1, = (0,1].

Y la unién de una coleccién infinita de conjuntos cerrados puede no ser cerrada,
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como por ejemplo la coleccién de conjuntos J,, = [%, 1], n € N, ya que U2, J, =
(0,1].

Teorema 3.2 (Existencia del maximo y minimo). Cualquier conjunto no-vacio, cerrado
y acotado superiormente tiene un mdximo, y cualquier conjunto no-vacio, cerrado y
acotado inferiormente tiene un minimo.

3 ./’
1 Demostracion

Prueba. Sea A un conjunto no vacio, cerrado y acotado superiormente. Como A esté
acotado superiormente, por el axioma del supremo, existe s = sup(A). Probaremos
que s € A por reduccién al absurdo. Supongamos que s ¢ A, entonces s € A, y
como A es abierto al ser A cerrado, existe un € > 0 tal que (s —¢,s+¢) C A. Como
ningin elemento de A puede ser mayor que sy (s—e,s+¢) € A, se tiene que s —¢
es también una cota superior de A, pero s — e < s, lo que contradice que s sea el
supremo de A. Asi, pues s € A, y por tanto es el maximo de A.
De manera andloga se prueba que si A un conjunto no vacio, cerrado y acotado
inferiormente, A tiene minimo.

O

Teorema 3.3 (Bolzano-Weierstrass). Todo subconjunto infinito de R acotado tiene al
menos un punto de acumulacion.

3 .,
1 Demostracion

Prueba. Para demostrar el teorema construiremos una sucesion de intervalos cerra-
dos y anidados y aplicaremos el Teorema 3.1.

Sea A C R un subconjunto infinito y acotado. Como A estd acotado, existe un in-
tervalo cerrado tal que A C I; = [aq,b,]. Si I; se divide en dos intervalos [a,, al;rbl]
y [algbl ,by], al menos uno de estos intervalos tendra infinitos puntos de A, ya que
de lo contrario A serfa finito. Sea I, = [ay, b,y] cualquiera de los dos intervalos que
tenga infinitos puntos de A. Si I, se divide en dos intervalos [a,, %T%] y [“2?2 , s,
al menos uno de estos intervalos tendra infinitos puntos de A, ya que de lo contrario
A serfa finito. Sea I3 = [ag, b3] cualquiera de los dos intervalos que tenga infinitos
puntos de A. Siguiendo la misma légica, se puede construir una sucesion de inter-
valos anidados I} D I, D I3 D -, con tamanos b%;fﬁl. Como inf{ b21;“11 :n € N} =0,
aplicando el Teorema 3.1, existe un dnico a € R tal que N° 1, = {a}.

Veremos ahora que a es un punto de acumulacién de A. Para cualquier ¢ > 0,
considérese el entorno reducido de a (a—e,a+¢) {a}. Como inf{ bé;all :n € N} =0,
existe m € N tal que b;;ff < e,y por tanto I,, C (a—e,a+¢),y como I, contiene
infinitos puntos de A, el entorno reducido a también contiene puntos de A, por lo
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que a es un punto de acumulacién de A.
O

Teorema 3.4. Cualquier subconjunto de R es cerrado si y solo si contiene a todos sus
puntos de acumulacion.

[J .7
1 Demostracion

Prueba. Sea A C R un conjunto cerrado y sea a € R un punto de acumulacién de
A. Veamos por reduccién al absurdo que a € A.
Supongamos que a ¢ A, entonces a € A. Como A es cerrado, A es abierto y existe
un £ > 0 tal que el entorno (a —e,a +¢) C A, pero entonces (a —¢e,a+¢e)NA =0,
lo que contradice que a sea punto de acumulacién de A.
Veremos ahora el otro sentido de la implicacién. Sea A un conjunto que contiene
todos sus puntos de acumulacién. Sea x € A, entonces z ¢ A y por tanto no es
un punto de acumulacién de A y existe un € > 0 tal que el entorno propio de x
(x—e,x+¢e) {z}NA=0.Como (x—e,x+¢) {z} C Ay x € A se concluye que
(x —e,2+¢) C A, de manera que A es abierto y A es cerrado.

O
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4 Sucesiones de numeros reales

Las sucesiones de niimeros reales son claves para comprender el concepto de limite que
es fundamental en el Anélisis Matematico. En este capitulo se presenta el concepto de
sucesion de ntimeros reales, el concepto de limite y algunos resultados importantes sobre
la convergencia de sucesiones.

4.1 Concepto de sucesion

Definicién 4.1 (Sucesién de nimeros reales). Una sucesion de nimeros reales es una
aplicacion a : N — R que asigna a cada ntimero natural n un ntmero real a,,, conocido
como término de la sucesion.

Utilizaremos la notacion (a,,)>° , donde a,, = a(n) con n € N, o simplemente a,,, para

referirnos a la sucesion definida por la aplicacién a.

De manera informal, se puede decir que una sucesién es una lista ordenada de ntimeros
reales.

. .7 o 7’ 7’ .
Ejemplo 4.1. La sucesién (%)nzl estd formada por los términos %, %, %,

O Precaucién

No hay que confundir los términos de una sucesién (a,,)>° ;, que tienen orden, con
el conjunto de los valores de la sucesiéon {a,, : n € N} que no tiene orden.

Ejemplo 4.2. La sucesion ((—1)”);’;1 estd formada por los términos —1,1,—1,1, ...,
mientras que {a, : n € N} = {—1,1}.

Una sucesion de nimeros reales puede definirse dando una férmula para el término
general, de manera que aplicando la férmula para cada n € N se obtienen todos los
términos de las sucesion, o bien de manera recursiva, dando el primer término de la
sucesiéon y después dando una féormula para construir el siguiente término de la sucesion
en funcién del anterior o anteriores.
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Ejemplo 4.3. La sucesion del ejemplo anterior también se puede definir recursivamente
de la siguiente manera, a; = -1y a,,, = (—1)a, Yn € N.

Otro ejemplo es la famosa sucesién de Fibonacci, que se define recursivamente como

a,=1,a,=1ya,,,=a,+a,,; VneN.

Las operaciones aritméticas de los niimeros reales se pueden extrapolar a las sucesiones
aplicandolas término a término.

Definicién 4.2 (Operaciones con sucesiones). Dadas dos sucesiones de niimeros reales
(a,)2; v (b,)2,, se definen las siguientes operaciones:

o Suma: (a,)7y + (b,)52; = (@, +b,)52.
e Diferencia: (a,);2 — (b,)52 = (@, — b,)ney-
o Producto: (a,,)2 1(b,)52, = (a,b,) .

e (@) (0T
o Division: m =3 n,17 siempre y cuando b,, # 0 Vn € N.

e Producto por escalar: c(a,,)72, = (ca,)s .

n

o0

1 Se tiene:

Ejemplo 4.4. Dadas las sucesiones (n)2°, y ((—1)")

(n>%o:1 + ((_1)71)%0:1 = (n + (_1)71)30:1 = (07 37 27 5>4> )
(n)?:l((_l)n>%o:1 = (”(—1)”>Z°:1 = (_1> 2> _37 4? _5a )

4.2 Limite de una sucesion

Definicién 4.3 (Limite de una sucesién). Dada una sucesién (a,, )2, se dice que un
niumero a € R es el limite de la sucesidn, si para cada ¢ > 0 existe un k € N a partir
del cudl todos los términos de la sucesiéon caen en el entorno (a — e,a + €), es decir,
la, —a| <eVn>k.

Si a es el limite de la sucesion, se dice que la sucecidon converge a a, y se denota
lim, . a, = a.

Si una sucesién tiene limite se dice que es convergente, y en caso contrario se dice que
es divergente.

De manera informal podemos decir que una sucesién de nimeros reales converge a un
nimero a, si para cualquier entorno suyo, a partir de un determinado término, todos los
siguientes caen dentro del entorno, tal y como se muestra en la siguiente figura.
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Figura 4.1: Limite de una sucesién

Esto es equivalente a decir que podemos encontrar términos de la sucesion tan cerca de
@ CcOmo queramos.
Ejemplo 4.5. La sucesién (%)Z":l es convergente y lim,, | % = 0, ya que para cualquier

€ > 0, por la propiedad arquimediana, se tiene que existe un k € N, tal que % < g, de
manera que para cualquier n > k, se tiene |% -0l = % < % <e.

. . o 1
Sin embargo, la sucesion (n)5° ; diverge.

Teorema 4.1. Una sucesion de nimeros reales puede tener a lo sumo un limite.

(3 .7
1 Demostracion

Prueba. Lo probaremos por reduccién al absurdo. Supongamos que (a,,)5°; con-
verge a a 'y b con a # b. Entonces existe un £ > 0 tal que los entornos (a —¢e,a+¢)
y (b—¢e,b+ ¢) son disjuntos. Ahora bien, por ser lim, ,_ _ a, = a existe un k; € N
tal que a,, € (a —e,a+¢€) Vn > ky, y por ser lim, , b, = b existe un ky € N
tal que a,, € (b—¢,b+¢) Vn > k,. Basta tomar k = max(ky, ky) para ver que qay,
pertenece a ambos entornos, lo cual contradice que sean disjuntos. Por tanto, debe
ser a =b.

O]

Definicién 4.4 (Cola de una sucesién). Dada una sucesion de ntimeros reales (a,,)> ; y
m € N, se define la cola m de la sucesién, como la sucesion (a,, 1, )oeq = (Gpyit1s Cmgas ---)-

Proposicién 4.1. Dada una sucesidn de nimeros reales (a,)5>, y m € N, la co-
la (Gyyin)iS, converge si y solo si (a,)s, converge, y en tal caso, lim, , a, =

hmn—>oo am+n :
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3 .,
1 Demostracion

Prueba. Supongamos que la cola (a,, ., )52 ; converge a a. Entonces, para cada € >
0, existe un k; € N tal que |a,,,,, —a| < € Vn > k;. Tomando ahora k = k; +m € N
se tiene que para cualquier | > k |a; — a| = |a;_,,, 1, — a| = |a,,,,, — a| < € siendo
n=I0—m,yaquel>k +myl—m 2>k, Portanto, (a,)>, converge a a.

Para probar la otra implicacién, supongamos ahora que (a,,)>°; converge a a. En-
tonces, para cada ¢ > 0, existe un k € N tal que |a,, —a| < € Vn > k. Pero como
m € N, si n > k también m +n > k, con lo que |a —a| < e, y por consiguiente,

(@pyin)oSy converge a a.

m+n

O]

Proposicion 4.2. Sean (a,,)>°; vy (b,)52, dos sucesiones de nimeros reales tales que

(b,)2, converge a 0. Si existe a,c € R con ¢ > 0 tal que |a,, —a| < clb,| Yn € N,

entonces (a,)5 | converge a a.

3 .,
1 Demostracion

n=1
que |b, — 0| = |b,| < &’ Vn > k. Asi pues, Vn > k se tiene que |a,, —a| < c|b,,| <

/ g __ o
ce’ = c£ = ¢, por lo que (a,);2, converge a a.

Prueba. Dado € > 0, sea ¢’ = £ > 0. Como (b,);2; converge a 0, existe k € N tal

O

1

Ejemplo 4.6. Veamos que la sucesion ( )ZOZI converge a 0. Para cualquier n € N se

2n
cumple que 0 < n < 2", de donde se deduce 0 < 2% < %, lo que equivale a ]2% —0| < %
Asi pues, aplicando el teorema anterior, se concluye que lim,, , 2% = 0.
Veamos ahora que lim, , . n'/" = 1. Para cualquier n € N, con n > 1, se cumple
que n'/™ > 1, de manera que se puede escribir n'/? = 1 + k,, donde k, = nt/m —1.

Aplicando ahora el teorema del binomio, se tiene que 0 < k,, < 1/2/n Vn € N. Por
tanto, [n'/" — 1| = k, < \/2/n = \/5%, y como V2 > 0y limnﬁmﬁ = 0, por el
nt/m =1,

teorema anterior se tiene que lim,, ,

o0

Definicién 4.5 (Sucesién acotada). Se dice que una sucesién de nimeros reales (a,, )50 ;

estd acotada si existe ¢ > 0 tal que |a, | < c Vn e N.

Teorema 4.2. Toda sucesion de numeros reales convergente estd acotada.
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3 .,
1 Demostracion

Prueba. Sea (a,,)>°; una sucesion convergente a a. Entonces, si tomamos ¢ = 1
existe un k € N tal que |a, —a| <1 Vn > k.
Por la desigualdad triangular (Proposicién 2.4) se tiene que |a,,| = |a,, —a+a| <
la,, —a| + |a| < 1+ |a|, de donde se deduce que |a,,| < |a| + 1 Vn > k. Si se toma
¢ = max{|ay|,...,|a;_4],|a] + 1} se tiene que si n < k entonces |a,| < cysin >k
entonces |a,,| < |a| +1 < ¢, de modo que Vn € N |a,,| < ¢, por lo que (a,,)>° ; estd
acotada.

O

Ejemplo 4.7. La sucesién (n)2°, diverge ya que no estéd acotada. Si estuviese acotada
existiria un ¢ > 0 tal que |n| < ¢ Vn € N, lo que infringe la propiedad arquimediana.

O Precaucién

El otro sentido de la implicaciéon no se cumple, es decir, no toda sucesion acotada

es convergente. Por ejemplo, la sucesién ((—1)")> ;.

Proposicién 4.3. Sean (a,)5, y (b,)5, dos sucesiones de nimeros reales tales que
(a,) converge a a y (b,,)>2, converge a b. Entonces se cumple:

a. (a,)eey + (b,)>, converge a a+ b.
b. (a,)o - (b)), converge a a —b.
c. (a,)5 ( oy converge a ab.

d. c(a,)s, converge a cx.

®

7L>7L
. Sib, %OVnED\lyb#O mlconvergea%

[J .7
1 Demostracion

Prueba. Veamos la prueba de cada apartado.

n— o0 n
la,, —a| <& =§ Vn >k, y porser lim, , b, = b existe k, € N tal que
b, — b < &’ = £ Yn > k,.

a. Dado € > 0, sea ¢’ = § > 0. Por ser lim a, = a existe k; € N tal que

Tomando k = max({k,, k,}), para n > k, aplicando la desigualdad triangular,
se tiene que
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(a, +b,) = (a+b)| = |(a, —a) + (b, — )]
S;|an_'a|_|_|bn_-b

<§+§—s
2 2 7

Por tanto, lim a,+b,=a+b.

n—oo 'n

b. Se prueba de manera analoga.

c. Dado € > 0, sea £, = 577 > 0. Por ser lim b, = b existe k; € N tal que

n—,oo "N
|b, —b| <e; =5 Vn > k. Y por el teorema anterior, como (b, )52, converge,
estd acotada, de modo que existe una cota ¢ > 0 tal que [b,,| < c Vn € N.

Sea ahora g5 = o
&

la, —a| <ey =5 Vn > k.

> 0. Por ser lim, , a, = a existe k, € N tal que

Tomando ahora k& = max({k;,k,}), para n > k, aplicando la desigualdad
triangular, se tiene que

|(a,b,,) — (ab)] a,b, —ab,) + (ab, — ab)]

n-n

\(
|(a,b,, — ab,)| + |(ab,, — ad)|
(
(

IN

| an/__a>bn‘+_‘a(bn'__bﬂ
[(a, — a)|[by] + [al (b, — )]
< |(a, —a)lc + |a||(b,, — )]

< ceq + |ale c —|—||€
C a = —¢C a|——-
2 17 2c 2|al
2 2 7

Por tanto, lim, ,  a,b, = ab.

d. Se prueba a partir del resultado anterior, tomando la sucesién constante
(c)nz1-

e. Se deja como ejercicio.

2n+1
n+3

Ejemplo 4.8. Veamos que la sucesion ( )oo | converge a 2.
n—
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2n+1 . 2+% lim, 2+
- 1+
240
140

lim im T =
n—oo N+ 3 nﬂml—i—g lim
lim, , 24 1lim,_, %

3

lim 1+ lim

n—00 n—oo n

n—o0

2.

Teorema 4.3 (Compresién de sucesiones convergentes). Dadas tres sucesiones de ni-

meros reales (a,,)>° 1, (b,)52, vy (¢,)52, tales que a, < b, <c, Yn € N, si (a,)5, ¥y

(c,)22 convergen a a, entonces (b)) converge a a.

(3 .7
1 Demostracion

Prueba. Supongamos que lim, ., a, =lim, . ¢, = a y sea € > 0. Si tomamos

g, =7 >0, como (c,)n, converge a a, existe k; € N tal que |c,, —a| <&, Vn > k.
Y si tomamos £, = § > 0, como (a,);2; converge a a, existe k, € N tal que
la, — a| < g5 Vn > k,. Entonces, si se toma k = max(k,, k), se cumple que para
cualquier n > k,

b, —al =1b,, —¢,, + ¢, — al
< |b,, —c,| + |e,, — al (prop.2.4 (f))
=c,—b,+]c, —a
<e¢,—a,+lc, —al
= l¢,, —a,| + ¢, — al
=lc, —a+a—a,|+|c, —al

< ’Cn7a|+|aian|+|cnia|

=2|c, —a| +|a—a,] (prop.2.4 (f))
=2|c,, —a| +|a,, — a (prop.2.4 (b))
€ €
2 =2-+_-=c.
< 261 + &9 1 + 5 €
Por tanto, lim,_, b, = a.
O
Ejemplo 4.9. Veamos que la sucesion (ngil )OO | converge a 0. Para ello basta con ver
n=

que

DO
S
Do
S

Vn eN

IN
|

<

S

[\
+
—
3
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y que lim,, HOO% = lim, ,. .0 = 0, de manera que aplicando el teorema anterior de

< s . . on
compresion se tiene que lim,,_,  -5%5 = 0.

o0
Veamos ahora que la sucesion (%(n)) _también converge a 0. De nuevo basta con ver
que, como —1 <sen(n) <1 Vn €N,

—1 _sen(n 1
< (n) <—-—VneN
n n n
y que lim,_, _71 = lim,, _,oo% = 0, de manera que aplicando el teorema anterior de
sz . . sen(n) __
compresion se tiene que lim,, ,  — = = 0.

Proposicién 4.4 (Criterio del cociente). Si (a,,)22, es una sucesion de nimeros reales
. oy .z Ayl o0
estrictamente positivos tal que la sucesion (;T)nzl converge a a < 1, entonces (a,,)5°

converge a 0.

[J .7
1 Demostracion

Prueba. Sea b tal que a < b < 1y tomemos ¢ = b—a > 0. Como lim,,_, , *=L = q,

existe un k € N tal que |ag—“ —a| < e Vn > k, y por tanto, se tiene que para
cualquier n > k,

a a
il gl <e= —e< 2 _g<e
an an
a
="l cgte=a+b—a=b

ap,

= a,,1 < ba,.

Por consiguiente, si m € N se cumple que a;.,, < by 1 < 204, o < = <
b™ay,, de manera que 0 < a,, < b™a;, ¥Ym € N. Como b < 1, lim,, , 0™ =0y
lim,, ., b™a;, = 0, y por el teorema de compresion (Teorema 4.3) lim,,,_, o ajp,
0. Finalmente, como (a.,,)o>_; es una cola de la sucesién (a, )5 se tiene que

lim, , a, =0.

O]

Ejemplo 4.10. Veamos que la sucesion (2%)00 | converge a 0.

n=
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n+1
a . 1 . In+1
n+1l _ m 2n — m

n—oo @, n—oo oo n—oo 2 N

n—oo 2 \n n—oo 2 2
1 1 1
= 1. —_ 1. _— = = 1
S R

Asf pues, por la proposicién anterior, lim,, , ., 5= = 0.

4.3 Sucesiones monotonas

Veremos a continuaciéon un tipo particular de sucesiones, cuyos términos siempre crecen
o decrecen. Estas sucesiones son de especial importancia en aplicaciones del Anadlisis
Matematico.

Definicién 4.6 (Sucesién monénota). Dada una sucesién de nimeros reales (a,, )2 ;:

« Se dice que es una sucesion creciente, si a, < a,,; Vn € N, y se dice que es
estrictamente creciente si a,, < a, ., Vn € N.

« Se dice que es una sucesién decreciente, si a, > a, . ; ¥Yn € N, y se dice que es
estrictamente decreciente si a,, > a,, ; Vn € N.

e Se dice que es una sucesion mondtona, si es creciente o decreciente.

Ejemplo 4.11. Las sucesiones (2n)%; y (n?)°%, son estrictamente crecientes y la su-

.7 oo . .
cesion (%) L s estrictamente decreciente.
n=

La sucesién (a™)5°, es estrictamente creciente si @ > 1 y estrictamente decreciente si
0 <a<1. Sia=1Ilasucesion es, a la vez, creciente y decreciente, ya que en realidad

es constante.

o0

o, no es mondtona.

Sin embargo, la sucesién ((—2)")
Teorema 4.4 (Convergencia de una sucesiéon mondtona). Una sucesion de nimeros

reales mondtona (a,, )2, converge si y solo si estd acotada. Ademds se cumple que:

, o iy . . _ .

o Si(a,), es una sucesion creciente y acotada, entonces lim,_ ., a, = sup({a,, :
n € N}).

. o . , . . .

o Si(a,)X, es una sucesion decreciente y acotada, entonces lim,,_,  a, = inf({a,, :
n € N}).
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(3 .7
1 Demostracion

Prueba. Por el Teorema 4.2 ya se vio que toda sucesiéon convergente estd acotada.
Veamos ahora que si (a,,)° ; es una sucesién mondtona acotada, entonces converge.
Sea (a,,)o°; una sucesion creciente y acotada, entonces el conjunto de los términos
de la sucesién A = {a,, : n € N} no esta vacio y estda acotado, y por el axioma del
supremo, existe s = sup(A). Para ver que (a,,)°; converge a s, tomemos cualquier
g > 0. Como s es el supremo de A, s — & no es cota superior de A de manera que
existe K € N tal que a;, > s —e. Si tomamos ahora cualquier n > k, por ser la
sucesién monoétona, se tiene que a; < a,,, vy al mismo tiempo a,, < s por ser s una
cota superior de la sucesion. Por tanto, para cualquier n > k se cumple

s—e<a,<a,<s<s+e=>-—-c<a,—s<e=|a,—s|<e,

lo que prueba que lim, ,  a, = s.
De forma similar se puede probar que si (a,,)5° ; una sucesién decreciente y acotada,

entonces lim,,_, _ a,, = inf({a,, : n € N}).

O

oo
Ejemplo 4.12. Veamos que la sucesién (%) | converge a 0. La sucesion es decreciente

n=
ya que para cualquier n € N se tiene que n < n+1 = /n < Vn+1 =

1
vVn+1-

inf({J=:neN}) =0,

Ejemplo 4.13. Sea la sucesion definida recursivamente de la siguiente manera: a; = 1
Y Gy, 1 = +/2a,. Veamos que converge a 2.

>

S5

Como ademds estd acotada inferiormente por el 0, se tiene que lim,,_,

En primer lugar, veremos que es una sucesion creciente por induccién. Para n = 1 se
tiene que a; = 1 < V2 = a,. Supongamos ahora que a, < a,_,. Entonces, a,_ , =

v/2a, . > +/2a, = a,,, de manera que la sucesién es creciente.
En segundo lugar, veremos, también por induccién, que a,, < 2 Vn € N. Paran =1
se tiene que a; = 1 < 2. Supongamos ahora que a,, < 2. Entonces, a, ., = \/2a, =

V2, /a, < V2v/2 = 2. Luego, la sucesién esté acotada, y por el teorema anterior, converge.
Para calcular el limite, aprovechando la definiciéon recursiva de la sucesién, se tiene

a= lim a, = lim a = lim +/2a, = lim \@,/a

n—oo
= lim V2 lim /a, = V2va = V2.
n—oo n—,oo

Asi pues, se tiene que
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a=V2a=a’>=2a=a’>—2a=0=ala—2) =0,

de donde se deduce, resolviendo la ecuacion, que a = 0 0 a = 1. Como a = 0 es imposible

pues a,, > 1 Vn € N, se concluye que a = 2, y por tanto, lim, , a, = 2.

oo
Ejemplo 4.14. Veamos ahora que la sucesiéon ((1 + %)n) , s convergente. Sea a,, =
n—

1+ 4+ n, entonces por el desarrollo del binomio, se tiene
n

= (13)
(e () (e () () () e () (2
@) ()as B (v ()i
:1+n% n(n2!—1)12+n(n—13)!(n—2)nlg %:nin
e (12D e (-0 (1-2) v S (1= 1) (1-2)
y

13"
an+1:(1+g>
SIS Y T U N T Y T
2! n+1 3! n+1 n+1

1 1 n—1 1 1 n
3t () )
n! n+1 n+1 (n+1)! n+1 n+1

Como se puede observar, el desarrollo de a,, tiene n + 1 términos, mientras que el de
a,.; tiene n + 2 términos. Ademaés, cada uno de los términos que aparece en a,, es
menor o igual que el termino correspondiente de a,,,;, de modo que se puede concluir
que a, < a,.; Yn € N, y la sucesion es creciente.

Por otro lado, como se cumple que (1 — %) <1Vk=1,...,n, entonces
1+1+1<1 1>+1<1 1)(1 2>+ +1<1 1) <1 n_1>
a,. = J— _ J— —_ JR— e J— — ces —
" 2! n 3! n n n! n n
141 1 1 1
<1+ +a+§+-~+a
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y como 271 < n! Vn € N, finalmente se tiene

1 1 1 1 1 1
a, <l4+14+ -4+ 5+ + 2rl2 2

= =2+1-
9 " 92 on—1 +

-1 2n—1

< 3.

Asi pues, (a,,)° | es creciente y esta acotada, de manera que por el teorema anterior, es

convergente, y como ademds 2 < a,, < 3 Vn € N, su limite es un ntimero entre 2 y 3. A
/. . n /. . .

este ndmero se le llama e = lim,,_, (1 + %) , que es un numero irracional.

4.4 Subsucesiones

Definicién 4.7 (Subsucesion). Se dice que una sucesién de ntimeros reales (b,,)5; es

una subsucesion de otra sucesion (a,,)> ;, si existe una sucesién estrictamente creciente

de ntimeros naturales (r,);%,, tal que b, = a, Vn € N.
Ejemplo 4.15. La sucesién ()02, = (%)Zil es una subsucesion de la sucesién
(a,)2, = (%)Zozl, ya que tomando (r, )7 = 2n, se cumple que b,, = a, Vn € N.

. . oo [ee] ., . oo

on nl Py .

Del mismo modo, las sucesiones (= L también son subsucesiones de (=
) 2" Jn=1 n!'/n=1 n/n=1

Teorema 4.5 (Convergencia de las subsucesiones). Si una sucesion de nimeros reales
converge a a entonces cualquier subsucesion suya converge también a a.

[ ] .7
1 Demostraciéon

o0 1 A o0 oo
Prueba. Sea (a, );°; una subsucesién de (a,)p2;. Como (a,);2; converge a a,

dado cualquier € > 0, existe k € N tal que |a,, —a| <e Vn > k.

Como (r,,)5°; es estrictamente creciente, r,, > n Vn € N, de manera que si n > k,
entonces r, > n >k, y por tanto, |a, —al <e, por lo que (a, )>°, converge a a.

O]

00
n=1

Ejemplo 4.16. Veamos que la sucesion (a™) converge a 0 cuando 0 < a < 1.

La sucesion es decreciente ya que a,,,; = a"t=a"a<a”=a,VneNalser0<a<l1,
y también estd acotada ya que 0 < a™ < 1 Vn € N, de manera que por el teorema de la
convergencia de una sucesién monétona, se tiene que (a™)9°; converge a un nimero a.

Para averiguar el limite, como cualquier subsucesién suya también converge a a por el
teorema anterior, en particular (a®")°; converge a a, por lo que se tiene

a= lim a" = lim a*" = lim (a")? = a?.
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Asf pues, a? = a, de manera que, resolviendo la ecuacién, a = 0 0 a = 1. Como (a™)°

n=1
es decreciente y 0 < a™ < 1 Vn € N, tiene que ser a = 0.

Del teorema anterior se deduce que si una sucesion tiene dos subsucesiones que convergen
a distintos limites, o una subsucesiéon que diverge, entonces dicha sucesién diverge.

Ejemplo 4.17. La sucesién ((—1)")°° ; diverge pues la subsucesién ((—1)%")%, conver-
ge a 1y la subsucesién ((—1)?""1)2 | converge a —1.

Teorema 4.6 (Bolzano-Weierstrass). Toda sucesion de nimeros reales acotada tiene al
menos una subsucesion convergente.

[J .7
1 Demostracion

Prueba. Sea (a,,)°; una sucesién de niimeros reales acotada. Entonces, A = {a,, :
n € N} es un conjunto acotado.

Si A es finito, existe un ¢ € A y un k € N tal que a,, = ¢ Vn > k, de manera que
la subsucesién a,,,;, = ¢ Vn € N, y al ser constante, converge a c.

Si A es infinito, como estd acotado, por el Teorema 3.3, existe un a € R que
es punto de acumulaciéon de A. Entonces, para cada n € N, el conjunto A4, =
(a—L,a4+1)NA+#0,y de hecho es infinito. Tomando como ry el primer nimero
natural tal que a, € A, 7y el primer nimero natural tal que ry > 7y y a,, € A,
y asi sucesivamente, se puede construir una sucesién de nimeros naturales (r,,)5° ;
estrictamente creciente, de manera que (arn)flo:l es una subsucesién de (a,,)5 ;.
Ademéds, como a, € A,, se tiene que |a, —a| < 1¥n € N, de manera que
(a, )2y converge a a.

O

Teorema 4.7. Cualquier conjunto de nimero reales A C R es cerrado si y solo si toda
sucesion de niumeros reales en A que converge, lo hace a un ndmero de A.

3 P
1 Demostraciéon

Prueba. Supongamos que A es un conjunto cerrado y sea (a,,)5° ; una sucesién de

numeros reales en A tal que lim, . a, = a. Veremos que a € A por reduccién al
absurdo. Para ello, supongamos que a ¢ A. Entonces a € A. Como A es cerrado,
A es abierto, y entonces, existe ¢ > 0 tal que (a — €,a + €) C A. Por otro lado,
como lim,_, _a, = a, existe k € N tal que Vn > k se tiene |a,, —a| < e = a, €
(a —e,a+¢) C A, de manera que a, ¢ A VYn >k, lo que contradice que (a,,),
sea una sucesion de ntimeros en A. Por tanto, debe ser a € A.

Veamos ahora el otro sentido de la implicaciéon. Supongamos que cualquier sucesion

de ntmeros en A que converge, lo hace a un nimero de A. Si A no es cerrado,
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entonces A no es abierto, de manera que existe a € A tal que (a —&,a+¢)NA # ()
Ve > 0. En particular, para cada n € N se tiene que (a — %, a+ %) NA+# 0, por lo
que podemos tomar a,, € (a —,a+ )N A de manera que la sucesién (a,)3 ; es
una sucesién en A y ademds |a,, —a| < = Vn € N, asf que, lim,,_, a, =a ¢ 4, lo
que contradice la hipétesis de partida, por lo que A debe ser cerrado.

O

Corolario 4.1. Cualquier sucesion de niumeros reales en un conjunto cerrado y acotado
tiene una subsucesion convergente a un numero del conjunto.

3 ./’
1 Demostracion

Prueba. Sea A C R un conjunto cerrado y acotado, y sea (a,, )7 ; una sucesion

en A. Como A esta acotado, (a,,)5; también lo estd, y por el Teorema 4.6 tiene

una subsucesién (a, )°°, convergente. Ahora bien, como (a, )3°, converge y estd
n n

definida en A que es cerrado, por el teorema anterior, se concluye que lim

A.

r

n—00 arn S

O

4.5 Sucesiones propiamente divergentes

Ya hemos visto que una sucesiéon que no converge es divergente, pero existen distintos
motivos por los que una sucesién puede no converger. En esta secciéon estudiamos un
tipo particular de sucesiones que divergen porque no paran de crecer o decrecer.

Definicién 4.8 (Sucesiones propiamente divergentes). Se dice que una sucesién de ni-
meros reales (a,,)>° ; tiene a oo, y se denota lim,_, _ a, = oo, si para cualquier ¢ € R
existe un k € N tal que a,, > € Vn > k.

Del mismo modo, se dice que (a,,)° tiene a —oo, y se denota lim,_, a, = —oo, si
para cualquier € € R existe un k € N tal que a,, <e Vn > k.
Y se dice que (a,)2°, es propiamente divergente cuando lim,_,  a, = 4o0.

Ejemplo 4.18. La sucesién (—n)2° ; tiende a —oo, ya que dado € < 0, por la propiedad
arquimediana, existe k € N tal que —e < k, de manera ¢ > —Fk, y por tanto, Vn > k,
—n<—k<e.

La sucesién (n?)%, tiende a oo, ya que dado & > 0, por la propiedad arquimediana,
existe k € N tal que v/ < k, de manera que Vn > k, n? > k? > ¢.
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Proposicion 4.5. Una sucesién mondtona de niumeros reales es propiamente divergente
si y solo st no estd acotada. Ademds, si la sucesion es creciente entonces tiende a 0o, y
st es decreciente tiende a —oo.

3 .,
1 Demostracion

Prueba. Sea (a,,)>°; una sucesion creciente y no acotada. Entonces dado € > 0,

como € no es cota de la sucesién, existe k£ € N tal que a;, > €. Por tanto, Vn > k,

como la sucesién es creciente, se tiene que a,, > a; > €. Luego lim,_,  a,, = c0.

De forma andloga se prueba que si (a, )7 ; es decreciente y no acotada, entonces
lim,_,  a, = —o0.

O

Proposicién 4.6. Sean (a,)5, y (b,)5, dos sucesiones de nimeros reales tales que
a, <b, Yn € N. Entonces, si (a,), tiende a 0o, (b,)>>, también tiende a oo, y si
(b,,)22, tiende a —o0, (a,,)%, también tiende a —oo.

3 .7
1 Demostracion

Prueba. Supongamos que lim,, , a, = oo. Dado € > 0, como (a,,)>°, tiende a

0o, existe un k£ € N tal que a,, > ¢ Vn > k, y por tanto también se cumple que

b, > a, > ¢ Vn > k, de manera que lim,,_, b, = oo.

De forma analoga se prueba que si lim,, , b, = —oo, entonces lim,_,  a, = —o0.
O

Proposicién 4.7. Sean (a,,)7, (b,)52, y (c,)s sucesiones de nimeros reales tales

que lim,,_, . a,, =00, lim, ., b, =00 ylim, ¢, =—00, entonces

lim,_, (a, +0b,) = occ.
lim,,_,(a, +¢c,) = —occ.

lim ka, = oo Yk >0 y lim
lim L —.

ka, = —oo Vk < 0.

n—o0 n—00

SN

n—oo q,,

(3 .7
1 Demostracion

Prueba. Se deja como ejercicio.

O
Proposicién 4.8. Sean (a,)2%; y (bn);’%ol dos sucesiones de numeros reales estricta-
mente positivos tales que la sucesion (Z—”) converge a l # 0. Entonces, (a,,)>2 ; tiende
n/n=1

a oo siy solo si (b,)>, tiende a oco.
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3 .,
1 Demostracion

Prueba. Sea ¢ = é > 0 ya que [ > 0 al ser las sucesiones estrictamente positivas.
=1,

Como lim,,_, ., 7* existe k € N tal que Vn > k se tiene

I =l a l
a,—l|<e=-z= < *—-I<;
2 =1l 2 72 b, 2
N l < 3l
2 b, 2
l 3l
= ibn <a, < Ebn
Ahora, si lim,,_,  a, = 0o, por el teorema anterior, se tiene que lim,,_, ?él b, = oo,
y como %l > 0 se concluye que lim,, , b, = oc.
Del mismo modo, si lim,, , b, = oo entonces lim,,_, %bn = 00, y por el teorema
anterior, se tiene que lim,_,  a, = oo.

O

4.6 Sucesiones de Cauchy

En la dltima secciéon de este capitulo, se introducen un tipo particular de sucesiones
convergente que son de especial importancia para la definicién de los niimeros reales.

Definicién 4.9 (Sucesién de Cauchy). Se dice que una sucesién (a,,)>° | es una sucesion
de Cauchy si para cualquier € > 0 existe un k € N tal que |a,, — a,,| <& Vn,m > k.

Teorema 4.8 (Criterio de convergencia de Cauchy). Una sucesion de nidmeros reales
es convergente si y solo si es una sucesion de Cauchy.

3 .7
1 Demostracion

Prueba. Sea (a,,)$ | una sucesion convergente a a. Entonces, dado € > 0, tomando
¢’ =5 >0 existe k € N tal que |a, —a| <& Vn > k.
Ahora, si se toma n,m > k, se tiene, aplicando la desigualdad triangular,

|an_am‘:’(an_a)+<a_am)’§ |a’n_a|+|a_am’<6,+€/:€’

por lo que (a,,)2°; es una sucesién de Cauchy.

Veamos ahora al implicacion en el otro sentido. Sea (a,,)o° ; una sucesiéon de Cauchy.
Entonces, dado ¢ = 1, existe k € N tal que |a,, — a,,| < 1 Vn,m > k. Asi pues, si
n > k, se tiene, aplicando de nuevo la desigualdad triangular,
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la,| = la, —ay +ai| <la,, —ag| +|ag| <1+ |ag.

Si se toma ¢ = max({|aq|,...,|ax_1|,1 + |ag|}) entonces ¢ es una cota de (a,,)> ;.

Aplicando ahora el Teorema 4.6 existe una subsucesién convergente (a, )p%; de
(an)?],o=1'

Sea lim,, , a, = a. Veamos que (a,, )52 converge a a. Dado e > 0, sea e’ = § > 0.
Como (a,,)22; es una sucesion de Cauchy, existe k; € N tal que |a,, — a,,| < &
Vn,m > k;. Por otro lado, como (a, )2, converge a a, existe k, € N tal que
la, —a| <&’ Vn >k, Tomando k = I;laX({kl, ky}), para cualquier n > k se tiene,
de nuevo por la desigualdad triangular,

’an_a’|:’a’n_ark+a’rk_a|§|an_ark‘+|a’rk_a|<5/+€/:€a

pues 1, > k > k. Por consiguiente, (a,,)?° , converge a a.
O

Ejemplo 4.19. Veamos que la sucesién (%)20:1 es de Cauchy. Dado € > 0, tomando

2 . . . . 2 2
< > 0, por la propiedad arquimediana, existe k € N tal que = < k y, por tanto, 7 < €.
Ahora, para cualquier n,m > k se tiene

<

1 1
| +

1 1
L)<l 2o
m n

el

1 1
n  ml|  In m
Sin embargo, la sucesién (n)7°; no es de Cauchy, ya que, dado € = 1, para cualquier
k € N, si tomamos n =k > ky m=k+ 2>k, se tiene que |a,, —a,,| > |k— (k+2)| =
2>1=c¢e.

Las sucesiones de Cauchy juegan un papel clave en la construccién de cuerpos completos,
en particular el cuerpo de los ntimeros Reales, ya que el hecho de que sus términos
estén cada vez més cerca los unos de los otros, hace que aquellos cuerpos en los que
cualquier sucesién de Cauchy converge a un elemento del cuerpo sean cuerpos sin huecos
o completos.

Ejemplo 4.20. El cuerpo de los nimeros racionales @ no es completo ya que existen su-
. /. . oo 7
cesiones de Cauchy de ntimeros racionales, como ( (1+ %)”) |» que converge al niimero
n=
e que no es racional.

El conjunto de los ntimeros irracionales R Q tampoco es completo, pues existen sucesiones
de Cauchy de ntimeros irracionales, como (2 (”“));’f:l, que converge a 1 que no es
irracional.
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4.7 Sucesiones de funciones

De igual modo que hemos estudiado las sucesiones de nimeros reales, en Analisis también
se estudian sucesiones de funciones. Como se vera méas adelante, en el capitulo de series,
estas sucesiones juegan un papel fundamental en el estudio de funciones complicadas
mediante aproximaciones de funciones simples.

Definicién 4.10. Una sucesion de funciones reales o sucesion funcional es una aplicacion
f: N — R¥ que asigna a cada nimero natural n una funcién f, : R — R.

o1 .2 oo . .z . .
Utilizaremos la notacién ( fn)n:1 para referirnos a la sucesion funcional definida por f.

0 . 7 . .7 . n oo

Ejemplo 4.21. Los primeros términos de la sucesién funcional (1 jfl,n) , son las fun-
n—

2 3

3 X X X
CIONES 107 Th22r Ta3) ™
o e s . ., . oo
Definicién 4.11 (Convergencia puntual). Dada una sucesién de funciones (f,,) _, y un
nimero x € Dom(f,) Vn € N, se dice que la sucesién converge puntualmente en z, si la
o0

sucesién de nimeros reales (f,,(x))2°; converge.

El conjunto € de todos los puntos en los que la sucesién ( fn)zozl converge puntualmente

se llama dominio de convergencia puntual, y la funcién f: € — R definida por

f(z) = lim f,(z)

n—oo

se llama funcion limite puntual de la sucesién.

1 Importante

. . .z . oo .7
Es importante no confundir la sucesién de funciones (f,,) _, con la sucesién de

4 oo . .z .z
nimeros reales ( fn(ac))n:1 que se obtiene al evaluar cada funcién de la sucesién
funcional en z.

Definicién 4.12 (Convergencia uniforme). Dada una sucesién funcional ( fn)f:;1 con
dominio de convergencia puntual € y la funcién limite puntual f, y un intervalo no vacio
I C @, se dice que la sucesién converge uniformemente a f en I, si para cualquier € > 0
existe k € N tal que sup{|f,(z) — f(z)|:z €I} <eVn>k.
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5 Funciones reales de variable real
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6 Funciones reales de variable real

El concepto de funcién es fundamental para poder modelizar las relaciones que se dan
en muchos fenémenos del mundo real, donde una magnitud depende de otras de acuerdo
a un determinado patrén, y por ello, gran parte del Andlisis Matematico se centra en
estudiar las caracteristicas de las funciones.

En el capitulo sobre teoria de conjuntos se introdujo ya el concepto de funcién y se
estudiaron algunas de sus propiedades desde el enfoque de una relacién entre conjuntos.
En este capitulo se estudian las principales propiedades de una funcién y se introducen
varias funciones béasicas que se conocen como funciones elementales.

6.1 El concepto de funcion

Definicién 6.1 (Funcién de una variable). Una funcién f de un conjunto A en otro
B es una relacion que asocia cada elemento a € A, con un unico elemento de B que se
denota f(a), y se llama imagen de a mediante f.

f:A— B
a— f(a)

=

Figura 6.1: Ejemplo de funcion.

QU O o

Cuando el conjunto inicial y final es el de los nimeros reales R, entonces se dice que
f R — R es una funcion real de variable real.
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6.1.1 Formas de representar una funcion

Existen distintas formas de representar los pares de elementos que forman parte de una
funcién.

Por extension

o Representacién en forma de tabla. Se escriben los pares (z,y) de la funcién
de forma explicita en una tabla.

z]—2]-1[0][1[2
y| 4] 1]0[1]4

o Representacién grafica. Se representan los pares (z,y) de la funcién mediante
puntos con las correspondientes coordenadas en el plano Real cartesiano.

Figura 6.2: Gréfica de una funcion.

Por Intension

o Representacién algebraica explicita. Se da formula o expresién f(x) que de-
termina el valor de y asociado a cada = mediante la funcién.

y=x
 Representacion algebraica implicita. Se da una ecuacion que relaciona dos

variables x e y, que satisfacen todos los pares (z,y) de la funcién y solo ellos.

y—x2:0
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e Representacion algebraica paramétrica
y =t
r=t

La representacién algebraica paramétrica puede dar lugar a relaciones que no son
funciones. Por ejemplo

y=t

x =1t

que no es una funcién al asignar a los valores de x dos imégenes distintas.

O Precaucién

6.2 Dominio de una funcidn

Definicién 6.2 (Dominio de una funcién). El dominio de una funcién f es el conjunto
de valores para los que la funcién esté definida

Dom(f) ={z €R: f(z) € R}

Ejemplo 6.1. Dada la funcién

1
€Tr) =
o) = ——
—_— _ 1
f(fL’) - r2—1
3 .
2 1
1 1
L N c \
\ 7 ~ r
— -2 -1 1 2 3
—1+

1

Figura 6.3: Dominio de la funcion f(z) = =—.
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Para determinar su dominio hay que eliminar los valores en los que no esta definida la
funcién. En este caso hay que eliminar los valores que hacen negativo el radicando de la
raiz del denominador, es decir, los valores de z tales que z2 — 1 < 0, que son los valores
que cumplen —1 < x < 1, pero también hay que eliminar del dominio los valores que
anulan el denominador, es decir, los valores de z tales que Va2 —1 =0, que son z = —1
y « = 1. Por tanto, su dominio es

Dom(f) = (—o0,—1) U (1,00)

6.3 Imagen de una funcién

Definicién 6.3 (Imagenn de una funcién). La imagen de una funcién f es el conjunto
de valores que la funcién puede tomar

Img(f) ={y € R:y= f(z) para algin x € R}

Ejemplo 6.2. Dada la funcién f(z) = 22 — 2

— f(z) =22 -2
34

3l
Figura 6.4: Imagen de la funcién f(z) = 22 — 2.

Su imagen es

Img(f) = [-2, 00)
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ya que la funcién cuadratica 22 puede tomar cualquier valor de 0 a co (no toma nunca
valores negativos), y al restarle 2, el minimo valor que puede tomar la funcién f es —2.

6.4 Algebra de funciones

6.4.1 Funcidén constante

Definicién 6.4 (Funcién constante). Se dice que una funcién f: R — R es una funcion
constante, cuando asocia cada elemento x € R con el mismo niimero ¢ € R, es decir,

f(z) =cVzeR.

3,,

— f(z) =2
1,,

3 2 1 1 2 3
_1 1

Figura 6.5: Grafica de una funcién constante.

El dominio de la funcién constante f(z) = c¢ es R y su imagen {c}.

6.4.2 Funcion identidad

Definicién 6.5 (Funcion Identidad). Se llama funcion identidad, a la funcién Id : R — R
que asocia cada elemento x € R con sigo mismo, es decir,

Id(z) = =.
El dominio y la imagen de la funcién identidad es R.

Definicién 6.6 (Funciones suma, resta, producto y cociente). Dadas dos funciones
f,9: R — R se definen las siguientes funciones:
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— flz) ==z
2 1
1 1
3 2 ] 1 2 3
_1 1
_2 1
_3 1

Figura 6.6: Grafica de la funcién identidad.

o Funcion suma: (f +g)(z) = f(z)+g(z) Vo € R.
o Funcion resta: (f —g)(z) = f(x) — g(x) Va € R.

o Funcion producto: (f - g)(z) = f(z) - g(z) Vo € R.

o Funcidn cociente: (f/g)(xz) = gg? Vz € R tal que g(x) # 0.

Proposicion 6.1. Dadas dos funciones f,g: R — R, se cumple:

om(f +g) = Dom(f) N Dom(g)
. m( g) = Dom(f) N Dom(g)
(7 - 9) = Dom(f) N Dom(g)
om(//g) = (Dom(f) 1 Dom(g)

L4 om

) {zeR:g(x) = 0}.

Definicién 6.7 (Funcién raiz). Dada una funcién f : R — R se definen la _funcién raiz
n-ésima, como

Vf(x) = ¥/ f(z) Vz e R.

Proposicion 6.2. Dada una funcion f: R — R, se cumple que

B B Dom(f) si n es impar,
DOIH( \/?) - {Dom(f) {x ER: f(x) < 0} st es par
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6.5 Composicion de funciones

Definicién 6.8 (Composicién de funciones). Dadas dos funciones g: A - By f: B —
C, se define la funcion compuesta f o g, (leido g compuesto con f) como la funcién

fog:A—C
z — f(g(z))

Para calcular la funciéon compuesta fog(x), primero se aplica g sobre x y luego, se aplica
f sobre g(z):

% gx) D Flga))

Ejemplo 6.3. Si g(x) = /z y f(z) = senz, entonces

fog(x) = flg(z)) = f(Vz) =sen /.

6.6 Funcion inversa

Definicién 6.9 (Funcién inversa). Se llama funcion inversa de f: A — B a la funcién
f1: B — A (cuando exista) que cumple

foft=f"1of=1Id(x)

La funcién inversa de f deshace o revierte el efecto de f. Es decir, si f : A — B asocia
un elemento = € A con otro y € B, entonces f~! asocia el elemento y con el x.

f 1
Figura 6.7: Funcién inversa.
Ejemplo 6.4. La inversa de f(z) = 22 es la funcién f~1(z) = ¥/z. Sin embargo, la

inversa de la funcién x2 no es /r ya que la raiz tiene dos imagenes, una positiva y otra
negativa, y por tanto no serfa una funcién.

Para que exista la inversa de la funcién cuadrética es necesario restringir el dominio a los reales
positivos para que sea inyectiva. En tal caso, la inversa es ++/x.
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6.7 Crecimiento de una funcion

Definicién 6.10 (Funcién creciente y decreciente). Se dice que una funcion f es creciente
en un intervalo I, si para todo z,x, € I, con x; < x4, se cumple f(z;) < f(xy).

Se dice que una funcién f es decreciente en un intervalo I, si para todo x,,z5 € I, con
x1 < o, se cumple f(zq) > f(xy).

flwa) | f(zy)
VI

VI

oo ()

T <Tg Ty <ZTg

Figura 6.8: Funcién creciente. Figura 6.9: Funcién decreciente.

6.8 Extremos de una funcién

Definicién 6.11 (Méximo y minimo relativo). Se dice que una funcién f :
mathbbR — R tiene un mdzimo relativo en a, si existe un § > 0 tal que para todo
x € (a—¥d,a+9) se cumple f(a) > f(x).

Y se dice que f tiene un minimo relativo en a, si existe un 0 > 0 tal que para todo
x € (a—¥d,a+9) se cumple f(a) < f(x).

f@)
() | £ |
la) |
T — T
—5T a4 g4 —6T 4 g4

Figura 6.10: Maximo relativo.
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6.9 Concavidad de una funcién

Definicién 6.12 (Funcién céncava hacia arriba y hacia abajo). Se dice que una funcién
f es concava hacia arriba en un intervalo I, si para todo z;,z4 € I, con z; < x4, se
cumple que el segmento que une los puntos (zq, f(z,)) y (x5, f(x5)) queda por encima
de la gréfica de f.

Se dice que una funcién f es concava hacia abajo en un intervalo I, si para todo =, z4 € I,
con z; < xy, se cumple que el segmento que une los puntos (z4, f(x)) y (x4, f(x5)) queda
por debajo de la grafica de f.

Al punto donde cambia la concavidad de una funcién se le llama punto de inflexion.

] Lo Ty Lo

Figura 6.12: Funcién céncava hacia arriba. Figura 6.13: Funcién céncava hacia abajo.

6.10 Funciones periddicas

Definicién 6.13 (Funcién periddica y periodo). Se dice que una funcién f es periddica
si existe un valor A > 0 tal que

f(z+h) = f(z)

para todo = € Dom(f).

Al menor valor de h que verifica la igualdad anterior se le llama periodo de f, y a la
diferencia entre el maximo y el minimo de la funcion se le llama amplitud de f.
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Periodo

\ “A plitud /\

Figura 6.14: Periodo y amplitud de una funcién periddica.

6.11 Funciones polinémicas

Definicién 6.14 (Funcién polinémica). Una funcion polinémica es una funcién de la
forma

f(x) = ag + a1 + axx® + -+ + a,z",

donde m es un entero no negativo que se llama grado del polinomio, y ay,...,a, son
constantes reales (a,, # 0) que se llaman coeficientes del polinomio.

Ejemplo 6.5.

—f(z) =222+ —1
—g(z) =23 — 22— 22 +2

3,,

Figura 6.15: Graficas de funciones polinémicas.
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6.11.1 Propiedades de las funciones polinémicas

e Su dominio es R.

e Si el grado es impar, su imagen es R.

« La funcién identidad Id(xz) = = es un polinomio de grado 1.

o Las funciones constantes f(x) = ¢ son polinomios de grado 0.

» Un polinomio de grado n tiene a lo sumo n raices (puntos donde f(z) = 0).

6.12 Funciones racionales

Definicién 6.15 (Funcién racional). Una funcidn racional es una funcién de la forma

donde p(z) y ¢q(z) son funcione polindémicas con ¢(z) # 0.

Ejemplo 6.6.

Figura 6.16: Graficas de funciones racionales.
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6.12.1 Propiedades de las funciones racionales

e Su dominio es R menos las raices del polinomio del denominador. En estos puntos
suele haber asintotas verticales.

e La tendencia en oo y —oo depende del grado del numerador y del denominador. Si

flx) = Z)Oi-:i':bcj:ﬁm’ entonces

- Sin>m — f(+£o0) = Fo00.
— Sin<m — f(+o0) =0.

—Sin:m—>f(j:oo):b—.

m

e Los polinomios son casos particulares de funciones racionales.
e Pueden descomponerse en suma de fracciones simples.

6.13 Funciones potenciales

Definicién 6.16 (Funcién potencial). Una funcidn potencial es una funcién de la forma

flz) =a”,

donde r es un nimero real.

Ejemplo 6.7.

-3+

Figura 6.17: Graficas de funciones potenciales.
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6.13.1 Propiedades de las funciones potenciales

 Si el exponente es un nimero racional n/m, entonces
z/m = R/an,
Estas funciones se llaman irracionales. En este caso,

— si m es impar el dominio es R,
— si m es par el dominio es RT.

o Todas pasan por el punto (1,1).
e El crecimiento depende del exponente. Si z > 0 entonces:

— Exponente positivo = funcién creciente.
— Exponente negativo = funcién decreciente.
Ademas, si f(x) = 2" y g(x) = z°, entonces:
—Sir<s= flx)>g(z)sio<z<ly f(z) <g(z)siz>1.
—Sir>s= flr)<glz)si0<z<ly f(z)>g(x)siz> 1.

o Los polinomios de la forma f(z) = 2™ son un caso particular de funciones poten-
ciales.

6.14 Funciones exponenciales

Definicién 6.17 (Funcién exponencial). Una funcion exponencial de base a es una
funcién de la forma
f(z) =a”,

donde a es un valor real positivo distinto de 1.

Ejemplo 6.8.

6.14.1 Propiedades de las funciones exponenciales

e Su dominio es R.

e Su imagen es R*.

» Todas pasan por el punto (0, 1).

 El crecimiento depende de la base. Si f(z) = a® entonces

— Si 0 < a < 1= funcién decreciente.

— Si a > 1 = funcién creciente. Ademés, si f(z) = a” y g(z) = b® con a < b,
entonces

Siz<0= f(z) > g(z).

Siz>0= f(z) <g(z).

e Un caso particular seria a = 1 que es una funcién constante.
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Figura 6.18: Graficas de funciones exponenciales.

6.15 Funciones logaritmicas

Definicién 6.18 (Funcién logaritmica). Dada una funcién exponencial f(z) = a®, se
define la funcion logaritmica de base a como la funcién inversa de f, y se denota

[ (z) =log, =,

donde a es un valor real positivo distinto de 1.

Ejemplo 6.9.

6.15.1 Propiedades de las funciones logaritmicas

e Por ser la inversa de la funcién exponencial, sus graficas son simétricas respecto a
la bisectriz del primer y tercer cuadrantes. Por tanto:

— Su dominio es la imagen de la funcién exponencial, es decir R*.
— Su imagen es el dominio de la funcién exponencial, es decir R.

o Todas pasan por el punto (1,0).
« El crecimiento depende de la base. Si f(z) = log_ = entonces

— Si 0 < a < 1= funcién decreciente.

— Sia > 1 = funcién creciente. Ademas, si f(r) = log, = y g(x) = log, x con
a < b, entonces

-Sio<z<1= f(z) <g(w).

- Siz>1= f(z)>g(x)

e No tiene sentido para a = 1 por que seria una funcién constante.
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Figura 6.19: Gréficas de funciones logaritmicas.

6.16 Funciones trigonométricas

Surgen en geometria al medir las relaciones entre los catetos de un tridngulo rectangulo,
que dependen del angulo del cateto contiguo y la hipotenusa de dicho tridngulo. No
obstante, esta no es la tunica definicién posible, sino que también pueden definirse a
partir de la funcién exponencial compleja.

e Seno

e Coseno

o Tangente

e Arcoseno

e Arcocoseno
e Arcotangente

6.16.1 Seno de un angulo

Definicién 6.19 (Seno de un angulo). Sea « cualquiera de los dngulos agudos de un
triangulo rectangulo, se define el seno de «, y se nota sen«, como el cociente entre el
cateto opuesto y la hipotenusa.

La definicién se extiende facilmente a angulos de circunferencia con vértice en el origen

y uno de sus lados el eje OX, como el cociente entre la ordenada de cualquier punto del
otro lado y su distancia al vértice.
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B

Figura 6.20: Seno de un angulo de un tridngulo rectangulo.

6.16.2 Funcién seno

Definicién 6.20 (Funcién seno). Se define la funcién seno,

J(x) = sen(x)

como la funcién que asocia a cada dngulo x (habitualmente medido en radianes) su seno.

Ejemplo 6.10.

— f(x) = sen ()

1,,

\‘ ‘ Periogd 27 ‘ \
- —7/2 /2 7\

-1+

Figura 6.21: Grafica de la funcién seno.

6.16.3 Propiedades de la funcién seno

e Su dominio es R.
o Su imagen es el intervalo [—1, 1].
e Es periddica, con periodo 27 y amplitud 2

sen(z + 2kr) =senx VkeZ
« Algunos valores para recordar: sen 0 = 0, sen /6 = 1/2, sen /4 = /2/2, sen /3 =

V3/2,senm/2 =1, senm = 0, sen 37/2 = —1, sen 21 = 0.
o Es una funcién impar: sen(—x) = —sen z.
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6.16.4 Coseno de un angulo

Definicién 6.21 (Coseno de un édngulo). Sea « cualquiera de los dngulos agudos de un
tridangulo rectangulo, se define el coseno de a, y se nota cos «, como el cociente entre el
cateto contiguo y la hipotenusa.

Figura 6.22: Coseno de un angulo de un triangulo rectangulo.
La definicion se extiende facilmente a angulos de circunferencia con vértice en el origen

y uno de sus lados el eje OX, como el cociente entre la abscisa de cualquier punto del
otro lado y su distancia al vértice.

6.16.5 Funcién coseno

Definicién 6.22 (Funcién coseno). Se define la funcién coseno,

f(x) = cos(x)

como la funcién que asocia a cada dngulo x (habitualmente medido en radianes) su
coseno.

Ejemplo 6.11.

— f(z) = cos(a)

\—_7T/[7T/2 W/}\Tr/
_1”

Figura 6.23: Gréfica de la funcién coseno.
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6.16.6 Propiedades de la funcién coseno

e Su dominio es R.
o Su imagen es el intervalo [—1, 1].

e Es periddica, con periodo 27 y amplitud 2

cos(z + 2km) = cosz VkeZ

« Algunos valores para recordar: cos0 = 1, cosm/6 = /3/2, cosm/4 = /2/2,
cosT/3 =+/2/2, cosT/2 =0, cosm = —1, cos 31/2 = 0, cos 27 = 1.

o Es una funcién par: cos(—z) = cosz.
6.16.7 Tangente de un angulo
Definicién 6.23 (Tangente de un dngulo). Sea « cualquiera de los dngulos agudos de

un tridngulo rectangulo, se define la tangente de a, y se nota tga, como el cociente entre
el cateto opuesto y el cateto contiguo.

CY

B
Figura 6.24: Tangente de un angulo de un tridngulo rectangulo.
La definicién se extiende facilmente a angulos de circunferencia con vértice en el origen y

uno de sus lados el eje OX, como el cociente entre la ordenada y la abscisa de cualquier
punto del otro lado.

6.16.8 Funcion tangente

Definicién 6.24 (Funcién tangente). Se define la funcién tangente,

sen(x)

cos(z)

como la funcién que asocia a cada dngulo x (habitualmente medido en radianes) su
tangente.
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Ejemplo 6.12.

1 1
/ ! Periogd 27 ! R
/_W —7/2 /2 T
1t

Figura 6.25: Grafica de la funcién tangente.

6.16.9 Propiedades de la funcién tangente

o Su dominio es R menos las raices del coseno, es decir R — {2k7/2 : k € Z}.
e Su imagen es R.
o Es periddica, con periodo 27w

tg(x + 2km) =tgx VkeZ

« Algunos valores para recordar: tg0 = 0, tg7/6 = 1/V/3, tgn/4 = 1, tgn/3 = /3,
tgm =0, tg2m = 0.

6.16.10 Funcidén arcoseno

Definicién 6.25 (Funcién arcoseno). Se define la funcién arcoseno,

f(z) = arcsen(x)
como la funcién inversa de la funcién seno.

Ejemplo 6.13.
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— f(x) = arcsen ()

Figura 6.26: Gréfica de la funcién arcoseno.

6.16.11 Propiedades de la funcién arcoseno

e Por ser la inversa de la funcién seno, sus graficas son simétricas respecto a la
bisectriz del primer y tercer cuadrantes. Por tanto:

— Su dominio es la imagen de la funcién seno, es decir [—1, 1].
— Su imagen es el dominio restringido de la funcién seno, es decir [—7 /2, 7/2].

e Es creciente en todo el dominio.

6.16.12 Funcién arcocoseno

Definicién 6.26 (Funcién arcocoseno). Se define la funcién arcocoseno,

f(x) = arccos(x)
como la funcién inversa de la funcién coseno.

Ejemplo 6.14.

6.16.13 Propiedades de la funcién arcoseno
e Por ser la inversa de la funcién coseno, sus graficas son simétricas respecto a la
bisectriz del primer y tercer cuadrantes. Por tanto:

— Su dominio es la imagen de la funcién coseno, es decir [—1, 1].

— Su imagen es el dominio restringido de la funcién coseno, es decir [0, 7].

e Es decreciente en todo el dominio.

2Se pude simplificar porque aunque x — 1, = # 1 y por tanto el denominador no se anula.
3Para que exista la inversa de la funcién coseno, es necesario restringir su dominio a [0, 7] para que sea
inyectiva.
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— f(x) = arccos ()

3,,

—1 1

Figura 6.27: Grafica de la funciéon arcocoseno.

6.16.14 Funcion arcotangente

Definicién 6.27 (Funcién arcotangente). Se define la funcién arcotangente,

f(z) = arctg(x)

como la funcién inversa de la funcién tangente.

Ejemplo 6.15.

— f(x) = arctg (x)

Figura 6.28: Grafica de la funcién arcotangente.

6.16.15 Propiedades de la funcién arcotangente

e Por ser la inversa de la funcién tangente, sus graficas son simétricas respecto a la
bisectriz del primer y tercer cuadrantes. Por tanto:
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— Su dominio es la imagen de la funcién tangente, es decir R.
— Su imagen es el dominio restringido de la funcién tangente, es decir

(—m/2,7m/2).

¢ Es creciente en todo el dominio.
6.16.16 Algunas relaciones trigonométricas
e sen?z +cos?z =1

o sen(x +y) =senxcosy+ cosxseny
o cos(z +y)=coszcosy—senzrseny

tgr +tgy

o 1 == 29

glz+y) ——
. sen:l:+seny:2senx ycosxgy
. cos:c+cosy:2008$2ycosm;y
T4y r—y
e COST —cCOsSy = —2sen 5 sen 5

Notas

4Para que exista la inversa de la funcién tangente, es necesario restringir su dominio a (7/2, 7/2) para
que sea inyectiva.
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7 Limites de funciones

En este capitulo se introduce el concepto de limite de una funcién real de variable real,
que es parecido al que ya se vio para sucesiones de nuimeros reales, y resulta imprescin-
dible para llegar al concepto de derivada que se vera en el siguiente capitulo.

Se presentan también algunas propiedades de los limites, distintas técnicas para calcu-
larlos y algunas aplicaciones importantes. Finalmente se introduce también el concepto
de continuidad y se estudian los distintos tipos de discontinuidades que puede presentar
una funcién.

7.1 El concepto de limite

7.1.1 Aproximacion al concepto de limite

El concepto de limite esté ligado al de tendencia.

Dado un conjunto A C R, se dice que x € A tiende a un ntimero a € R, y lo escribimos
T — a, si se pueden tomar valores de x tan préximos a a como se quiera, pero sin llegar
a valer a.

Advertencia

Para que z € A tienda a a, es necesario que a sea un punto de acumulacion de A.

Si la aproximacién es por defecto (con valores menores que a) se dice que x tiende a a
por la izquierda, y se escribe  — a~, y si es por exceso (con valores mayores que a) se
dice que z tiende a a por la derecha, y se escribe z — a™.

Cuando la variable z de una funcién f tiende a un valor a, cabe preguntarse si sus
imédgenes mediante f tienden a otro valor concreto:

Si f(x) tiende a un valor [ cuando x tiende a a, se dice que [ es el limite de f(x) cuando
T — a, y se escribe

lim f(z) =1

T—a

97



7.1.2 Limites laterales

Si f(x) tiende a [ cuando x tiende a a por la izquierda, entonces se dice que [ es el limite
por la izquierda de f(x) cuando x — a™, y se escribe

lim f(z) =1

r—a~

Si f(x) tiende a | cuando z se aproxima a a por exceso, entonces se dice que [ es el limite
por la derecha de f(x) cuando x — a~, y se escribe

lim f(z)=1

r—at

Ejemplo 7.1. Consideremos la funcién f(x) = 22 y veamos que pasa cuando x — 2:

Aproximacion por defecto Aproximacién por exceso

lz [ f@) =2 | lz [fl@) =27 ]
1.9 3.61 2.1 4.41
1.99 3.9601 2.01 4.0401
1.999 | 3.996001 2.001 | 4.004001
1.9999 | 3.99960001 2.0001 | 4.00040001
U U
lim, ,, 2% =4 lim, o 2% =4
I

: 2 _
lim, ,2°=4

7.1.3 Limites que no existen (I)

Si la funcién no estd definida entorno a un punto, entonces no existe el limite en dicho
punto.

1
Ejemplo 7.2. Consideremos la funcién f(z) = Wi y veamos que pasa cuando

72
xr — 0:
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Por la izquierda Por la derecha

@ | f@) | 2 [ fl@) ]
—0.1 No exite 0.1 No existe
—0.01 | No existe 0.01 | No existe
—0.001 | No existe 0.001 | No existe
U U
. . 1 . . 1
No existe mhﬁr{)li \/ﬁ No existe $1Lr61+ ﬁ
U
1

No existe lim ————
x—0 x2 . 1

— f(2) = 5=

3 o

2 i

1 |1
y) N Z \
AY 7 N [ 4
— -2 —1 1 2 3

11t

Figura 7.1: Limite que no existe en x = 0.

7.1.4 Limites que no existen (1)

Cuando los limites laterales no coinciden entonces no existe el limite.

|z

Ejemplo 7.3. Consideremos la funcién f(z) = y veamos que pasa cuando x — O:
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Por la izquierda Por la derecha

v [ f(@)] f(z)

—0.1 —1 0.1 1
—0.01 —1 0.01 1
—0.001 | —1 0.001 | 1
U |3
im =4 - lim g
r—0- T r—0t X
i}
No existe lim m
x—0 X
— @) ="
2 o
1
3 -2 1 1 2 3
_2 uE

Figura 7.2: Limite que no existe en z = 0.

7.1.5 Limites que no existen (l11)

A veces, cuando © — a los valores de f(z) crecen o decrecen infinitamente y entonces
no existe el limite. En este caso se dice que la funcién diverge y se escribe

lim f(z) = +o0.
Tr—a

1
Ejemplo 7.4. Veamos la tendencia de la funcién f(x) = — cuando z — 0:

xr2
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Por la izquierda Por la derecha

x | f@] [z | f@)]
—0.1 100 0.1 100
—0.01 10000 0.01 10000
—0.001 | 1000000 0.001 | 1000000
i3 |3
. 1 .
lim — =400 lim — = +oo
z—0- 2 20+ 12
U
No existe lim % =00
x—0 I
—f@) =
4 -
3 i
2 1
1 i
3 2 _1 1 2 3
1!

Figura 7.3: Limite que no existe en z = 0.

7.1.6 Limites que no existen (IV)

A veces, el limite de un funcién en un punto puede no existir porque la funcién oscila
rapidamente al acercarnos a dicho punto.

1
Ejemplo 7.5. Consideremos la funcién f(z) = sen — y veamos que pasa cuando z — 0:
x
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Por la izquierda

Por la derecha

@ [ f@) | [z [f@)
—0.1 —0.1736 0.1 0.1736
—0.01 —0.9848 0.01 0.9848
—0.005 | 0.3420 0.005 | —0.3420
—0.001 | 0.9848 0.001 | —0.9848
—0.0005 | 0.3420 0.0005 | —0.3420
—0.0001 | 0.9848 0.0001 | —0.9848
\ , J
No existe lim sen — No existe lim sen —
z—0" x z—07t x
v 1
No existe lim sen —
z—0 xT
— f(x) = sen(3)
2 _
2 1 12
<]
—2

Figura 7.4: Limite que no existe en z = 0.

7.1.7 Limites en el infinito

Si f(x) tiende a I cuando x crece infinitamente, entonces se dice que [ es el limite en el
infinito de f(x) cuando x — +o00, y se escribe

lim f(z)=1.

r—+00

Si f(z) tiende a [ cuando x decrece infinitamente, entonces se dice que [ es el limite en
el infinito de f(x) cuando z — —o0, y se escribe

lim f(z)=1.

Tr——00
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1
Ejemplo 7.6. Estudiemos la tendencia de f(z) = — cuando z — 4o00:
x

r — +00 T — —00
x‘f(m):l/x‘ ’ x‘f(x)zl/x‘
1000 | 0.001 —1000 | —0.001
10000 | 0.0001 —10000 | —0.0001
100000 | 0.00001 —100000 | —0.00001
4 4
lim, ,, . 1=0 lim, , 1=0
—fl@) =1
3 -
2 .
1 .

Figura 7.5: Limites en el infinito.

7.2 Definicion de limite

Definicién 7.1 (Limite de una funcién en un punto). Dado un conjunto A C R, una
funciéon f: A — R y un punto de acumulacién a de A, se dice que [ € R es el limite de
f en a y se escribe

lim f(x) =1

r—a

si para cualquier nimero £ > 0 existe un nimero § > 0 tal que |f(z)—I| <e Vz € A {a}
con |z —al < 0.
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Figura 7.6: Limite de una funcion.

Advertencia

Obsérvese que en la definicién anterior x # a, es decir, no es necesario que |f(a) —
| <e.

Ejemplo 7.7. Sea f(x) = x2. Veamos que lim,,_,, f(x) = a®. Para ello, dado cualquier
e > 0 se puede tomar 6 = min{1, H%M\} > 0 de manera V& # a si |z — a| < d, entonces

|x —al < 1y, por tanto, |+ a| = |z —a + 2a| < |x — a|] + 2|a| < 1 + 2|a|, y ademas,
f(z) = a?| = 2% —a®| = |(z + a)(z — a)| = |2 + al|z —
€
< (1+4+2la])d < (1+2|a|)——— =
(1 2lal)d < (14 2lal) 5 =

Teorema 7.1 (Unicidad del limite). Dado un conjunto A C R, una funcion f: A — R
y un punto de acumulacion a de A, si existe el limite de f en a, entonces es unico.

[ ] .7
1 Demostracion

Prueba. Haremos la prueba por reducciéon al absurdo. Supongamos que [; y [, son
limites de f en a, y que l; # [,. Entonces, existen ¢, > 0 y €5 > 0 tales que
(I, — e, by +e1) N (ly — e,y +£5) = 0.
Como lim,_,, f(z) =;, existe 6; > 0 tal que, Vo € A {a} con |x —a| < §; se tiene
que f(z) € (I; —eq,l; + &)
Del mismo modo, como lim,_,, f(z) = I, existe 65 > 0 tal que, Vz € A {a} con
|x — a] < &y se tiene que f(x) € (Iy — ey, ly + £5).
Tomando ahora 0 = min{d;,d,}, se tiene que sizx € A {a} y |z —a| <9, f(z) €
(I, —ep,ly+e1) y f(z) € (Iy—eq,1l5 4+ £5), lo que contradice que (I; —e4,1; +£,)N
(Iy — e9,15 + €5) = 0. Por consiguiente, tiene que ser l; = I,.

O
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Teorema 7.2 (Criterio de las sucesiones). Dado un conjunto A C R, una funcién
f:+A—= R yun punto de acumulacion a de A, se cumple que lim,_,, f(x) =1 si y solo
st para cualquier sucesion (x,)5, en A {a} que converge a a, se tiene que (f(z,))>

converge a .

3 .,
1 Demostracion

Prueba. Supongamos que lim,_,, f(z) =1y sea (z,,)>°, una sucesiéon en A {a} que
converge a a. Veamos que (f(z,,))7, converge a l. Dado € > 0, como lim,_,, f(z) =
[ existe 0 > 0 tal que Vo € A {a} con |x —a| < 0 se tiene |f(z) —I| < e.

Por otro lado, como lim,,_,  x,, = a, para este J existe k € N tal que |z, —a| < ¢
Yn > k.

Asi pues, si n > k, como x,, € A {a} y |z, —a|] <, se tiene que |f(z,) —I| < e.
Por tanto, lim,_,, f(x,,) = L.

Para probar el otro sentido de la implicacién, utilizaremos la reduccién al ab-
surdo. Supongamos que para cualquier sucesién (z,,)2°, en A {a} se tiene que
lim, , . f(x,) = [, pero lim,_, f(z) # [. Entonces, existe ¢ > 0 tal que V§ > 0
existe x5 € A {a} con |x5— a| < 4, pero |f(zs) — | > €. En particular, para cada
n € N, tomando § = * y x,, = x4, se construye una sucesién (z,, )%, que converge
a a pero tal que (f(x,,))5, no converge a [, lo que contradice que lim,_,, f(z,) = [.
Por tanto, se tiene que cumplir que lim,_,, f(z) = [.

O]

| Importante

Este criterio se puede utilizar tanto para demostrar que un niimero es el limite de
una funcién en un punto como, para demostrar que no lo es.

Ejemplo 7.8. Sea f(z) = % Vx # 0y sea a # 0. Entonces, para cualquier sucesién
(x,,)5°, convergente a a con x, # 0 Vn € N, se tiene

li 1
lim f(z,)= lim — = —ndoo - _ -,

n—00 n—oo T, ]1mn_>oo x, a

por lo que, aplicando el criterio anterior se tiene lim, ., f(z) = =.

1

g)zozl que converge a 0, lim,, , _ f (l) —

Del mismo modo, si a = 0, tomando la sucesion ( -

lim,, .., n = oo, por lo que no existe lim,_,, f(z).

xT

Ejemplo 7.9. Sea f(x) = sen (1) Vx # 0. Tomando la sucesién (%):ilv que converge
a 0, se tiene que
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1 1
lim f (—) = lim sen <1) = lim sen(nm) = 0.
n—oo nm n—oo n—oo

nm

o
Y tomando la sucesion ( , que también converge a 0, se tiene que
=1

1
2n7r+71'/2)n

1 1
i f (mw/z) = Jm sen (m ) = Jim sen(2nm +m/2) = 1.

Por tanto, el limite de la funcién aplicada a estas dos sucesiones es distinto, y por el
criterio anterior, no existe el limite de f en 0.

Definicién 7.2 (Funcién acotada en un entorno de un punto). Dado un conjunto A C R,
una funcién f: A — R y un punto de acumulaciéon a de A, se dice que f estd acotada en
el entorno de a si existe un § > 0 y un ¢ > 0 tal que |f(z)| < ¢ Vo € A con |z —a| < 4.

Definicién 7.3 (Funcién acotada). Dado un conjunto A C R, una funcién f: A — R,
se dice que f estd acotada en A, si existe un ¢ > 0 tal que |f(z)| < ¢ Vo € A.

Proposicion 7.1. Dado un conjunto A C R, una funcion f : A — R y un punto de
acumulacion a de A, si existe el limite de f en a, entonces f estd acotada en un entorno
de a.

[ ] .7
1 Demostraciéon

Prueba. Sealim,_,, f(x)) = l. Entonces, dado € = 1 existe § > 0 tal que |f(z)—I| <
1Vze A {a} con |z —a| <,y por tanto,

[f(@)] = [f(z) =1+ < [f(@) =1 + ]I <1+ i

Ve e A {a} con |z —al| <.
Tomando ahora ¢ = max{1l + |l|,|f(a)|}, se tiene que |f(z)] < ¢ Vx € A con
|x —a|] < ¢, y por tanto, f estd acotada en un entorno de a.

]

Ejemplo 7.10. La funcién f(x) = % no estd acotada en un entorno de 0, por lo que no

existe el limite de f en 0.
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7.3 Algebra de limites

Proposicion 7.2. Dado un conjunto A C R, dos funciones f,g: A — R y un punto de
acumulacion a de A, tales que existe lim,,_,, f(x) y lim,_,, g(x), entonces se cumple que

1. lim, ,, cf(x) =clim,_,, f(z), Ve € R.
2. lim,_, (f(x) & g(x)) = lim, _, f(z) % lim, _, g(x).
3. 11mm~>a<f<m) : g<$)) - limw%a f(l') : hmwﬁa g(l')

r—a B T—a g

[ ] .7
1 Demostraciéon

Prueba. Sea lim,_,, f(z) =1y lim,_,, g(z) = m, y sea (z,)°, una sucesién con-

vergente a a. Entonces lim,_,, f(x,,) =1y lim,_,, g(z,) = m, y por tanto,

lim (f +g)(z,) = lim f(z,)+g(z,) = lim f(z,)+ lim g(z,) =1+m,

n—oo

por lo que lim, . (f + g)(z) =1+ m.
El resto son similares y se dejan como ejercicio.

O
Ejemplo 7.11. Sea f(z) = 23 + 2% — 2z — 1, entonces
lim f(z) = lim 2® + 22 — 22 — 1
T—2 r—2
= lim 2% + lim 22 — lim 2z — lim 1
T—2 T—2 T—2 T—2
=22422-2%x2-1="1.
Sea ahora g(z) = g;:‘é, entonces
24 2)(x —2
lim g(x) = lim ;1: = lim E+2)(z—2)
r—2 z—23x — 6 T—2 3(33‘ — 2)
:hmx+2:hmm_,2.a:+lim1,_>22 (x4 2)
=2 3 lim, .53
242 4
33
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Teorema 7.3 (Compresion de funciones). Dado un conjunto A C R, tres funciones
fy9,h: A — R y un punto de acumulacion a de A, si f(x) < g(z) < h(x) Vz € A y
lim, ., f(z) =lim,_,, h(x) =1, entonces lim,_,, g(z) = L.

3 .7’
1 Demostracion

Prueba. Sea (x,))%°, una sucesion en A {a} convergente a a. Entonces f(x,) <

g(x,,) < h(z,) Yn € Ny ademas lim,,_,  f(x,,) =lim,_, h(z,) = [. Asi pues, por
el teorema de compresion de sucesiones, se tiene que lim,, ,  g(x,,) = [, y por tanto,
lim,_,, g(x) = 1.

O]

Ejemplo 7.12. Sea f(z) = xsen (1) Va # 0. Entonces 0 < |zsen (1)] < |z] Vo # 0.
Como lim, ,,|z| = 0, aplicando el teorema de compresién de funciones se tiene que
lim,_,, |a: sen (%)| = 0 y por tanto lim,_,, z sen (%) =0.

Teorema 7.4 (Limite de la composicién de funciones). Dados dos conjuntos A, B C R,
dos funciones f: A — R, g: B — R tales que f(A) C B, un punto de acumulacion a

de A y un punto de acumulacion b de B, silim,_,, f(x) =b ylim, ,, g(x) =, entonces
lim, ., g0 f(z)=1

(3 .’
1 Demostracion

Prueba. Como lim,_,, g(x) = [, para cualquier ¢ > 0 existe ¢’ > 0 tal que si
|z — b] < & entonces [g(z) —1)| < e.

Por otro lado, como lim,_,, f(z) = b, para § > 0 existe otro § > 0 tal que si
|z — a| < §, entonces |f(x) —b| < 4.

Asi pues, si |z — a| < § se tiene que |f(z) —b] < "y |g(f(z)) —1)|] < e, por lo que
lim,_,, g(f(x)) =1

O

Ejemplo 7.13. Si tomamos las funciones f(z) = 2% — 5y g(y) = /¥, se cumple que
lim, 5 f(x) =4y lim,_ 4 g(y) = 2. Entonces, aplicando el teorema anterior se tiene

1 [e] :. 2— :‘ =
el =pvet-s=lnve=2

Proposiciéon 7.3. Dado un conjunto A C R, una funcion f : A — R y un punto de
acumulacion a de A, si existe el limite de f en a entonces lim,_,, |f(z)| = |lim,_,, f(z)].
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3 .,
1 Demostracion

Prueba. Sea lim,_,, f(z) = [. Por las propiedades del valor absoluto se cumple que
0<||f(x)] =] <|f(x) =1 Yz € A. Como ademés lim, ., |f(x) — 1] = 0, por el
teorema de compresién de funciones se tiene que

tim || ()] — [1l] = 0 = lim | /()| — |1 = 0 = lim | ()| = |I].
]

Proposicion 7.4. Dado un conjunto A C R, una funcion f: A — R y un punto de
acumulacion a de A, si existe el limite de f en a entonceslim,_,, \/f(z) = \/lim,_,, f(z).

3 .7’
1 Demostracion

Prueba. Se deja como ejercicio usando el teorema del limite de la composicién de
funciones.

O]

Teorema 7.5 (Criterio de Cauchy). Dado un conjunto A C R, una funcion f: A — R
y un punto de acumulacion a de A, entonces lim,_,, f(x) =1 si y solo si para cualquier
e > 0 existe un § > 0 tal que |f(x) — f(y)| < e Vz,y € A {a} con |z —a| < 4| y
ly —al < 0.

(3 .7
1 Demostracion

Prueba. Supongamos que lim, ., f(z) = [. Entonces, dado ¢ > 0, existe 6 > 0
tal que |f(z) =1 < § Vz € A {a} con |z — a| < 4. Por tanto, para cualquier
z,y€ A {a} con |z —a| <dy|y—al<d se tiene

<
2

@)= )] = |f@) =1+ 1= )l < [f@) =+ 1= fly)l < 5 +5 =<
Para probar el otro sentido de la implicacién, supongamos que para cualquier € > 0,
existe d > 0 tal que |f(z) — f(y)| <e Va,y € A {a} con |[x —a| < |y |ly—al <0.
Sea (z,,)7°; una sucesién en A {a} convergente a a. Entonces existe k € N tal
que |z, —al < 6 Vn > k, y por tanto, |f(x,,) — f(x,,)] < & Vm,n > k. Asi pues,
(f(z,))22; es una sucesién de Cauchy y por el criterio de convergencia de Cauchy
para sucesiones (Teorema 4.8), existe [ € R tal que lim,,_,  f(z,,) = [.

Veamos ahora que [ es el limite de f en a, usando el criterio de las sucesiones. Sea
(Y,,)02; otra una sucesion en A {a} convergente a a. Por el mismo razonamiento de
antes, se tiene que existe I” € R tal que lim,,_,  f(y,,) =’. Tomando ahora e >0y
d > 0 de antes, existe k € N tal que |z,, —a| <0y |y, —a|] < Vn > k, de manera
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que [f(z,) — f(y,)| <& Vn > k. Asi pues,

lim | () = ()| = | lim fla,) = lim f(y,)| = 1=V <e.

n—o0

Y como esto es cierto para cualquier € > 0 se concluye que | = I’, es decir, para
cualquier sucesion (y,,)5°; en A {a} convergente a a, se tiene %lim,,_, . f(y,) =,
por lo que se concluye que lim,_,, f(z) = L.

O

7.4 Limites laterales

Definiciéon 7.4. Dado un conjunto A C R y una funciéon f: A — R,

1. Si @ es un punto de acumulacién de {z € A : x > a}, se dice que [ es el limite por
la derecha de f en a y se denota lim,_,,. f(z) = [, si para cualquier ¢ > 0 existe
d>0tal que |f(z) —ll<eVreAcon0<z—a<od.

2. Si a es un punto de acumulacién de {z € A : = < a}, se dice que [ es el limite por
la izquierda de f en a y se denota lim,_,, f(xz) =, si para cualquier € > 0 existe
d>0tal que |f(z)—Ill<eVreAcon0<a—z<0.

Teorema 7.6 (Limites laterales). Dado un conjunto A C R y una funcion f: A — R,
y sea a un punto de acumulacion de los conjuntos {x € A:x >a} y{r € A:x <a},
entonces lim,_,, f(x) =1 si y solo silim,_, .. f(z) =lim, ,, f(x)=1.

3 .7
1 Demostracion

Prueba. Sealim,_,, f(z) = [. Entonces, dado € > 0 existe § > 0 tal que | f(z)—I| < ¢
Ve € A {a} con |[x —a|] < J. Asi pues,siz € Ay 0 < x—c < J se tiene que
|f(z) =1 < e porloquelim, . f(z)=1ysizxe Ay 0<c—az<¢también se
tiene que |f(x) —I| < € por lo que lim, ., f(z) = 1.
Para probar el otro sentido de la implicacién, supongamos ahora que lim,,_, .+ f(z) =
lim, ., f(z) = . Entonces, dado € > 0, existe §; > 0 tal que |f(z)—I| <eVze A
con 0 < x —c¢ < d;, y también existe d, > 0 tal que |f(z) —I] < ¢ Vo € A con
0 < ¢—x < d,. Asi pues, tomando 6 = min{d,, J,}, para cualquier x € A {a} con
|z —a| < d,sixz>asetiene que 0 < x—a < § < 0, y, por tanto, | f(z)—1] <e.Y si
x < a se tiene que 0 < a —x < § < 0, y, por tanto, |f(x) — 1| < e. Por consiguiente,
lim,_,, f(l') =1

0

Ejemplo 7.14. Sea
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|| —1 siz<0
r=—=
f(z) 1 siz>0

Entonces, lim, ,,- f(z) = —1 y lim, 4+ f(z) = 1, y como los limites son distintos, por
el teorema anterior, se tiene que no existe el limite de la funcién en 0.

7.5 Limites infinitos

Definicién 7.5 (Limite infinito). Dado un conjunto A C R y una funcién f: A - R,y
sea a un punto de acumulacién de A:

1. Se dice que f tiende a oo cuando z tiende a a, y se denota lim,_,, f(x) = oo, si
para cada € > 0 existe un 6 > 0 tal que f(x) >e Vx € A {a} con |z —a| < 9.

2. Se dice que f tiende a —oo cuando z tiende a a, y se denota lim,_,, f(z) = —oo,
si para cada € < 0 existe un 6 > 0 tal que f(z) <e Vz € A {a} con |x —a| < 4.

Ejemplo 7.15. Sea f(z) = I—l;, Dado ¢ > 0, tomando 6 = % > 0, se tiene que si

0<|z|<d= % entonces

1 1
flz) = — > 5 = €.
")

Por tanto, lim,_,, f(z) = oc.

Proposiciéon 7.5. Dado un conjunto A C R, un punto de acumulacion a de A y dos
funciones f,g: A — R tales que f(z) < g(z) Ve € A {a}:

1. Silim,_,, f(x) = oo entonces lim,_,, g(x) = oco.

2. Silim,_,, g(x) = —oo entonces lim,_,, f(z) = —cc.

[J .7
1 Demostracion

Prueba. Supongamos que lim,_,, f(x) = co. Entonces dado € > 0 existe § > 0 tal
que f(x) >e Ve € A {a} con |[xr—a| < ¢,y como f(z) < g(z) Vo € A {a} también
tiene que g(z) > f(z) > €, por lo que lim,_,, g(x) = co.

La segunda parte se prueba de forma analoga.
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7.6 Limites en el infinito

Definicién 7.6 (Limite de una funcién en el infinito). Dado un conjunto A C R tal
que (a,00) C A para algin a € R, y una funcién f : A — R, se dice que f tiende a [
cuando z tiende oo, y se denota lim,_,  f(z) = [, si para cada € > 0 existe § > a tal
que |f(z) —1| <e V& > 4.

Y dado un conjunto B C R tal que (—o0,b) C B para algin b € R, y una funcién
g: B — R, se dice que g tiende a [ cuando = tiende —oo, y se denota lim, , _ g(x) =1,
si para cada € > 0 existe § < b tal que |f(z) — ]| < e Vz <.

Ejemplo 7.16. Sea f(z) = % Va # 0. Veamos que lim,_,  f(x) = 0. Dado £ > 0 existe
§=1>0tal quesiz>d=1setiene |f(z) — 0| =|f(z)| = 1| <e.

Del mismo modo se puede probar que lim, ,  f(z) =0.
Teorema 7.7 (Criterio de las sucesiones divergentes). Dado un conjunto A C R tal que

(a,00) C A para algin a € R, y una funcion f: A — R, entonces lim,_,  f(x) =1 si y
solo si para cualquier sucesion (x,,)70, en (a,00) que diverja a oo, lim,,_, _ f(z,) =1.

(3 .7
1 Demostracion

Prueba. Supongamos que lim,_,  f(xz) = [. Entonces, dado € > 0 existe § > a tal
que |f(z) —1| <e Yz > 4.
Por otro lado, como lim,,_,  z, = oo, existe ks € N tal que z,, > § Vn > k;. Asi
pues, si n > ks se tiene que como z, € Ay xz, >0, |f(z,) — | < &, por lo que
lim, . f(z,) =1
Para ver el otro sentido de la implicacién, procederemos por reduccion al absurdo.
Supongamos que ahora que para cualquier (z,,)>°; en (a,00) que diverja a oo,
lim, , f(x,) = [, pero lim__,  f(xz) # [. Entonces existe ¢ > 0 tal que para
cualquier § > a existe x5 > 6 con |f(zs) — 1| > e.
Asi, para cada n € N existe z,, > a tal que z,, > ny |f(z,) — | > €. Entonces
(2,,)2°, es una sucesién en (aco) C A que diverge a oo y tal que (f(zx,))52; no
converge a [, lo que contradice la hipotesis de partida. Por consiguiente, debe ser
lim, . f(z) =1

O

Definicién 7.7 (Limite infinito en el infinito). Dado un conjunto A C R tal que (a, 00) C
A para algin a € R, y una funcién f: A — R, se dice que f tiende a oo cuando z tiende
00, y se denota lim, ,  f(x) = oo, si para cada ¢ > 0 existe 6 > a tal que f(z) > ¢
Vo > 4.

Y dado un conjunto B C R tal que (—o0,b) C B para algin b € R, y una funcién
g : B — R, se dice que g tiende a co cuando z tiende —oo, y se denota lim,,_, . g(x) = oo,
si para cada £ > 0 existe § < b tal que f(x) <e Vz <.
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Ejemplo 7.17. Sea f(x) = x%. Veamos que lim, ,  f(z) = oo. Dado ¢ > 0 existe
§ = /e >0 tal que si z > 6, entonces f(z) = 2% > (\e)? = .

Del mismo modo se puede probar que lim, , _ f(z) = oco.

Proposicién 7.6. Dado un conjunto A C R tal que (a,00) C A para algin a € R, y dos
funciones f,g: A — R, tales que g(x) >0 Vr € A ylim,_, % =1, entonces:

1. St1>0, lim,_, f(x) =00 siy solo silim,_,  g(x)=oo.

2. 8i1<0,lim, , f(x) =—00 siy solo silim, ,  g(x)=oco.

(3 ./’
1 Demostracion

Prueba. Supongamos que lim,_, % = [ > 0. Entonces, dado € = é > 0 existe

6>atalque‘m—l‘<8:%Vm>5. Asi pues, si x > 0 se tiene

g(x)
f(x) ’ L =l fl=) !
—ll<-=>— <L —l< -
‘g(w) 2 2 g 2
I flx) 3l
:> — - —_
2% g(a) = 2
l 3l
= 29(2) < () < Sgle).
Por tanto, por la Proposicién 7.5 se tiene que si lim, . g(z) = oo entonces

lim, ., f(z) =00 ysilim, , f(z) = oo entonces lim,_,_ g(x)
La segunda parte se prueba de forma andloga.

Q.

7.7 Limites de las funciones elementales

Proposiciéon 7.7 (Limite de una funcién polinémica). Si f es una funcién polindmica,
entonces existe el limite de f en cualquier punto a € R y lim,_,, f(z) = f(a).

3 ./
1 Demostraciéon

Prueba. Se deja como ejercicio.
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p(x)

Proposicién 7.8 (Limite de una funcién racional). Si f(z) = (@) con p(z) y q(x)
q(z

funciones polinomicas, entonces existe el limite de f en cualquier punto a € R que no
sea una raiz de q(x), y lim,_,, f(x) = f(a).

Si a es una raiz de q(x) entonces el limite puede existir o no.

[J .7
1 Demostracion

Prueba. Se deja como ejercicio.
O]

Proposiciéon 7.9 (Limite de una funcién potencial). Si f(z) = z" con r € R, entonces
existe el limite de f en cualquier punto a tal que exista un intervalo (a—9§,a+3) C Dom(f)
para algin 6 > 0, y en ese caso, lim,_,, f(x) = f(a).

3 .7
1 Demostracion

Prueba. Se deja como ejercicio.

O]

Proposicién 7.10 (Limite de una funcién exponencial). Si f(z) con c € R entonces

= C:B
existe el limite de f en cualquier punto a € R y lim,_,, f(x) = f(a).

[ ] .7
1 Demostracion

Prueba. Se deja como ejercicio.
O

Proposicién 7.11 (Limite de una funcién logaritmica). Si f(z) = log (z) con c € R,
entonces existe el limite de f en cualquier punto a € R™ ylim,_,, f(z) = f(a).

3 .’
1 Demostracion

Prueba. Se deja como ejercicio.
O

Proposicién 7.12. Si f(x) es una funcidn trigonométrica, entonces existe el limite de
f en cualquier punto a € Dom(f) ylim,_,, f(z) = f(a).
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(3 .7
1 Demostracion

Prueba. Se deja como ejercicio.

O
7.8 Indeterminaciones y su resolucion
7.8.1 Tipos de indeterminaciones
Al calcular limites pueden aparecer las siguientes indeterminaciones:
: : - B : _ f(z)
« Tipo cociente. Si lim,_,, f(x) = 0 y lim,_,, g(z) = 0, entonces @ presenta
g(z

. oy .0
una indeterminacion del tipo 0 cuando z — a.

f(z)
g9(z)

Silim, ., f(x) = o0 y lim,_,, g(x) = o0, entonces presenta una indeter-

. hy . 0
minacion del tipo +— cuando x — a.
00

« Tipo producto. Si lim, ,, f(z) = 0 y lim,_,, g(x) = 400, entonces f(x) - g(x)
presenta una indeterminacion del tipo 0 - 400 cuando x — a.

« Tipo potencia. Silim,_,, f(r) = 1y lim, ,, g(z) = 0o, entonces f(x)9®) presenta
una indeterminacién del tipo 1°° cuando x — a.

Si lim, ., f(x) =0y lim, ,, g(x) = 0, entonces f(x)9® presenta una indetermina-
cién del tipo 0° cuando = — a.

Si lim,, ., f(z) = oo y lim, ., g(z) = 0, entonces f(z)9* presenta una indetermi-
nacion del tipo co® cuando = — a.

« Tipo diferencia. Si lim__,, f(z) = oo y lim,_,, g(z) = oo, entonces f(z)— g(x)
presenta una indeterminacién del tipo co — oo cuando = — a.

7.8.2 Resolucién de una indeterminacion de tipo cociente

g

Existen diferentes técnicas para resolver una indeterminacién del tipo 0 o —:
00

o Factorizacién de polinomios en funciones racionales.

e Divisién por el términos de mayor orden en funciones racionales.
o Infinitésimos equivalentes.

e Regla de L’Hopital.
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7.8.2.1 Factorizacion de polinomios en funciones racionales

p(x)

Si f(z) = ﬁ es una funcién racional que presenta una indeterminacién de tipo cociente
q(x

cuando © — a, y a es una raiz de p(z) y ¢(x), se puede resolver la indeterminacién
factorizando los polinomios y simplificando.

_a?—3x 42

0
Ejemplo 7.18. La funcién f(z) = — cuando z — 1.

S
4 —4x +3 0

Para resolver la indeterminacién factorizamos los polinomios

23 =3 +2=(z+2)(z—1)%
2t —dx +3 = (22 + 22+ 3)(x — 1)2.

Como el factor (x—1)? es comtin, podemos simplificar la funcién en el calculo del limite:!

. @ =3z +2 (x4 2)(z —1)2 . (z+2) 3
lim ——— = lim =lim————=-=0.5.
amlzt —4x 43 a1 (22422 +3)(x—1)2 a1 (224+2243) 6
7.8.2.2 Divisién por el término de mayor orden en funciones racionales
Si f(z) = pgxi es una funcién racional que presenta una indeterminacién de tipo cociente
q(x

cuando x — 400, entonces se puede resolver dividendo p(z) y ¢(x) por el término de
mayor grado de ambos polinomios.

3342
Ejemplo 7.19. La funcién f(x) = % - 2 cuando ¢ — co.
x4 — 4 00

Para resolver la indeterminacién dividimos numerador y denominador por z* que es el
término de mayor grado:

3

- 1

e D R B S
lim ———— = lim —*—— = lim y = =-=0
vooo xt —dx 3 wveo TATES  oheo 14 45 ]

. ag +a;r + -+ a, "
En general, si f(z) = > L " entonces:

"~ by + byt by, a™
e Sin > m entonces lim,_,  f(z) = 4o0.
e Sin < m entonces lim, ,  f(x)=0.

. . (%
« Sin =m entonces lim, ,  f(x) = b

1Se pude simplificar porque aunque = — 1, x # 1 y por tanto el denominador no se anula.
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7.8.2.3 Cambio de variable

El teorema del limite de la composicién de funciones nos permite calcular limites haciendo
un cambio de variable por medio de la composiciéon de funciones.

Ejemplo 7.20. Sea f(z) = %. Cuando z — 0, f(z) — 3. Aplicando el cambio de
variable y = (x4 8)1/3, se tiene que y® = x+8 y x = y* —8. Como lim,_,,(z +8)'/3 = 2,
aplicando el teorema del limite de la composicién de funciones, se tiene que

(483 —2 y—2 y—2 _ 1 2
lim ————— = lim = lim =lim—-— ==
x—0 x y=2y3 —8  yo2 (y—2)(y2+2y+4) vy +2y+4 127

7.8.2.4 Infinitésimos equivalentes

Definiciéon 7.8. Dado un conjunto A C R, una funciéon f : A — R, y un punto de
acumulacién a de A, se dice que f es un infinitésimo en a si lim,_,, f(x) = 0.

De manera informal, se puede decir que un infinitésimo es una cantidad infinitamente
pequena.

Ejemplo 7.21. La funcién identidad f(z) = x es un infinitésimo en z = 0, ya que
lim, .oz = 0.

Del mismo modo, la funciéon g(z) = sen(z) es otro infinitésimo en z = 0 ya que
lim,_,,sen(z) = 0.

Y la funcién h(z) = 22 — 4 es un infinitésimo en = = 2, ya que lim, ,, 2% —4 = 0.

Proposiciéon 7.13 (Propiedades de los infinitésimos). Dado un conjunto A C R, dos
funciones f,g : A — R, y un punto de acumulacion a de A, tales que f y g son
infinitésimos en a. Entonces se cumple

1. f+ g es un infinitésimo en a.

2. f-g es un infinitésimo en a.

3. ¢ f es un infinitésimo en a VYc € R.

4. Si h es una funcion acotada en un entorno de a, f-h es un infinitésimo en a.

[J .7
1 Demostracion

Prueba. Se deja como ejercicio.
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Definicién 7.9 (Infinitésimos equivalentes). Dado un conjunto A C R, dos funciones
f,9: A— R,y un punto de acumulacién a de A, tales que f y ¢ son infitésimos en a, se

dice que f y g son infinitésimos equivalentes en a, se denota f(z) ~ g(x) cuando = — a,
si

flz)

lim =1.

v g(x)

Si f(x) ~ g(x) cuando x — a entonces f(z) y g(z) son magnitudes equivalentes cuando
T — a.

Ejemplo 7.22. Los siguientes infinitésimos equivalentes cuando x — 0:

sen(x) ~ x ~ tg(x)
72
1 — cos(x) ~ 5
arctg(x) ~
e" -1z
log(l+ )~z

A veces se puede resolver una indeterminacién cuando z — a sustituyendo cualquier
subexpresion de la funcién por un infinitésimo equivalente cuando = — a.

sen(x)(1 — cos(z))

Ejemplo 7.23. La funcién f(z) = 3
x

— g cuando x — 0.

2
Como sen(z) ~ z y 1 — cos(z) ~ 1 cuando x — 0, para resolver la indeterminacién

o z?
sustituimos sen(z) por x y 1 — cos(z) por o
1— rZ o 1
li SR —cos@) _ g T T gL
z—0 3 0 3 0 3 z—0 2

7.8.2.5 Regla de L’Hépital

Teorema 7.8 (Regla de L'Hopital). Dado un conjunto A C R, dos funciones f,g: A —

T 0 o
R, y un punto de acumulacion a de A, tales que f(@) — — 0 — cuando x — a, entonces
glz) 0 o0
st existe lim,,_,, f:(qj) se cumple que
9 (x)
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[ .7
1 Demostracion

Prueba. Se vera en el siguiente

O
Advertencia
o f'(x) : .
Para que exista lim, ,, = @) es necesario que que f y g sean derivables en un
g (x
entorno de a.
log(z? — 1 o0
Ejemplo 7.24. Sea f(x) = M — — cuando x — oo.
T+ 2 9]

Para resolver la indeterminacién aplicamos la regla de L’Hopital:

log(22 — 1 log(z2 — 1)) 2
hIIl Og<$ ) — hm (Og<$ /)) — hm :Ez—l —
T—00 x4+ 2 T—00 (1- + 2) z—oo 1
2 21) 2
= lim T :lim&:hm—zo.
T—00 ;172 —1 T—00 (1-2 _ 1) r—00 21

7.8.3 Resolucion de una indeterminacién de tipo producto

Si f(x) - 0y g(x) - 400 cuando = — a, entonces la indeterminaciéon f(z) - g(z) —
0 - +00 puede convertirse en una de tipo cociente mediante la transformacion:

f(z)

%

[en) Nan}

Ejemplo 7.25. Sea f(z) = #2¢Y/** — 0 - 0o cuando z — 0.

2
el/z

o0
lim #2¢Y/*” = lim —— — —
z—0 r—0 1/%2 o0
Aplicando ahora la regla de L "Hopital tenemos:
/
1/22 61/x2 1/2%2 =2
e e
lim =1 - = lim 2953 = lim e'/*" =00
z—0 1/:[,‘2 z—0 <1/.’E2) z—0 == z—0
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7.8.4 Resolucién de una indeterminacion de tipo potencia

Sif (:c)g(‘”) presenta una indeterminacién de tipo potencia cuando x — a, entonces la in-
determinacién puede convertirse en una de tipo producto mediante la transformacién:

exp (log f(2)9*)) = exp (g(z) - log f(x)).

1 X
Ejemplo 7.26. Sea f(x) = (1 + —) — 1%° cuando = — 0.
x

1\" 1\"
lim (1 + 7) = lim exp (log (1 + 7> )
z—0 xT z—0 T
i 1
= exp (hm:plog (1 + 7>>
z—0 T

B . log (1—1—%)
= exp (i:“éw

Aplicando ahora la regla de L "Hoépital tenemos:

= exp (lim

mﬁOl—f—E

7.8.5 Resolucion de una indeterminacion de tipo diferencia

Si f(x) = ooy g(x) = 0o cuando = — a, entonces la indeterminacién f(x) — g(z) puede
convertirse en una de tipo cociente mediante la transformacién:

1

1
@) Flo) 0
f@) = gla) = 220 I — 2
f(@)g(z)
. 1 1
Ejemplo 7.27. Sea f(x) = — — > 00—o0 cuando z — 0.
senx T
. 1 1 . xr—senx 0
lim ——=lm — — —.
z—0senx T z—0 Tsenz 0
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Aplicando ahora la regla de L "Hopital tenemos:

/
. xr—senx . (z—senx) ) 1 —coszx
lim—=lim—F— =lim — =
z—0 xsenx z—0 (yc sen :c) z—0 senx + x cosx
/7
. (1 —cosx) ) sen x
= lim - = lim =

x—0 (Senx + X COS w) z—0 COS T + COSTr —xrsenx

0 0

5 )

7.9 Asintotas de una funcion

Una asintota de una funcién es una recta a la que tiende la funcién en el infinito, es
decir, que la distancia entre la recta y la funcién es cada vez menor.

Existen tres tipos de asintotas:

e Asintota vertical: z = a,
e Asintota horizontal: y = a,
o Asintota oblicua: y = a + bx.

7.9.1 Asintotas verticales

Definicién 7.10 (Asintota vertical). Se dice que una recta x = a es una asintota vertical
de una funcién f si se cumple

lim f(z) =400 o lim f(z)=+o0

r—a - r—a -

Las asintotas verticales deben buscarse en los puntos donde no esté definida la funcién,
pero si lo estd en las proximidades.

z+1
Ejemplo 7.28. La recta x = 2 es una asintota vertical de f(x) = + 5 ya que
T —
I z+1 y z+1
im = —00 im = 0.
=2~ — 2 7ym%2+.%'—2
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Figura 7.7: Asintota vertical.
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7.9.2 Asintotas horizontales

Definicién 7.11 (Asintota horizontal). Se dice que una recta y = a es una asintota
horizontal de una funcién f si se cumple

i f@)=a o lm fle)=a

1
Ejemplo 7.29. La recta y = 1 es una asintota horizontal de f(x) = % ya que
Tz —

1 3
im 250 = w14 1,y
r——00 T — 2 T——00 x—2

1
im 27" = im 14+ 2 =1.
x—+oo L — 2 T—+400 x— 2

7.9.3 Asintotas oblicuas

Definicién 7.12 (Asintota oblicua). Se dice que una recta y = a + bx es una asintota
oblicua de una funcion f si se cumple

lim —= y lim f(z) —bx=a.

TrT—=400 €T T—400

Ejemplo 7.30. La recta y = x + 1 es una asintota oblicua de f(z) = T ya que

x 33‘2
lim 2= = lim — =1,y
r—+00 I rT—+00 4 — T
2
. x . x
lim —z= lim 1+ =1
r—+00 I — r—+00 Xr — 1

7.10 Continuidad

Definicién 7.13 (Funcién continua en un punto). Dado un conjunto A C R, una funcién
f+A— Ry un punto de acumulaciéon a de A, se dice que la funcion f es continua en el
punto a si
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Figura 7.8: Asintota horizontal.
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Figura 7.9: Asintota oblicua.
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2 es continua en 2 ya que lim, ., 22 =4 = f(2).

Ejemplo 7.31. La funcién f(z) =«
Definicién 7.14 (Funcién continua en un intervalo). Dado un conjunto A C R y una
funcién f: A — R, se dice que funcién f es continua en un intervalo I C A, si lo es en
cada uno de los puntos de I.

De manera informal, se puede decir que una una funcién es continua en un intervalo, si
puede dibujarse su grafica en ese intervalo sin levantar el lapiz.

Ejemplo 7.32. La funcién constante f(z) = c es continua en todo R, ya que lim,_,, c =

¢ = f(a) Va € R.

I
=]
(o8

—
S
~—

La funcién identidad Id(z) = x es continua en todo R, ya que lim, .,z = a
Va € R.

2

Del mismo modo, funcién f(z) = z? es continua en todo R, ya que lim,_,, #° = a® = f(a)

Va € R,

Ejemplo 7.33. Veamos que la f(z) = sen(z) es continua en todo R. Sea a € R. Usando
propiedades trigonométricas se tiene

r—a T—a r—a r—a |t —a
_— = _— = —_— —_— < -_ =
| sen(z)—sen(a)| = |2 sen( 5 )cos( 5 ) 2]sen< 5 ) Hcos( 5 ) | <2 5

ya que sen(z) < x Vo € Rt y cos(z) <1 Vz €R.

Asi pues, para cualquier € > 0 existe 6 = ¢ > 0 tal que si |z —a| < § = ¢, entonces
|sen(z) —sen(a)| < |x —al =«.

De aqui se puede deducir que todas las funciones trigonométricas son continuas en su
dominio.

De la definicion de continuidad se deducen tres condiciones necesarias para la continui-
dad:

1. f(a) € Dom(f).
2. Existe lim,_,, f(x).

3. lim,_,, f(z) = f(a).

Si se rompe alguna de estas condiciones, se dice que la funcién presenta una discontinui-
dad en a.
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7.11 Tipos de discontinuidades

Dependiendo de la condicién de continuidad que se rompa, existen distintos tipos de
discontinuidades:

e Discontinuidad evitable.

e Discontinuidad de 12 especie de salto finito.

e Discontinuidad de 12 especie de salto infinito.
¢ Discontinuidad de 22 especie.

7.11.1 Discontinuidad evitable

Definicién 7.15 (Discontinuidad evitable). Se dice que una funcién f tiene una discon-
tinuidad evitable en el punto a si existe el limite de f en a pero lim f(x) # f(a).
r—a

2 _
Ejemplo 7.34. La funcién f(z) = v
x p——

yva que la funcién no estd definida en x = 1 pero

tiene una discontinuidad evitable en x = 1

x? —
lim =limz+1=2.
x—2 T — r—2
- _ z21
flz) =25
5 o
4 i
3 i

Figura 7.10: Discontinuidad evitable en z =1
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7.11.2 Discontinuidad de 1? especie de salto finito

Definicién 7.16 (Discontinuidad de 1* especie de salto finito). Se dice que una funcién
f tiene una discontinuidad de 1° especie de salto finito en el punto a si existen los limites
laterales de f en a pero

lim f(z) # lim f(z).

Tr—a-

A la diferencia entre ambos limite se le lama salto de la discontinuidad.

||

Ejemplo 7.35. La funcién f(xz) = ~— tiene una discontinuidad de 1* especie de salto
x
finito en x = 0 ya que
lim m =—1
z—0" X
lim m =1
z—0t T

Salto =1—(—1) = 2.

3
1+ > Salto

3 92 ] 1 2 3
_1 1

Figura 7.11: Discontinuidad de primera especie de salto finito en x =0

7.11.3 Discontinuidad de 1? especie de salto infinito

Definicién 7.17 (Discontinuidad de 1* especie de salto infinito). Se dice que una funcién
f tiene una discontinuidad de 1° especie de salto infinito en el punto a si

lim f(z) =400 o lim f(z) = +oo.

r—a~ r—a
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Si f tienen una discontinuidad de 12 especie de salto infinito en un punto a, entonces f
tienen una asintota vertical z = a.

Ejemplo 7.36. La funcién f(z) = e'/* tiene una discontinuidad de 12 especie de salto
infinito en x = 0 ya que

z—0~
lim e'/* =
rz—0t
23—
- f(:E) = w—ll
5 o
4 i
3 i

Figura 7.12: Discontinuidad de primera especie de salto infinito en x = 0

7.11.4 Discontinuidad de 2?2 especie

Definicién 7.18 (Discontinuidad de 2 especie). Se dice que una funcién f tiene una
discontinuidad de 2¢ especie en el punto a si no existe alguno de los limites laterales y
tampoco se trata de una discontinuidad de 12 especie de salto infinito.

Normalmente la discontinuidades de 2% especie se dan en puntos donde la funcién no
definida en sus proximidades.

Ejemplo 7.37. La funcién f(x) = tiene una discontinuidad de 2% especie en

1
vz —1

r =1 ya que
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lim ——— no existe
x—1- x2 —_

. 1

lim = 00

Figura 7.13: Discontinuidad de segunda especie en x =0

Proposiciéon 7.14. Dado un conjunto A C R, dos funciones f,g: A — R y un punto
de acumulacion a de A, si f y g son continuas en a, entonces

a. f+ g es continua en a.

b. f-g es continua en a.

c. cf es continua en a Ve € R.
d

. g es continua en a si g(xr) # 0 Vo € R.

(3 .7
1 Demostracion

Prueba. Es una consecuencia inmediata del dlgebra de limites.
O

Ejemplo 7.38. El polinomio p(z) = 222 — x + 3 es continuo en todo R ya que las
funciones f(x) = 22, g(z) = x y h(z) = 3 son continuas en todo R.

De hecho, se puede demostrar de manera similar que cualquier polinomio es continuo en

todo R.

Proposicion 7.15. Dados dos conjuntos A, B C R, dos funciones f: A - R, g: B— R
tales que f(A) C B y un punto de acumulacion a de A, si f es continua en a y g es
continua en f(a), entonces go f es continua en a.
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(3 .,
1 Demostracion

Prueba. Como f es continua en a, lim,_,, f(z) = f(a) y como ¢ es continua en
f(a), im,_, ¢,y g(z) = g(f(a)), de manera que, aplicando el teorema del limite de
la composicién de funciones, se tiene que lim, ,, g o f(xz) = go f(a), y por tanto,

go f es continua en a.
O

1 que es continua en R {0} y g(z) = cos(z) que es continua
1
cos(x)

Ejemplo 7.39. Sea f(z) =
en todo R. Entonces go f(z) = cos (1) es continua en R {0}, mientras que fog(z) =
1)

es continua en R {(2k + 1)7/2: k € Z}.

7.12 Funciones continuas en intervalos

Teorema 7.9. Dado un intervalo cerrado y acotado I = [a,b], y una funcion f: I — R,
si f es continua en I, entonces f estd acotada en I.

(3 ./’
1 Demostracion

Prueba. Lo probaremos por reduccion al absurdo. Supongamos que f no esta aco-
tada en I. Entonces, para cada n € N existe z,, € I tal que |f(z,,)| > n. La sucesién
()52, C Iy como I estd acotado, (x,,)5°, también estd acotada, de manera que,
por el Teorema 4.6 existe una subsucesién (z,, )32, que converge.

Sea ¢ = limy_,z, . Como (z, )32, C I, y I es cerrado, por el Teorema 3.4,
contiene a todos sus puntos de acumulacién, y por tanto ¢ € 1.

Como f es continua en I, lo es, en particular, en ¢, de modo que como (:Unk)iozl
converge a ¢, limy,_, . f(x, ) = f(c)y, por el Teorema 4.2, (f(z,, )72, estd acotada,
pero |f(z, )| > n, > k Vk € N, lo que contradice que esté acotada. Asf pues, f

estd acotada en I.
O

Ejemplo 7.40. La funcién

L size(0,1]
f(x)_{o siz=0

no esté acotada en el intervalo [0, 1], luego no es continua en este intervalo.

Teorema 7.10. Dado un intervalo cerrado y acotado I = [a,b], y una funcion f: I — R,
si f es continua en I, entonces [ alcanza el mdximo y el minimo en I, es decir, existen
¢,d €1 tales que ¢ < f(z) < d Vx € I.
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(3 .7
1 Demostracion

Prueba. Como I = [a,b] es cerrado y acotado, y f es continua en I, por el teorema
anterior se tiene que f esta acotada en I.
Como f(I) # 0 pues f(a) € f(I), por el axioma de completitud de los nimeros
reales, existe el supremo s = sup{f(I)}. Para cadan € N, s— % no es cota superior
de f(I), y por tanto, existe z,, € I tal que s — % < f(z,,) < s. Podemos construir
asi una sucesion (z,,)>° ; C I. Como I esta acotado, por el por el Teorema 4.6 existe
una subsucesion (z,, )72, que converge.
Sea d = limy_,, x, . Como (z, )72, C I, y I es cerrado, por el Teorema 3.4,
contiene a todos sus puntos de acumulacién, y por tanto d € I.
Como f es continua en I, lo es, en particular, en d, de modo que como (xnk)iil
converge a d, lim,_, . f(z, ) = f(d). Ademds se tiene que s — T < s— n—lk <
f (acnk) < s Vk € N. Asi pues, por el teorema de compresion de funciones, se tiene
que limy_, . f(z, ) = s, y por tanto f(d) = s de modo que f(d) > f(z) Vz € I.
Si ahora consideramos la funciéon — f, que también es continua en I al ser la com-
posicién de funciones continuas, por lo que acabamos de demostrar, —f alcanza el
méximo en I, es decir, existe ¢ € I tal que —f(¢) > —f(x) Vo € I, de donde se
deduce que f(c) < f(z) Vx € I.

O

Teorema 7.11 (Bolzano). Dado un intervalo cerrado y acotado I = [a,b], y una funcién
f:I =R, sif escontinua en I, y f(a) <0 < f(b), entonces existe c € (a,b) tal que

f(e) = 0.

(] .7
1 Demostracion

Prueba. Sea A={xe€I: f(x) <0}. AC Iy como I estd acotado, también A esta
acotado. A # ) ya que a € A, de manera que, por el axioma del supremo existe
¢ =sup(A).

Veamos ahora que ¢ € (a,b). Como f es continua en [, lim, ,, f(z) = f(a) <0, de
modo que existe 6; > 0 tal que f(z) < 0 Vx € [a,a+6,), y por tanto, [a,a+d;) C A,
por lo que ¢ > a.

Del mismo modo, lim, ;. f(z) = f(b) > 0, de modo que existe 6, > 0 tal que
f(z) >0 Vz € (b—d,,b], y por tanto, (b — &,,b] C A, por lo que ¢ < b.
Finalmente, veamos que f(¢) = 0 por reduccién al absurdo. Si suponemos que
f(c) > 0, entonces f(c) = lim,_,. f(x) > 0, de manera que existe § > 0 tal que si
f(z) > 0Vx € (¢c—6,c+6), lo que contradice que ¢ sea el supremo de A. Del mismo
modo, si suponemos que f(c) < 0, entonces f(c) = lim,_,, f(z) < 0, de manera que
existe 6 > 0 tal que si f(x) <0 Vz € (¢c—d,¢c+0), y entonces, f (c + g) < 0, por
lo que ¢ + g cAyc+ g > ¢, lo que contradice que ¢ sea cota superior de A. Por
consiguiente, debe ser f(c) = 0.
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Teorema 7.12 (Valores intermedios). Dado un intervalo cerrado y acotado I = [a,b],
y una funcion f: I — R, si f es continua en I y si c,d € I, entonces para cualquier kR
con f(c) <k < f(d), existe e € I entre ¢ y d tal que f(e) = k.

[ ] .7
1 Demostracion

Prueba. Supongamos que ¢ < d y tomemos la funcién g : [¢,d] — R tal que
g(x) = f(z) —k Vx € [c¢,d]. Puesto que f es continua en [c,d|, g también lo es.
Ademés g(c) = f(¢) —k <0y g(d) = f(d) —k > 0. Por tanto, por el teorema de
Bolzano, existe e € (¢, d) tal que g(e) = 0, y por consiguiente, g(e) = f(e) —k =0,
de donde se deduce que f(e) = k.

De forma andloga se procede si d < c.

O

Teorema 7.13. Dado un intervalo cerrado y acotado I = [a,b], y una funcion f : [ — R,

st f es continua en I y k € R es tal que inf(f(I)) < k <sup(f(I)), entonces existe e € I
tal que f(e) = k.

3 ./’
1 Demostracion

Prueba. Por el Teorema 7.10 existe ¢,d € I tales que f(c) <
Fle) = min( £(I)) = inf( (1)) < b < sup(£(I)) = max(f(I)) =
Si k= f(c) o k= f(d) el resultado es trivial, y si f(c) < k <
de los valores intermedios, existe e € I entre ¢ y d tal que f(e

flz) < f(d) Vo € I.
f(d).
f(d), por el teorema
) = k.

O]

Teorema 7.14. Dado un intervalo cerrado y acotado I = [a,b], y una funcion f: I — R,
si f es continua en I entonces f(I) es un intervalo cerrado y acotado.

[ ] .7
1 Demostraciéon

Prueba. Por el Teorema 7.10 existe ¢,d € I tales que f(c) < f(z) < f(d) Vz € I,
por lo que f(I) C [f(c), f(d)].

Veamos ahora que también se cumple el otro sentido de la inclusién. Si k €
[f(c), f(d)], por el teorema anterior, se tiene que existe e € I tal que f(e) = k,

y por tanto k € f(I), por lo que [f(c), f(d)] C f(I).
Por consiguiente, f(I) = [f(c), f(d)] que es un intervalo cerrado y acotado.

Notas
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8 Derivadas de funciones

En la mayoria de los problemas reales, las magnitudes que intervienen estdn relaciona-
das mediante ecuaciones o funciones. Para construir estos modelos matematicos resulta
imprescindible entender cémo varian unas magnitudes con respecto a las otras. En es-
te capitulo abordamos el concepto de derivada, que surge de estudiar como varia una
funcién cuando cambia la variable de la que depende. El concepto de derivada, junto al
de integral, son los dos pilares fundamentales del Anélisis Mateméatico, sobre los que se
sostienen la mayor parte de las aplicaciones en Ciencia e Ingenieria.

8.1 EIl concepto de derivada

8.1.1 Tasa de variacién media
Definicién 8.1 (Incremento). Dada una funcién y = f(z), se llama incremento de f

en un intervalo [a, b] a la diferencia entre el valor de f en cada uno de los extremos del
intervalo, y se nota

Ay = f(b) — f(a).

Cuando f es la funcién identidad y = x, se cumple que

Az = Ay = f(b) = f(a) = b—a,

y por tanto, el incremento de z en un intervalo es la amplitud del intervalo. Esto nos
permite escribir el intervalo [a,b] como [a,a + Az].

Definicién 8.2 (Tasa de variacién media). Dada una funcién y = f(x), se llama tasa
de variacion media de f en el intervalo [a,a + Ax]|, al cociente entre el incremento de y
y el incremento de x en dicho intervalo, y se escribe

TVM(f, [a,a + Az]) = % _ flat AA%'; — fla)
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Ejemplo 8.1. Consideremos la funcién y = 22 que mide el drea de un cuadrado de
chapa metalica de lado x.

Si en un determinado instante el lado del cuadrado es a, y sometemos la chapa a un
proceso de calentamiento que aumenta el lado del cuadrado una cantidad Az, jen cudnto
se incrementard el drea del cuadrado?

Ay = fla+Ar) — f(a) = (a+ Aa)? —a? =
= a? + 2aAx + Ax? — a2 = 2aAx + Ax2.

. Cudl serd la tasa de variacién media del drea en el intervalo [a,a + Ax]?

Ay 2aAz + Az?

TVM fla,a + Az] =

a Ax

Figura 8.1: Variacién que experimenta el area de un cuadrado al variar el lado
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8.1.2 Interpretacién geométrica de la tasa de variacion media

La tasa de variacién media de f en el intervalo [a,a + Azx] es la pendiente de la recta
secante a f en los puntos (a, f(a)) v (a + Az, f(a + Ax)).

y A
fa+Apf —————————

2 Ay = f(a + Ax) — f(a)

i

A

|

| .
a 1 a+ Ax ) X
Figura 8.2: Grafica de la recta secante a una funcién en dos puntos.

8.1.3 Tasa de variacién instantanea
En muchas ocasiones, es interesante estudiar la tasa de variacién que experimenta una
funcién, no en intervalo, sino en un punto.

Conocer la tendencia de variacién de una funcién en un instante puede ayudarnos a
predecir valores en instantes préximos.

Definicién 8.3 (Tasa de variacion instantédnea y derivada). Dada una funcién y = f(z),
se llama tasa de variacion instantdnea de f en un punto a, al limite de la tasa de variacién
media de f en el intervalo [a,a + Azx], cuando Ax tiende a 0, y se denota

136



TVI(f,a) = lim TVM(f,[a,a+Az]) = lim Ay _

Az—0 Az a
o et A~ f)
Axz—0 Az

Cuando este limite existe, se dice que la funcién f es derivable en el punto a, y al valor
del mismo se le llama derivada de f en a, y se nota como

f’(a) o bien %(a)

Ejemplo 8.2. Consideremos de nuevo la funcién y = 22 que mide el 4rea de un cuadrado
de chapa metélica de lado x.

Si en un determinado instante el lado del cuadrado es a, y sometemos la chapa a un
proceso de calentamiento que aumenta el lado del cuadrado, ;cudl es la tasa de variacién
instantanea del area del cuadrado en dicho instante?

TVI(f(a) = lim 2Y — ji L0+ A2 =fl@) _

Az—0 Ax Ax—0 Ax
2aAx + Ax?
= lim 2007 + AT = lim 2a+ Az = 2a.
Az—0 Az Az—0

Asi pues, f'(a) = 2a, lo que indica que la tendencia de crecimiento el area es del doble
del valor del lado.

El signo de f’(a) indica la tendencia de crecimiento de f en el punto a:

e f’(a) > 0 indica que la tendencia es creciente.
e f’(a) <0 indica que la tendencia es decreciente.

8.1.4 Interpretacion geométrica de la tasa de variacion instantanea

La tasa de variacién instantdnea de f en el punto a es la pendiente de la recta tangente
a f en el punto (a, f(a)).
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f@) + f'(@)(x —a)]
f'@)(x —a)

f(@)

g

X

Figura 8.3: Gréfica de la recta tangente a una funcién en un punto.

»
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8.2 Diferenciabilidad

Definiciéon 8.4. Dado un intervalo I C R, una funcién f: I — R y un punto a € I, se
dice que f es diferenciable o derivable en a, si existe el limite

o £ = f(@

T—a r—a

En tal caso, al valor del limite se le llama derivada de f en a y se denota f’(a).

Se dice que f es diferenciable en el intervalo I, si f es diferenciable en todos los puntos
de I.

i Nota

Si en la definicién anterior llamamos h = x — a, resulta

z—a T —a h—0 h

I

que es otra definicién equivalente de la derivada de f en a.

Definicién 8.5. Dado un intervalo I C R y una funcién f: I — R, se define la funcion
derivada de f,y se denota f’, a la funcién cuyo dominio es el conjunto de los puntos de
I donde f es diferenciable y el valor de f’ es el valor de la derivada en cada uno de esos
puntos.

1 Nota

La notacién f’(a) para la derivada de f se debe a Lagrange, pero también es comin
en Ciencias e Ingenierias utilizar la notacién de % debida a Leibniz. En esta tultima
notacion df y dx se conocen como diferenciales de f y x, y representan variaciones
infinitesimales de f y x respectivamente.

Ejemplo 8.3. Sea f(x) = Id(x) = x la funcién identidad. Entonces, para cualquier
a € R, se tiene que

limM:hmx_a:hmlzl.
r—a r—a r—=a  — Q T—a

Por tanto, Id(x) es diferenciable en todo Ry Id'(a) = a.

Con la notacién de Leibniz, el cdlculo de la derivada es, si cabe, mas sencillo, pues se
puede obtener algebraicamente,
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ﬁ_dx

dr dr

Sea ahora f(x) = x2. Entonces, para cualquier a € R, se tiene que

_ 2 2 B
lim f(x) — f(a) = lim z L lim w = lim z + a = 2a.
T—a Tr—a r—a T —a z—a Tr—a T—a

Por tanto, f(x) es diferenciable en todo Ry f’(a) = 2a.

Ejemplo 8.4. Sea la funcién f(x) = |z|. Veamos si f es diferenciable en 0. Para ello
calculamos los limites laterales.

f=) — 1) 2] —

lim = lim — = lim — = —1,
z—0~ z—0 z—0" T z—0- X

lim M: lim @: lim le’
z—0*t z—0 z—0t T z—0t T

Por tanto, como los limites laterales no coinciden, f no es diferenciable en 0.

Definicion 8.6. Dado un intervalo I C R, una funcién f: I — Ry un punto a € I, si f
es diferenciable en a, se define la recta tangente a la grafica de f en a como la recta que
pasa por el punto (a, f(a)) con pendiente f’(a), es decir, la recta con ecuacién

y=fla)+ f'(a)(z —a)

Definiciéon 8.7. Dado un intervalo I C R, una funcién f: I — Ry un punto a € I, si f
es diferenciable en a, se define la recta normal a la grafica de f en a como la recta que
pasa por el punto (a, f(a)) y es perpendicular a la recta tangente a la grafica de f en a,
es decir, la recta con ecuacién

Ejemplo 8.5. Dada la funcién y = f(x) = 22, la recta tangente a f en 1 es

y=IW)+ (O —1) =142 1) =201,

y la recta normal es

y=f(1)—
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Teorema 8.1. Dado un intervalo I C R, una funcion f: 1 — R y un punto a € I, si f
es diferenciable en a entonces f es continua en a.

3 ./,
1 Demostracion

Prueba. Sea x € I y x # a. Entonces

lim f(x)—f(a) = lim M(x—a) = lim o) = fla) lim z—a = f'(a)-0 = 0.

T—a T—a Tr—a T—a Tr—a r—a
Asi pues,
lim f(z) — f() = 0= lim f(2) ~ lim f(a) = 0 = lim f(x) = lim f(a) = f(a),

y, por tanto, f es continua en a.

O Precaucién

El reciproco de este teorema no es cierto, es decir, pueden existir funciones continuas
en un punto que no sean derivables en ese punto, como por ejemplo la funcién
f(z) = |z| que es continua en 0 pero, como se ha visto, no es derivable en 0.

8.3 Algebra de derivadas

Proposicion 8.1. Dado un intervalo I C R y dos funciones f,g: I — R, si f y g son
diferenciables en a € I, entonces

a. f+ g es diferenciable ena y (f +g¢
b. f—g es diferenciable ena y (f — g
. ¢+ f es diferenciable en a y (¢- f)' (a) =c- f'(a) Ve €
. [+ g es diferenciable en a y (f - g) (a) = f'(a)g(a) + f

o

S

]

g

. Sigle) #0, L es diferenciable en a y (f (a) =
g
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3 .7
1 Demostracion

Prueba. Veamos la demostracion de cada caso usando la definicion de derivada.

a. Derivada de la suma de funciones.

(f+9)@) = (f+g)a) _ . [@)+g(x)—fla) —g(a)

(f+9)(a) = lim

S
~—r

r—a r—a r—a r—a
i f@ @ g —gl@) _ L f@) =) | gl) — gla)
T—a r—a r—a r—a r—a T—=a r—a
= f'(a) +¢'(a).

b. Derivada de la resta de funciones. Se prueba del mismo modo que la suma.

c¢. Derivada del producto de una funcién por un escalar.

(e @)= (e Nl _ e fla)—c f@

(c- f)'(a) = lim

r—a Tr—a r—a Tr—a

d. Derivada del producto de funciones.

(f-9)(@)—(f g)a) f(x)-g(z) — f(a) - g(a)

(f9)(a) = lim o = lim z—a
i 1@ 9(@) — fla) - g(2) + f(a) - g(z) — f(a) - g(a)
o @) = F(@) - g(2) + f(@) g(a) — g(a)
i P )5t 0 iy 2 gt +
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e. Derivada del cociente de funciones.

(F/9)@) = (F/9)a) _ . [()/g(x) = f(a)/g(a)

(f-9)'(a) = lim

Tr—a Tr—aQa r—a Tr—a
f(=)g(a)—f(a)g(x)
— lim g(z)g(a)
r—a r—a

Q

|~
S

~—

T—a (.’E —a g ;1;)

:ilif;g (f oSl g(tl)-f(a)W)

= lm @ (hmg o) tim 1D =IO ) tim 9@)_9(“))
r—a g g T—a T—a r—a r—a T—a T —a

_ f(@)g(a) - f(a)
g(a)?
ya que g(a) # 0 y como g es continua en a al ser derivable en a, también se

puede afirmar que existe un § > 0 tal que g(z) # 0 Vz € (a — d,a + ) NI,
por lo que

lim 1 = 1
a=a g(z)g(a)  g(a)?

O]

Ejemplo 8.6. Veamos cudl es la funcién derivada de la funcién racional f(z) =
22— 22 +1

T
, (22 =2z +1)x— (22 =22+ 1z’ ((2?) — (22) + 1)z — (2?2 — 22 + 1)
f (x> = 22 = 12 =
_ (23;—2)3;—(52—23:4—1) _ 23}2—21'—2324-2:6—1 _ xz_le#O.
x x

8.4 Regla de la cadena

El resultado anterior permite calcular la derivada de cualquier funcién algebraica. A
continuacion se presenta otro importante resultado que nos permitira calcular la derivada
de una composicién de funciones.
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Teorema 8.2 (Regla de la cadena). Dados dos intervalos I,J C R y dos funciones
f:I —>Ryg:J — R tales que f(I) C J, si [ es diferenciable en en a y g es
diferenciable en f(a), entonces go f es diferenciable en a y

(9o f)(a) =g'(fa))f (a).

3 ./,
1 Demostracion

Prueba. Sea

9y)—g(f(a))
W) — 4 v @) siyeJyy# fla)
= {’ (@) siy=Jla)
)

g
Veamos que h es continua en f(a). Como g es diferenciable en f(a), se tiene que

lim, f(a) %ﬁg‘m =¢'(f(a)), de modo que para cualquier € > 0 existe § > 0 tal

quesiz € J {f(a)}y|x—f(a)| <9, entonces‘w(f()a)) g (f(a ))| < e. Asi pues,
)

siy € J,y# fla)y|y— fla)] <& entonces [h(y) —g'(f(a))| <e,ysiy= fla),
entonces |y — f(a)| =0 <4y |h(y) —g'(f(a))| = |¢'(f(a)) — ¢'(f(a ))\ =0 <e. Por
consiguiente, h es continua en f(a) y hmyﬂf h(y) = h(f(a)) =g (f(a)).
Por otro lado, de la definicién de h se tiene que 9(y) —g(f(a)) = h(y)(y — f(a))
Vy € J, de manera que siz € I {a}y y= f(x) € J entonces

gof(x)—ge fla) 9(f(x)) —9(f(a))

(9o f)(a) = lim LD ZIZLG _ pyy IV I
— tiy IOV IO _ 1) g ST

= h(f(a))f'(a) = g'(f(a)) f'(a).

1 Nota

La demostracién es mucho sencilla usando la notacién diferencial de Leibniz
para la derivada. Si y = ¢g(z) y z = f(z), entonces

% Zz Z; =9'(2)f (z) = g'(f(2))f' (2).

O]

Ejemplo 8.7. Si g(z) = sen(z) y f(x) = 22, entonces go f(z) = sen(z?) y, aplicando la
regla de la cadena, su derivada vale

(9o f)(z) =g (f(x))f'(x) = cos(g())2z = cos(a?)2z.
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Por otro lado, fog(z) = (sin(x))? y, de nuevo aplicando la regla de la cadena, su derivada
vale

(fog)'(x) = f'(9(2))g'(2) = 29(x) cos(z) = 2sen(z) cos(z).

8.4.1 Derivada de la funcién inversa

La regla de la cadena nos permite calcular la derivada de la funcién inversa de una
funcién.

Teorema 8.3 (Derivada de la funcién inversa). Dado un intervalo I C R y una funcion
f: I — R continua e inyectiva en I, y sea J = f(I) y f~1:J — R la funcién inversa de
f. Si f es diferenciable en a € I y f'(a) # 0, entonces f~1 es diferenciable en f(a) y

[J .7
1 Demostracion

Prueba. Como f es continua en I, J = f(I) es un intervalo. Como ademés f

es inyectiva, necesariamente f es mondtona. Sea la funcién g(y) = fy (f ()a> Yy €
J {f(a)}. g estd bien definida pues f~1 es inyectiva, y ademas, si y # f(a) entonces

“Yy) # fYf(a)) = a, por lo que el denominador no se anula. Veamos que
hmyﬁf(a) g(y) = f/(a)'

Como f es diferenciable en a, es decir, f/(a) = lim,_,, {&=/(@

—a xT—a
e > 0 existe 0" > 0 tal que si |z — a|] < §” entonces |f f<a> f’(a)| <e.

Por otro lado, como f es continua en I, f~! es continua en J , y en particular en f(a),
es decir, lim,_, 5, fYy) = f'(f(a)) = a, de manera que para cualquier 6’ > 0
existe § > 0 tal quesiy € J {f(a)} y |y — f(a)| < entonces |f~1(y) —al <d',y
por tanto,

, para cualquier

f(f7 ) = fla) y— f() _
AL o) <c o | IO )| <
< g(y) — f'(a)| < €:>yil}1(1a>g(y) = f’(a)-

Como ademas

145



fHy) — (@) _ fHy) —a
y— f(a) y—fla)
B 1 _ 1
Al gly)
y como lim,_, ¢, ﬁ = %, finalmente se tiene que
e @@
(F) (fla) = ny(a) y— f(a) B yif(a) 9(y)  f'a)

1 Nota

De nuevo, podemos realizar la demostracion del teorema de manera mas sen-
cilla utilizando la notacién de diferencial de Leibniz.

dx 1 1

dy  dy/dz  f'(2)

O Precaucién

Si en las condiciones del teorema anterior quitamos la condiciéon f’(a) # 0,
el resultado no es cierto y f~! no es diferenciable en f(a). Vamos a probarlo
por reduccién al absurdo. Supongamos que f’(a) = 0, entonces, aplicando la
regla de la cadena, se tiene

(f~ e f)(a) = (f7) (f(a)f'(a) = (1) (f(a))0 = 0.

Pero, por otro lado, (f Yo f)’(a) = Id'(a) = 1, lo que supone una contradiccién,
por lo que f~! no puede ser derivable en f(a).

O]

Corolario 8.1. Dado un intervalo I C R y una funcion f: I — R inyectiva en I, y sea

J=fI)y ft:J—= R la funcién inversa de f. Si f es derivable en I y f'(x) # 0
Va € I, entonces f~1 es derivable en I y Vy € J,

146



(3 .,
1 Demostracion

Prueba. Si f es diferenciable en I entonces es continua en I y se puede aplicar el
teorema anterior.

O]

Ejemplo 8.8. La inversa de la funcién exponencial y = f(z) = e” es el logaritmo
neperiano z = f (y) = Iny, de modo que, aplicando el teorema anterior, la funcién
derivada del logaritmo es

IR S N B
W=y =c o=y

Ejemplo 8.9. Si n € N es par, la funcién f(z) = 2™ YV € R es inyectiva y derivable,
con f'(z) = na""' >0 Ve € R*. Por tanto, la funcién f~'(y) = {/y es derivable en R*
y Vy € RT,

1\ B 1 B 1 B 1
U0 = 7m0 = Frow — alyp?
1 1 1.

—

- n(yl/myn-1 = S =,y

Por otro lado, si n € N es impar, la funcién f(x) = 2™ Vz € R es inyectiva y derivable,
con f’'(xz) =nz™ ! # 0 Va # 0. Por tanto, la funcién f~*(y) = {/y es derivable en R {0}
y, al igual que antes, Vy € R*,

8.5 Derivadas implicitas

Hasta hora siempre hemos trabajado con funciones de la forma y = f(x) donde la variable
y depende de la variable x segin la funcién f(z). Esta representacién se conoce como
explicita, por que la variable dependiente y aparece despejada en el lado izquierdo de
la igualdad. Sin embargo, como ya se vi6 en la Definiciéon 1.27, una una funcién real de
variable real es una relacién formada por pares (z,y) € R x R, de modo que también se
puede representar de manera intensiva mediante una ecuacién F(x,y) = 0, que cumplen
los puntos de la funcién y solo ellos.

Ejemplo 8.10. La funcién y = 22 también se puede expresar implicitamente mediante
la ecuacién y — z? = 0.
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O Precaucién

El problema de la representacién implicita es que no toda ecuacién en = e y define
una funcién. Por ejemplo, la ecuacién y?> — x = 0 no define una funcién, ya que si
se despeja y de la ecuacion se obtiene y = ++/x, que no es una funcién ya que para
cualquier valor de z > 0, y puede tomar dos valores, lo cual no estd permitido en
una funcién.

Dada una ecuacion F(z,y) = 0, que define implicitamente y como funcién de z, si y
es derivable en un punto (z,,¥,), se puede calcular la derivada mediante el siguiente
procedimiento:

1. Calcular la derivada de las expresiones de ambos lados de la ecuaciéon. F'(x,y) = 0.
En el cdlculo de estas derivadas hay que tener en cuenta que y es una funcién que
depende de z y aplicar la regla de la cadena para derivarla.

2. Reescribir la ecuacién de manera que los términos donde aparezca 3y’ queden a un
lado de la ecuacion y el resto al otro.

3. Sacar y’ factor comun en el lado de la ecuaciéon donde aparezca.
4. Resolver la ecuacion para y’.

5. Sustituir z = x4, ¥ = yo-

Ejemplo 8.11. Dada la ecuacién e¥ — 22 = 0 que define a y como funcién implicita de
x, veamos cémo calcular su derivada en el punto (1,0) implicitamente

2z
(ey—:vz)’:0':>eyy/—23::0:>eyy/:2x:>y/:—y.
e

Sustituyendo z =1 e y = 0, se tiene y’'(1) = 2l g

el
En este caso, es posible obtener la representacién explicita de la funcién, ya que e¥ —z? =
0= e¥=2?= y=In(z?) = 2In(x). Si calculamos su derivada explicitamente, se tiene
y = %, y para = 1 se tiene y'(1) = % = 2, que coincide con el resultado anterior.
Atn cuando la ecuacién F(z,y) = 0 no defina implicitamente a y como funcién de z, es
posible utiliza el procedimiento anterior para estudiar la tasa de variacién instantdnea

de y con respecto a x en un punto (z,,y,) que cumpla la ecuacion.

Ejemplo 8.12. La ecuacién 22 —zy+y? = 1 no define a y como funcién explicita de z, ya
que para z = 0 se obtienen dos posibles valores de y, 0°—0-y+y> =1 =y> =1 = y = £1.
No obstante, en el punto (0, 1), se puede calcular la tasa de variacién instantdnea de y
con respecto a x,
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(2 —azy+y°) =1 = (2%) — (2y) + (y*) =0
=2r—(1-y+ay)+2yy =0=>2c—y—ay +2yy’ =0

/ / *2£L‘+y
y sustituyendo z = 0, y = 1 se tiene y'(0) = :gfgi = %

Si dibujamos la grafica de los puntos que cumplen la ecuacién, se puede comprobar que
la recta tangente a la gréafica en el punto (0, 1) tiene pendiente 1/2.

—a?—ay+yi=1l—y=x+3
2,,

Qt/l

—-24

oY

Figura 8.4: Recta tangente a la curva implicita 22 — zy + ¥ = 1 en el punto (0, 1).

8.6 Teorema del valor medio y aplicaciones

Teorema 8.4 (Extremo interior). Dado un intervalo I C R y una funcion f: I — R
con un extremo relativo en un punto interior a € I, si f es diferenciable en a, entonces

'(a) = 0.

[ ] .7
1 Demostracion

Prueba. Supongamos que f tiene un méaximo relativo en a € 1. Por ser a un punto
interior de I, existe un § > 0 tal que el entorno (a —d,a+0) C I'y f(z) < f(a)
Ve € (a—6d,a+0).

Supongamos ahora que f’(a) > 0. Como f’(a) = lim,_,, W, existe un 0 <
0" < ¢ tal que w >0Vze (a—d,a+9d") {a}. Por tanto, si z € (a,a+ ),
f(z)— f(a) > 0 de donde se deduce que f(z) > f(a) lo que contradice que f tenga
un méaximo relativo en a. Asi que no puede ser f'(c) > 0.

Del mismo modo se puede probar que no puede ser f’(a) < 0. Por lo que necesaria-
mente tiene que ser f'(a) = 0.

Si f tiene un minimo relativo en a, la demostracién es anédloga.
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O Precaucién

El resultado anterior no es cierto si el punto a no es interior de I. Para verlo, basta
considerar f(z) = x Vx € [0,1]. Se observa que f tiene un méximo relativo en 1,

pero f’(1) # 0.

Corolario 8.2. Dado un intervalo I C R y una funcion f : I — R con un extremo
relativo en un punto a € I, entonces f'(a) no existe o f'(a) = 0.

Ejemplo 8.13. La funcién f(z) = |z| tiene un minimo relativo en 0 que es un punto
interior de R. Sin embargo, f'(0) no existe.

Definicién 8.8 (Punto critico). Dado un intervalo I C R y una funcién f: I — R, se
dice que a es un punto critico o punto singular de f, si f’'(a) = 0.

Gréficamente, los puntos criticos son puntos donde la tangente a la grafica de la funcién
es horizontal.

Como veremos més adelante, los puntos criticos juegan un papel clave en la determina-
cién de los extremos relativos de una funcién.

Teorema 8.5 (Rolle). Dada una funcion f : [a,b] — R continua en [a,b] y diferenciable
en (a,b), si f(a) = f(b), entonces f tiene al menos un punto critico en (a,b), es decir,
existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

(] .7
1 Demostracion

Prueba. Como f es continua en [a, b], por el Teorema 7.10 f alcanza el méximo y el
minimo en [a, b]. Si existe ¢ € (a,b) tal que f alcanza el méximo o el minimo en c,
por el teorema anterior se tiene f’(¢) = 0. En caso contrario, si no existe ¢ € (a, b)
tal que f alcanza el maximo o el minimo en ¢, entonces f alcanza el maximo o el
minimo en los extremos del intervalo, pero como f(a) = f(b), se deduce que que f
es constante en [a,b] y, por tanto, f'(x) =0 Vz € (a,b).

O

Teorema 8.6 (Valor medio). Dada una funcién f : [a,b] — R continua en [a,b] y
diferenciable en (a,b), entonces existe ¢ € (a,b) tal que
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3 .7
1 Demostracion

Prueba. Sea g(x) la recta secante a f en los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)). Entonces
g(x) = f(a)+TVM(f,[a,b])(x—a) = f(a)+ ﬂa (x —a). Si tomamos la funcién
que mide la distancia entre f y g, es decir, Vz G [a, b]

(@) = F(@) — (@) = f(@) — fla) + LU =T

h es continua en [a, b] por ser la diferencia de dos funciones continuas en ese inter-
valo, también es derivable en (a,b) al ser f y g derivables en el intervalo. Ademas

x—a),

Por tanto, aplicando el teorema de Rolle, existe ¢ € (a,b) tal que f’(¢) = 0. Como

h(x)=f'(x)— Jw Vz € (a,b),
en particular se tiene
We) = 1) - =T g i) = IO = T00)

8.6.1 Estudio del crecimiento de una funcién

La principal aplicacion de la derivada es el estudio del crecimiento de una funcién me-
diante el signo de la derivada.

Teorema 8.7 (Signo de la derivada). Dado un intervalo I C R y una funcion f: 1 — R
diferenciable en I, entonces:

a. f es creciente en I siy solo si f'(x) >0 Vx € I.
b. f es decreciente en I siy solo si f'(x) <0 Vzel.

(3 .7
1 Demostracion

Prueba. Probaremos solo el primer apartado, ya que el segundo se prueba de forma
analoga.
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Supongamos que f es creciente en [ y sea a € I. Six € I y x > a, por ser f
creciente, f(x) > f(a), por lo que %ﬂ‘l) >0.Ysiz <a, f(x) < f(a), por lo

a

que también se tiene W > 0. Asi pues, f'(a) =lim,_,, w > 0.

Para ver el otro sentido de la implicacién, supongamos que [’ (:S >0Vzx el y
sean a,b € I con a < b. Aplicando el teorema del valor medio a f en el intervalo
[a, b], se tiene que existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = W >0,y comob—a >0,
se tiene que f(b) — f(a) > 0 por lo que f(b) > f(a) y, por tanto, f es creciente en
I.

O]

3

Ejemplo 8.14. La funcién f(z) = x° es creciente en todo R ya que Vo € R f'(z) > 0.

Advertencia

Una funcién puede ser creciente o decreciente en un intervalo y no tener derivada.

Ejemplo 8.15. Consideremos la funcién f(x) = 2% — 222 + 1. Su derivada f'(z) =
4x3 — 4z esté definida en todo R y es continua.

8.6.2 Determinacion de los extremos relativos de una funcion

Como consecuencia del resultado anterior, la derivada también sirve para determinar los
extremos relativos de una funcion.

Teorema 8.8 (Criterio de la primera derivada). Sea una funcién f : [a,b] — R continua
en [a,b] y derivable en (a,c) U (¢,b) para un punto ¢ € (a,b).

a. Si existe un 6 > 0 tal que (¢ —d,c+0) C [a,b] y f'(x) >0 y Ve € (¢c—d,¢) y
f(x) <0 Vz € (c,c+ ), entonces f tiene un maximo relativo en c.

b. Si existe un 6 > 0 tal que (¢ —d,c+06) C [a,b] y f'(x) <0y Ve e (c—0d,¢)y
f'(x) >0Vz € (c,c+ ), entonces f tiene un minimo relativo en c.

3 .7
1 Demostracion

Prueba. Demostraremos solo el caso de un maximo, ya que el otro caso es analogo.
Para ver que f tiene un maximo local en ¢ basta con probar que si z € (¢—6,¢c+0)
entonces f(z) < f(c).

Siz € (¢—d,c) entonces f'(x) > 0. Aplicando el teorema del valor medio a f en el
intervalo [z, c] se tiene que existe u € (z,c¢) tal que f'(u) = W > 0, y como
¢ —x > 0 se concluye que f(c) — f(z) > 0, y por tanto, f(x) < f(c).

Y si Si z € (¢,¢+ 9) entonces f'(x) < 0. Aplicando de nuevo el teorema del
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flx)=a*—2x% +1

e

|
[
|

=

F(x) = 423 — 4x

v |

Crecimiento f(x) | T : l : T
- Y I
-2 1 ¢ 1

Signof'(x) - 0 + 0 — 0 +

Figura 8.5: Estudio del crecimiento de una funcion.
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valor medio a f en el intervalo [c, z] se tiene que existe v € (¢, z) tal que f'(v) =

f@=fle) < 0,y como z — ¢ > 0 se concluye que f(z) — f(c) < 0,y por tanto,

F(x) < fo).
]

Ejemplo 8.16. Consideremos de nuevo la funcién f(z) = 2* — 222 + 1. Su derivada
f/(x) = 42® — 4x estd definida en todo R y es continua.

flx)=a*—2x%+1

-

W
[
|
[
<
N )
Y

I
I
I
f(x) = 4x3 —4x ||

Crecimiento f(x) |

-
H

£ T |
-2 1

Signo f'(x) - +

<o—cle — — <
|

-t — — - =
+

Extremos f(x) Min Miéx Min

Figura 8.6: Estudio de los extremos de una funcién
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O Precaucién

El reciproco de las implicaciones del teorema anterior no tiene por qué ser cierto.
Por ejemplo, la funcién

224 + ztsen (L) sixz #£0,
o) = &) o
0 sixz=0.

tiene un minimo relativo y absoluto en x = 0, pero su derivada toma valores
positivos y negativos en cualquier entorno de 0.

Teorema 8.9 (Darboux). Dada una funcién f : [a,b] — R, si f es diferenciable en [a,b]
y f'(a) <k < f'(b), entonces existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = k.

3 P
1 Demostracion

Prueba. Definimos g(x) = k(z —a) — f(x) VYx € [a,b]. g es diferenciable en [a, b] al
serlo fy ¢'(x) = k— f'(x) Vx € [a,b]. Por tanto, g es continua en [a, b], y entonces
tiene un maximo y un minimo relativos en [a, b].
Por otro lado, ¢’(a) = k— f’(a) > 0, de manera que g no tiene un méaximo relativo
ena,y g (b) =k—f'(b) <0, de manera que g tampoco tiene un méximo relativo en
b. Por tanto, g alcanza el maximo relativo en un punto ¢ € (a,b), y por el teorema
del extremo interior, g’(c) = 0, de donde se deduce que k — f(c) =0,y f'(c) = k.
O

8.6.3 Determinacion de los extremos absolutos de una funcion

Ya se vid, por el Teorema 7.10, que una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b]
alcanza el maximo y el minimo absolutos en ese intervalo. Asi pues, para encontrar los
extremos absolutos de una funcién f derivable en [a,b], basta con seguir el siguiente
procedimiento:

Calcular los puntos criticos de f.

Calcular los valores de f en los puntos criticos.

Calcular el valor de f en los extremos del intervalo, a y b.

El maximo absoluto serd el mayor de los valores obtenidos en los pasos 2 v 3, y el
minimo absoluto sera el menor de los valores obtenidos en esos mismos pasos.

o=

Ejemplo 8.17. Veamos cuales son los extremos absolutos de la funcién f(z) = z* —

22% 41 en el intervalo [0, 2]. Seguiremos el procedimiento anterior para la determinacién
de los extremos absolutos.
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1. En el Ejemplo 8.16 se vié que f tenia tres puntos criticos en —1, 0 y 1. El punto
critico en —1 se puede descartar al no pertenecer al intervalo [0, 2].

2. El valor de la funcién en los puntos criticos del intervalo [0,2] son f(0) = 1y
1) =o.
3. El valor de la funcién en los extremos del intervalo [0,2] es f(0) =1y f(2) =09.

4. El maximo absoluto de f en [a,b] es max{f(0), f(1), f(2)} = max{1,0,9} =9 y el
minimo absoluto es min{ f(0), f(1), f(2)} = max{1,0,9} = 0.

8.6.4 Otras aplicaciones del teorema del valor medio

Ademaés del estudio del crecimiento de una funcién y de la determinacién de sus extremos
relativos, el teorema del valor medio tiene otras muchas aplicaciones como las que se
enumeran a continuacion.

8.6.4.1 Localizacion de raices

Si una funcién g es la derivada de otra funcién f, el teorema de Rolle nos asegura que
entre dos raices cualesquiera de f existe al menos una raiz de g.

Ejemplo 8.18. La funcién g(x) = cos(z) es la derivada de la funcién f(x) = sen(zx), de
manera que, entre dos raices cualesquiera de sen(x) existe al menos una raiz de cos(z).

8.6.4.2 Desigualdades

El teorema del valor medio se puede usar en la obtencién de desigualdades tales como
—zr < sen(z) < x, donde la igualdad se da para x = 0 y la desigualdad se cumple para
x> 0.

Ejemplo 8.19. Sea f(x) = sen(z) cuya derivada es f'(x) = cos(z) Vo € R. Aplicando el
teorema del valor medio a f en el intervalo [0, z] para = > 0, se tiene que %:Zen(o) =
cos(c) para algin ¢ € (0,z). Como sen(0) = 0y —1 < cos(z) < 1 Vo € R, se tiene

sen(z) = cos(c)x para algtin ¢ € (0,z), de lo que se deduce que —z < sen(z) < x.
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8.6.4.3 Estimacion de errores

Otra interesante aplicacion es el calculo aproximado del valor de una funcién en un punto
¢ € (a,b), si se conoce el valor de la funcién en a y b.

Ejemplo 8.20. Veamos céomo calcular /105 de manera aproximada. Para ello tomamos
la funcién f(z) = y/z que es derivable en todo R con derivada f'(z) = ﬁ Aplicando

el teorema del valor medio en el intervalo [100, 105] se tiene que 7”102:1 ”0100 = 2%/5 para
algin ¢ € (100, 105).

Por otro lado, como f es creciente, se tiene que 10 = /100 < /¢ < v/121 = 11. Asi pues,
se tiene

VIOS - VIO _ 1 g o5
105—100  2/c 2./c

5 5
= <105 =1 -
:>2'11< 05 0<2‘10

= 10.22 < V105 < 10.25.

8.7 Estudio de la concavidad de una funcion

Como se ha visto, la derivada de una funcién puede utilizarse para estudiar el crecimiento
de la funcién en un intervalo, de manera que si la funcién es dos veces derivable en el
intervalo, es decir, si existe la derivada de la derivada de la funcion, la segunda derivada
puede utilizarse para estudiar el crecimiento de la primera, y esto permite estudiar la
concavidad de la funcién.

Teorema 8.10 (Criterio de la segunda derivada). Dado un intervalo I C R abierto y
una funcion f: I — R dos veces diferenciable en I. Entonces,

1. f es concava hacia arriba en I, si y sélo si, f"(x) >0 Va € I.
2. f es concava hacia abajo en I, siy solo si, f"(x) <0 Vzel.

[J .7
1 Demostracion

Prueba. Daremos un prueba informal del primer apartado, ya que el segundo se
prueba de manera andloga por simetria, ya que si f es céncava hacia abajo, —f es
céncava hacia arriba.

Si f es concava hacia arriba en I, para cualquier a,b € I con a < b, la pendiente
de la recta tangente en (a, f(a)) es menor que la pendiente de la recta tangente en
(b, f(b)), por lo que las pendientes crecen. Como la pendiente de la recta tangente
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es la derivada, se concluye que f’ es creciente en I y, por tanto, f”(x) >0 Vx € I.
]

Ejemplo 8.21. La funcién f(z) = z? tiene segunda derivada f”(z) =2 > 0 y por tanto
es concava en todo R.

Advertencia

Una funcién puede ser concava hacia arriba o hacia abajo en un intervalo y no tener
derivada.

Ejemplo 8.22. Consideremos de nuevo la funcién f(z) = z* — 222 + 1. Su segunda
derivada f”(z) = 1222 — 4 est4 definida en todo R y es continua.

8.8 Interpretacion cinematica de la derivada

8.8.1 Movimiento rectilineo

Cuando una funcién f(t) describe la posicién de un objeto mdvil sobre la recta real en
el instante ¢, tomando como referencia el origen de coordenadas O y el vector unitario
i = (1), se puede representar la posicion P del mévil en cada instante ¢ mediante un
vector OP = zi donde z = f(t).

En este contexto, si se toman los instantes ¢t =t y t = t, + At, ambos del dominio I de
f, el vector

o oA~ f(ty)
m At

que se conoce como velocidad media del espacio recorrido por f entre los instantes t, y
to + At.

Ejemplo 8.23. Un vehiculo realiza un viaje de Madrid a Barcelona. Sea f(t) la funcién
que da la posicién el vehiculo en cada instante t. Si el vehiculo parte de Madrid (km
0) a las 8 y llega a Barcelona (km 600) a las 14 horas, entonces la velocidad media del
vehiculo en el trayecto es

_ F(14)— £(8) _600—0
A

=100 km/h.

Siguiendo en este mismo contexto del movimiento rectilineo, la derivada de f en el
instante ¢ = ¢, es el vector
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flx)=x*—2x* +1 4

Concavidad f(x) U

- T
-2 -1
Signo f"(x) + 0 — 0 +

Figura 8.7: Estudio de la concavidad de una funcion.
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Tiempo Posicion

i &

P
T 1 > >§
X

R
~ ! - :f(f)

Ed

e — —

Figura 8.8: Interpretacion cinematica del movimiento rectilineo.

v = f/(to) — AICIEIEO f(tO +AAti_f(t0>’

que se conoce, siempre que exista el limite, como welocidad instantinea o simplemente
la velocidad del espacio recorrido por f en el instante ¢.

Es decir, la derivada de la posicién respecto del tiempo, es un campo de vectores que
recibe el nombre de velocidad a lo largo de la trayectoria f.

Siguiendo con el ejemplo anterior, lo que marca el velocimetro en un determinado instante
seria el médulo del vector velocidad en ese instante.

1 Nota

También tiene sentido pensar en f(¢) como una funcién que mide otras magnitudes
como por ejemplo la temperatura de un cuerpo, la concentracién de un gas, la
cantidad de un compuesto en una reaccién quimica o el precio de las acciones de
una compaifiia en cada instante t.

8.8.2 Generalizaciéon al movimiento curvilineo

La derivada como velocidad a lo largo de una trayectoria en la recta real puede genera-
lizarse a trayectorias en cualquier espacio euclideo R™.

Para el caso del plano real R?, si f(t) describe la posicién de un objeto mévil en el plano
en el instante ¢, tomando como referencia el origen de coordenadas O y los vectores
coordenados {i = (1,0),j = (0,1)}, se puede representar la posicién P del mévil en cada

=

instante ¢ mediante un vector OP = x(t)i + y(t)j cuyas coordenadas
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{w_x(w teICR
y=y(t)

se conocen como funciones coordenadas de f y se escribe f(t) = (z(t),y(t)).

Tiempo ¢ 74 Posicién 2
- -

7~ ~

/,” y(t)+—-—-—-

|
I
I
. I
1 |

-

xIt) X

Figura 8.9: Interpretacién cinematica del movimiento curvilineo.

8.8.2.1 Velocidad en una trayectoria curvilinea en el plano

En este contexto de una trayectoria f(t) = (x(t),y(t)) en el plano real R?, para un
instante ¢ = ¢, si existe el vector

o i o+ A — f(ty)
At—0 At

9

entonces f es derivable en el instante t = ¢, y el vector v = f’(¢,) se conoce como
velocidad de f en ese instante.

Como f(t) = (x(t),y(t)),
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f(tg + At) — f(to)

;)= Alggo At

o @l + Ayt + AD) — (w(t) y(t))
At—0 At

— i x@o + At) — ‘T(tO) 3/<t0 + At) — ?/(to) _

= lim , =
At—0 At At

— ( tim x(ty + At) — x(to)’ lim y(ty + At) —y(ty)

At—0 At At—0 At

= (2"(t9), ¥ (to))-

luego

v =12"(to)i + ¢ (to)]-

Ejemplo 8.24. Dada la trayectoria f(t) = (cos(t),sen(t)), t € R, cuya imagen es la
circunferencia de centro el origen de coordenadas y radio 1, sus funciones coordenadas
son x(t) = cos(t), y(t) = sen(t), t € R, y su velocidad es

v = F/(t) = (@/(t),y/(£) = (—sen(t), cos(t).

En el instante ¢ = 7/4, el mévil estard en la posicién f(n/4) = (cos(w/4),sen(w/4)) =
(v/2/2,4/2/2) y se movera con una velocidad v = f’(7/4) = (—sen(n/4),cos(r/4)) =
(—V/2/2,V2/2).

Obsérvese que el médulo del vector velocidad siempre serd 1 ya que |v]

V/(—sen(t))? 4 (cos(t))? = 1.

8.9 Recta tangente a una trayectoria

8.9.1 Recta tangente a una trayectoria en el plano
Los vectores paralelos a la velocidad v se denominan vectores tangentes a la trayectoria
f en el instante ¢t = t,, y la recta que pasa por P = f(t,) dirigida por v es la recta

tangente a f cuando t = .

Definicién 8.9 (Recta tangente a una trayectoria). Dada una trayectoria f sobre el
plano real R?, se llama recta tangente a f en t = ¢, a la recta de ecuacién
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~~,

t=m/4

Y

Figura 8.10: Trayectoria de la circunferencia.
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L (2,y) = flto) + 11 (to) = (2(to), y(to)) + (' (to), ¥ (£))
= (x(to) + 1" (to), y(to) + ty' (t))-

Ejemplo 8.25. Se ha visto que para la trayectoria f(t) = (cos(t),sen(t)), t € R, cuya
imagen es la circunferencia de centro el origen de coordenadas y radio 1, en el instante t =
7/4 la posicién del mévil era f(m/4) = (v/2/2,v/2/2) y su velocidad v = (—v/2/2,1/2/2),
de modo que la recta tangente a f en ese instante es

X = flnf2) v = (ﬂ ﬂ) H(—? ﬂ)

27 2 2 2
_(v2_vE2 Ve V2
L2 27 9 2 |

De la ecuacion vectorial de la recta tangente a f para t = t), se obtiene que sus funciones
cartesianas son

teR,

. {3: = x(ty) + ta'(ty)
y =ylly) +ty'(to)

y despejando ¢t en ambas ecuaciones e igualando se llega a la ecuacién cartesiana de la
recta tangente

z —x(ty) _Yy- y(to)
z’(ty) Yy (to) 7

si 2'(ty) # 0 e y'(ty) # 0, y de ahi a la ecuacién en la forma punto-pendiente

Yy’ (750)
'(to

Partiendo de la ecuacion vectorial de la tangente del ejemplo anterior [ =
(@ — t@, g + t@), su ecuacion cartesiana es

y—yl(ty) = (x —z(ty))-

~—

8

T-V2/2 _y—v2/2

22 T Ve

y—3/2 = _\/\5/22(3:—\/5/2) N

y=—z+ V2.
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8.9.2 Recta normal a una trayectoria en el plano

Se ha visto que la recta tangente a una trayectoria f cuando t = t;, es la recta que
pasa por el punto el punto P = f(t,) dirigida por el vector velocidad v = f’(t,) =
('(ty),y (ty)). Sien lugar de tomar ese vector se toma como vector director el vector
w = (y'(ty), —x'(ty)), que es ortogonal a v, se obtiene otra recta que se conoce como
recta normal a la trayectoria f cuanto t = t.

Definicién 8.10 (Recta normal a una trayectoria). Dada una trayectoria f sobre el
plano real R?, se llama recta normal a f en t = t, a la recta de ecuacién

L (z,y) = (2(ty), y(ty)) + (Y (to), —2' (ty)) =
= (@(ty) +ty'(to), y(ty) —ta'(ty))-

Su ecuacién cartesiana es

z —x(ty) _Yy- y(to)
Y’ (to) =z’ (1) ’

y su ecuacién en la forma punto pendiente

y—y(ty) =

1 Importante

La recta normal es perpendicular a la recta tangente ya que sus vectores directores
son ortogonales.

Ejemplo 8.26. Siguiendo con el ejemplo de la trayectoria f(t) = (cos(t),sen(t)), t € R,
la recta normal en el instante ¢t = 7/4 es

l:(z,y) = (cos(m/2),sen(m/2)) + t(cos(m/2),sen(n/2)) =

V2 V2 V2 V2\ _ (V2. V2R V2
(2’2)“(2’2):(2+t2’2+t2>’

y su ecuacién cartesiana es

v
~Van

x—\/§/2:y—\/§/2:>y_\[

722 NeTE 2/2 (z—V2/2) =y =1
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) y=x

t=m/4

_ /A’X\yz—mxﬁ

Figura 8.11: Tangente y normal a la trayectoria de una circunferencia.

~

8.9.3 Rectas tangente y normal a una funcion

Un caso particular de las recta tangente y normal a una trayectoria son la recta tangente
y normal a una funcién de una variable real. Si se tiene la funciéon y = f(z), z € I C R,
una trayectoria que traza la gréafica de f es g(t) = (¢, f(t)) t € I, y su velocidad es
g (t) = (1, f'(t)), de modo que la recta tangente para t = a es

r—a _y—fla)
I T

=y — fla) = f'(a)(z —a),
y la recta normal es

r—a_y—fl@) o =1
f/(a) - 1 :>y f( )_ /(a)( )7

Ejemplo 8.27. Dada la funcién y = f(z) = 22, la trayectoria que dibuja la grafica de
esta funcién es g(t) = (t,t?) y su velocidad es ¢'(t) = (1,2t), de modo que en el punto
(1,1), que se alcanza en el instante ¢ = 1, la recta tangente es

-1 -1
1 2
y la recta normal es
r—1 y—1 —1 - 3
= — —1:7 —1 = —.
5 — =Y s @—l)=y=—+3
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8.9.4 Recta tangente a una trayectoria en el espacio
El concepto de recta tangente a una trayectoria en el plano real puede extenderse facil-
mente a trayectorias en el espacio real R3.

Si f(t) = (x(t),y(t),2(t)), t € I C R, es una trayectoria en el espacio real R3, entonces
el movil que recorre esta trayectoria en el instante ¢ = ¢, ocupard la posicion P =
(x(ty),y(ty), 2(ty)) y tendra una velocidad v = f'(t) = (2'(¢),y'(t),2'(t)), de manera
que la recta tangente a f en ese instante sera

L (2,y,2) = (2(to), y(to), 2(to)) + H(2"(t), 4" (o), 2’ (t9)) =
= (x(t) + 1" (to), y(to) + 1y (L), 2(Ly) + t2'(Ly)),

cuyas ecuaciones cartesianas son

z —x(ty) _ y —y(tp) _ z—2(ty)
' (ty) y'(to) 2 (t) 7

siempre que @’ (ty) # 0, y/(tg) # 0y /(tg) 0.

Ejemplo 8.28. Dada la trayectoria del espacio f(t) = (cos(t),sen(t),t), t € R, en el
instante ¢t = /2, la trayectoria pasara por el punto

f(m/2) = (cos(m/2),sen(n/2),7/2) = (0,1,7/2),

con una velocidad

v = f'(n/2) = (—sen(n/2),cos(n/2),1) = (—1,0,1),

y la tangente en ese punto es

l:(x,y,2) =(0,1,7/2) + t(—1,0,1) = (¢, 1,t + 7/2).

Ejemplo interactivo
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X

Figura 8.12: Grafica de la tangente a una trayectoria en el espacio.
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8.10 Polinomios de Taylor

8.10.1 Aproximacion de una funcién mediante un polinomio

Una aplicacién muy util de la derivada es la aproximacién de funciones mediante poli-
nomios.

Los polinomios son funciones sencillas de calcular (mediante sumas y productos), que
tienen muy buenas propiedades:

e Estan definidos en todos los ntimeros reales.
e Son funciones continuas.
e Son derivables hasta cualquier orden y sus derivadas son continuas.

En esta seccién veremos c6mo aproximar una funcién f(z) mediante un polinomio p(x)
cerca de un valor z = a.

8.10.1.1 Aproximacion mediante un polinomio de grado 0

Un polinomio de grado 0 tiene ecuaciéon

p(z) = ¢y,
donde ¢, es una constante.

Como el polinomio debe valer lo que la funcién en el punto a, debe cumplir

p(a) = ¢o = f(a).

En consecuencia, el polinomio de grado 0 que mejor aproxima a f en un entorno de a
es
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Figura 8.13: Grafica del polinomio de Taylor de grado 0
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8.10.1.2 Aproximacion mediante un polinomio de grado 1

Un polinomio de grado 1 es una recta y tiene ecuacion

p(x) =G +61$,

aunque también puede escribirse

p(x) = ¢y + ¢y (z —a).

De entre todos los polinomios de grado 1, el que mejor aproxima a f en entorno de a
serd el que cumpla las dos condiciones siguientes:

e py f valen lo mismo en a: p(a) = f(a),
e py f tienen la misma tasa de crecimiento en a: p’(a) = f'(a).

Esta tltima condicién nos asegura que en un entorno de a, p y f tienen aproximadamente
la misma tendencia de crecimiento, pero requiere que la funcién f sea derivable en a.

Imponiendo las condiciones anteriores tenemos

e p(z) =cy+c(r—a)=pla) =c+c(a—a)=c = fla),
p(r)=c; = p'(a) =c; = f'(a).

Asi pues, el polinomio de grado 1 que mejor aproxima a f en un entorno de a es

p(x) = fa) + f'(a)(x —a),

que resulta ser la recta tangente a f en el punto (a, f(a)).

8.10.1.3 Aproximacion mediante un polinomio de grado 2

Un polinomio de grado 2 es una parabola y tiene ecuacion

p(x) = ¢y + ¢y + cyx?,
aunque también puede escribirse

p(x) =co+cy(z —a) + cy(x — a)?.

De entre todos los polinomio de grado 2, el que mejor aproxima a f en entorno de a sera
el que cumpla las tres condiciones siguientes:
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f(x)-

pl(x)

f(xo

(U -

=1 - _

Figura 8.14: Grafica del polinomio de Taylor de grado 1
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e py f valen lo mismo en a: p(a) = f(a),
e py f tienen la misma tasa de crecimiento en a: p’(a) = f'(a).
o py f tienen la misma curvatura en a: p”(a) = f”(a).

Esta dltima condicién requiere que la funcién f sea dos veces derivable en a.
Imponiendo las condiciones anteriores tenemos
o p(z) =co+ci(z—a)+cy(z—a)? = pla) = ¢y = fla),
/

) =c1 +2c5(x—a)=p'(a) =c; +2c(a—a)=c = f'(a),
"(x) =2¢y = p"(a) =2¢y = f"(a) = ¢y = fTw

S

Asi pues, el polinomio de grado 2 que mejor aproxima a f en un entorno de a es

@)

p(x) = fla) + f'(a)(x —a) +

2

f(xoH

Y

A
=1

Figura 8.15: Grafica del polinomio de Taylor de grado 2
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8.10.1.4 Aproximacion mediante un polinomio de grado n

Un polinomio de grado n tiene ecuacion

p(z) = ¢+ 1@ + coz® + - + ¢ 2™,

aunque también puede escribirse

p(x) =cy+cy(x—a)+cy(x—a)? + - +c,(x—a).

De entre todos los polinomio de grado n, el que mejor aproxima a f en entorno de a sera
el que cumpla las n + 1 condiciones siguientes:

Las sucesivas derivadas de p valen

p(x) =co+cy(x—a)+cy(x—a)? 4+ +c,(x—a)r,
p(z) =c; + 2¢c5(x — a) + - + ne,(x —a)™ L,
p"(x) = 2¢y + -+ n(n—1)c,(z —a)" 2,

p™(x) =n(n —1)(n—2)-1c, = nlc,.

Imponiendo las condiciones anteriores se tiene

e pla) =y +er(a—a) +eyla—a)’ + e, (a—a)" =y = fla),
(@) = ¢ +205(a—a) + -+ ne,(a—a)" = ¢, = f(a),
o p(a) =2+ n(n—1)c,(a—a)" 2 =2¢, = f'(a) = ¢, = L1,

o p"(a) =nle, = f7(a) = ¢, = L.

Definicién 8.11 (Polinomio de Taylor de orden n para f en el punto a). Dada una
funcién f, n veces derivable en x = a, se define el polinomio de Taylor de orden n para
f en a como
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Pia(@) = fla)+ fa)(z —a) + = (z —a)® + -+ —— = (z—a)" =
" fl(a .
= f,L(| ><$—CL>Z,
i=0 :
o bien, escribiendo z = a + h
” (n
p?(“+h):f(a)+f’(a)h+f<)h2+ s ()h _
_ S fu(a)hi‘
— il

| Importante

El polinomio de Taylor de orden n para f en a es el polinomio de orden n que mejor
aproxima a f alrededor de a, ya que es el tinico que cumple las n + 1 condiciones
anteriores.

Ejemplo 8.29. Vamos a aproximar la funcién f(z) = logx en un entorno del punto 1
mediante un polinomio de grado 3.

La ecuacion del polinomio de Taylor de orden 3 para f en el punto 1 es

w—12+ LW gy,

pi(x) = f() + f/()(z—1) + f”2(1)

5

Calculamos las tres primeras derivadas de f en 1:

Sustituyendo en la ecuacién del polinomio se tiene

2 2 3 11
+ (=13 =23 — 22+ 3z — —.

1
1
S @E-D + 5 3 2 6

Phale) =0+ 1(e—1)+
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=-1+x

Figura 8.16: Grafica del polinomio de Taylor del logaritmo
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8.10.2 Polinomio de Maclaurin de orden n

La ecuacién del polinomio de Taylor se simplifica cuando el punto en torno al cual
queremos aproximar es el 0.

Definicién 8.12 (Polinomio de Maclaurin de orden n para f). Dada una funcién f, n
veces derivable en 0, se define el polinomio de Maclaurin de orden n para f como

” (n
POy S0
n:

Ejemplo 8.30. Vamos a aproximar la funcién f(xz) = senz en un entorno del punto 0
mediante un polinomio de grado 3.

La ecuacion del polinomio de Maclaurin de orden 3 para f es

P} o) = f(0) + f(0)x + x? + 3.

Calculamos las tres primeras derivadas de f en 0:

Sustituyendo en la ecuacién del polinomio obtenemos

0 -1 x
pf}yo(ac):O+1-x+§m2+§x3:x—€.

8.10.3 Polinomios de Maclaurin de funciones elementales

La siguiente tabla recoge los polinomios de Taylor de orden n de algunas funciones
elementales habituales.
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pj‘rro(x) =x- X

Figura 8.17: Grafica del polinomio de Maclaurin del seno

f(z) Pfo(@)
. 1 1,2 333 :L_n B n xi
‘ L I IR AP
2 3 n
og(1+ 2 S St
n i
PIIER Vi
i=0 t
3 0 . p2k—1
sen(z) T A T T
k g2l
Z(_l)zm sin=2kon=2k—1
=0 $2 x4 ) xzk
cost) A TR e cTo T
k g%
Z(—l)’(%)‘ sin=2kon=2k+1
i—0 :
3 0 p2k—1
S Gy Y.
rets() Gy §
k 2i—1
Y ()i sin=2kon=2k—1
= (2i —1)
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8.10.4 Resto de Taylor

Los polinomios de Taylor permiten calcular el valor aproximado de una funcién cerca de
un valor a, pero siempre se comete un error en dicha aproximacién.

Definicién 8.13 (Resto de Taylor). Si f es una funcién para la que existe el su polinomio
de Taylor de orden n en a, p} ., entonces se define el resto de Taylor de orden n para f
en a como

1t a(0) = f(x) =Py o(2).

El resto mide el error cometido al aproximar f(x) mediante p?7a(x) y permite expresar
la funcién f como la suma de un polinomio de Taylor més su resto correspondiente:

f(x) = pyq(x) + 77, (2).

Esta expresién se conoce como férmula de Taylor de orden n para f en a. Se pude
demostrar, ademas, que

r (a+h
T G
h—0 h™

lo cual indica que el resto r?,a(a + h) es mucho menor que h".

Teorema 8.11 (Forma de Lagrange del resto de Taylor). Si f es una funcion tal que
fFL(t) es continua en un intervalo que incluye a a y =, entonces

f(n+1(c>

) (z —a)"t?

Fal®) =
para algin c entre a y x.

La forma de Lagrange del resto de Taylor permite, en muchas ocasiones, dar una cota
de las aproximaciones realizadas mediante un polinomio de Taylor.

Ejemplo 8.31. Dada la funcién f(x) = cos(x) el polinomio de MacLaurin de cuarto
grado de f es

z?2 ozt
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Sustituyendo en x = 0.1 se tiene que cos(0.1) =~ P]%O(O.l) = 1—- >+ 7
0.9950041667.

Para obtener una cota del error cometido, aplicando el teorema anterior se tiene que

RY,(0.1) = Pe)g 5 Zsen(e)

3 g 0.1° con ¢ € [0,0.1].

Como |sen(z)| <1 Vz € R, se tiene que

0.1°
[R}(0.1)] < - = 8.3-1078,

que es una cota del error cometido en la aproximacion.
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O Series de numeros reales

En este capitulo se estudian las series de niimeros reales, un tipo especial de sucesiones
que se construyen a partir de la suma de los términos de otras sucesiones. Este tipo
de sucesiones son las mas importantes del Analisis pues, como se verda més adelante,
aparecen en multitud de contextos reales.

Como ejemplo introductorio puede servir la paradoja de la dicotomia de Zenon, que
establece que para que un corredor pueda recorrer una distancia hasta la meta, primero
tiene que recorrer la mitad de la distancia, después la mitad de la distancia restante,
después la mitad de la distancia restante, y asi hasta el infinito, por lo que, aparentemente,
nunca llegaria a la meta.

/o

1/2 1/4 1/8 116

Figura 9.1: Paradoja de la dicotomia de Zenon.(imagen tomada de Wikipedia)
La distancia recorrida por el corredor puede expresarse como una suma infinita

T S
2748716 " 32

que puede representarse, de manera mas concisa, mediante el sumatorio

> 1
D o

n=1

Por supuesto, por experiencia, sabemos que el corredor acaba llegando a la meta, por lo
que la suma de estas distancias debe ser la distancia total, es decir,
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< 1
;27:1.

En este capitulo estudiaremos estas sumas infinitas y veremos técnicas para calcularlas
cuando existan.

9.1 Concepto de serie

Definicién 9.1 (Serie). Dada una sucesién de nimeros reales (a,,)o° ;, se llama serie de
término general a,, a la sucesién (A,,)2° ., cuyos términos se obtienen sumando consecu-

tivamente los n primeros términos de (a,,)2° ,, es decir,

(An)zil = Z a;
=1

n=1

El ntimero A, ="

1 @; se llama suma parcial de orden n de la serie, y habitualmente
utilizaremos la notacién ) a,, para referirnos a la serie de término general n.

! Importante

Debe quedar claro que una serie no es una suma, sino una sucesion cuyos términos
se forman mediante sumas de los términos de otra sucesiéon. Por tanto, todos lo
visto en el capitulo de sucesiones es valido también para series.

Ejemplo 9.1. A partir de la sucesién ( 1 )OO

), _,» se puede construir la serie Si=(4,)
tal que

n=1

1

A, =14+ =

2 +2
1 1
Ay =14+ -+ =
3 t9T3

3
S| =

i=1

Esta serie se conoce como serie armoénica. En la siguiente grafica se puede apreciar cémo
evoluciona la sucesién de sus sumas parciales.
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En ocasiones es posible expresar el valor de la suma parcial de orden n mediante una
formula explicita que depende de n y que se conoce como forma cerrada de la serie. Si
una serie puede expresarse mediante una forma cerrada, resulta mas rapido calcular el
valor de la suma parcial de orden n mediante la forma cerrada, que haciendo la propia
suma de los n primeros términos de la sucesion.

Ejemplo 9.2. Dada la serie ) n, su suma parcial de orden n A, = Z?zln puede

expresarse mediante la forma cerrada A, = in(n+1).

9.2 Convergencia de series

Definicién 9.2 (Serie convergente). Se dice que una serie Y a,, es convergente, 0 que
<z 00 . <z . n oo
la sucesion (a,,)>°; es sumable, si la sucesién de las sumas parciales (§ i1 ai)n:1 es

o1 .z [e.9] . ’ .
convergente, y en tal caso, utilizaremos la notacién )~ a, para referirnos a su limite.

oo n

E a, =limA, = lim E a,.
n—oo 4

n=1 =1

Si una serie no es convergente, se dice que es divergente.

A veces interesa considerar series que empiezan en un indice distinto de 1. En tal caso,

se usard la notacién Z ara referirse a la serie Z a ara referirse a su
n p » Y n=k N p
limite.

>k In

Ejemplo 9.3. Veamos que la serie ) (%)n de la paradoja de la dicotomia de Zenon
converge.

UNYA RN 1 11— 1
_1<2> tg et 1 o

Y, por tanto,

ST
2 _nggoi: 2) TNt T T

n=1 1

Ejemplo 9.4. La serie ) (—1)" diverge. Para probarlo, basta con ver que las sumas
parciales de orden n forman una sucesién alternada.
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y por tanto, (A4,,)>°, diverge.

Ejemplo 9.5. La serie armonica Z% diverge. Una prueba bastante intuitiva se debe
a Nicole Oresme y se basa en agrupar los términos de la serie en potencias de 2 de la
siguiente manera

il—1+1+[1+1]+[1+1+1+1]+---
n 2 3 4 5 6 7 8

n=1

Es facil ver que los términos de esta serie son mayores que los de esta otra

11 17 /1 1 1 1
1++[+k+[+++]+m

2 4 4 8 8 8 8
—1+1+1+1+
- 2 22

que claramente diverge, por lo que la serie arménica también diverge.

: . J o] _1)nt1
Sin embargo, la serie arménica alternada > % converge. La prueba es una conse-
cuencia de la serie de Taylor para el logaritmo y se deja como ejercicio.

Proposicién 9.1. Dadas dos sucesiones (a,,)7> 1 y (b)) tales que a,, = b, Vn >k € N.

Entonces, Y a, converge si y solo si Y b, converge, y en caso de converger se cumple
que

0 k 0 k

Zan—Zai = an _Zbi‘

—1 —1

n=1 3 n=1 %

3 ./’
1 Demostracion

Prueba. Pongamos A, = a; +ay +--+a,, B, =b;, +by+--+b,, a = Zle a;,

b= Zle b;. Las afirmaciones hechas se deducen todas de que para todon > ¢+1
se verifica la igualdad:
Como a,, =b,, Vn > k € N, se tiene que
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y, por tanto,

O]

Proposicién 9.2. Dadas dos series convergentes Y a, y ».b,,, entonces se cumple

a. La serie Y (a,, +b,,) es convergente y Zzozl (a, +b,) = Zzozl a, + Zzozl b, -
b. La serie Y (c-a,) es convergente y Z;O:l(c ca,) =c 2:;1 a,.

[ .7
1 Demostracion

Prueba. Sean (A,,)>°, y (B,)2, las sucesiones de las sumas parciales de Y a,
y >_b,, respectivamente. Si ) a, y >_b, convergen, entonces (A,)2°, y (B,)>,
convergen y, por las propiedades de las sucesiones convergentes, (A, + B,,)>2,
converge, y ademas

Ay At B = g At 10, B
oo

En consecuencia, ) (a, +b,,) converge y Zf;l(an +b,) =2 a,+ 220:1 b,,.
0

Teorema 9.1 (Criterio de Cauchy). La serie Y a,, converge si y solo si para cada € > 0
existe k € N tal que

‘an_;'_l +an+2+”'+am| <e Vm >n Z k;

(] .7
1 Demostraciéon

Prueba. Sea (A,,)2°, la sucesién de las sumas parciales de ) a,,. Entonces, > a,,
converge si y solo si (4,,)2°, converge, y por el criterio de convergencia de Cauchy
para sucesiones (Teorema 4.8) esto es equivalente a que (4,,)7° ; es una sucesion de
Cauchy, de manera que se cumple que para cualquier £ > 0 existe un k£ € N tal que
|4, —A,| <eVm >n>E, lo que es equivalente a que |a, | + a, o+ +a,,| <
eVm>n>k.

]
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El siguiente teorema establece una condicién necesaria para la convergencia de una
serie.

Teorema 9.2 (Criterio de divergencia). Dada una serie ) a

si lim,, , . a, # 0, en-
tonces la serie diverge.

n’

[ ] .7
1 Demostracion

Prueba. Probaremos que si la serie converge, entonces lim,, , . = 0.

Sea (A,,)>°; la sucesién de las sumas parciales de de > a,. Si la serie ) a,, es
convergente, entonces existe lim,, , A, = [, y por las propiedades de las colas de
sucesiones, también se cumple que lim, , A, ; =1

Por otro lado, como a,, = A,, — A,,_; Vn > 2, se deduce que

lim a, = lim A, —A, ;= 1lim A, — lim A, ,=1—-1=0.
n—00 n—00 n—00 n—00

Advertencia

El teorema anterior permite establecer la divergencia de una serie cuando
lim, , a, # 0, pero no dice nada cuando lim, .. a, = 0. De hecho, en este
ultimo caso, puede ocurrir que la serie converja, como ocurre con la serie 2% o}
que diverja como ocurre con la serie armoénica Y. 1.

Ejemplo 9.6. Ya hemos visto antes que la serie Y (—1)" no converge, porque la sucesién
((—=1)™)2°; no converge.

: 2n? : 2n? 2
La serie ) | 375~ tampoco converge, pues lim,,_, 32— = 5 # 0.

Corolario 9.1. Dada una serie Y a, convergente, si a, # 0 Vn € N, entonces la serie
de los términos inversos > a,* diverge.

[J .7
1 Demostracion

Prueba. La demostracion es una consecuencia inmediata del criterio de divergencia,

i . _ : -1 _
ya que si Y a, converge, entonces lim, .. a, = 0y, por tanto, lim, , a, ' =

1 _ . —1 .
i = 00, por lo que la serie ) a, " diverge.

n—oo “n

O]
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9.3 Series geométricas

En muchas casos de la vida real, aparecen sucesiones cuyo término n se obtiene multi-
)
plicando el término anterior por un mismo valor.

Definicién 9.3 (Series geométricas). Dados dos ntimeros a,r € R, la sucesién (a + ar +
ar? 4+ -+ ar™)2; se llama serie geométrica de razén r y se representa > ar”.

Ejemplo 9.7. La serie ) 2% de la paradoja de la dicotomia de Zenon es una serie
geométrica de razén 1/2.

Proposicién 9.3. La suma parcial de orden n de una serie geométrica » ar™ es

1— rn+1

n
A”:z(]::a 1—7r

1=

(3 .7
1 Demostracion

Prueba. La suma parcial de orden n de la serie geométrica de razén r es

A, =a+ar+ar?+ard + - +ar”

Si multiplicamos A,, por la razén de las serie se obtiene

rA, =ar +ar?+ar® + - +ar™ + a1t
Y si restamos las dos expresiones anteriores se obtiene

+1

a—a”

A, —rA,=a—a" = A, =
1—r

O]

1
Ejemplo 9.8. La suma parcial de orden 10 de la serie ) | 2% es A, = ZZO 2% = 11_211 ~

- 2
1.9990234375.

Corolario 9.2. Una serie geométrica Y ar™ de razén r converge si y solo si |r| < 1.

3 .7
1 Demostraciéon

Prueba. La demostracién es facil a partir de la proposiciéon anterior y se deja como
ejercicio.

O
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Ejemplo 9.9. La serie geométrica » | 2% converge ya que su razon es % < 1. Sin embargo,
. , . n
la serie geométrica (%) no converge, ya que % > 1.

9.4 Series p

Otro tipo de series que aparece con bastante frecuencia en contextos reales son las
llamadas series p, de las que la serie armonica es un caso particular.

Definicién 9.4 (Series p). Dado un nimero p € R, la serie Y - se conoce como serie
p.

Ejemplo 9.10. La serie arménica % es una serie p con p = 1, y la serie de los inversos

de los cuadrados # es otra serie p con p = 2.

Proposicién 9.4. Una serie p y n—lp converge st y solo st p > 1.

(3 .7
1 Demostracion

Prueba. Usando el criterio de divergencia, es facil probar que la serie diverge para
p <0, yaquelimrHOOn—lp:oosip<0ylimn%oo$:151p20.

Mis adelante se probara también que la serie p diverge para 0 < p < 1 y converge
para p > 1.

O]

. . . - 1 3: - .
Ejemplo 9.11. 1YaL se ha visto que la serie arménica ) | - diverge, ya que p = 1, mientras
que la serie ) -5 converge al ser p = 2 > 1. De hecho, la suma exacta de esta tltima
serie es el famoso problema de Basilea que consiguié resolver Euler, demostrando que

o] 1 T2 sz oo .
que anl =% (la demostracién se escapa de los conocimientos de este curso y puede
verse en el enlace anterior).

Figura 9.2: Graficador de Series

188


https://es.wikipedia.org/wiki/Problema_de_Basilea
https://www.geogebra.org/classic/e4ynyzhn

9.5 Series telescopicas

Otro tipo de serie, menos frecuente, pero también interesante, son las series cuyos tér-
minos se van cancelando sucesivamente, de manera que la serie colapsa.

Definicién 9.5. Dada una sucesién (a,,)>°
llaman series telescopicas.

o 1, las series de la forma ) (a, —a, ;) se

Ejemplo 9.12. La serie ) n21+n es una serie telescopica, ya que

an—i-l

Proposicién 9.5. Una serie telescopica )y (a,, —a, 1) converge siy solo si la sucesion
o0
(a,)22, converge.

[ ] .7
1 Demostracion

Prueba. Es facil ver que la suma parcial de los n primeros términos es

3

Por tanto,
lim A, = lim a; —a =aq lim a
n n " 1 n+1 1 n n+1»

de manera que si existe lim,,_, _a,
a,.1) = a; — [, y sino existe lim

= [, la serie telescOpica converge y Z _,(a, —
la serie diverge.

n— oo n7
O
Ejemplo 9.13. La serie telescépica Z = — n%rl converge ya que lim, , % = 0, y por
tanto, > 1-1. =1
anto, anl nnt+l = ©°
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9.6 Convergencia de series de términos positivos

En esta seccién se presentan algunos criterios para estudiar la convergencia de series
> a, tales que todos sus términos son positivos, es decir, a,, > 0 Vn € N. Este tipo
de series aparecen de manera frecuente en muchos problemas donde siempre se suman
cantidades positivas.

Teorema 9.3 (Criterio de acotacién). Una serie Y a,, de términos positivos converge
sty solo si la sucesion de sus sumas parciales estd acotada.

3 P
1 Demostracion

Prueba. Como a, > 0 Vn € N, la sucesién (A,)>°; de las sumas parciales de
> a,, es monodtona creciente y por el teorema de la convergencia mondtona para
sucesiones se tiene que (A4,,)5; converge si y solo si estd acotada.

O]

Teorema 9.4 (Criterio de comparacion de series). Dadas dos series de términos positivos
>.a, y > b, tales que a,, < b, Vn € N, entonces:

a. Si b, converge, Y a, converge.
b. iy a, diverge, Y b, diverge.

3 .,
1 Demostracion

Prueba. Sean (A,,)2°, v (B,,)>2; las sucesiones de las sumas parciales de ) a,, y
> b,, respectivamente. Como a,, < b, Vn € N, se tiene que A, < B, Vn € N.
Supongamos que Y b, converge. Entonces, por el teorema anterior, la sucesién de
sus sumas parciales (B,,)5°; estd acotada. Sea k una cota de (B,,)>° ;. Entonces
A, < B, <k Vn € N, de manera que (4,,)>°, estd acotada y, por el teorema
anterior converge.
Supongamos ahora que Y a,, diverge. Entonces, por el teorema anterior, (A4,,)5°
no estd acotada y como A, < B, Vn € N, (B,,)22, tampoco estd acotada, asi que,
de nuevo por el teorema anterior, se concluye que (B,,)5° ; diverge.

O

2+sen(n+1)

Ejemplo 9.14. Veamos que la serie ) iz converge.

Para ello basta ver que se trata de una serie de términos positivos, y que

2 +sen(n+1) 3 3
< —
2n4n2 T 2n 42 T 20
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Como se ha visto antes, la serie Y 5 converge, de manera que Y - también converge,
2+sen(n+1)

y por el teorema anterior, ) | =577

también converge.

Teorema 9.5 (Criterio del cociente). Dadas dos series de términos positivos Y a,, y
>b,,, siexiste el limite

. a,
A=

con 1 > 0, entonces Y a,, converge si y solo si »_b,, converge.

3 .7’
1 Demostracion

Prueba. Supongamos que lim,, , ’Z—: = > 0. Entonces, por la definicién de limite,
dado un £ = 1/2 existe un k € N tal que Vn > k se tiene

] <£<:>£<a—”<3—l<:>£b <a <3—lb
n 2 2 b 2 2" notogm

n

Asf pues, si Y. b, converge, también converge Y 2b, .y como a, < &b, Vn > k,
por el criterio de comparacién de series, se tiene que ) a,, también converge.

Por otro lado, si Y. b, diverge, también diverge > Lb,, y como b, < a, Vn >k,
por el criterio de comparacion de series, se tiene que » | a,, también diverge.

O]

. . 1 . . 1
Ejemplo 9.15. Veamos que la serie ) | 57— converge. Ya hemos visto que la serie ) 5
converge, pero no podemos usar directamente el criterio de comparacion de series porque
ﬁ > 2% Vn € N. Sin embargo, usando el criterio del cociente se tiene

1 n

. o . . 1
11m2f”:11m = lim —=1>0,
n—oo 5m n—oo 2" —n n—oo ]_—27

1 1 .’
por lo que, como ) | 5 converge, » | 57— también.

Advertencia
Para poder aplicar el criterio del cociente, es necesario que lim,,_, o exista y
sea estrictamente positivo, ya que si lim,,_, Z—" = 0, es posible que una sucesién

n

converja y la otra no.
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1

Ejemplo 9.16. Si tomamos la serie geométrica » 2% y la serie arménica --, se cumple

que

Sin embargo, ya hemos visto que una converge y la otra no.

9.7 Convergencia de series alternadas

Los resultados de la secciéon anterior solo se aplican a series de términos positivos, pero en
ocasiones, la sucesién a partir de la que se construye la serie es de términos alternados, es
decir, el signo de los sucesivos términos va cambiando. Un ejemplo es la serie armoénica
alternada que ya se ha tratado. A continuacién se presentan algunos resultados para
estudiar este tipo de series.

Teorema 9.6 (Criterio de la serie alternada (Leibniz)). Dada una serie alternada
S (=1)""ta,, con a, >0, si(a,)>, es mondtona decreciente y lim =0, enton-

n=1 n—oo dn
ces la serie converge.

3 .7
1 Demostracion

o . . .
Prueba. Supongamos que (a,, )7, es monétona decreciente, es decir, a,,; < a,

vn € N, y ademés lim, , a, = 0. Entonces, si construimos la sucesion de las

sumas parciales de orden par, se tiene

A2:a1_a220
Ay=a; —ay+az—ays=Ay+ (a3 —ay) > A,

a; —ay +ag—ay +as—ag = Ay + (a5 —ag) = Ay

N
(=]
Il

Agp =y —ag +ag—ag+ -+ a9y g — A9y, = Ay o+ Qg g — Aoy > Ay s,

de manera que se obtiene una sucesién mondtona creciente.
Por otro lado, si agrupamos los términos de la sucesién de la siguiente manera,

Ay, = ay — (ag —ag) — (ay — ag) — -+ — (A9 9 — A9y, 1) — Ay,

es facil ver que A,,, < ay, ya que todos los términos entre paréntesis son positivos,
y también a,,. Asi pues, por el Teorema 9.3 la serie converge y lim,, , A, = L.
Si calculamos ahora el limite de la sucesién de las sumas parciales de orden impar,
se tiene,

192



lim Ay, = lm Ay, + gy = lim Ay, + i oay, g =14+ 0=1.

Por consiguiente, como las subsucesiones de los términos pares e impares convergen
al mismo numero, la sucesion de las sumas parciales de orden n también converge
, . o0 n—1 T o
a ese ntiimero, es decir ) " (=1)""a,, = lim,_, A, =1.
O

Ejemplo 9.17. La serie armonica alternada # cumple las condiciones del teore-

1~ % Vn € N, y ademds lim L — 0, por lo que converge.

ma anterior, ya que, 1 = n—oo n

Veamos ahora que la serie Y (—1)""1 —77 también cumple las condiciones del teorema.

La primera condicién se cumple ya que,

n+1 n (n+1)%+1_ n?+1
< =1 =
(n+1)2+17" n2+1 n+1 n
1 1
Sn+1l)+——2>2n+—,
n+1 n

lo cual es cierto Vn € N, por que, en particular, n +1 > n + %

Por otro lado,

. n . 1
S S g

de manera que la segunda condiciéon también se cumple, y por tanto, las serie converge.

9.8 Convergencia absoluta

Hemos visto en el caso de series de términos positivos que una serie converge cuando sus
términos se hacen pequefios lo suficientemente rapido, o en el caso de series alternadas,
cuando, a pesar de que los términos no decrezcan los suficiente mente rapido, los términos
positivos se van cancelando con los negativos para obtener una suma finita. En general, si
los términos de una serie decrecen lo suficiente mente rapido sin tener en cuenta su signo,
es decir, en valor absoluto, se puede asegurar que la serie converge, independientemente
de qué términos de la serie son positivos o negativos.

Definicién 9.6 (Serie absolutamente convergente). Una serie Y a,, es absolutamente
convergente si la serie de los valores absolutos de sus términos ) |a,,| converge.
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Si la serie es de términos positivos, entonces |a,| = a,, Vn € N y, por tanto, la conver-
gencia y la convergencia absoluta son equivalentes. Pero si la serie es alternante o tiene
tanto términos positivos como negativos, puede ocurrir que la serie sea convergente pero
no absolutamente convergente.

Ejemplo 9.18. La serie ) | % es absolutamente convergente ya que » ‘%| =35,
que es convergente al ser una serie p con p = 2.

Que una serie sea absolutamente convergente quiere decir que sus términos se hacen
pequernios (en valor absoluto) lo suficientemente rédpido para garantizar que la suma
converge sin tener en cuenta su signo.

Definicién 9.7 (Serie condicionalmente convergente). Una serie > a,, es condicional-
mente convergente si es convergente pero no absolutamente convergente.

. . . o 1"
Ejemplo 9.19. Ya hemos visto que la serie armoénica alternada % es convergen-
te, pero no es absolutamente convergente, ya que »_ ’T = >, que se trata de
la serie armonica, y por tanto, no converge. Por tanto la serie armoénica alternada es
condicionalmente convergente.

Teorema 9.7. Si una serie es absolutamente convergente, entonces es convergente.

[J .7
1 Demostracion

Prueba. Partimos del hecho de que a,, = |a,,| 0 a,, = —|a,,|, y por tanto, a,,+|a,| =
2la,| o a, + |a,| =0, y se tiene que 0 < a,, + |a,| < 2|a,| Yn € N. Como Y |a,|
converge, » . 2|a, | también converge, y por el criterio de comparacién de series se
tiene que »_ a,, + |a,| converge. De aqui se deduce ficilmente que

Doan = ayFlay| —lay| =) (a, +lay)) —lan) = (a, +lay) =D lag],

que converge por ser la resta de dos series convergentes.
O

Teorema 9.8 (Criterio de la razén (D’Alembert)). Dada una serie Y a,,, se cumple:

n’

Api1

oo ‘ e = I <1, entonces la serie es absolutamente convergente.

a. Si lim
b. S7lim

Api1

n+1 |
n—oo | a,

’ a
n—oo | a,

=[>1o0lim

= o0, entonces la serie es divergente.
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(3 .7
1 Demostracion

Prueba. Veamos la prueba de cada caso.

Ani1

nﬁoo‘ at] =1 <1lyseartal quel <r <1. Porla
definicién de limite se tiene que existe k € N tal que |% <rvVn >k, es
decir, |a,, 1| <la,|r Vn > k. De aqui se deduce que

a. Supongamos que lim

1] < lag|r
o] < lag,q|r < |ay|r?

g 31 < lagqolr < g, |1 < |ag|r®
gl < lag|r™.

Asi pues, como ) |a.|r™ es una serie geométrica con r < 1, converge, y
aplicando el criterio de comparacion de series de términos positivos, > {a,,|
también converge, y como un ntmero finito de sumandos no influye en la
convergencia de la serie, se concluye que > a,, converge.

Ani1
n—oo | q,,

b. Supongamos ahora lim

= [ > 1. Entonces existe k € N tal que

Ani1
a’n

> 1Vn >k, es decir, |a,.,| > |a,| Yn > k, de donde se deduce que

lim,, , a, # 0,y segun el criterio de la divergencia, ) a,, diverge.
Ani1

El mismo razonamiento se puede aplicar si lim,, | a

= OQ.

O]

Ejemplo 9.20. Veamos que la serie Z(—l)”g—j es absolutamente convergente aplicando

el criterio de la razoén.

(71)n+1(n+1)2

m || =g || L gy (D220
Jim (Tt = Jim | | = Jim S
1 n? 1 1\?2
—hm7<n+ ) = — lim (1—|——> =—-<1,
n—oo 2 n 2 n—oo

y por tanto, la serie es absolutamente convergente.
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Advertencia

] Api1
hmn—)oo a,,

ser convergente o divergente.

= 1, el criterio de la razén no garantiza nada, es decir, la serie podria

Teorema 9.9 (Criterio de la raiz (Cauchy)). Dada una serie ) a,,, se cumple:

a. Silim, o V/l]a,| =1<1, entonces la serie es absolutamente convergente.

b. Silim, . V/]a,| =1>1, olim, ,  {/|a,| = oo, entonces la serie es divergente.

3 .7
1 Demostraciéon

Prueba. La demostracién es similar a la del criterio de la razén.

a. Supongamos que lim, .. {/|a,| = < 1 y sea r tal que | < r < 1. Por
la definicién de limite se tiene que existe k € N tal que {/|a,| < r Vn >
k, es decir, |a,| < ™ Vn > k. Como ) r" es una serie geométrica con
r < 1, converge, y aplicando el criterio de comparacién de series de términos
positivos, Y, |a,| también converge, y como un niimero finito de sumandos
no influye en la convergencia de la serie, se concluye que ) a,, converge.

b. Supongamos que lim, ,  V/|a,| =1 > 1y sea r tal que 1 < r < [. Por la
definicién de limite se tiene que existe k € N tal que {/|a,| > r Vn > k,
es decir, |a,| > ™ Vn > k. Como > r™ es una serie geométrica con r > 1,
diverge, y aplicando el criterio de comparacién de series de términos positivos,
> oy |@y| también diverge, y por tanto ) a,, diverge.

O

Ejemplo 9.21. Veamos que la serie ) (ziﬁl)n diverge aplicando el criterio de la raiz.

Para ello basta ver que

o 3n \" . 3n . 3 3
lim = lim = lim T =->1L
n—o00 2n +1 n—oo 2n + 1 n%ooQ—‘,—E 2

9.9 Series de potencias

Del mismo modo que hemos estudiado las series que se obtienen a partir de una sucesion
numérica, en Andlisis resulta también interesante estudiar las series que se obtienen a
partir de una sucesion de funciones.
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Definicién 9.8 (Serie funcional). Dada una sucesién de funciones (f,,)>°;, se llama
serie de funciones o serie funcional de término general f, a la sucesion (F,,)>° ,, cuyos
términos se obtienen sumando consecutivamente las n primeras funciones de (f,,)5 , es
decir,

i=1

n=1

, n . . . .
El ntimero F,, = >, f; se llama suma funcional parcial de orden n de la serie funcional,
y habitualmente utilizaremos la notacién »_ f, para referirnos a la serie funcional de
término general f,,.

Las primeras sumas funcionales parciales de la serie funcional ) -% son

x

F, = —

5 ZL'+4
T
F, = i
3 x+4+9

| Importante

Debe quedar claro que una serie funcional es una sucesién funcional, y por tanto,
todos los resultados vistos para sucesiones funcionales son validos para las series
funcionales.

Una serie funcional puede ser convergente para algunos valores de x y divergente para
otros.

Ejemplo 9.22. La serie funcional ) 2™ es una serie geométrica de razoén x, de modo
que, serd convergente cuando |z| < 1 y divergente en caso contrario.

Definicién 9.9 (Dominio de convergencia puntual de una serie funcional). Dada una
serie funcional ) f,,, se llama dominio de convergencia puntual de las serie al conjunto

C={xeR:> f,(z) converge}
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Definicién 9.10 (Funcién suma de una serie funcional). Dada una serie funcional > f,,

con dominio de convergencia puntual €, se llama funcion suma de la serie, a la funciéon
F : € = R definida por

F(x) = ifn(a:), Vx € C.

n=1

Ejemplo 9.23. El dominio de convergencia puntual de la serie funcional ) % es R, ya
T __ 1 1 / .
que Vo € R, =72 > 77, que converge al ser ) | - convergente. Ademas, como vimos
© 1 _ x2 . . s © g © 1 _ g2
que )~ .z = T, se tiene que su su funcién sumaes Y " G =x) " oo =T
De particular interés son las series que se obtienen a partir de sucesiones de la forma
(¢, ™) | que dan lugar a polinomios. Como ya vimos con los polinomios de Taylor, estas

series nos permitiran estudiar funciones complicadas mediante simples polinomios.

Definicién 9.11 (Serie de potencias). Dado un ntimero real a € R y una sucesién de

ndimeros reales (c,,)>°

o o» se llama serie de potencias centrada en a a la serie ) ¢, (z—a)".

La sucesion (c,)°, se llama sucesion de coeficientes de la serie, y al término ¢, se le
llama término independiente.

Ejemplo 9.24. Tomando a = 0 y la sucesion de coeficientes (%):;1, se tiene la serie de

. n . . .
potencias )  “—, cuyas primeras sumas funcionales parciales son

Flzﬂf

2

X
Fy=a+—
2 95+2

.’EQ 3
F3=£L‘+*+*

F,=2.7
i
i=1

Para cualquier serie de potencias Y ¢, (z — a)", estd claro que a pertenece al dominio
de convergencia puntual de la serie, pues para = a se tiene )~ c,(a —a)" = cq.
Veremos a continuacién un par resultados que nos ayudaran a ver para qué otros valores
de z la serie de potencias converge.

Proposicién 9.6. Dada una serie de potencias . c,x™ centrada en el 0,

a. Si la serie converge para x = b # 0, entonces converge para cualquier x tal que
|| < [b].
b. Si la serie diverge para x = d # 0, entonces diverge para cualquier x con |x| > |d|.
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3 .7
1 Demostracion

Prueba. Veamos la prueba de cada parte.

a. Supongamos Y ¢, b™ converge. Entonces, por el criterio de divergencia se tiene
que lim, . c,b" = 0, y, por tanto, tomando € = 1, existe un £ € N tal que

le, b <1 Vn > k. De esta manera se cumple

n N
c,b"x

bn

|cna”| =

x|" x|"™
=leabal [5]" < 5[

n . . .
Como Y (%) es una serie geométrica, converge para |%| < 1, es decir, |z| <
|b], y en tal caso, por el criterio de comparacién de series, > |¢,z"| converge,
de modo que Y ¢, z™ es absolutamente convergente.

b. Supongamos ahora que »_ ¢, d" diverge. Entonces para cualquier |x| > |d]| la
serie Y ¢, 2™ no puede converger porque por el resultado anterior, si > ¢, x"
converge, también deberfa converger > ¢, d" al ser |d| < |z|.

O]

Ejemplo 9.25. Ya se vio que la serie arménica » | % es divergente, y por tanto, la serie de
potencias ) % es divergente para x = 1, lo que significa, segin la proposiciéon anterior,
que también diverge para |z| > 1. Por otro lado, para = = 1/2, se tiene la serie

1 n
3 (3) _ 1
n n2n’
que, por el criterio de comparacién de series, converge al ser ﬁ < 2% Vn € Ny ser

> 2% convergente. Eso significa que la serie de potencias también converge para |z| < %

Maés adelante se mostrard que el dominio de convergencia puntual de esta serie de po-
tencias es el intervalo [—1,1).

Corolario 9.3. Dada una serie de potencias Y ¢, (xr —a)™ centrada en el a,

a. Si la serie converge para x = b # a, entonces converge para cualquier x tal que
|z —al <[b—al.

b. Sila serie diverge para x = d # a, entonces diverge para cualquier x con |x —a| >
|d — al.
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(3 .,
1 Demostracion

Prueba. La demostracion es sencilla a partir de la proposicién anterior haciendo el

cambio de variable y = z — a, y se deja como ejercicio.
O

El siguiente teorema resulta de gran utilidad a la hora de determinar el dominio de
convergencia puntual de una serie de potencias.

Teorema 9.10 (Radio de convergencia). Dada una serie de potencias Yy ¢, (xr —a)", se
cumple que, o bien el dominio de convergencia puntual es R, o bien existe un numero
R > 0, llamado radio de convergencia tal que la serie converge si |x —a| < R y diverge
si |z —al > R.

(3 .7
1 Demostracion

Prueba. Sea el conjunto A ={x—a:> c,(x —a)™ converge}. Entonces A # () ya
que Y ¢, (z —a)™ converge, al menos, para = a, y por tanto 0 € A. Supongamos
ademds que A # R. Entonces existe un nimero d # a tal que la serie Y ¢, (d —a)"
diverge, y por el corolario anterior, también diverge para |z—a| > |d—a|, de manera
que |[x —a| < |d—a|] V(x —a) € A, y por el axioma de completitud se tiene que
existe el supremo de A.
Sea R = sup(A). Si |z —a|] > R, entonces (x —a) ¢ A, por lo que ) ¢, (z —a)"
diverge. Y si |z —a| < R, entonces |z — a| no es una cota superior de A, de manera
que existe (b —a) € A tal que b—a > |z —a|. Como b—a € A, Y ¢, (b—a)"
converge, y por el corolario anterior, > ¢, (x — a)™ también converge.

O

Advertencia

El teorema anterior no afirma nada sobre los puntos |x — a| = R. De hecho, en
estos los puntos la serie puede converger o divergir. Y tampoco proporciona un
procedimiento para calcular el radio de convergencia de una serie de potencias.
Afortunadamente, los siguientes teoremas permitiran su calculo la mayoria de las
veces.

Teorema 9.11. Dada una serie de potencias Y ¢, (x — a)", si la sucesion (/|c,|)5
converge, entonces el radio de convergencia de la serie de potencias es

1
R=——Fr—.
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(3 .,
1 Demostracion

Prueba. Se deja como ejercicio usando el criterio de la raiz.
O

Ejemplo 9.26. Veamos cudl es el dominio de convergencia puntual de la serie de po-
tencias ) % Utilizando el teorema anterior, el radio de convergencia de la serie
es

R=— 1 1

: o1
lunn%oo ‘ﬁ’
Por tanto, la serie converge para todo |z — 2| < 1, es decir, 1 < < 3. En 2z =1
y x = 3 el teorema del radio de convergencia no dice nada, pero podemos estudiar la
convergencia de estos dos casos particulares. En x = 1 tenemos la serie ) <_ib) que es

la serie armoénica alternada, y por tanto, converge. Y en z = 3 tenemos la serie ) % que
es la serie arménica, y por tanto diverge.

Asi pues, el dominio de convergencia puntal de la serie de potencias es el intervalo [1, 3).

Teorema 9.12. Dada una serie de potencias Y c,(r —a)", sic, # 0 Vn € N y la

oo

.7 C . . . .

sucesion (C n ) converge, entonces el radio de convergencia de la serie de potencias
n+1 =1

es

R = lim “n

n—oo

Cn+1

[J .7
1 Demostracion

Prueba. Se deja como ejercicio usando el criterio de la razoén.
O

Ejemplo 9.27. Veamos cudl es el dominio de convergencia puntual de la serie de po-
tencias % Utilizando el teorema anterior, el radio de convergencia de la serie es

R— lim " lim P

—_— = 1.
n4ﬂx>1/n-+ 1 n—oo N

Por tanto, la serie converge para |z| < 1. En x = 1 la serie que resulta es la serie armoénica,
que es divergente, y en x = —1 la serie que resulta es la serie armonica alternada que
converge.
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Asi pues, el domino de convergencia puntual de la serie de potencias es el intervalo
[—1,1).

Las funciones que pueden representarse mediante una serie de potencias en un inter-
valo de su dominio tienen propiedades muy interesantes, como que son infinitamente
derivables en ese intervalo.

Definicién 9.12 (Funcién analitica). Dada una funcién f : R — R, se dice que f es
analitica en un intervalo I, si para cualquier a € I f se puede expresar como una serie
de potencias centrada en a, es decir,

@)=Y en(e—a)

n=1

para cualquier x en un entorno de a.

Ejemplo 9.28. Cualquier polinomio de grado n es una funcién analitica en todo R ya
que puede representarse trivialmente como una serie de potencias tomando coeficientes
nulos para los términos de grado mayor que n.

Otras funciones elementales como la funcién exponencial, la funcién logaritmica y las
trigonométricas son también analiticas en cualquier intervalo abierto de su dominio.

9.10 Series de Taylor

En la seccién Seccion 8.10 se vio como aproximar el valor de una funcién en un punto
mediante un polinomio de grado n. En esta seccién veremos como explotar la misma
idea para expresar funciones mediante series de potencias. Esta técnica resulta ttil para
estudiar funciones complicadas usando su expresién como serie de potencias.

Definicién 9.13 (Serie de Taylor). Dada una funcién f(z) con derivadas de orden n en
a Vn € N, se define la serie de Taylor de f centrada en a, como

() (g
Zf '( )(a:—a)”.

n

Ejemplo 9.29. Veamos cudl es la serie de Taylor de la funcién f(z) = In(z) en a = 1.
Para ello calculamos las primeras derivadas de f en a = 1.
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Sustituyendo en la formula de la serie de Taylor se tiene

(n) —1)1(n—1) _1\n—1
S g o EDT g CVT e
Su suma parcial de orden n es
FREE Sp = ]
:(a;—l)—%(a:—lf—i-f(:c—l)?’—i— L 12” (@ —1)",

que resulta ser el polinomio de Taylor de orden n de f en a = 1.
Un caso particular bastante habitual es la serie de Taylor en a = 0.

Definicién 9.14 (Serie de Maclaurin). Dada una funcién f(z) con derivadas de orden
n en 0 Vn € N, se define la serie de Maclaurin de f, como

() (o
00,

n!

Ejemplo 9.30. Veamos cudl es la serie de Maclaurin de la funcién f(x) = ﬁ Para
ello calculamos las primeras derivadas de f en 0.

fa) = 1L F0) =1,
f'(z) = (1,135)2 f(0) =1,
f”<$> = (1,2@3 f//<0> =2,
() = i 77(0) = 31,
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Sustituyendo en la férmula de la serie de Maclaurin se tiene

Y =Y = X

que es una serie geométrica de razén x, y por tanto, converge para |z| < 1, con suma
o0 . . . . .
>7 @™ = 7=, es decir, f(z) coincide con la suma de sus serie de Maclaurin para

1—x?
lz| < 1.

Teorema 9.13. Si f es una funcién analitica en un intervalo I, entonces para cualquier
a € I se cumple que

fay= > P —ay

n!

Vx e C.

[J .7
1 Demostracion

Prueba. Supongamos que f es analitica en el intervalo I. Entonces, para cualquier
a € I, f puede expresarse mediante una serie de potencias centrada en a,

f(x) =co+cy(x—a)+cy(r —a)? + c3(x —a)d + -

Vz € €. En particular, para x = a se tiene

fla) =cy+cila—a)+ey(a—a)® +ezla—a)’ + = c.
Como las series de potencias se pueden derivar término a término (como si fuesen
polinomios) en el interior del dominio de convergencia, es decir, son infinitamente
derivables en |x — a| < R, se tiene que la primera derivada de f vale
f(x) = c; + 2¢9(x — a) + 3cg(z — a)? + 4ey(x — a)* -

y en x = a se tiene
f'(a) =c; +2cy(a—a) +3c3(a—a)? +4cy(a—a)t -+ = ¢
La segunda derivada de f vale

7 (z) = 2¢y +3-2c5(x —a) + 4 3cy(x —a)? -

y en x = a se tiene

fle)

f7(a) =2cy +3-2c5(a—a)+4-3c,(a—a)* =2cy = cy = 51
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La tercera derivada de f vale

f7(x) =3les+4-3-2¢c,(x —a) +5-4-3cs(x —a)? -

y en x = a se tiene

f/ll (a)
3!

f7(a) =3lcg+4-3-2¢c4(a—a)+5-4-3cs(a—a)? = 3leg —
Continuando con este proceso, se deduce que

f™(a)

n!

Cc,. =

n bl

por lo que la suma que se obtiene es

sy = > P ay,

n:

que es la serie de Taylor de f centrada en a.

Advertencia

El teorema anterior garantiza que si una funcién es analitica en un intervalo I,
entonces puede representarse mediante la serie es la serie de Taylor en a, Va € I,
pero no todas las funciones son analiticas.

Ejemplo 9.31. La funcién

B eV iz 40
o= {7 o

es infinitamente derivable en x = 0 y f(0) = 0 Vn € N, de manera que su serie de
Maclaurin es ) 0, que obviamente, converge para cualquier nimero x € R, pero su suma,
que es nula, no coincide con f salvo en x = 0.

Cabe preguntarse, jcuando f(z) = Zzozl %@(w —a)"?

Evidentemente, esta igualdad no se cumple para los valores de x fuera del dominio de f,
y tampoco para los valores fuera del dominio de convergencia puntual de la serie. Pero
ademads se tiene que cumplir la siguiente condicion.

Teorema 9.14. Si f(z) = p} ,(z) + 1} (z), donde p} ,(x) es el polinomio de Taylor de
gradon de f ena yry} () es su resto, y
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lim r% (z)=0

n—o0

para |z — a| < R, entonces f(x) es igual a la suma de su serie de Taylor centrada en a
en el intervalo |x — a|] < R.

3 ./,
1 Demostracion

% (z) = 0. En-

n—o00 Tf,a

Prueba. Sea f(z) = p} ,(z) + 1% ,(2) y supongamos que lim
tonces p} ,(z) = f(z) — % ,(2), y tomando limites se tiene

lim p} () = lim f(z)—r% (z)= f(z) — lm v} (2) = f(2).

n—oo n—oo n—oo

Ejemplo 9.32. Veamos que sen(z) = Zf;o(—l)"éf;; Vo € R.

El polinomio de Maclaurin de grado 2n + 1 para la funcién sen(zx) es

) 1 n 27,+1
n+ 3
Py (r) = 3 (-1 i
=0
y su resto en la forma de Lagrange es
2n+1 bt
e (@) = (1) mCOS(C)a
donde c € (0,z) six >0y c € (z,0) si x <O0.
Como |cos(c)| <1 Ve € R, se tiene que
x2n+3 x2n+3 x2n+3
(=1 n+tl_*~ —1 n+1 < n+1
y €omo
2n+3 2n+3

lim —(—1)"* 2 = fim (—1) =),

n—o0 (2n+3)!  n-oo (2n + 3)!
por el teorema de compresion de limites, se tiene que

) _— . ) x2n+3
HILI& e (@) = nhﬁrgo(—l) mcos(c) = 0.
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9.10.1 Series de Maclaurin de funciones elementales

La siguiente tabla recoge las series de Maclaurin de algunas funciones elementales habi-

tuales.

x < f ")(a) Dominio convergencia
n=1 n! g
= l+z+a?+a84+- = (—1,1)
oo n
29_0 (E3
e’ l+z+5+%5 += R
[e'e) g
g:nzo3 n
In(1+ x) r—5+ % = (—1,1]
PN C
3 5
sen(x) T — 3+ 5 = R
o0 an—l
an%(_l): (2n—1)!
cos(x) -5 +55—= R
o0 n x2"
ano(—ls)) 2n)!
arctg(x) Tt = (—1,1)
o0 w2n+1
PN Gl D oy
(1+ )" 1+kx+%x2+ (—1,1)

Zzio (2)37”
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10 Integrales de funciones

En este capitulo se estudian las integrales de funciones de nimeros reales, que junto a las
derivadas son las dos ramas del Anélisis mas importantes. Veremos también el teorema
fundamental del cdlculo, uno de los resultados méas importantes del Anélisis que relaciona
el calculo diferencial con el integral, al cudl llegaron de manera simultanea Newton y
Leibniz.

Histéricamente el concepto de integral surge a partir del estudio de areas, inicialmente
de figuras geométricas, y después, de figuras curvas. En la antigua Grecia ya se utilizaba
el método por agotamiento para calcular dreas de figuras no geométricas, y Arquimedes
fue capaz de aproximar el area encerrada por una circunferencia usando este método.

Para llegar a la definicion de integral explotaremos este método aproximando el area bajo
una funcién usando rectangulos. El precursor de esta idea fue Bernhard Riemann.

10.1 Sumas de Riemann

Definicién 10.1 (Particién de un intervalo). Dado un intervalo I = [a,b] cerrado y
acotado en R, una particién de I es un conjunto ordenado y finito P = {zy,xy,...,2,}
de puntos de I tales que a =2y < 2y < 2y < --- < z,, = b.

El conjunto de todas las particiones de un intervalo I se denota P(I).

Definicién 10.2 (Suma inferior de Riemann). Dada una funcién f: I — R acotada en
el intervalo I = [a, b] y una particién P = {zy, x4, ..., z, } de I, se define la suma inferior
de f respecto de P,y se denota s(f, P), como

s(f,P) = Zmz(% — ;)
=1
donde m; = inf{f(x) : x € [x,_q,x;]} parai=1,...,n.

Gréficamente, si f es una funcién positiva, la suma inferior se puede interpretar como
la suma de las areas de los rectangulos con base [z, ;, ;] y altura m,.
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X0 X1 X2 T Xn—1 Xn X

a b

Figura 10.1: Suma inferior de Riemann

Definicién 10.3 (Suma superior de Riemann). Dada una funcién f : I — R acotada
en el intervalo I = [a,b] y una particiéon P = {zy,zq,...,x,} de I, se define la suma
superior de f respecto de P,y se denota S(f, P), como

S(f, P)= ZMZ(% — T q)

donde M; =sup{f(z):z € [z, 1, 2;]} parai=1,...,n.

Gréaficamente, si f es una funcién positiva, la suma superior se puede interpretar como
la suma de las areas de los rectangulos con base [z;_;,x,;] vy altura M,.

y

X0 X1 X2 e Xn—1  Xn X

a b

Figura 10.2: Suma inferior de Riemann
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Advertencia

Obsérvese que si una funcién es negativa en un intervalo I, sus sumas de Riemann
son negativas, ya que las alturas de los rectangulos son negativas.

y

a t X

Figura 10.3: Sumas de Riemann de una funcién con valores positivos y negativos
en un intervalo.

Calculadora de sumas de Riemann

Proposicién 10.1. Si f : I — R es una funcion acotada en el intervalo I = [a,b] y
P ={xy, 2y, ,2x,} es una particion de I, entonces s(f,P) < S(f,P).

3 .’
1 Demostracion

Prueba. Para cada ¢ = 1,...,n se tiene que
m; = inf{f(z) : z € [v;_y,z,]} <sup{f(z) : 2 € [z,_y,2;]} = M,,
de manera que

s(f,P) = Zmz(l’z —z;_q) < ZMz(% —z;4) = S(f,P),
i=1 i=1

yaque (z; —xz;_1) >0Vi=1,...,n.
O

Definicién 10.4 (Refinamiento de una particién). Dadas dos particiones P =
{zg,x1, sz, } Yy Q@ = {Yy, Y1, Yt de un intervalo I = [a,b], se dice que @ es un
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refinamiento de P si todos los puntos de P estan en @, es decir, P C Q.

Proposiciéon 10.2. Si f : I — R es una funcion acotada en el intervalo I = [a,b], P es
una particion de I y Q) es un refinamiento de P, entonces

a. s(f,P) < S(f,Q)
b. s(f,Q) < S(f,P)

[ ] .7
1 Demostracion

Prueba. Veremos solo la prueba para las sumas inferiores.

a. Probaremos primero el resultado para un refinamiento con un punto més. Sea
P ={zy,x,,x,} y supongamos que @ solo tiene un punto ¢ mas que P. Sea
ke {1,...,n} tal que ¢ € [z;_;,2,] y tomemos m) = inf{f(z) : x € [x;,_;,c]}
y my = inf{f(x) : € [¢,z;]}. Como m;, = inf{f(z):x € [x,_,,z;]} resulta
evidente que m;, < mj y m; < mj, por lo que

My (T, — 1) = my(x), — ) + my(c —zp_1) <my () —c) +my(c—xp_4)
y entonces

n

s(f, P) = Zmz(% — T 4) = Z m(x; — ;1) +my (T — )

=1 i= 1tk
n
< Z m(@; — x;_y) + my(z —c) + my(c—zy) = s(f,Q).
i=1i4k

Para probar el caso general, si ) es un refinamiento cualquiera de P, entonces
existe una sucesion finita de particiones de I, P, P, ..., P, talesque P = P, C
P, C--C P.=(Q y cada P, tiene solo un punto mas que P, ;. Asi pues, por
el resultado anterior,

8<f7P) < S(f’P2) << S(f)Q)

b. La prueba para las sumas superiores es andloga y se deja como ejercicio.

O]

Proposicién 10.3. Si f : I — R es una funcion acotada en el intervalo I = [a,b] y P
y Q son dos particiones de I, entonces s(f, P) < S(f,Q) y s(f,Q) < S(f,P).
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3 .7
1 Demostracion

Prueba. Tomando la particién de I P’ = PUQ), se tiene que P’ es un refinamiento
de Py @, de manera que, segiin las proposiciones anteriores se tiene

s(f, P) < s(f, P") <S(f,P") <S(f,Q)

s(f,Q) <s(f,P')<S(f,P')<S(f,P).

10.2 Integrales de Riemann

Como acabamos de ver, dada una funcién f positiva en un intervalo I, para cualquier
particion P de I, la suma inferior de Riemann es una aproximaciéon por defecto del area
encerrada entre la grafica de f y el eje x en el intervalo I, mientras que la suma superior
de Riemann es una aproximacion por exceso. Si al hacer refinamientos de la particion
P, cada vez con un mayor nimero de subintervalos, las sumas inferiores crecen y las
superiores decrecen, se obtienen aproximaciones cada vez mejores. Podemos explotar
esta idea para calcular el area drea encerrada entre la grafica de f y el eje x tomando
particiones con subintervalos cada vez mas pequefios.

Definicién 10.5 (Integral inferior de Riemann). Dada una funcién f : I — R acotada

en el intervalo I = [a,b], se define la integral inferior de f en I como el nimero fa i f=
sup{s(f, P): P € P(I)}. -

Definicién 10.6 (Integral superior de Riemann). Dada una funcién f : I — R acotada

. . . , b
en el intervalo I = [a, b], se define la integral superior de f en I como el nimero fa f=

inf{S(f, P): P e P(I)}.

Proposicion 10.4. 5i f : I — R es una funcion acotada en el intervalo I = [a, b],

entonces fabf < fabf.

(] .7
1 Demostracion

Prueba. Sean Py @) dos particiones cualesquiera de I. Por la proposiciéon anterior,
s(f,P)<S(f,Q) VP € (P)(I),de modo que S(f, Q) es una cota superior de todas

las sumas inferiores, y por tanto,
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b
l/fszdﬂP%PE?UHSSMQ)

Como esto es cierto para cualquier particién @), se tiene que j; f es una cota inferior

de todas las sumas superiores, y por tanto,

b

b
/fghﬂﬂﬁQ%Qe?m}z/f

a

O]

Definicién 10.7. Dada una funcién f: I — R acotada en el intervalo I = [a, b], se dice
que f es integrable Riemann en I si
b e
[i=]s

y a este valor se le llama integral de Riemann o integral definida de f en I y se denota

por fab f, o bien
b
/ f(z)dx

1 Nota

Si f es integrable Riemann en I, el nimero fa ’ f(z)dx es el tinico nimero real que
verifica s(f, P) < j:f(x) dx < S(f,P) VP e P(I).

En ocasiones, omitiremos el “de Riemann” para referirnos a una integral de Riemann
y simplemente se escribird integral, cuando en el contexto esté claro que se trata de la
integral de Riemann.

Ejemplo 10.1.

a. Veamos que si f(z) = ¢, es una funcién constante en I = [a,b], entonces f es
integrable en I.

Sea P ={zy,z,...,x,} una particién de [a, b], entonces

213



Del mismo modo,

Asi pues, s(f,P)=S(f,P)=c(b—a) VP e P(I)y Lb f(z)dz = c(b—a).
b. Veamos que f(z) = x es integrable en [0, 1].

Sea P, = {0,1,2 .. ™} una particién de [0,1]. Vamos a probar primero que

sup{s(f, P,) : n € N} = inf{S(f, P,) : n € N}. Como f es creciente y continua en
[0, 1], se cumple que

m; = inf{f(z) : z € [z,_y, 7]} = f(2,1),
M; = sap{f(z) : @ € [x;,_y, 7;]} = f(x;),

y por tanto,

i i—1 n i—1
I 1 (n—1mn 1 1
— —1 e = — —_—
nQZZ:;(Z ) n2 2 2<1 n)’
n i i—1 L i\ 1 il
P - M - - — ] — = —_—
strr) =30 (5 - ) =0 (0) =2
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Asi pues,

sup{s(f,P,) : n € N} :sup{; <1—711> in € D\l} :%

:inf{; (1—1—711) :nED\I}:inf{S(f,Pn) :n € N}

Ahora bien, como
1

sup{s(f,P,) : n € N} <sup{s(f,P): P P(I)} = / f
0

< / f=int{S(f,P): PePI)} <inf{S(f,P,):necN}
0

se puede concluir que Llf = jg)lf, y por tanto fol fz)de = 3.

Ejemplo 10.2. La funcién

_J1 sizeQnlo0,1]
f(x)_{o sizeR QN[0,1]

no es integrable Riemann ya que para cualquier particién P = {z,, x4, ...,,} del inter-
valo [0, 1] se tiene que

m; = inf{f(x): x € [x,_4,2;]} =0,
M; = sup{f(z) : z € [v;_y,2,]} = 1,

por lo que s(f,P) =0y S(f,P)=1VP e P([0,1]).
Asi pues, j;bf:O# j;bf: 1.
Teorema 10.1 (Criterio de integrabilidad de Riemann). Una funcién f: I — R acotada

en el intervalo I = [a,b] es integrable en I siy sélo si para cada € > 0 existe una particion
P e P(I) tal que S(f,P)—s(f,P) <e.

[ ] .7
1 Demostracion

Prueba. Supongamos que f es integrable Riemann en I, es decir, fa ’ f= j; ’ f. Dado
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e > 0 existe P, € P(I) tal que fabf— S < s(f,P,) por ser fabf = sup{s(f,P): P €
P} -

Del mismo modo, por ser J;bf = inf{S(f,P) : P € P(I)}, existe una particién
Py e P(I) tal que [ f+ 5 > S(f, Py).

Tomando P = P, U P,, se tiene que s(f, P,) < s(f,P)y S(f,P) < S(f,P,). Asi
pues,

b b

Para probar el otro sentido de la implicacién, supongamos que para cada € > 0
existe una particion P € P(I) tal que S(f, P) — s(f, P) < e. Entonces,

b b
og/f—/fs5<f,P>—s<f,P><e,

. . . b b .
y como esto es cierto para cualquier € > 0, se tiene j; f= fa f v f es integrable

Riemann.

O]

Corolario 10.1. Dada una funcion f : I — R acotada en el intervalo I = [a,b], si
existe una sucesion de particiones (P,)%° de I tal que lim,_,  S(f,P,)—s(f,P,) =0,
entonces f es integrable Riemann en I y

b
[ @yds = lim s(f.P) = lim S(7,P,),

(] .7
1 Demostracion

Prueba. Dado € > 0, como lim,,_, . S(f,P,) — s(f,P,) = 0, existe k£ € N tal que
S(f,P,) = s(f,P,) < €, luego, por el criterio de integrabilidad de Riemann, se
tiene que f es integrable en 1.

Para calcular el valor de la integral, se tiene

n—o0

b
lim s(f,P,) < sup{s(f,P) : n € N} <sup{s(f, P): P € P(I)} = / (@) da
— inf{S(f.P): P € P(I)} < nf{S(f.P,) :n € N} < lim S(f.P,)

y como lim, , s(f,P,) = lim, . S(f,P,), las desigualdades anteriores se con-
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vierten en igualdades y por tanto,

b
[ #@)ds = lim s(f.P) = lim S(£.7,).

I Importante

Este ltimo resultado nos permite calcular una integral como el limite de las sumas
de Riemann tomando una sucesién de particiones cada vez més refinada.

10.3 Propiedades de la integral de Riemann

Teorema 10.2. Si f,g : [ — R son dos funciones integrables Riemann en I = [a,b],

entonces

a. f+ g es integrable Riemann en I y jj(f +9g)(z)dx = fab f(z)dz + jj f(x)dz.
b

b. Para cualquier c € R, cf es integrable Riemann en I y fab cf(z)dr = cfa f(z) dx.

3 .7
1 Demostracion

Prueba. Veamos la demostracion de cada apartado.

a. En primer lugar, resulta sencillo ver que para cualquier subintervalo J de [

se cumple
inf{(f+g)(z):z e J}>inf{f(z):z € J} +inf{g(x) : x € J} (10.1)
sup{(f +g)(z) : x € J} <sup{f(z):z € J} +sup{g(z) : x € J} '

Dado € > 0, como f y g son integrables, existen dos particiones P, P, € P(I)
tales que

‘S<f>Pl)_S<f>P1)S

S<97P2>_S<g7p2) <

NI M| M

Tomando ahora el refinamiento P = P, U P, de P, y P, y la Ecuacién 10.1

se tiene
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S(f—l—g,P)ZS(f, >+5(ga )2 (7P1)+5(gap2)
S(f+g,P)§S(f, )+S<gv )§S<f7P1)+S(g7P2)

de manera que

S(f—{—g,P)-S(f—i—g, ) )+S(97P2)) ((f7P1)+8(g)P2))

(f
+

IA

(S
9
2

l\')\m"

Y, por tanto, f + g es integrable Riemann en [.

Ademas,

b
xﬁf»+4@P>34f+mP>s/"U+ngaf+mp>squw+S@Jw

y

S(f,P) + (g, P /f+/g<SfH+$%>,

por lo que se tiene

/f+g (/f+/)

.. b b b
y por consiguiente, fa (f+9) = fa [+ fa g.

0< < (S(f, P)+S(g, P))—(s(f, P)+s(g, P)) < e

b
. Si ¢ =0 entonces cf =0, y por tanto, cf es integrable y ademas fa cf=0=

b
cf f
Supongamos ahora que ¢ > 0. Resulta sencillo ver que para cualquier subin-
tervalo J de I se cumple

inf{(cf)(x):x € J} =cinf{f(z) : x € J}
sup{(cf)(z) : x € J} = csup{f(z) : x € J}

de manera que si P es una particién de I, entonces s(cf, P) = cs(f,P) y

S(cf,P)=1cS(f,P).

(10.2)
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Como f es integrable Riemann, dado € > 0 existe una particion P € P(I) tal
que S(f, P) —s(f,P) << > 0. Por otro lado, segiin la Ecuacién 10.2,

S(cf, P) — s(cf, P) = c¢S(f, P) — es(f, P) = ¢(S(f, P) — s(f, P)) < cz — e,

de manera que cf es integrable en I, y ademds,

b
/cf:inf{S(cf,P):PE?(I)}:inf{cS(f,P):PGIP(I)}
‘ b
— cinf{S(f,P): P € P(I)} —c/ f.

Finalmente, si ¢ < 0, resulta sencillo ver que para cualquier subintervalo J
de I se cumple

inf{(cf)(x):x € J} = csup{f(x):z € J}

sup{(cf)(z) :x € J} = cinf{f(z) : z € J} (10.3)

de manera que si P es una particién de I, entonces s(cf, P) = c¢S(f,P) y

S(cef,P)=cs(f,P).

Como f es integrable Riemann, dado ¢ > 0 existe una particion P € P(I) tal
que S(f,P)—s(f,P) < = > 0. Por otro lado, segiin la Ecuacién 10.3,

S(Cf,P)—S(Cf,P)ZCS(f,P)—CS(f,P):C(S(f,P)—S(f,P))
= e(S(f,P) = s(f,P)) < —c— =¢,

de manera que cf es integrable en I, y ademas,

b
/ of = inf{S(cf, P): P € P(I)} = inf{es(f, P) : P € P(I)}
b
:csup{s(f,P):PEfP(I)}:c/ f

O

Proposiciéon 10.5. Si f : I — R es una funcion integrable Riemann en I = [a,b] y
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f(x) >0 Vz € I, entonces fab f(x)dz > 0.

[ ] .7
1 Demostracion

Prueba. Para cualquier particiéon P € P(I) se tiene que f(x) es positiva en cual-

quier intervalo de la particién y por tanto s(f, P) > 0. Asi pues, fab flz)dx =
sup{s(f,P): P P(I)} > 0.

O]

Corolario 10.2. Si f : I — R es una funcion integrable Riemann en I = [a,b] y
f(x) <0 Va eI, entonces j;b f(z)dz <0.

3 .7’
1 Demostraciéon

Prueba. Consideremos la funcién —f(z) > 0 Va € R. Como f es integrable en I,
también lo es (—1)f y

/abf(:c) dz = /ab(—l)(—f(a:))dx _ _/ab Ha)de <0,

. . b
ya que por la proposiciéon anterior fa —f(z)dx > 0.

O Precaucién

Este resultado nos advierte de que no se puede utilizar directamente la integral de
Riemann para calcular el area entre la grafica de la funcion y el eje x si la funcién
presenta valores negativos en el intervalo de integracién 1.

En estos casos, el recurso habitual para calcular el drea es calcular la integral del
valor absoluto de la funcién.

Corolario 10.3. Si f,g: I — R son dos funciones integrables Riemann en I = [a,b] y
f(z) < g(z) Yz € I, entonces fab f(z)dz < fabg(z) dz.

(3 ./,
1 Demostracion

Prueba. Consideremos la funcién g(z) — f(x) > 0 Va € R. Como f y g son integra-
bles en I, también loes g — f y

/abg(x)—f(:n)dznz/abg(év)dx—/abf(:ﬂ)d:n>0:>/abf(:r)d:r</abg(;p)dgp_
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JS1f ()] dx >0

£ 1f(x)

X .
b a ¢ b

Figura 10.4: Integral de una funcién con vaFtigura 10.5: Céalculo del area encerrada en-
lores positivos y negativos en tre una funcién de una funcién
un intervalo I y el eje x mediante la integral

del valor absoluto de la funcién.

O]

Corolario 10.4. Si f : I — R es una funcion integrable Riemann en I = [a,b] y
m < f(x) < M Vz €I, entonces m(b—a) < fabf(x)da; <M(b—a).

3 .7
1 Demostracion

Prueba. Por el corolario anterior se tiene fab mdx < fab flx)dx < fab M dzx.

b b
Por otro lado, como ["mdx = m(b—a)y [ Mdx = M(b— a) por tratarse de
funciones constantes, sustituyendo en la desigualdad anterior se tiene

b
m(ba)ﬁ/ flz)dxe < M(b—a).

O]

Teorema 10.3 (Aditividad de la integral respecto del intervalo de integracién). Si
f:+I — R es una funcion acotada en I = [a,b] y ¢ € (a,b), entonces f es integrable
Riemann en I siy sélo si f es integrable Riemann en [a,c| y [c,b]. Ademds, en este caso,

/abf(:c)dx:/acf(x)dx—i—/cbf(:c)dx

221



(3 .7
1 Demostracion

Prueba. Supongamos que f es integrable en I. Entonces, dado € > 0, existe P €
P(I) tal que S(f,P)—s(f,P) <e.
Sea Q@ = PU{c} € P(I). Como Q es un refinamiento de P, se cumple

S(f,Q)—s(f,Q) < S(f,P)—s(f,P)<e
Tomando ahora las subparticiones @, = {t € Q:t <c}y Qy, ={t €Q : t > c}, se

tiene que

(S(f7Q1) - S(f?Ql)) + (S(f7 QQ) - 8(f7 Q2)>
= (S(f, Q1) +5(f,Q2)) — (s(f, Q1) + s(f,Q2))
=S(f,P)—=s(f,P) <S(f,Q) —s(f,Q) <e,

de manera que S(f,Q,) —s(f,Q,) < £ ¥ S(f,Qy) — s(f,Qy) < &, y por tanto, f es
integrable en [a,c| y en [c,b]. Ademaés,

c b
S(£1Q) = s(£.Qu) + 5(£, Q) < / et / J < S(.Q0) +5(f.Qs) = 5(£.Q)

para cualquier Q € P(I) y ¢ € Q. Si P € P(I), tomando Q = P U {c}, Q es un
refinamiento de P, y por tanto,

c b
SULP) S5 Q =51 Q) +s(f. Q) < [ 4 [
por lo que se concluye que fabf = facf—i- Lbf.
Para probar el otro sentido de la implicacién, supongamos que f es integrable en
la,c] y [c,b]. Dado € > 0 existe P, € P([a,c]) tal que S(f,P) —s(f,P) < 5y

existe P, € P([c,b]) tal que S(f, Py) — s(f, P) < 5.
Tomando ahora P = P, U P, € P(I), se cumple

S(J.P) = (/. P) = s(. ) + S(.P) = (s(/. P)) + (], Py)) < 5 + 5 =,

por lo que f es integrable en I.
O

A pesar de que la demostracién es bastante larga, cuando f es positiva, es obvio que el
area entre la grafica de f y el eje x en el intervalo [a, b] puede descomponerse en la suma
de las dreas en los intervalos [a, c] y [c, b] para cualquier ¢ € (a,b).
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/U( f(x)dx v/(jh f(x)dx

a c b X

Figura 10.6: Aditividad de la integral respecto del intervalo de integracién

10.4 Clase de las funciones integrables

A continuacion trataremos de estudiar qué tipo de funciones son integrables.

Teorema 10.4. Si f : I — R es una funcion acotada y mondtona en I = [a,b], entonces
f es integrable en I.

[J .7
1 Demostracion

Prueba. Supongamos que f es creciente en I. Dado & > 0 existe un n € N tal que

() — fla)lb—a) __

n

Sea ahora P, € P(I) la particién que divide I en n subintervalos de igual longitud,

. b—a)i
es decir, P = {xg, 2, ..., %, } con z; = a + =47,

n
Como f es creciente en I se tiene

m; = inf{f(z) : x € [z,_1,7;]} = f(z;_4)
M; = sup{f(z) : x € [x;_y,7;]} = f(z;)

para ¢ = 1,...,n, de manera que
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Asi pues, f es integrable en I.
O

Teorema 10.5. Si f : I — R es una funcion continua en I = [a,b], entonces f es
integrable en I.

[J .7
1 Demostraciéon

Prueba. Observemos primero que como f es continua en I, entonces es uniforme-
mente continua en I al ser I un intervalo cerrado.

Dado € > 0, como f es uniformemente continua en I, para ¢’ = = > 0 existe
d > 0 tal que si | —y| < 0 entonces |f(z) — f(y)| < ¢€’.

Sea P = {zy,zy,...,x,} una particién que divide I en subintervalos de longitud
menor que 0. Entonces, para cad i = 1,...,n se tiene

M; —m; = supl|f(z) = f(y)] : 2,y € [2;4, 2]} <€,
y por tanto,

S(f,P)—=s(f,P)= ZMz(ffz — ;) —Zmz(% — ;)

i=1

3

= (M; —m;)(z; — ;1)
i=1

ey (x;,—x;_y)=¢€"(b—a)=c.

i=1

A

O

Teorema 10.6. Si f : I — R es una funcion continua en I = [a,b], salvo en un punto
c € I, entonces f es integrable en I.
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(3 .,
1 Demostracion

Prueba. Se deja como ejercicio.
O

Corolario 10.5. Si f : I — R es una funcion continua en I = [a,b], salvo en un
conjunto finito de puntos de I, entonces f es integrable en I.

3 .7
1 Demostracion

Prueba. Haremos la prueba por induccién sobre el niimero de puntos de disconti-
nuidad.

El caso para un solo punto de discontinuidad se ha probado en el teorema anterior.
Supongamos que si f tiene n puntos de discontinuidad en I entonces es integrable
Riemann en I, y supongamos ahora que f tiene n+ 1 puntos de discontinuidad. Sea
¢ el mayor de los puntos de discontinuidad. Tomando & > 0 se tiene que f tiene n
puntos de discontinuidad en el intervalo [a,c — 4], por lo que es integrable en este
intervalo.

Sea ahora € > 0. Como f es integrable en [a, c—d] existe una particion P; de [a, c—/]
tal que S(f, P;)—s(f, Py) < 5. Por otro lado, f estd acotada en el intervalo [c—4, b]
y solo tiene una discontinuidad, por el teorema anterior, f es integrable en [c— 9, b],
por lo que existe otra particion P, de [c —6,b] tal que S(f, P,) —s(f,P,) < §.
Tomando la particion P = P; U P, que es un refinamiento de P; y P,, se tiene

S(F.P) = (£, P) < S(F.P) + S(F. By) = s(f. Pr) = s(f, Po) < 5 + 5 = <.

Por consiguiente f es integrable Riemann con n + 1 discontinuidades, y aplicando
el principio de induccién queda probado el resultado.
O

Teorema 10.7. Si f: I — R es una funcion integrable en I = [a,b] y g:J — R es una
funcion continua en J = [c,d]| con f(I) C J, entonces go f es integrable en I.

[ ] .7
1 Demostracion

Prueba. Como g es continua en J, estd acotada en J, de manera que podemos
tomar k > sup{g(x) : x € J} —inf{f(z) : x € J}.

Por otro lado, como J es cerrado, g es uniformemente continua en J y dado & > 0,
13

existe 0 < e tal que si [z —y| <4 entonces [g(x) — g(y)| < 57777-

Como f es integrable en I podemos tomar una particiéon P = {z,, x4, ..., z,} de I,
tal que
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S(f.P) —s(f.P) < .

2k
Para i =1,...,n, sea
m; = inf{f(z) : v € [z, q,2,]}
M; =sup{f(z) : = € [z;_q,7;]}
m; = inf{go f(x) : x € [x;_4,7,]}
M =sup{go f(x) : x € [v;_4,7,]}
y sea

A={ie{l,....,n}: M, —m,; <4}

Entonces se cumple que

52(% -z q) < Z(Mz —m;)(z; —x; ) < Z(Mz —m;)(z; —x; ) < i

icB icB i=1 2k

de donde se deduce que

1)
Z(% —x;q) < %

i€B

Y utilizando los resultados anteriores se tiene

S(go f,P)—s(ge f,P)= Z(Mz/ —mi)(z; — x;_y) +Z(Mz/ —mj)(z; — x;_y)

€A i€B
5
<57 = Z(% —x;q) + kZ(xz — %)
2(b—a) icA i€B
PR
2 2 2 2 ’

por lo que go f es integrable en I.
O

Corolario 10.6. Si f : I — R es una funcion integrable en I = [a,b], entonces la
funcion | f| es integrable en I.
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(3 .,
1 Demostracion

Prueba. Como f es integrable en I, f estd acotada en I, asi que, tomando ¢ =
sup{|f(z)| : = € I}, basta aplicar el teorema anterior con g = |z| en el intervalo
J = [—e,cl.

O

Corolario 10.7. Si f : I — R es una funcion integrable en I = [a,b], entonces la
funcion f" es integrable en I para cualquier n € N.

3 ./,
1 Demostracion

Prueba. Como f es integrable en I, f estd acotada en I, asi que, tomando ¢ =
sup{|f(z)| : = € I}, basta aplicar el teorema anterior con g = z" en el intervalo
J = [—¢,cl.

O

Corolario 10.8. Si f : I — R es una funcion integrable en I = [a,b] tal que f(x) > 0

Vx € I, entonces la funcion % es integrable en I.

3 ./’
1 Demostracion

Prueba. Como f es integrable en I, f estd acotada en I, asi que, tomando ¢ =
inf{f(z) : x € I} y d = sup{f(x) : x € I}, basta aplicar el teorema anterior con
g= % en el intervalo J = [¢, d].

]

Corolario 10.9. Si f,g: I — R son dos funciones integrable en I = [a,b], entonces la
funcion fg es integrable en I.

3 ./’
1 Demostracion

Prueba. Basta tener en cuenta los resultados anteriores y que

fo=5((f+ 9~ £~ )
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10.5 Teorema fundamental del calculo

En las secciones anteriores se ha definido la integral de Riemann y hemos estudiado los
tipos de funciones integrables, pero, en general, el cilculo de integrales mediante sumas
de Riemann suele ser complicado. En esta seccién se presenta un importante teorema, al
que llegaron Newton y Leibniz de manera simultdnea, que relaciona el calculo integral
con el calculo diferencial y que nos facilitard enormemente el cilculo de integrales sin
tener que recurrir a la aproximacién mediante sumas de Riemann. Este teorema es tan
importante para el Andlisis que se ha denominado teorema fundamental del Calculo.

Definicién 10.8. Dada f : I — R integrable en I = [a, b], se define la integral indefinida
de f en I como la funcién

Flz) = / () dt
Vo e 1.

Antes de enunciar el teorema, presentamos un resultado necesario para su demostra-
cion.

Proposicién 10.6. Si f : [ — R integrable en I = [a,b], entonces

/abf@c)dw </ab|f(w>|dfﬂ

3 .7’
1 Demostracion

Prueba. Como f es integrable en I, por el Corolario 10.6 |f| también es integrable
en I.
Por otro lado, —|f| < f < |f], y por las propiedades de la integral se tiene

(—D/ablf(w)Idfv:/ab—lf(w)\dx</abf(fﬁ)dfﬂ</ablf(@ldfc,

de donde se deduce que

/a " fw) da < / @)
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Teorema 10.8. Si f : I — R integrable en I = [a,b] y F(x f f(t)dt es la integral
indefinida de f en I, entonces F es continua en I.

(3 .,
1 Demostracion

Prueba. Como f es integrable en I, esta acotada en I, asi que sea ¢ = sup{|f(x)] :
xel}.

Para cualquier ¢ > 0 se puede tomar 6 = £ > 0, de manera que si z,y € I con
x <yy |r—y| <Jse tiene, por la proposicién anterior,

" ey dt — / £(0) dt‘ -

Yy
g/ F()|dt < ey —z) < cd = e.

[F(y) = Fx)] =

" dt‘

Luego F' es uniformemente continua en I y, por tanto, F' es continua en 1.

Ejemplo 10.3. Sea

_fo size[-1,0)
f(x)_{l siz€[0,1]

f es integrable pues es monotona, y su integral indefinida es

Fla) {o si € [~1,0)

z sizel0,1]

ya que para 0 < z < 1 se tiene

F(x):/fer/OIf:/owf:/Oll::c.

Presentamos primero una primera versién del teorema fundamental del célculo.

Teorema 10. 9 (Teorema fundamental del Célculo I). Dada f : I — R integrable en
I =1la,b] y F(z f f(t)dt la integral indefinida de f en I, si f es continua en ¢ € I,
entonces F es derwable ency F'(c)= f(c).
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1 Demostracién
Prueba. Dado € > 0, como f es continua en ¢, existe 6 > 0 tal que si z € I y
|z — ¢| < 0, entonces |f(z) — f(c)| < e.
Tomando h € R con |h| < d y tal que ¢ + h € I, se tiene
c+h c
Flet h)— Fle [ pwyat— [ gy ar
AW =IO )| = - fe)
h h
1 c+h
- (h / f(t)dt> - 1)
1 c+h
=z ( / f(t>dt—hf(6>>‘
1 ct+h c+h
[ ([ [T o)
1 ct+h
|5 [ e
1 c+h
—al[ o= sy
1
< — =
< \h|€|h| €
Por tanto, F’(c) = lim,,_,, w = f(o).
O

La importancia de este teorema radica en que conecta el concepto de derivada, al cudl
se lleg6 mediante el estudio de las tangentes a la grafica de una funcién, y el concepto
de integral, al cudl hemos llegado mediante el estudio del area encerrada entre la grafica
de la funcién y el eje x.

Advertencia

Este teorema nos garantiza que si f es continua en en el punto ¢, la integral in-
definida F' es derivable en ese punto y su derivada coincide con f(c), pero no nos
permite calcular la integral definida, ya que, como veremos a continuacion, existen
infinitas funciones con derivada f(c).

Definicién 10.9 (Primitiva de una funcién). Dada una funciéon f : I — R integrable
en I, a cualquier funciéon F que cumple F’ = f se le llama primitiva de f.
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Advertencia

Si F' es una primitiva de f, entonces f tiene infinitas primitivas, ya que (F +C)" =
F'+C" =F +0=F = f,y por tanto, (F + C) también es una primitiva de f
vC e R.

Ejemplo 10.4. Dada la funcién f(x) = 2z, es facil ver que F(z) = 22 + C es una
primitiva de f para cualquier C' € R.

En el Ejemplo 10.1 vimos que fol rdx = %, de modo que

1

! 1
/ 2xd:1:—2/ zdr =2-=1.
0 0 2

Si queremos llegar a este resultado usando primitivas, es necesario tomar la primitiva
adecuada, es decir, necesitamos saber el valor concreto de la constante C' que permite
calcular la integral definida. En este caso particular, como F' tiene que cumplir que
Fl)y=1+C=1= fol 2z dx, resulta evidente que debe ser C' = 0, pero si tomamos
cualquier otra constante, como por ejemplo C' = 1, entonces F(1) =14+1=2#1 =

_f)l 2z dzx.

Afortunadamente, la segunda parte del teorema fundamental del calculo resuelve este
inconveniente.

Teorema 10.10 (Teorema fundamental del calculo II). Si f : I — R es integrable en
I =la,b] y F es una primitiva de f en I, entonces

b
/ f(@)dz = F(b) — Fla).

3 ./,
1 Demostracion

Prueba. Dado € > 0, sea P = {x, 2y, ..., 2, } una particién de I tal que S(f, P) —
s(f,P) <e.

Como F es continua en I, por el Teorema 8.6, parai =1,...,n, existe t; € (x;,2,;,,)
tal que

Fx;) = F(x;_y) = F'(t;)(x; — ;1) = f(t;) (v, —2;_q).

Entonces,
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i=1 i=1
Pero,
S(f,P)S f(tz)<$z_xzfl>§5<fap)
=1
por lo que
b
F(b) — F(a) / flz)dzx| < e,
y por tanto,

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).
O

Este teorema, que también se conoce como al regla de Barrow, nos permitira calcular la
integral definida de una funcién a partir de cualquier primitiva suya, sin necesidad de
usar las sumas de Riemann.

Ejemplo 10.5. Dada la funcién f(z) = 22, la funcién Fy(z) = 2

3 €s una primitiva de
f, y por tanto, podemos usarla para calcular la siguiente integral

1 3 3
1 0 1
2de=F,(1) = F,(0) = — — — = —.
/053 & o(1) 0(0) 3 3 3

Pero podriamos haber utilizado cualquier primitiva de f, como por ejemplo F}(z) =
%3 + 1, ya que

1 3 3
1 0 1 1
2de=F (1) —F,0)=—41—|—4+1]==41—-1==.
/01‘ z 1 (1) 1(0) 3+ 3+ 3+ 3

Ejemplo 10.6. Dada la funcién f(x) = cos(z), la funcién F(x) = sen(z) es una primi-
tiva de f, y por tanto, podemos usarla para calcular la siguiente integral

//2 cos(z)dx = F(m) — F(w/2) = sen(m) —sen(m/2) =0—1 = —1.

Hemos visto que si f es continua en un intervalo I = [a,b], entonces f tiene primitiva
en I, pero no toda funcién integrable en [ tiene primitiva.
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Ejemplo 10.7. La funcién

1 siz=1/2
f(@_{o sizel0,1] {1/2}

es integrable en el intervalo [0, 1], y fol f(z)dx = 0, sin embargo, f no es continua en
[0,1] y no verifica el teorema de los valores intermedios, ya que para cualquier y €
(0,1/2), no existe = € [0,1/2] tal que f(z) = y. Por tanto, segin el teorema de Darboux
(Teorema 8.9), f no es la derivada de ninguna funcién en [0, 1], por lo que no tiene
primitiva.

También puede darse el caso de que f tenga primitiva, y sin embargo, no sea integrable.

Ejemplo 10.8. La funcién

z?sen (%) size[-1,1] {0}
0 siz=0

2cos(%)
x

es derivable en cualquier punto de [—1,1] y f'(x) = 2z sen (w%) — , que no esti

acotada en [—1, 1], y por tanto no es integrable en [—1, 1].

10.6 Calculo de areas

Tal y como se ha definido la integral de una funcién a partir de las sumas de Riemann,
no resulta extrano que la principal aplicacién de las integrales definidas sea el calculo del
areas encerrada por la grafica de una funcién y el eje  en un intervalo de I. Ya hemos
visto que cuando f(x) > 0 Vx € I, si f es integrable en I = [a, b], entonces fab flz)dz >0
es el area encerrada entre la grafica de la funcién f y el eje x en el intervalo I. En
esta seccién veremos cémo calcular areas de funciones que también presentan valores
negativos en el intervalo de integracién y generalizamos el resultado para calcular areas
encerradas entre las graficas de dos funciones.

10.6.1 Calculo del area encerrada por una funcién y el eje x.

Ya hemos visto que cuando una funcién f(z) < 0V € I = [a, b], entonces fab f(z)dz <0,
de manera que no puede interpretarse como un area porque geométricamente no tienen
sentido las areas negativas. En general, para evitar este problema, si queremos calcular
el drea encerrada por la grifica de una funcién f(z) en un intervalo I = [a,b] debemos
calcular la integral definida en I del valor absoluto de la funcién, es decir,
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/a @)

Ahora bien, para calcular esta integral mediante primitivas, haciendo uso del teorema
fundamental del cdlculo, normalmente se recurre a descomponer el intervalo de integra-
cién en subintervalos donde la funcién sea positiva o negativa, integrar f en los intervalos
donde la funcién es positiva, integrar — f en los intervalos donde la funcién es negativa,
y finalmente, sumar las areas correspondientes a cada subintervalo.

y

a

Area =

\r )| dx

7/—)‘ dx+/j dw/ —flx ‘hJF f(>

Figura 10.7: Area encerrada por una funcién positiva y negativa.

Ejemplo 10.9. Veamos cémo calcular el area encerrada entre la grafica de la funcién
f(z) = 2% —4x + 3 y el eje x en el intervalo [0, 4].

Si resolvemos la ecuacién f(z) = 0 obtenemos dos raices z = 1 y z = 3, de manera que
la funcién es positiva en el intervalo (0,1) y (3,4) y negativa en el intervalo (1,3). Por
tanto, el drea encerrada entre la grafica de la funcién y el eje x es

4 1 3 4
/ \f(x)]da;:/m2—4x+3dx—/ x2—4x+3d$+/ 2?4+ 4z + 3dw
0 0 1 3

x3 ' z3 ’ z3 !
=% —222+3x| +|= —222+3z| +|% —222+ 32
3 0 3 1 3 3
4 —4 4
= - — — 7:4
3 3 +3
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) =% —4x+3

\/ Jdx=4

Figura 10.8: Area encerrada por la pardbola f(x) = 2% — 4z + 3.

10.6.2 Area encerrada entre dos funciones

Si en lugar de calcular el area encerrada entre la grafica de una funciéon f y el eje x
en un intervalo I = [a,b], se quiere calcular el area encerrada entre dos funciones f
y g en un intervalo I = [a,b], basta con integrar la diferencia entre las dos funciones
f —g. Pero como f puede ser mayor que g en algin subintervalo de I y menor en otros,
para asegurarnos de calcular el area correcta, hay que integrar el valor absoluto de la

diferencia, es decir,
/ F(@) — g(a)| da

Al igual que antes, para calcular esta integral mediante primitivas, haciendo uso del
teorema fundamental del calculo, tendremos que descomponer el intervalo de integracién
en subintervalos donde la diferencia f — g sea sea positiva o negativa, integrar f — g en
los intervalos donde la diferencia es positiva, integrar —(f — g) = g — f en los intervalos
donde la diferencia es negativa, y finalmente, sumar las areas correspondientes a cada
subintervalo.

Ejemplo 10.10. Veamos cémo calcular el area encerrada entre las graficas de las fun-
ciones f(z) =sen(z) y g(x) = cos(x) en el intervalo [0, 7].

Si resolvemos la ecuaciéon f(z)—g(z) = 0 obtenemos una raiz en x = 7/4 en el intervalo
de integracién. Se cumple que f(z) < g(z) Yz € (0,F) y f(x) > g(z) Vo € (§,7). Por
tanto, el drea comprendida entre las graficas de f y g en el intervalo [0, 7] es
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S
o)

[ 1760~ gtwla
= l/:f(x) —g(x)dx-&-/c.bg(x) — f(x)dx

Figura 10.9: Area encerrada entre dos funciones.

/07T [f(z) —g(z)| dz = /077/4 cos(x) — sen(z) dx + /ﬂ; sen(x) — cos(z) dx

= [sen(z) + Cos(x)]g/4 + [~ cos(z) — sen(x)]"

/4
=V2—-14+V2+1=2V2

g(x) = cos(x)
b
a |f(x) a g(x) ‘ dx = 2\/5

Figura 10.10: Area encerrada entre el seno y el coseno.
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10.6.3 Calculo del area encerrada por una curva en coordenadas polares

En ocasiones, para calcular el area encerrada por una curva, especialmente para curvas
dadas mediante una ecuacién implicita, resulta mas sencillo trabajar en coordenadas
polares.

Coordenadas
cartesianas (x,y)
polares (r,0)

Figura 10.11: Coordenadas polares.

Para pasar de coordenadas cartesianas a coordenadas polares, primero se obtiene el valor
de r aplicando el teorema de Pitadgoras

r=v/x%+y?

v después se obtiene el angulo aplicando relaciones trigonométricas

o arccos (£)  siy >0
—arccos (%) siy <0

suponiendo r # 0.

Y para pasar de coordenadas polares a coordenadas cartesianas se aplican las siguientes
relaciones trigonométricas

x = rcos(f)
rsen(6)

Para calcular el area encerrada por una curva dada en coordenadas polares r = f(0)
y las rectas 8 = a y 0 = b, se puede utilizar una aproximacién similar a las sumas de
Riemann, descomponiendo el area en sectores de circulo con angulos en una particion
P={6,=a,6,,...,0, =b} de I = [a,b]. Sipara cada uno de estos sectores se toma como
radio el infimo de f(f) en el correspondiente subintervalo, surgen las sumas inferiores
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sy =Y et o g

=1 =1

donde m; = inf{f(0) : 0 € [#,_,,6;]} parai=1,...,n.

Mientras que si para cada uno de estos sectores se toma como radio el supremo de f(0)
en el correspondiente subintervalo, surgen las sumas superiores

< 0, —0,_ " M?
S(f,P) :ZWMZZ% :Z 9 (0; —0;_1)
i=1 i=1

donde M; =sup{f(#):0 € [0, ,,0;]} parai=1,...,n.

Y

A

r=/(0)

A

> X

Figura 10.12: Descomposicién en sectores de circulos del area encerrada por una curva
en polares.
b
De forma andloga se puede definir integral inferior de f en I como L f=sup{s(f,P):

P € P(I)} y laintegral superior de f en I como el nimero fabf =inf{S(f,P): P € P(I)},
de manera que, si la integral inferior coincide con la superior, la funcién es integrable

y
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mide el drea encerrada por la curva r = f(6) y las rectas § = a y 6 = b.

Y

A

A

\/
S

Figura 10.13: Area encerrada por una curva en coordenadas polares.

Ejemplo 10.11. Un semicirculo de radio r puede expresarse en coordenadas polares
mediante la funcién f(f) = r para 0 < 6 < 7. Por tanto, el area encerrada por este

semicirculo es
T 2 [T2 ]” r2
—df=|—0| = —m.
/0 2 2 0 2

Ejemplo 10.12. Veamos ahora céomo calcular el area encerrada por la curva polar
r = 3sen(20).
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27 T2 1 2m 9 27
/ — = / (3sen(26))? do = / sen(26)? df
b 2 2 2 Jy
9 [*"1— cos(26) 9 sen(20) 2
2 Jo 2 4 2 0
9 sen(4m) 9 9
=1 (2 5 ) = 12 = -7
/2

r=3sen(20)

127 s 9
= / (3sen(20))°do = 7T
Jo

3m/2

Figura 10.14: Area encerrada por la curva polar r = 3 sen(26).

10.6.4 Calculo del area encerrada por dos curvas en coordenadas polares

También es posible calcular el area encerrada por dos curvas en coordenadas polares de
forma andloga a como se hizo para el area encerrada entre dos funciones en coordenadas
cartesianas.

Si tenemos dos curvas polares r = f(0) y r = g(0), con f(0) < g(0) VO € [a,b], el area
encerrada entre estas dos curvas en el intervalo [a, b] puede calcularse restando el area
encerrada por g al area encerrada por f, es decir,

b b b
3 | s0rdo— [Cowran= [ sy - goas

240



A

r=f(0)

L [ F0)7- 5(0)2do

Figura 10.15: Area encerrada entre dos curvas polares$.
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En general, cuando f es mayor que g en algunos subintervalos de I y menor en otros,
habra que descomponer el intervalo de integracién en subintervalos donde la diferencia
f — g sea sea positiva o negativa, integrar f — g en los intervalos donde la diferencia es
positiva, integrar —(f — g) = g — f en los intervalos donde la diferencia es negativa, y
finalmente, sumar las areas correspondientes a cada subintervalo.

Ejemplo 10.13. Vamos a calcular el area encerrada entre las curvas polares r = 3 cos(6)
y 7 = 1+4cos(f). Para ello primero debemos determinar el intervalo de integracién a partir
de los puntos de corte de las dos curvas.

1 1
3cos(f) =1+ cos(f) < cos(f) = 5 ® 6 = arccos <§> = j:%

Asi pues, el intervalo de integracién es [—¢, 5]. Como en este intervalo 1 + cos(f) <

3cos(f), el area encerrada entre estas dos curvas es

w/6 /6
L po2 = g2 an = 2 / (3cos(6))2 — (1 + cos(6))2 df
—7/6

1 /6
=— / (8 cos(#))? — 2cos(f) — 1do
2 —7/6

/6 /6 /6
8/ cos(6)? df — 2/ cos(6) df — / de
—7/6 —7/6 —7/6

([2sen(26) + 46)715 — 2lsen(0)] " — 6177

4 4
\/§+g+\/§+§>

V3 —1~ 23028

Il
N[NNI = N
N

_|_

10.7 Integrales impropias

El concepto de integral definida de una funcién en un intervalo cerrado [a,b] y se puede
generalizar a intervalos no acotados y también a funciones con discontinuidades de salto
infinito.

Definicién 10.10 (Integral impropia de primer tipo). Dada una funcién f : I — R
integrable en I = [a,t] para Vt > a, se define la integral impropia de f en el intervalo
[a, 00) como el limite
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3m/2

Figura 10.16: Area encerrada entre las curvas polares r = 3 cos(d) y 7 = 1 4 cos(6).
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t—o00

/aoo f(@)dz = lim [f(.@ dx

siempre que este limite exista, en cuyo caso se dice que la integral impropia converge.

Del mismo modo, si f es integrable en I = [t, a| para Vt < a, se define la integral impropia
de f en el intervalo (—oo, a] como el limite

/a f(a) dw = lim af(:r) da.

t

Finalmente, si fjoo flz)dx y faoo f(z) dx convergen, se define la integral impropia de f
en el intervalo (—oo, 00) como

[:f<x)dx:Z:Of(x>d$+/aoof($)dx

Para funciones positivas en los dominios de integracion, estas integrales impropias pueden
. .z , . oo
interpretarse también como areas. En particular, fa f(x)dx es el area encerrada por

la grifica de f y el eje = en el intervalo [a, o0), [ O:O f(z)dx es el area encerrada por la

grafica de f y el eje = en el intervalo (—oo,a] y [ O; f(x)dx es el area encerrada por la
grafica de f y el eje x en todo R.

1

Ejemplo 10.14. La integral impropia de la funcién f(z) = -z converge en el intervalo

[1,00] ya que

~1 ‘1 —17" 1
/ — dz = lim — dz = lim [—] = lim1—-=1.
X tooo Ji X t—oo | T | t
Por tanto, el area que queda encerrada por la grafica de f y el eje x por encima de 1 es

finita y vale 1.

Sin embargo, la integral impropia de la funcién g(z) = % diverge en el intervalo [1, o]
ya que

T t—o0 X t—oo n—o0

> ‘1
/ —dz = lim —dz = lim [ln(m)]i = lim In(¢) = oc.
1 1

Y por tanto, el area que queda encerrada por la grifica de g y el eje x por encima de 1
es infinita.
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En estos casos la regién encerrada por la grafica de la funcién y el eje z se extiende de
manera infinita a lo largo del eje z. La misma idea puede aplicarse para calcular areas
de regiones encerradas por la grafica de f y el eje y cuando estas regiones se extienden
de manera infinita porque la funcién no estd acotada en algin valor del dominio de
integracion.

Definicién 10.11 (Integral impropia de segundo tipo). Dada una funcién f : I — R
continua en I = [a,b) y discontinua en b, se define la integral impropia de f en I como
el limite

b t
/ f(z)dx = tli];r){ f(x)dx

siempre que este limite exista, en cuyo caso se dice que la integral impropia converge.

10.8 Calculo de volimenes

Otra de las aplicaciones habituales de las integrales es el calculo de volimenes de cuerpos
sélidos tridimensionales con secciones transversales regulares. El procedimiento es similar
al utilizado para el calculo de areas de regiones planas, pero en lugar de aproximar el area
mediante sumas de Riemann de rectangulos, se utilizan sumas de Riemann de figuras
geométricas de volumen conocido, habitualmente discos o envoltorios cilindricos. Para
ello tomaremos secciones transversales del cuerpo sélido del que se quiere calcular el
volumen con respecto a alguno de los ejes a lo largo de una particién del intervalo donde
estd definido el s6lido en ese eje.

En general, si disponemos de una funcién A(x) que nos da el area de la seccién transversal
del sélido para cada z € [a,b], podemos tomar una particiéon P, = {z, = a, 2y, ..., z, =
b} del intervalo [a,b] y aproximar el volumen del sélido en este intervalo mediante las

sumas inferior y superior de Riemann

s(A,P,) = Zmz(% —x;), m; =inf{A(z) 2 € (z,_4,7,)}

S(A, P,) = ZMz(% —x;4), M;=sup{A(z):z € (v;_1,2;)}

=1

donde m,(z; — x,_;) es el volumen de un disco cilindrico de base m, y altura x;, — z;_;,
y M,;(x; —x;_4) es el volumen de un cilindro de base M, y altura x;, — z, ;.

Como ya hemos visto, si lim,,_, s(A4, P,) = lim S(A, P,), la funcién A(z) es inte-

grable Riemann en el intervalo [a,b] y

n—0o0
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Figura 10.17: Seccién transversal de un cuerpo sélido con respecto al eje x
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b
/ A(z)dr = lim s(A,P,) = lim S(4,P,),
a n—,oo n—oo
mide el volumen del cuerpo sélido con secciones transversales de drea A(z) en el intervalo

[a, b].

Ejemplo 10.15. Veamos cémo calcular el volumen de una esfera de radio r centrada
en el origen con ecuacién z2 + y% + 22 = 72. Si cortamos la esfera con planos = = x;
perpendiculares al eje x, sustituyendo en la ecuacién de la esfera, se tiene y>+2% = r?—z2,
por lo que se obtienen secciones transversales circulares con radio /72 — z?, y, por tanto,
el area de estas secciones circulares sera ( r2 — 3712)2 = m(r?—x?). Asi pues, la funcién
que nos da el drea de la seccién transversal para cualquier x € [—r, 7] es A(z) = 7(r?—2?),

y por tanto, podemos calcular el volumen de la esfera con la integral definida

10.8.1 Calculo de volimenes de sélidos de revolucion con discos cilindricos

Cuando el sélido se obtiene rotando una funcién f(z) alrededor del eje x, se dice que el
sélido resultante es un solido de revolucion.

Este tipo de sélidos tiene la particularidad de que todas sus secciones transversales con
respecto al eje de rotacién son circulos de radio f(x), por lo que el drea de las secciones
transversales es A(z) = 7f(x)?, y su volumen en el intervalo [a,b] puede calcularse
mediante la integral definida

/abwf(a:)Qdac

Ejemplo 10.16. Si rotamos alrededor del eje x el segmento de la recta f(x) =2 —=x
correspondiente al intervalo = € [0, 2], se obtiene un cono con base de radio 2 y altura 2.
El volumen de este cono es
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Figura 10.18: Sélido de revolucién.

2 2 2
/Wf($)2d.%'—/ 7r(2—:1:)2dx—7r/ 22 —dx + 4dw
0 0 0
3 2 3
2
:W[I—sz—i-élw] :77(—2~22+4~2):87r.
3 0 3 3

10.8.2 Calculo de volimenes de sélidos de revolucion con envoltorios
cilindricos

Otra forma de calcular volimenes de sélidos de revolucién es mediante envoltorios o
envolventes cilindricas como los de figura de mas abajo.

y

Figura 10.19: Envoltorio cilindrico de un sélido de revolucién.
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Los envoltorios se construyen de forma que su base es un circulo de radio = € [a,b] y
perpendicular al eje de rotacién del sélido de revolucién y su altura es f(x), de manera
que su &area (sin contar el drea de las bases) es 2wz f(x). Sumando las dreas de estos
infinitos envoltorios que se obtienen para cada x € [a,b] se obtiene al volumen del
cuerpo sélido de revolucién en el intervalo [a,b] mediante la integral definida

b
/ 2rx f(x) dx

Ejemplo 10.17. El volumen del sélido de revolucién que se obtiene al rotar alrededor
del eje y la funcién f(x) = 22 en el intervalo [0, 2] puede calcularse usando tanto discos
como envoltorios cilindricos.

Si usamos discos discos cilindricos debemos expresar = en funcién de y, es decir x = /y
y calcular la siguiente integral definida en el intervalo [f(0), f(2)]

4 4 ) y? 4 42
/ 7g(y)? dy = / T(Vy) dy= |r%| =7n— =38m.
b b 2], 2
Mientras que si usamos envoltorios cilindricos hay que calcular la integral

2

2 2 1'4 24
/ 2rx f(x) dx = / 21x - 2 dx = 27 [} = 27— = 8.
A o 4 0 4

10.9 Calculo de la longitud de una curva

Otra importante aplicaciéon geométrica de las integrales es el cdlculo de la longitud de
una curva dada por una funcién en un intervalo [a, b]. Una vez mas, la idea consiste en
dividir el intervalo [a,b] en n subinvervalos de igual amplitud mediante una particién
P, ={zy=a,z,...,x, =b} con Ax =x,—xi—1i=1,...,n, y para cada subintervalo
[, 1, ;] tomar el segmento que une los puntos (x, 1, f(x, 1)) v (x;, f(z;)). La suma de
todos los segmentos correspondientes a la particiéon tomada nos dard una aproximacion
de la longitud de la curva de la funcién en el intervalo [a, b].

Aplicando el teorema de Pitdgoras, es facil ver que la longitud del segmento correspon-
diente al subintervalo [z, ,x,] es

Vi =z )2+ (f(z) — fla,1))? = VA2 + (f(z,) — fz; 1))

Por otro lado, si f es diferenciable en [z;_;,z;], segin el teorema del valor medio, se
tiene que existe un z; € [z,_1, ;] tal que
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Xo=axy - Xi-1 Xi cx, =)

Figura 10.20: Aproximacién de la longitud de una curva mediante segmentos.

de manera que

f(@) = f(xiy) = f@) (@, —z,_y) = ['(2]) Az,

y la longitud del segmento puede expresarse como

y la suma de todos los segmentos resulta

i,h + f(2))2Ax
=1

Resulta evidente, que a medida que aumentemos el nimero de subintervalos n de la
particién, la aproximacién de la longitud de la curva serd mejor y en el limite tendremos
su valor exacto, que puede calcularse mediante la integral definida

n b
li 1+ f/(x))?Azx = 1+ f/(x)2dzx,
nl_}IIol();\/ (z})?Ax /a V (r)?dx
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siempre y cuando f’(z) sea integrable en [a, b].

Ejemplo 10.18. Veamos como calcular la longitud de una circunferencia de radio 1
centrada en el origen con ecuacién z2 + y?> = 1. Resolviendo esta ecuacién para y se
tiene que y = £Vv'1 — 22, y podemos tomar la funcién f(x) = V1 — 2?2 cuya grafica es la
semicircunferencia superior.

. N g . . .
La derivada de f es f'(x) = T de manera que la longitud de la semicircunferencia
es

[ () dx—/F T

Esta integral es impropia ya que ;— tiende a oo cuando z tiende a +1, por lo que se

tiene
1 L dr = li dr+ li 1 d
71V1—x2 $—t_)11_n1+ \ll—x2 o tig1+ \ll—xQ o
T

™
t_}rri arcsen(t) + Jim arcsen( ) 5 + 5 =T

Y por tanto, la longitud de la circunferencia de radio 1 es el doble 27

10.10 Calculo de superficies de sélidos de revolucién

A partir del célculo de la longitud de una curva plana, se puede calcular la superficie
del sélido de revolucién que se obtiene al girarla sobre el eje x. Siguiendo con la idea de
aproximar la longitud de la curva mediante poligonos, al rotar alrededor del eje x cada
uno de los segmentos que forman parte del poligono, se obtiene un tronco de cono.

Para calcular la superficie del envolvente del tronco de cono, veremos primero cudl es
el la superficie de este envolvente para un cono completo. Si desplegamos el envolvente
de un cono completo cortandolo por su generatriz, se puede comprobar que se trata de
un sector de circulo con radio la generatriz del cono [ y con arco de circunferencia el
perimetro del circulo de la base del cono 27r.

El angulo que describe este sector de circulo es 6 = <I*, y por tanto, su area es fl2 =
2112 — ]
2l :

Para calcular ahora la superficie del envolvente del tronco de cono como del de la figura
de mas abajo, con radio menor r; y radio mayor r,, basta con restar a la superficie del
cono de radio r, y generatriz [, la superficie del cono de radio r; y generatriz [;.
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l

Figura 10.22: Superficie del envolvente del
cono.

Figura 10.21: Cono con radio r y generatriz

l.

L=4L4L+I

Figura 10.23: Tronco de cono con radio menor r; y radio mayor r,.
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La superficie del tronco de cono es, por tanto,

mroly — wrily = w(rgly —rily) = w(ro(l +1y) —rily) = 7((ry — r1)ly + 75l

Para poder expresar la superficie en funciéon de [, como por semejanza de tridngulos
rectangulos se tiene que

Lo l+

Srol,=r(l+1) e rl= — 1)l
" y Ty roly = (I +1) ™ (rg — 1)y,

de manera que sustituyendo en la expresién de la superficie del tronco del cono, se tiene

T((ry —r)ly +15l) = w(rl + r5l) = w(ry +1ry)l.

Asi pues, si tomamos una particiéon P, = {z, = a,z,...,x,, = b} del intervalo [a, b], la
superficie del tronco de cono correspondiente al subintervalo [z, ,x,] es

Sy =nm(f(xioy + f(x),

donde [, es la longitud del segmento que une los puntos (x,_q, f(z; 1)) vy (z;, f(x;)), que
como vimos en la seccion anterior, puede expresarse, gracias al teorema del valor medio,
como /1 + f’(x})? para algiun z; € [z, ;,z;]. Por tanto, la superficie del tronco de cono
correspondiente al subintervalo [z,_;,z;] puede expresarse finalmente como

Sy =m(f(ziy + flz))/1+ f(@))?
para algun z; € [x,_1,x,].

Si sumamos las superficies de todos los troncos de cono que se obtienen para la particién
P

n’

3

S =S ey + fay /Lt ()2,

se obtiene una aproximacién de la superficie del sélido de revolucién generado al rotar
la gréafica de la funcién f alrededor del eje . A medida que aumentamos el nimero de
intervalos en la particién, la aproximacion serd mejor y en el limite cuanto n tiende a
00, tendremos el valor exacto de la superficie de revolucién. Como ya se ha visto en
las secciones anteriores, esta suma infinita es la integral de rieman de las superficie del
tronco de cono, es decir,
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n b
S = JEEOZ”(JC(%A + flx))\/1+ f' () :/ 2nf(z)\/1+ f/(x)%dx,

ya que, cuando los intervalos se hacen infinitamente pequefios, f(x; )y f(z;) se aproxi-
man cada vez mas el uno al otro y, en el limite, acaban siendo el mismo valor f(x), por
lo que en la integral se pone 2f(x).

Ejemplo 10.19. Veamos cémo calcular la superficie de una esfera de radio r centrada
en el origen. Esta esfera es el solido de revoluciéon que surge al rotar la funcién f(x) =
Vr2 — 22 alrededor del eje z, por lo que su superficie puede calcularse mediante la integral

2
/27Tf W1+ f'(x da?—/ 2V r2 — 12 1+ \/L> dx

:/ 2wm\/1+

b

:/ o/t — o\
. 2—x
/27”/7’2 —x2

:/ 27r\/>d:n—/ 2mr dx

e e

= 2mr[x]", = 2nr(r — (—r)) = 4mr2.

10.11 Aplicaciones fisicas

En esta seccién presentamos varias aplicaciones de las integrales en distintas areas de la
Fisica.

10.11.1 Cinematica

Como ya ese vi6 en la interpretacién cinemética de la derivada, cuando s(t) es una
funcién que describe la posiciéon de un objeto que se mueve a lo largo del eje x, s'(t) es
la velocidad instantanea del objeto en cada instante ¢ y s”(t) es la aceleracion en cada
instante .

Asi pues, si conocemos la velocidad instantdnea v(¢) de un objeto en cada instante ¢,
podemos averiguar su posicién integrando la velocidad. Como $s(t) es una primitiva de
v(t), segun el teorema fundamental del calculo, se tiene
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b
/ u(t) dt = s(a) — s(b),

es decir, la diferencia entre la posicién el objeto en los instantes t =b y t = a.

Advertencia

La integral anterior mide el desplazamiento neto del objeto, que coincide con el
desplazamiento absoluto si la funcién velocidad es positiva en el intervalo de inte-
gracioén, pero si toma valores positivos y negativos, para calcular la distancia total
recorrida por el objeto en el intervalo [a, b], es necesario integrar el valor absoluto
de la velocidad, tal y como se hizo para el calculo de areas en la Seccion 10.6.1.

En general, suponiendo que el instante inicial en el que comienza el movimiento es el
instante ¢t = 0, y por tanto, la posicién inicial del objeto es s(0), la posiciéon que ocupa
el objeto en cualquier instante ¢ viene dada por la integral

Del mismo modo, si conocemos la aceleracion del objeto a(t) en cada instante ¢, podemos
averiguar su velocidad integrando la aceleracién. Como v(t) es una primitiva de a(t),
segun el teorema fundamental del célculo, se tiene

b
[ attyar =it~ i),

es decir, la diferencia entre la velocidades en los instantes a y b.

Si suponemos como antes, que el instante inicial en el que comienza el movimiento es el
instante ¢ = 0, y por tanto, la velocidad inicial del objeto es v(0), la velocidad del objeto
en cualquier instante ¢ viene dada por la integral

v(t) =v(0) + /o a(x) dx.

Combinando estos dos resultados, es posible averiguar la posicién que ocupa el objeto si
es conoce su aceleracion.
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Ejemplo 10.20. Veamos como podemos deducir la famosa formula de la posicién de
un objeto en caida libre. En este caso, supondremos que la posicién inicial del objeto es
s(0) = s, m y su velocidad inicial es v(0) = v, m/s. Ademés, supondremos que no hay
rozamiento, por lo que la Unica fuerza que actiia sobre el objeto es la gravedad, con una
aceleracién constante g = 9.8 m/s.

Integrando la aceleracion obtenemos la velocidad del objeto en cada instante ¢.

t
o) =v(0) + [ ~gdz = vy~ glaly = vy~ gt
0
Ahora, integrando la velocidad obtenemos la posicién el objeto en cada instante t.

t 9 t 9

x
3(t>:5(0>+/ Uo_gf'?dCC:Sg—F{vox—g] =50+t —g—=.
0 2], 2

En el caso de que la posicién inicial sea s, = 0 m, y se parta de una situacién de reposo,
es decir, vy = 0 m/s, se llega a

10.11.2 Trabajo

Otra aplicacién importante de las integrales en Fisica es el calculo del trabajo realizado al
desplazar un objeto aplicindole una fuerza. En mecanica clasica, si un objeto se desplaza
en linea recta y su posicién viene dada por la funcién s(t), la fuerza F' ejercida sobre el
objeto viene dada por la segunda ley de Newton

F=m-a

donde m es la masa del objeto y a es la aceleracién.

La unidad de medida de la fuerza en el Sistema Internacional (SI) es el newton N=kg-
m /s?, es decir, si se aplica 1 N a un objeto de masa 1 kg, este sufrird una aceleracién
de 1 m/s?.

Cuando se aplica una fuerza sobre un objeto desplazandolo en linea recta una determi-
nada distancia, el trabajo W realizado en ese desplazamiento viene dado por el producto
de la fuerza y la distancia que recorre el objeto, es decir,

W=F-d
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Como la fuerza se mide en newtons, la unidad del trabajo en el SI es el julio J = N -m.

Cuando la fuerza es constante, el trabajo es proporcional a la distancia recorrida.

Ejemplo 10.21. Si levantamos una pesa de 1 kg desde el suelo hasta una altura de 2
m, la fuerza ejercida es igual y opuesta a la que ejerce la gravedad, es decir,

F=m-g=1kg 981 m/s> =98N,

y el trabajo realizado es

W=F-d=981N-2m=19.62J

Cuando la fuerza que se aplica sobre el objeto no es constante, sino que viene dada por
una funcién f(z), el cdlculo no es tan sencillo, pero podemos aplicar la misma estrategia
utilizada con las sumas de Riemann. Si se quiere calcular el trabajo realizado al desplazar
el objeto desde la posicién & = a hasta x = b aplicando una fuerza f(x), podemos tomar
una particion P, = {z, = a,x4,...,z, = b} de n intervalos de igual amplitud Az y
aproximar el trabajo realizado en el intervalo [z, i, ;] con W, = f(z))(x; —x,_1) =

f(z;)Az, donde z; es cualquier valor del intervalo [z;_;,z;]. De este modo, el trabajo
realizado en el intervalo [a, b] puede aproximarse mediante la suma

W = ; W, = ; flzh) Az

Como ya se ha visto, cuando el nimero de subintervalos tiende a oo, en el limite, si la
funcién f es integrable Riemann, podemos obtener el trabajo exacto realizado con la

integral
b
[ faas

Advertencia

La integral anterior mide el trabajo realizado al aplicar una fuerza en el sentido del
desplazamiento, es decir, cuando es positiva.
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Ejemplo 10.22. La funcién f(x) = H% determina la fuerza que actiia sobre una par-
ticula situada a una distancia = del origen de coordenadas. El trabajo que se realiza al
desplazar la particula desde el origen al punto 1 es

W:[ 1ixd$: [In(1 +z)]§ =1n(2) J.

10.11.3 Centro de masas

El centro de masas de un objeto o sistema de objetos es el punto geométrico que dinami-
camente se comporta como si en él estuvieran aplicadas las fuerzas que actiian sobre el
objeto. En el caso de un sistema discreto, como por ejemplo una palanca sobre la que se
coloca un numero finito de pesos, como en la figura de méas abajo, determinar el centro
de gravedad es sencillo, ya que basta aplicar la ley de la palanca de Arquimedes, que
establece

mydy = mydy

m.d, = myd, @

Figura 10.24: Ley de la palanca.

Si colocamos las dos masas m; y m, sobre el eje x en las posiciones z; y x5 respecti-
vamente, el centro de masas x, que se corresponderia con la posicién donde habria que
poner el punto de apoyo de la palanca para que las dos masas la equilibraran, se puede
calcular aplicando la ley de la palanca,

)

my + My

que, en realidad, es la media de las posiciones de x; y x5 ponderada de las masas.

Debido a la fuerza de la gravedad, cada objeto ejerce una fuerza sobre la palanca que
tiende a rotarla alrededor del punto de apoyo (si el objeto estd a la izquierda del punto
de apoyo provocara una rotacién en sentido antihorario, mientras que si esta a la derecha
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lo hara en sentido horario). Esta efecto de rotacién se conoce como momento o torque,
y para un objeto de masa m colocado en la posicién z de la palanca, toma el valor
m -z - g,y sus unidades en el sistema internacional son N - m (aunque ya hemos visto
que N -m son julios, en este caso las unidades de los momentos no se expresan en julios
para distinguirlos del trabajo, ya que el trabajo es una magnitud escalar, mientras que
el momento es una magnitud vectorial).

En general, si hay n objetos sobre la balanza, el centro de masas se alcanzard en el punto
T que cumpla,

n n
§ m;(z; —7)=0& T = 27}7
i=1 Zizl m;

10.11.3.1 Centro de masas de una varilla con densidad variable

Cuando el sistema contiene infinitos objetos de distintas masas, o se trata de un objeto
con una densidad variable, la cosa se complica. Por ejemplo si queremos calcular el centro
de masas de una varilla metélica sobre un intervalo [a, b], tal que su densidad viene dada
por la funcién f(z) kg/m, se puede descomponer el intervalo [a,b] en n subintervalos
de igual amplitud mediante una particiéon P, = {z, = a,2,...,x,, = b}$, con Az =
z; —x;,_1 ¢ =1,...,n. Podemos aproximar la masa de cada subintervalo, asumiendo que
tuviese una densidad constante f(x;), como m; = f(z;)(z; — x,_1) = f(z;)Azx, y por
tanto,su momento serd x;m; = z, f(x;)Az. De este modo, el centro de masas de la varilla
serd aproximadamente, segin la férmula anterior,

2?11 Miti Z?:l z; f(2;) Az
> ™ S flx)Ar

T =

que es el cociente de dos sumas de Riemann. De nuevo, si aumentamos el nimero de
subintervalos, cuando n tiende a oo, en el limite se obtiene el valor exacto del centro de
masas mediante el cociente de dos integrales definidas

.’E:ib

fabxf(x) dx
[ f(z)da

El centro de masas de una varilla situada sobre el intervalo [5,10] con una densidad en
cada punto = dada por la funcién f(x) =2z —1 es
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[af@)de [P —1)de
[Of@yde  [C20—1de

10

3 & 3 2 3 2
Qw_w] (10 10 5 5)
[3 2 |5 23 +5

o _ 3 2
T[22 —x]iO 102 — 10 — 52 +5
3275/6
= = 7.7976
70

10.11.3.2 Centro de masas de una region plana con densidad fija

Cuando se tiene una regién plana en R?, su centro de masas se conoce como centroide y
sus coordenadas se representan como (z,y). El célculo de las coordenadas del centroide,
cuando todos los puntos de la region plana tienen la misma densidad 9, se puede realizar
de forma similar al calculo del centro de masas de una varilla con densidad variable.

Si la regién estd delimitada por una funciéon f(z) y el eje  en un intervalo [a,b], al
descomponer el intervalo [a,b] en n subintervalos de igual amplitud mediante una par-
ticiéon P, = {xq = a,zq,...,x,, = b}$, con Az =z, —x,_; i = 1,...,n, se puede tomar
como aproximacion del drea correspondiente a cada subintervalo [z, ;, ;] el rectdngulo
con base el intervalo y altura el valor de la funcién en el punto medio del intervalo. Si
llamamos al punto medio del subintervalo i-ésimo subintervalo z; = Zi=1%i ¢l 4rea del
rectangulo correspondiente es A, = f(z,)Az y su masa M, = ¢ f(z;)Az. Como todos los
puntos tienen la misma densidad 4, el centroide del rectangulo i-ésimo es (Z;, 5 f(Z;)).

Y

a = xg Xi—1X; Xi X, =b
Figura 10.25: Centroide de los rectdngulos de una suma de Riemann.

El momento del rectangulo i-ésimo con respecto al eje y es

260



de manera que podemos aproximar el momento de la region con respecto al eje y mediante
la suma de Riemann

S b f(E)Ar =8 . f(F) A,
=1 L

y, tomando particiones cada vez con més subintervalos, en el limite cuanto n tiende a oo
se obtiene el momento de la region con respecto al eje y mediante la integral definida

n b
) li_)m inf(a_:i)Ax :5/ xf(x)dx
i=1 a

por lo que se tiene

_ bef(x) dz
fb

a

Tr=

(5fabxf(x) dz,
(5fabf(x) dz

Del mismo modo, el momento del rectangulo i-ésimo con respecto al eje x es

SFE)M, = F(@)07 (@) A = L67(F)?Aa

de manera que podemos aproximar el momento de la region con respecto al eje x mediante
la suma de Riemann

> %51‘(@)2&5 = ;52 f(z;)2 A,

i=1

y, tomando particiones cada vez con mas subintervalos, en el limite cuanto n tiende a oo
se obtiene el momento de la regién con respecto al eje y mediante la integral definida

1 b
2 _ 2
*%}EEOE :f A:U—26/a f(z)?da

por lo que se tiene
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Ejemplo 10.23. Veamos cémo calcular el centroide del semicirculo de ecuacion f(x) =
V1 — 2. En primer lugar calculamos el drea del semicirculo. Haciendo el cambio de
variable x = sen(f), dz = cos(0)db, se tiene

[if(w)dx:[imd:c:/_::\/mcos(g)de

/2

= [:: \/Wcos(ﬁ) df = / cos(0)? df

—7/2

/2 /2
_ / Ltcos(0) 1 [9 n Sen@@)}
—7/2 2 2 —7/2
1/m 1 T 1
=3 (5 + 3 sen(m) + 573 sen(—w))
1 /7 =« ™
=3(3+3)=%
Y ahora calculamos el momento con respecto al eje .
1 1 /2
/ xf(x)dx = / xV1—2x2dx = / sen(#)+/1 — sen(6)? cos(6) d
1 —1 —7/2
/2 /2
= / sen(f)+/cos(0)? cos(9) df = / sen(6) cos(0)? df
—m/2 —7/2

cos(9)? /2
- { i(’>0> L/g - %(COS(”/”S — cos(—m/2)%) = 0.

De manera que

[ af@yde, o

e

fjl f(z)dz, - 7/2

Finalmente calculamos el momento con respecto al eje y.

1/t 1/t 2 1/t 1 3
/ f(x)de:/ V1—z? dx:/ 1—x2d:c:[a:—x]
2/, 2/, 2 2 B

-1
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Luego el centroide es (0, o).

10.12 Aplicaciones estadisticas

Veremos a continuacién otras aplicaciones de la integral més relacionadas con la Esta-
distica.

10.12.1 Calculo de la media de una funcion

Resulta sencillo calcular la media de un conjunto finito de nimeros, pero la cosa se
complica cuando el conjunto de ntimeros es infinito, como por ejemplo, cuando queremos
calcular la temperatura media de un dia.

En esta seccién veremos cémo calcular el valor medio de una funcién f en un intervalo
[a,b], siempre y cuando la funcién sea integrable en el intervalo. La estrategia que se-
guiremos serd la de siempre. Tomaremos una particién P, = {z, = a,z,,...,x, = b}
de n intervalos de igual amplitud Az = b*T‘l y aproximar el valor medio de la funcién
mediante la suma finita

YoMy A LS san,

i=1 i=1 x i=1

donde ] es cualquier valor del intervalo [z;_;, z;].

Cuando el niimero de subintervalos tiende a co, la suma anterior se parecerd cada vez
maés al verdadero valor medio de la funcién en el intervalo, y en el limite, si la funcién f
es integrable Riemann, se puede obtener el valor medio de la funcién mediante la integral

definida

b
flab)= ;= [ fw)ds
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Ejemplo 10.24. El valor medio de la funcién f(z) = sen(z) en el intervalo [0, 7/2] es

B /2 /2
Fl0,7/2] = 77}2/0 o) dz = 772/0 sen(z) da

= 2costo)y? = 20+ 1) =2

Y el valor medio de esta misma funcién en el intervalo [0, 7] es

™

= 2 cos@)ff = (~1+1) =0,

flo, 7] = 1 /07r f(z)dx = ;/OW sen(z) dx

por que la funcién seno es positiva en [0, 7/2] y negativa en [r/2, 7|, de manera que los
valores positivos se compensan con los negativos y se obtiene una media O.
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11 Geometria vectorial del plano y del
espacio reales

Para proceder al estudio analitico de las funciones de varias variables y de las funciones
vectoriales se necesita introducir el concepto de vector y algunas propiedades geomé-
tricas del plano euclideo R? y del espacio euclideo R?. Muchas de estas propiedades se
pueden generalizar facilmente a espacios de cualquier dimensién. En este capitulo intro-
ducimos estos los conceptos bésicos de geometria vectorial necesarios para los préximos
capitulos.

11.1 Escalares y vectores

11.1.1 Escalares

Algunos fenémenos de la naturaleza pueden describirse mediante un nimero referido a
una unidad de medida.

Definicién 11.1 (Escalar). Un escalar es un niimero que sirve para expresar una mag-
nitud sin direccion.

Ejemplo 11.1. La estatura o el peso de una persona, el volumen de un depésito, la
temperatura de un gas, el trabajo realizado por una fuerza sobre un objeto, la carga
eléctrica o el tiempo que tarda un mévil en recorrer una distancia, son escalares.

Sin embargo, existen otros fenémenos que no pueden describirse adecuadamente median-
te un escalar. Si, por ejemplo, un navegante quiere poner rumbo a puerto y sélo conoce

de la intensidad del viento, no sabria qué direccién tomar. La descripcién del viento
requiere dos elementos, su intensidad y su direccién.

11.1.2 Vectores

Definicién 11.2 (Vector). Un wvector es un nimero que sirve para expresar una magni-
tud y tiene asociada una direccién y un sentido.
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Ejemplo 11.2. La velocidad y la aceleracion de un movil o la fuerza que se aplica sobre
un objeto, son vectores.

Geométricamente, un vector se representa mediante un segmento orientado, es decir, una
flecha.

Figura 11.1: Vector.

11.1.3 Representaciéon de un vector

Un segmento orientado puede ubicarse en diferentes lugares dentro de un espacio euclideo.
Sin embargo, con independencia de donde esté situado, si la longitud y la direccién no
varian, dicho segmento representara siempre el mismo vector.

Esto permite representar todos los vectores con un mismo origen, el origen en sistema de
coordenadas cartesianas. Asi, en cualquier espacio euclideo, un vector queda determinado
por las coordenadas del punto que determina su extremo final.

.\'

CD
Yo 4

V= (%0,Y0) = AB=CD=EF

X

\()

ErL"

Figura 11.2: Coordenadas de un vector.

11.1.4 Vector a partir de dos puntos

Dados dos puntos P y @ de un espacio euclideo, el vector con origen en P y final en @)
tiene coordenadas PQ = @ — P.
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Ejemplo 11.3. Sean los puntos P = (2,1) y Q = (3,4) del plano real R?, entonces
PQ=Q—P=(3,4)—(2,1)=(3—2,4—1) = (1,3).

y Q

1

Figura 11.3: Defincién de un vector a partir de dos puntos.

11.1.5 Médulo de un vector

Definicién 11.3 (Médulo de un vector). Dado un vector v = (vq,---,v,) en R”, se
define el mddulo de v como

V| = /v + -+ 0

El médulo de un vector coincide con la longitud del segmento que representa al vector.

Ejemplo 11.4. Sea u = (3,4) un vector en R?, entonces

lu| = /32 + 42 = V25 = 5.

Sea |v| = (4,7,4) un vector en R3, entonces

V] = V42 + 72 1 42 = BT = 9.
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11.1.6 Vectores unitarios

Definicién 11.4 (Vector unitario). Se dice que un vector v en R™ es unitario si su
modulo es 1, es decir |v| = 1.

Especial atencién merecen los vectores unitarios que siguen la direcciéon de los ejes de
coordenadas, estos vectores se llaman vectores coordenados.

En R? los vectores coordenados son

i:(170>yj:(071)

o

1 2

Figura 11.4: Vectores coordenados en el plano real.

En R? los vectores coordenados son

i=(1,0,0),j=(0,1,0) y k = (0,0,1)

Figura 11.5: Vectores coordenados en el espacio real.
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11.1.7 Suma de vectores

Definicién 11.5 (Suma de vectores). Dados dos vectores u = (uy,--,u,) y v =
(vy,++,v,) en R™, se define la suma de u'y v como
u+v=(u +vy,...,u, +v,).
y
Uy +vy
) <
\‘X
V,
uy
u
X

V1 ur uyp+vy

Figura 11.6: Suma de vectores.
Ejemplo 11.5. Sean u = (3,1) y v = (2,3) dos vectores en R?, entonces
ut+v=03+2,1+3)=(54).

11.1.8 Producto de un vector por un escalar

Definicién 11.6 (Producto de un vector por un escalar). Dado un vector v = (vq,,v,,)
en R, y un escalar a € R, se define el producto de a por v como

av = (avy, ..., av,).

av

: — X
V1 avy

Figura 11.7: Producto de un vector por un escalar.
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Ejemplo 11.6. Sean el vector v = (2,1) en R? y el escalar a = 2, entonces
av =2(2,1) = (4,2).

11.1.9 Expresiéon de un vector como combinacidn lineal de los vectores
coordenados

La suma de vectores y el producto de un vector por un escalar permite expresar cualquier
vector como una combinacién lineal de los vectores coordenados.

En el caso del espacio real R, cualquier vector v = (vy, vy, v3) puede expresarse como

v = (1,05, v3) = 11+ vyj + vsk.

v =(vx,vy,vz)

Figura 11.8: Expresiéon de un vector como combinacién lineal de los vectores coordena-
dos.

11.1.10 Producto escalar

Definicién 11.7 (Producto escalar). Dados dos vectores u = (uy,=,u,) y
v = (vq,,v,) en R, se define el producto escalar de u 'y v como

UV =1uy+- -+ u,v,.

Advertencia

El resultado del producto escalar de dos vectores no es un vector, sino un escalar.
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Ejemplo 11.7. Sean u = (3,1) y v = (2,3) dos vectores en R? entonces
u-v=3-24+1-3=09.
Teorema 11.1 (Producto escalar). Dados dos vectores u y v en R™, se cumple que

u-v = |ul|v|cosa

donde «a es el dngulo que forman los vectores.

11.1.11 Vectores paralelos

Definicién 11.8 (Vectores paralelos). Dos vectores u'y v en R™ son paralelos si existe
un valor a € R tal que

u = av.

Ejemplo 11.8. Los vectores u = (—4,2) y v = (2, —1) en R? son paralelos, ya que
v=(—4,2) = —2(2,—1) = —2v.

11.1.12 Vectores ortogonales y ortonormales

Definicién 11.9 (Vectores ortogonales y ortonormales). Dos vectores u'y v en R™ son
ortogonales si su producto escalar es nulo

u-v=0.

Si ademas el médulo de ambos vectores es la unidad |u| = |v| = 1, entonces se dice que
son ortonormales.

Los vectores ortogonales son perpendiculares entre si, es decir, forman un dngulo de
90°.
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Ejemplo 11.9. Los vectores u = (2,1) y v = (—2,4) en R? son ortogonales, ya que

uv=2-—-2+4+1-4=0,
pero no son ortonormales ya que |u| = v22+ 12 # 1y |v]|=v—22 +42 # 1.

Los vectores i = (1,0) y j = (0,1) en R? son ortonormales, ya que

=1-040-1=0, [[i=v124+02=1, [jl=v02+12=1.

11.2 Rectas

11.2.1 Ecuacién vectorial de la recta
Definicién 11.10 (Ecuacién vectorial de la recta). Sea [ una recta en el espacio R™

y sean P = (py,...,p,) un punto cualquiera de la recta y v = (vy,...,v,,) un vector
cualquiera con la misma direcciéon que la recta. La ecuacion

l: X=P+tv=(py,...,0,) +t(vy,...,0,) = (p; + tvy,...,p, +tv,),
parametriza a [ en funcién de t € R, y se conoce como ecuacion vectorial de la recta.

Ejemplo 11.10. Considérese la recta del espacio real R? que aparece en la siguiente
grafica.

Figura 11.9: Ecuacién vectorial de la recta.

Un punto de la recta es P = (1,1,2) y un vector director es v = (—1,2,2), luego su
ecuacién vectorial es

I:X=P+tv=(1,1,2)+¢(-1,2,1) = (1—¢t,1+2t,2+1t) tER.
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11.2.2 Ecuaciones paramétricas y cartesianas de la recta
De la ecuacién vectorial de una recta [ : X = P +tv = (p; + tvy,...,p, + tv,) se

obtienen facilmente las coordenadas de los puntos que forman parte de la recta mediante
n ecuaciones paramétricas:

xy(t) = py + tvy,...,x,(t) = p, + tv,

donde, si v es un vector cuyas coordenadas son no nulas (v; # 0 Vi), se puede despejar
el parametro ¢t en cada una de ellas e igualarlas,

xl_pl_ _xn_pn

vy v

Ejemplo 11.11. Dada la ecuacién vectorial de la recta [ : X = (1,1,2) +¢(—1,2,1) =
(1—1t,1+2t,2+1) en el espacio real R?, sus ecuaciones paramétricas son

e(t)=1—t, y{t)=1+2t =2(t)=2+t,

y sus ecuaciones cartesianas son

11.2.3 Ecuacién punto-pendiente de una recta en el plano

En el caso particular del plano real R?, si se tiene una recta con ecuacién vectorial
M

lX:P+tV: (.'Eo,yo)'i_t(a,b) == <$0+ta,y0+tb),

sus ecuaciones paramétricas son

x(t) = zy+ta, y(t) =y, +1tb
y sus ecuacion cartesiana es

r—2y Y—Yo

a b

A partir de aqui, pasando b multiplicando al otro lado de la ecuacién, se obtiene
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b .
y—y():g(:z:—:co)0b1eny—y0+m(:n—x0),

llamando m = b/a.

Esta ecuacién se conoce como ecuacién en la forma punto-pendiente.

Ejemplo interactivo

11.2.4 Pendiente de una recta en el plano real

Definicién 11.11 (Pendiente de una recta). Dada una recta [ : X = P +tv en el plano
real R2, con vector director v = (a,b), se define la pendiente de [ como b/a.

Figura 11.10: Pendiente de una recta en el plano real.

Ejemplo interactivo

Recordar que dados dos puntos P = (zq,y;) y @ = (z4,y5) de la recta [, se puede

tomar como vector director el vector que los une, que tiene coordenadas PQQ = @Q — P =

(xy — x1,Y5 — y;), de manera que la pendiente de [ serd u, es decir, el cociente
Loy — Iy

entre lo que cambia la coordenada y y lo que cambia la coordenada =x.

11.3 Planos

11.3.1 Ecuacién vectorial del plano en el espacio real

Para llegar a la ecuacién de un plano en el espacio real R? se puede partir de un punto del
plano P = (z, Yy, 29) y de un vector perpendicular al plano v = (a, b, ¢). Entonces, para
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cualquier punto del plano ) = (z,y, z) se cumple que el vector PQ = (x—x¢, Y—Yo, 2—20)
es ortogonal a v, por lo que su producto escalar se anulara.

Definicién 11.12 (Ecuacién vectorial de un plano en el espacio). Dado un punto P =
(29, Yo, 29) ¥ un vector v = (a, b, c) en el espacio real R3, la ecuacién vectorial del plano
que pasa por P perpendicular a v = (a,b,c) es

P_'Q'V: (x_x07y_y07Z_ZO)(a7b7c> :a(m—x0)+b(y—yo)+c(z—zo) =0.

Figura 11.11: Ecuacion vectorial del plano.

11.3.2 Ecuacion escalar de un plano en el espacio

De la ecuacién vectorial del plano se obtiene

a(x — ) + by —yg) + c(z — 2y) =0 ax + by + cz = axy + by, + czg,

que, renombrando d = az + by, + cz,, puede reescribirse como

axr + by + cz =d,

y se conoce como ecuacion escalar del plano.

:::{#exm-ecuacion-plano} Dado el punto P = (2,1,1) y el vector v = (2, 1, 2), la ecuacién
vectorial del plano qu pasa por P y es ortogonal a v es

(x—2,y—1,2—1)(2,1,2) =2(x—2)+ (y— 1) +2(z—1) =0,

y su ecuacion escalar es

20 +y+2z="1.
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12 Derivadas de funciones vectoriales

Hasta ahora hemos estado trabajando con funciones reales de variable real, cuya imagen
era un subconjunto de R, pero muchos fenémenos reales, como por ejemplo el movimiento
de un objeto en el espacio, no puede modelizarse mediante este tipo de funciones, puesto
que la posicién del objeto viene determinada por un vector. Para modelizar este tipo
de fenémenos introduciremos en este capitulo un nuevo tipo de funciones que asocian
vectores a valores reales y estudiaremos la variacién de estas funciones mediante la
derivada.

12.1 Funciones vectoriales de una variable real

Definicién 12.1 (Funcién vectorial de una variable real). Una funcion vectorial de una
variable real o campo vectorial de una variable escalar es una funciéon que asocia cada

valor escalar t € D C R con un vector (z(t),...,x,(t)) en R™:
f: R — R»
. — ($1<t>7>$n<t))

donde z;(t), i = 1,...,n, son funciones reales de una variable real conocidas como fun-
ciones coordenadas.

Los campos vectoriales més habituales se dan en plano real R?, donde se suelen repre-
sentar asi

f(t) = a(®)i+y(0)j,

y en el espacio real R3, donde ser representan asi

f(t) = z()i+y(0)j + 2()k,
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Figura 12.1: Trayectoria de una funcién vectorial en el plano real.

12.1.1 Representacion grafica de una funcién vectorial
La representacién grafica de una funcién vectorial en R? es una trayectoria en el plano
real.

La representaciéon grafica de una funcién vectorial en R? es una trayectoria en el espacio
real.

Figura 12.2: Trayectoria de una funcién vectorial en el espacio real.

12.2 Derivada de una funcién vectorial

El concepto de derivada como limite de la tasa de variacién instantanea puede extenderse
facilmente a campos vectoriales.

Definicién 12.2 (Derivada de una funcién vectorial). Se dice que una funcién vectorial
ft) = (z,(t),...,z,(t)) en R™ es derivable o diferenciable en un punto t = a si existe el
limite

i 10080~ f(a)
At—0 At '

En tal caso, el valor del limite se conoce como derivada del campo vectorial en el punto
a y se representa por f'(a).
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Muchas de las propiedades de las funciones reales de variable real pueden extenderse a
las funciones vectoriales de variable real a través de sus componentes. Asi, por ejemplo,
la derivada de una funcién vectorial puede obtenerse a partir de las derivadas de sus
funciones componentes.

Teorema 12.1. Dada una funcion vectorial f(t) = (x1(t),...,x,(t)) en R™, si x,(t) es
derivable en t = a para cada i =1, ...,n, entonces f es derivable en a y su derivada vale

[J .7
1 Demostracion

Prueba. La demostracién para una funcién vectorial en R? es facil:

fla+ At) — f(a) (z(a+ At), y(a + At)) — (x(a),y(a))

fila) = Aliglo At - Aliglo At
Y (x(a + At) —x(a) yla+ At) — y(a))
= Ao At ’ At
x(a+ At) — z(a a+ At) —yla
- (Algo o Ati ( >7A1£IE>10 et Ati o )) = (2'(a),y’(a)).

Se deja como ejercicio la demostracién para espacios de mayor orden.

12.3 Cinematica: Movimiento curvilineo

La derivada como velocidad a lo largo de una trayectoria en la recta real puede genera-
lizarse a trayectorias en cualquier espacio euclideo R™.

Para el caso del plano real R? si la funcién vectorial f(t) describe la posicién de un objeto
movil en el plano en el instante ¢, tomando como referencia el origen de coordenadas O
y los vectores coordenados {i = (1,0),j = (0,1)}, se puede representar la posicién P del

Z

movil en cada instante ¢ mediante un vector OP = z(t)i + y(t)j cuyas coordenadas

{x =z(t)y = y(¢) t € Dom(f)

son las funciones coordenadas de f.
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f Posicién
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Tiempo _--

t
I E—

Figura 12.3: Trayectoria de un movimiento curvilineo en el plano real.

| Importante

En este contexto, la derivada de la funcién vectorial f'(a) = (z7(a), ...,z (a)) es el

vector velocidad de la trayectoria descrita por f en el instante t = a.

Advertencia

No debe confundirse el vector velocidad v = f’(a) con la velocidad del mévil dada
por |v|.

Ejemplo 12.1. Dada la funcién vectorial f(t) = (cos(t),sen(t)), t € R, cuya trayec-
toria es la circunferencia unitaria centrada en el origen de coordenadas, sus funciones
coordenadas son z(t) = cos(t), y(t) = sen(t), t € R, y su velocidad es

v = F/(t) = (@' (8),y/(£) = (—sen(t), cos(t)).

En el instante t = 7/4, el mévil estard en la posicion f(n/4) = (cos(w/4),sen(n/4)) =
(v/2/2,4/2/2) y se movera con una velocidad v = f’(7/4) = (—sen(n/4),cos(r/4)) =
(—v2/2,v2/2).

Obsérvese que el moédulo del vector velocidad siempre serd 1 ya que |v| =

V/(=sen(t))2 + cos(t)2 = 1, y por tanto, la velocidad con la que se mueve el
movil es constante.

12.3.1 Recta tangente a una trayectoria en el plano real
Los vectores paralelos a al vector velocidad v se denominan wvectores tangentes a la

trayectoria de f en el instante t = a, y la recta que pasa por P = f(a) dirigida por v es
la recta tangente a f cuando t = a.
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v=1['(n/4)

P=f(m/4)

VA

£(6) = (co3(1), sen(r))

Figura 12.4: Trayectoria circular en el plano.

Definicién 12.3 (Recta tangente a una trayectoria en el plano real). Dada una funcién
vectorial f(t) = (x(t),y(t)) en el plano real R?, se llama recta tangente a la trayectoria
de f en t = a, a la recta de ecuacién vectorial

(@(t),y(t)) = fla) +tf(a) = (x(a),y(a)) + t(z"(a),y'(a))
= (z(a) +tz'(a), y(a) + ty'(a)).

De la ecuacién vectorial de la recta tangente a la trayectoria de f en t = a, se obtiene
que sus funciones cartesianas son

{x(t) = z(a) + tz'(a) ‘e R

y(t)v = yla) +ty'(a)

y despejando t en ambas ecuaciones e igualando se llega a la ecuacién cartesiana de la
recta tangente

siz’(a) #0 ey (a) #0.

Desde esta ecuacion es ficil pasar a la ecuacién en la forma punto-pendiente.
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Ejemplo 12.2. Hemos visto que para la funcién vectorial f(¢) = (cos(t),sen(t)), t € R,
cuya cuya trayectoria es la circunferencia unitaria centrada en el origen de coordenadas,
en el instante ¢ = 7/4 la posicién del mévil era f(7/4) = (v/2/2,v/2/2) y su velocidad
v = (—v/2/2,v/2/2), de modo que la recta tangente a la trayectoria de f en ese instante
es

Su ecuacién cartesiana es

T—V2/2 _y—V2/2 _ —V2)2 _
a2 ViR =y—V2/2= Q(x—\/§/2):>yf x4+ V2,

v la ecuacién punto-pendiente es

y—V2/2 = _\/5/22(95_\/5/2>:»y=—m+\/§.

f(#) = (cos

Figura 12.5: Recta tangente a una trayectoria circular en el plano.
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12.3.2 Recta normal a una trayectoria en el plano real

Como acabamos de ver, la recta tangente a la trayectoria de la funcién vectorial f en
t = a, estd dirigida por el vector velocidad v = f’'(a) = (2'(a),y’(a)). Si en lugar de
tomar ese vector se toma como vector director el vector w = (y'(a), —2'(a)), que es
ortogonal a v, se obtiene otra recta que se conoce como recta normal a la trayectoria.

Definicién 12.4 (Recta normal a una trayectoria en el plano real). Dada una funcién
vectorial f(t) = (z(t),y(t)) sobre el plano real R?, se llama recta normal a la trayectoria
de f en t = a a la recta de ecuacion

(@(t),y(t) = (z(a),y(a)) + t(y'(a), —2'(a)) = (z(a) + ty'(a), y(a) — tz’(a)).
Su ecuacion cartesiana es

r—w(a) _y—yla)
vl a0

y su ecuacién en la forma punto pendiente

1 Nota

La recta normal es perpendicular a la recta tangente ya que sus vectores directores
son ortogonales.

Ejemplo 12.3. Siguiendo con el ejemplo de la trayectoria circular de la funcién vectorial
f(t) = (cos(t),sen(t)), t € R, la ecuacién vectorial de la recta normal en el instante
t=m/4es

n: (z(t),y(t)) = (cos(mw/4),sen(n/4)) + t(cos(mw/4),sen(w/4))
:C@¢ﬂ+¢cﬁ¢ﬂ

22 22
2

_ (V2 V2V V2
2 22 2

su ecuacion cartesiana es
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T —V2/2 _y—v2/2
V2/2 V22

y la ecuacién punto-pendiente

v Ve =YV 5y =

v=['(n/4)

P = f(n/4)

X
| /
y=x ~

f(t) = (cos(t),sen(r))

Figura 12.6: Recta normal a una trayectoria circular en el plano.

Un caso particular de las rectas tangente y normal a una trayectoria en el plano son la
rectas tangente y normal a una funcién real de una variable real. Si se tiene la funcién
y = f(x), x € I C R, una funcién vectorial cuya trayectoria traza la grafica de f es

g(x) = (z, f(z)) =eR.

Su vector velocidad es

g'(x) = (1, f'(z)),

de manera que la recta tangente a g en t = a es

p—a _y—fl@)
y la recta normal es
v—a _y—fl@) o =1
f’(a) - _1 :>y f( ) f’(a)( )7
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que como se puede comprobar, coinciden con las ecuaciones vistas en.

Ejemplo 12.4. Dada la funcién y = f(x) = 22, la funcién vectorial cuya trayectoria
traza la grafica de esta funcién es g(t) = (¢,t?) y su velocidad es ¢’(t) = (1, 2t), de modo
que en el punto (1, 1), que se alcanza en el instante ¢ = 1, la recta tangente es

—1 —1
Y Ly 1=2—1) =y =221,
1 2
y la recta normal es
r—1 y—1 —1 - 3
=—=sy—-1l=—@x-1)=y=—+ -.
2 -1 Y p@-D=y="5+;

12.3.3 Recta tangente a una trayectoria en el espacio real

El concepto de recta tangente a una trayectoria en el plano real puede extenderse facil-
mente a trayectorias en el espacio real R3.

Definicién 12.5 (Recta tangente a una trayectoria en el espacio real). Dada una fun-
cién vectorial f(t) = (x(t),y(t), z(t)) en el espacio real R3, se llama recta tangente a la
trayectoria de f en t = a, a la recta de ecuacién vectorial

fla) +tf(a) = (z(a),y(a), 2(a)) + t(z'(a),y'(a), 2’ (a))

((t), y(t),2(t) =
= (z(a) + tz'(a),y(a) + ty'(a), z(a) + tz(a)).

Sus ecuaciones cartesianas son

r—a(a) y—yla) z—2(a)

o'(a) — yl(a)  Z(a)

siempre que x'(a) # 0, y'(a) # 0y 2'(a) # 0.

Ejemplo 12.5. Dada la funcién vectorial f(t) = (cost,sen(t),t), t € R en el espacio
real, en el instante ¢ = w/2, la trayectoria pasara por el punto

f(m/2) = (cos(m/2),sin(w/2),7/2) = (0,1,7/2),

con vector velocidad
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v = f'(n/2) = (—sin(7/2), cos(7/2),1) = (—1,0, 1),

y la recta tangente a la trayectoria de f en ese instante es

(z(t), y(t), 2(t)) = (0,1,7/2) + t(—1,0,1) = (—t, 1, ¢+ 7/2).

Figura 12.7: Recta tangente a una trayectoria en el espacio.

12.3.4 Normal plane to a trajectory in the space

En el espacio tridimensional R?, la recta normal a una trayectoria no es tnica, sino que
hay infinitas, todas ellas en el mismo plano, por lo que en vez de hablar de recta normal
a la trayectoria, se habla de plano normal a la trayectoria.

Si f(t) = (x(t),y(t),2(t)), t € R, is una funcién vectorial en el espacio real R3, en
el instante ¢ = a, el mévil que sigue la trayectoria de f estard en la posicion P =
(x(a),y(a),z(a)) con vector velocidad v = f'(t) = (2'(t),y’(t),2'(t)). Asi, tomando
el vector velocidad como ortogonal al plano, cualquier vector del plano normal sera
ortogonal al vector velocidad, por lo que su producto escalar serd nulo, de lo que se
deduce la siguiente ecuacion

(x —z(a),y —yla),z — 2(a))(2"(a),y'(a), #'(a)) = 0
< a'(a)(x —=z(a) +y'(a)(y —y(a) + 2'(a)(z — 2(a)) = 0.

Definicién 12.6 (Plano normal a una trayectoria en el espacio real). Dada una fun-

cién vectorial f(t) = (x(t),y(t),2(t)) en el espacio real R?, se llama plano normal a la
trayectoria de f en t = a, al plano de ecuacién
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#'(a)(z —x(a)) +y'(a)(y —y(a)) + 2'(a)(z — 2(a)) = 0.

Ejemplo 12.6. Para la trayectoria de la funcién vectorial del ejemplo anterior f(t) =
(cost,sint,t), t € R, en el instante t = 7/2 la trayectoria pasa por el punto

f(m/2) = (cos(m/2),sin(n/2),7/2) = (0,1,7/2),

con vector velocidad

v = f'(n/2) = (—sin(7/2), cos(7/2),1) = (—1,0, 1),

y el plano normal a la trayectoria de f en ese instante tiene ecuacién

(:B—O,y—l,z—g) (—1,0,1)20@—3:—1—2—320.

2

1,7/2)

Figura 12.8: Plano normal a una trayectoria en el espacio.

Ejemplo interactivo
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https://www.geogebra.org/m/Q2C7EfBn
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