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CAPITULO 1

El sistema de los niimeros

reales y el de los complejos

1.1 INTRODUCCION

El Anilisis matemadtico estudia conceptos relacionados de alguna manera con
los mimeros reales; por ello empezaremos nuestro estudio del Anélisis con una
discusidn del sistema de los mimeros reales.

Existen diversos métodos para introducir los nimeros reales. Uno de ellos
parte de los enteros positivos 1, 2, 3, ..., que considera conceptos no defini-
dos, utilizdndolos para construir un sistema mds amplio, los nimeros racio-
nales positivos (cocientes de enteros positivos), los negativos y el cero. Los
nimeros racionales son utilizados, a su vez, para construir los nimeros irracio-
nales, nimeros reales como /2 y =, que no son racionales, El sistema de los
nimeros reales lo constituye la reunién de los mimeros racionales e irracionales.

A pesar de que estas cuestiones constituyen una parte importante de los
fundamentos de la Matemdtica, no las describiremos aqui con detalle. Es un
hecho que, en la mayor parte del Andlisis, nos interesardn solamente las pro-
piedades de los niimeros reales antes que los métodos utilizados para construir-
los. Por lo tanto, consideraremos los mimeros reales mismos como objetos no
definidos, sometidos a ciertos axiomas de los que extraeremos ulteriores pro-
piedades. Dado que el lector estd, probablemente, familiarizado con la mayoria
de las propiedades de los niimeros reales que consideraremos en las piginas que
siguen, la exposicién serd més bien breve. Su propdsito es examinar las carac-
teristicas mds importantes y persuadir al lector de que, de ser necesario, todas
las propiedades se podrian deducir a partir de los axiomas. Tratamientos més
detallados podrdn hallarse en las referencias del final de este capitulo.

Por conveniencia usaremos la notacién y la terminologia de la teoria de con-
juntos elemental. Supongamos que S designa un conjunto (una coleccién de ob-
jetos). La notacidén x € § significa que x estd en el conjunto §, escribiendo x & §
para indicar que x no estd en S. '

Un conjunto § es un subconjunto de T si cada elemento de § estd también
en T. Lo indicaremos escribiendo § € T. Un conjunto es no vacio si contiene,
por lo menos, un elemento.
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Suponemos que existe un conjunto no vacio R de elementos, llamados nime-
ros reales, que satisfacen los diez axiomas enumerados a continuacién. Los axio-
mas se clasifican de manera natural en tres grupos a los que nos referiremos
como axiomas de cuerpo, axiomas de orden y axioma de completitud (llamado
también axioma del supremo o axioma de continuidad).

1.2 LOS AXIOMAS DE CUERPO

Junto con el conjunto R de los mimeros reales admitimos la existencia de dos
operaciones, llamadas suma y multiplicacién, tales que, para cada par de ni-
meros reales x e y, la suma x + y y el producto xy son nimeros reales deter-
minados univocamente por x e y, satisfaciendo los siguientes axiomas. (En los
axiomas que a continuacién se exponen, x, ¥, z representan nimeros reales arbi-
trarios en tanto no se precise lo contrario.)

Axioma 1. x+y=y + x, Xy = yx (leyves conmutativas).
Axioma 2. x + (y + 2) = (x + ) + z, x(yz) = (x¥)z (leyes asociativas).
Axioma 3. x(y + z) = xy + xz (ley distributiva).

Axioma 4. Dados dos niimeros reales cualesquiera x e y, existe un namero
real z tal que x + z = y. Dicho niimero z se designard por y —x; el niimero
x —x se designard por 0. (Se puede demostrar que 0 es independiente de x.)
Escribiremos — x en vez de 0 — x y al numero — x lo llamaremos opuesto de x.

Axioma 5. Existe, por lo menos, un niimero real x 0. Si x e y son dos
niimeros reales con x 5= 0, entonces existe un numero z tal que xz = v. Dicho
nimero z se desginard por y[x; el niimero x/x se designard por 1 y puede de-
mosirarse que es independiente de x. Escribiremos x™ en vez de Ifx si x=s=0
y a x7 lo Hamaremos reciproco o inverso de x.

De estos axiomas pueden deducirse todas las leyes usuales de la Aritmé-

tica; por ejemplo, —(—x)=ux, (x)'=x, —(x—y)=y—x x—y=
X 4 (—y), etc. (Para un desarrollo mds detallado, ver Referencia 1.1.)

1.3 LOS AXIOMAS DE ORDEN

Suponemos también la existencia de una relacién < que establece una orde-
nacion entre los nmimeros reales y que satisface los axiomas siguientes:
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Axioma 6. Se verifica una y sélo una de las relaciones x =y, x <y, x> ).
NOTA. X > y significa lo mismo que y < x.

Axioma 7. Si x < y, entonces, para cada z, es x+ z <y + z
Axioma 8. Si x>0 e y > 0, entonces xy > 0.
Axioma 9. Si x>y e y > z, entonces x> 1.

NOTA. Un nimero real x se llama positive si x > 0 v negativo si x << 0. Desig-
naremos por R* el conjunto de todos los nimeros reales positivos y por R~ el
conjunto de todos los nimeros reales negativos.

De estos axiomas pueden deducirse las reglas usuales que rigen las opera-
ciones con desigualdades. Por ejemplo, si tenemos que x < y, entonces xz << yz
si z es positivo, mientras que xz > yz si z es negativo. Ademds, si x>y ¥y
Z > wcon y y w positivos, entonces xz > yw. (Para una discusion mds detallada
de estas reglas ver Referencia 1.1.)

NOTA. El simbolismo x <y se utiliza para abreviar la afirmacién:
“I < _}" ﬂ X = _F+"

Resulta, pues, que 2<3 ya que 2<3; y 2<2 ya que 2 = 2, El simbolo =
se utiliza de forma andloga. Un nimero real x se llama no negative si x=0.
Un par simultdneo de desigualdades tales como x <<y, ¥ < z se abrevia por
medio de la expresidn x <y <z

El teorema que sigue, que no es mds que una consecuencia inmediata de
los axiomas precedentes, se utiliza a menudo en las demostraciones del Ana-

lisis.
Teorema 1.1. Sean a y b numeros reales tales que

a <b + ¢ para cada ¢ > 0. (1)
Entonces a < b.

Demostracion. Si b << a, entonces la desigualdad (1) no se satisface para ¢ =
(a— b)/2 puesto que
—-—b a+b a+a

b+emb+2 = < = a
2 2 2
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Por lo tanto, por el axioma 6, resulta que a<< b.
El axioma 10, axioma de completitud, serd enunciado en la seccién 1.11.

1.4. REPRESENTACION GEOMETRICA
DE LOS NUMEROS REALES

Los nimeros reales son, a menudo, representados geométricamente como pun-
tos de una recta (denominada recta real o eje real). Se elige un punto
para que represente el 0 y otro a la derecha del 0 para que represente el 1,
como muestra la Fig. 1.1. Esta eleccién determina la escala. Con un conjunto
apropiado de axiomas para la Geometria euclidea a cada punto de la recta
real corresponde un mimero real y uno sdlo y, reciprocamente, cada nimero
real estd representado por un punto de la recta real y uno solo. Es usual refe-
rirse al punto x en vez de referirse al punto correspondiente al mimero real x.

t i - - Figura 1.1
0 1 T i

La relacién de orden admite una interpretacién geométrica simple. Si x < ¥,
el punto x estd a la izquierda del punto y, como muestra la figura 1.1. Los ni-
meros positivos estdn a la derecha del 0 y los mimeros negativos estdn a la
izquierda del 0. Si @ < b, un punto x satisface las desigualdades a < x < b si,
y s6lo si, 'x estd entre ay b.

1.5 INTERVALOS

El conjunto de todos los puntos comprendidos entre @ y b se denomina inter-
valo. A menudo es importante distinguir entre los intervalos que incluyen sus
extremos y los intervalos que no los incluyen.

NOTACION. La notacién {x:x verifica P} designa el conjunto de todos los ni-
meros reales x tales que satisfacen la propiedad P.

Definicién 1.2. Supongamos a < b. El intervalo abierto (a, b) se define por

(@, b) = {x:a < x < b}.

El intervalo cerrado [a, b] es el conjunto {x:a<<x<b). Los intervalos semi-
abiertos (a, b] y [a, b) se definen andlogamente utilizando, respectivamente, las
desigualdades a <x< b y a<x < b. Los intervalos infinitos se definen como
sigue:

(@, +0) = {x:x > a), [a, +0) = {x:x = a),
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1.7 TEOREMA DE DESCOMPOSICION UNICA
PARA ENTEROS

Si n y d son enteros y si n = cd para algin entero ¢, diremos que d es un divi-
sor de n, 0 que n es un miiltiplo de d, y escribiremos d|n (se lee: d divide a n).
Un entero n es primo si n > 1 y si los dnicos divisores positivos de # son 1 y n.
Sin> 1y nno es primo, entonces n es compuesto. El entero 1 no es ni primo
ni compuesto.

Esta seccién expone algunos resultados elementales acerca de la descom-
posicién de enteros, culminando con el teorema de descomposicidn unica, lla-
mado también el teorema fundamental de la Aritmética.

El teorema fundamental establece que (1) cada entero n > 1 puede ser re-
presentado como producto de factores primos y que (2) esta descomposicién
es tinica, salvo en el orden de los factores. Es fécil probar 1a parte (1).

Teorema 1.5. Cada entero n > 1 es primo o producto de primos.

Demostracidn. Utilizaremos la induccién sobre n. El teorema sec verifica tri-
vialmente para n = 2. Supongamos que es cierto para cada entero k con
1 < k < n. Si n no es primo, admite un divisor 4 con 1 < d < n. Por lo tanto,
n=cd, con 1 < c < n Puesto que tanto ¢ como 4 son < n, cada uno es
primo o es producto de primos; luego n es un producto de primos.

Antes de probar la parte (2), la unicidad de la descomposicién, introducire-
mos otros conceptos.

Si dla y d|b, diremos que d es un divisor comiin de a y b. El teorema que
sigue demuestra que cada par de enteros g y b posee un divisor comiin que
es combinacién lineal de a y de b.

Teorema 1.6. Cada par de enteros a ¥y b admite un divisor comin d de la
forma

d=ax + by
donde x e y son enteros. Ademds, cada divisor comiin de a y b divide a d.

Demostracién. Supongamos primeramente que a = 0 y b= 0 y procedamos por
induccién sobre n =a + b. Si n =0, entonces a=b =0 y podemos tomar
d =0 con x =y = (0. Supongamos entonces que el teorema ha sido probado
para 0, 1, 2, ..., n— 1. Por simetria podemos suponer a=b. Si b =0, en-
tonces d =a, x =1, y=0. 8i b=1 podemos aplicar la hipétesis de induc-
cién a @—b y a b, ya que su suma es a = n— b < n—1. Por lo tanto existe
un divisor comiin d de a— b y b de la forma d = (@ — b)x + by. Este entero d
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indices de las g, si es necesario, se puede suponer p,/q,. Por lo tanto, p, = q,
ya que tanto p, como g, son primos. En (2) simplificamos p, en ambos miem-
bros y obtenemos

"
— =P Ps =414
P

Como n es compuesto, 1 << n/p, < n; luego por la hipdtesis de induccién las
dos descomposiciones de n/p, son idénticas, si se prescinde del orden de los
factores. Por lo tanto, lo mismo es cierto para (2) y la demostracién estd ter-
minada.

1.8 LOS NOMEROS RACIONALES

Los cocientes de enteros a/b (donde b=£0) se llamardn nimeros racionales.
Por ejemplo, 1/2, — 7/5, v 6 son nimeros racionales. El conjunto de los nu-
meros racionales, que designaremos por (), contiene a Z como subconjunto.
Observe el lector que todos los axiomas de cuerpo vy todos los axiomas de
orden se verifican en Q.

Suponemos que el lector estd familiarizado con ciertas propiedades elemen-
tales de los nlimeros racionales. Por ejemplo, si @ y b son racionales, su me-
dia (@ + b)/2 también lo es y estd comprendida entre a v b. As{ pues, entre
dos mimeros racionales hay una infinidad de nimeros racionales, lo cual im-
plica que, dado un mimero racional cualquiera, no sea posible hablar del
niimero racional «inmediato superiors.

1.9 LOS NUMEROS IRRACIONALES

Los nimeros reales que no son racionales se denominan irracionales. Por cjem-
plo, los nimeros V2, e, % y e son irracionales.

En general no es ficil probar que un cierto nimero particular es irracional.
No existe ninguna demostracién simple de la irracionalidad de e, por ejemplo.
Sin embargo, la irracionalidad de nimeros tales como +/2, +/3 no es excesi-
vamente dificil de establecer y, de hecho, probaremos ficilmente el siguiente:

Teorema 1.10. Si n es un entero positivo que no sea un cuadrado perfecto,
entonces v/ n es irracional,

Demostracion. Suponemos en primer lugar que » no admite ninguin divisor
> 1 que sea cuadrado perfecto. Si_admitimos que v/n es racional, llegamos a
contradiccién. Supongamos que Jn = a/b, donde a y b son enteros sin divi-
sores comunes. Entonces nb* = a*® y, dado que el primer miembro de esta
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igualdad es un miiltiplo de n, también lo serd ¢°. Sin embargo, si ¢* es multi-
plo de n, a deberd serlo ya que n no admite divisores > 1 que sean cuadrados
perfectos. (Esto se ve ficilmente examinando la descomposicién de a en facto-
res primos,) Todo ello significa que @ = cn, donde ¢ es un entero. Entonces
la ecuacién nb® = a® se transforma en nb? = ¢*n®, 0 b* = nc?, El mismo argu-
mento prueba que b debe ser asimismo muiltiplo de n. Entonces a y b serian
ambos miiltiplos de n, lo cual contradice el hecho de que a y b carecen de di-
visores comunes. Esto finaliza la demostracién en el caso de que n no admita
un divisor > 1 que sea cuadrado perfecto.

Si n admite un factor que sea cuadrado perfecto, podremos escribir n = m®k,
donde k > 1 y k no admite divisores > 1 que sean cuadrados perfectos. Por lo
tanto v/n = mvVk; y si /n fuese racional, el niimero vk serfa también ra-
cional, contradiciendo lo que acabamos de demostrar.

Un tipo distinto de argumentacién es preciso para probar que el nlimero e
es irracional. (Suponemos cierta familiaridad con la exponencial e* del Cileulo
elemental y su representacién como serie infinita.)

Teorema 1.11. Si e =1+ x4+ 232! + 233! + ... + xn! + ..., entonces
el niimero e es irracional.

Demostracion. Probaremos que e~! es irracional. La serie 7! es una sere al-
ternada con términos que decrecen constantemente en valor absoluto. En tales
series el error cometido al cortar la serie por ¢l n-ésimo término tiene el signo
algebraico del primer término que se desprecia y, en valor absoluto, es menor que

el del primer término que se desprecia. Por lo tanto, si s, = 3r.,(— 1)¥/k!,
tenemos la desigualdad

= |
0D<e ! = Sa35-1 "::EE}—I',
de la que se obtiene
0< k=1 —spo) <= <1, (3)
' T

para todo entero k = 1. Ahora bien (2k — 1)}!s5,., es siempre un entero. Si e™?
fuese racional, entonces podriamos elegir k suficientemente grande para que
(2k— 1) e™* fuese también un entero. A causa de (3) la diferencia entre am-
bos enteros deberia ser un nimero comprendido entre 0 v §, lo cual es impo-
sible. Luego ¢! no es racional y, por tanto, ¢ tampoco lo es.

NOTA. Para una demostracién de la irracionalidad de =, ver Ejercicio 7.33,

Los antiguos griegos sabifan de la existencia de los nlimeros irracionales
alld por el afic 500 a.C. Sin embargo, una teoria satisfactoria de tales nimeros
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no seria desarrollada hasta finales del siglo diecinueve en que tres teorias dis-
tintas son introducidas al mismo tiempo por Cantor, Dedekind y Weierstrass.
En la Referencia 1.6 puede hallarse informacién acerca de las teorias de De-
dekind y Cantor y sus equivalencias.

1.10 COTAS SUPERIORES; ELEMENTO MAXIMO,
COTA SUPERIOR MINIMA (SUPREMO)

Los nuimeros irracionales aparecen en Algebra cuando se pretenden resolver
ciertas ecuaciones cuadrdticas. Por ejemplo, se desea un nmimero real x tal que
x? = 2, De los nueve axiomas enumerados anteriormente no puede deducirse
si en R existe o no un mimero x, puesto que Q satisface también estos nmueve
axiomas y hemos probado que no existe ningin mimero racional cuyo cua-
drado sea 2. El axioma de completitud nos permitird introducir los nimeros
irracionales en el sistema de los nimeros reales y proporcionar al sistema de
los niimeros reales una propiedad de continuidad que es fundamental en mu-
chos de los teoremas de Anélisis.

Antes de describir el axioma de completitud, es conveniente introducir una
terminologia y una notacién adicionales.

Definicién 1.12. Sea S un conjunto de niimeros reales. Si existe un numero
real b tal que x < b para todo x de S, diremos que b es una cota superior de S
y gue S estd acotado superiormente por b.

Decimos una cota superior ya que cada nimero mayor que b también es
una cota superior. Si una cota superior b es, ademds, un elemento de §, b se
denomina ultimo elemento o elemento mdximo de §. A lo sumo habrd uno.
de tales b. Si existe tal nimero b, escribiremos

b = max §.
Un conjunto carente de cotas superiores se denomina ne acotado superior-
mente.
Las definiciones de los términos cota inferior, acotado inferiormente, primer
elemento (o elemento minimo) pueden formularse andlogamente. Si S tiene un
elemento minimo, designaremos a dicho minimo por min §.

Ejemplos.

1. El conjuntc R* = (0, + o) es un conjunto no acotado superiormente. No po-
see ni cotas superiores ni elemento méximo. Estd acotado inferiormente por 0,
pero no posee elemento minimo.

2. El intervalo cerrado § = [0, 1] estd acotado superiormente por 1 e inferiormen-
te por 0. De hecho, max §=1 y min § = 0.
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3. El intervalo semiabierto § = [0, 1) estd acotado superiormente por 1, pero ca-
rece de elemento médximo. Su elemento mfnimo es 0.

Para conjuntos como los del ejemplo 3 que estin acotados superiormente
pero que carecen de elemento maximo, existe un concepto que sustituye al de
elemento méaximo. Se denomina extremo superior o supremo del conjunto y se
define como sigue:

Definicién 1.13. Sea S un conjunto de niimeros reales acotado superiormen-
te. Un nimero real b se denomina extremo superior de S si verifica las dos
propiedades siguientes:

a) b es una cota superior de S.
b) Ningiin nimero menor que b es cota superior de §.

Ejemplos. Si § = [0, 1] el elemento mdximo | es asimismo extremo superior de S.
Si §=1[0, 1), el nimero 1 es extremo superior de §, aun cuando § carece de ele-

mento maximo.

Es fdcil probar que un conjunto no puede tener dos extremos superiores
distintos. Por lo tanto, si existe extremo superior de S, existe sélo uno y puede
hablarse del extremo superior.

Es corriente, en la prictica, referirse al extremo superior de un conjunto
por medio del término mds breve de supremo, abreviado sup. Adoptamos esta
convencién y escribimos

b = sup §,
para indicar que b es el supremo de S. Si § tiene un elemento méximo, en-
tonces max § = sup S.
El extremo inferior o infimo de S, designado por inf S, se define de for-
ma andloga.

1.11 EL AXIOMA DE COMPLETITUD

MNuestro 1dltimo axioma del sistema de los nimeros reales involucra la nocién
de supremo.

Axioma 10, Todo conjunto no vacio § de niimeros reales que esté acotado
superiormente admite un supremo; es decir, existe un niimero real b tal que
b =sup S.

Como consecuencia de este axioma se obtiene que todo conjunto no vacio
de mimeros reales acotado inferiormente admite un fnfimo.
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Teorema 1.16 (Propiedad de la comparacién). Dados dos subconjuntos
novacios Sy T de R tales que s <t para todo s de S y todo t de T, si T tiene
supremo, entonces S tiene supremo, y

sup § < sup T.

1.13 PROPIEDADES DE LOS ENTEROS DEDUCIDAS
DEL AXIOMA DE COMPLETITUD

Teorema 1.17. EI conjunto Z* de los enteros positivos 1, 2, 3, ..., no estd
acotado superiormente.

Demostracién. Si Z* estuviese acotado superiormente, entonces Z+ admitirfa
un supremo, tal como a = sup Z*. Por el teorema 1.14 tendriamos que a—1
<. n para algin n de Z* Por lo tanto n + 1> a para esta n. Esto contra-
dice el hecho de ser a=sup Z* ya que n + 1 € Z*.

Teorema 1.18. Para cada mimero real x existe un entero positivo n tal que
n=ux

Demostracion. S1 no fuese asi, existiria un x que seria una cota superior para
Z*, en contradiccidén con el teorema 1.17.

1.14 LA PROPIEDAD ARQUIMEDIANA DEL SISTEMA
DE LOS NUMEROS REALES

El teorema que sigue enuncia la propicdad arquimediana del sistema de los
niimeros reales. Geométricamente dice que todo segmento lineal, por largo que
sea, puede recubrirse por medio de un mimero finito de segmentos lineales de
longitud positiva dada, por pequefia que sea.

Teorema 1.19. Si x>0 y si y es un numero real arbitrario, existe un en-
tero positive n tal que nx > y.

Demostracion. Aplicar el teorema 1.18 sustituyendo x por y/x.

1.15 LOS NOMEROS RACIONALES CON REPRESENTACION
DECIMAL FINITA

Un nimero real de la forma

ay | @ ...

ay
r—ﬂp+1n 102 +Eﬂ1
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En otras palabras, a, es el mayor entero que satisface las desigualdades

a a, + 1
+-t<sx< L .
BT R T
En general, habiendo elegido a,, ..., @, con 0=a; <9, sea a, el mayor
entero que satisfaga las desigualdades

a, d, a, a, + 1
g+ —+ "+ — =sx<ap+ -+ + . 4
® " 10 10" 7 10 10" )

Entonces 0 < a, =9 y tendremos

1
!',,EI":-I"+-—",
"1

donde r, = a, . a,a, ... a,. Esto completa la demostracién. Es ficil verificar que
x es, de hecho, el supremo del conjunto de los mimeros racionales ry, r,, ...

1.17 REPRESENTACIONES DECIMALES INFINITAS
DE LOS NOUMEROS REALES

Los enteros a,, a,, 4., ..., obtenidos en la demostracién del teorema 1.20 pue-
den utilizarse para definir una representacién decimal infinita de x. Escribi-
remos

X = dy.ady "

para indicar que a, cs el mayor entero que satisface (4). Por ejemplo, si x = {,
obtendremos @, =0, a,=1,a,=2,a,=5 vy a, =0 para todo n=4. Por lo
tanto, podemos escribir

= 0,125000 - - -

Si intercambiamos los signos de desigualdad < y << en (4), obtenemos una
definicién ligeramente diferente de representacién decimal. Los decimales fini-
tos r, satisfacen rp, << x < r, + 10™, sin embargo los digitos a,, a,, a., ..., ne-
cesarios no son los mismos que en (4). Por ejemplo, si aplicamos esta segunda
definicién a x = {, obtenemos la representacién decimal infinita

= 0,124999 - - -

El que un mimero real admita dos representaciones decimales distintas es un
simple ejemplo del hecho de que dos conjuntos diferentes de nimeros reales
pueden tener el mismo supremo.
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1.13 VALOR ABSOLUTO Y DESIGUALDAD TRIANGULAR

En Anélisis son bastante frecuentes los cdlculos con desigualdades. Son de par-
ticular importancia las que se relacionan con la nocién de valor absoluto. Si x
es un nimero real, el valor absoluto de x, desginado por |x|, se define como

sigue:

x, 8ixz=0
x| = .
—X, 8l x < 0.

Una desigualdad importante concerniente a los valores absolutos viene dada por
el siguiente:

Teorema 1.21. Si a= 0, entonces tenemos la desigualdad |x| < a si, y sdlo
i, —a==x=a.

Demostracion. De la definicién de |x| se obtiene la desigualdad — |x] < x < |x],
ya que x = [x| 0 x = —|x|. Si suponecmos que [x| < g, podemos escribir —a <
— Il <x< |x] <ay la mitad del teorema queda demostrada. Reciprocamente,
si suponemos — a < x < g, entonces, si x = 0, tenemos que |x| = x << @, mien-
tras que si x < 0, tenemos que |x] = —x < a. En ambos casos obtenemos que
|x| = a y el teorema queda demostrado.

Podemos utilizar este teorema para demostrar la desigualdad triangular.

Teorema 1.22. Para mimeros reales arbitrarios x e y se verifica

lx + ¥l = |x| + |yl (desigualdad triangular)

Demostracién. Tenemos que — |x] <x <|x| y que — [y <y <|y]. Sumando
obtenemos — (x| + YD) <x + y<|x| + |y| v, en virtud del teorema 1.21, con-
cluimos que |x + y| < |x] + |y|. Esto demuestra el teorema.

A menudo se utilizan otras formas de la desgiualdad triangular. Por ejem-
plo, si en el teorema 1.22 hacemos x =a—c ¢ y = ¢c— b, resulta

la — b < |a — ¢| + |c = B

Asimismo, del teorema 1.22, obtenemos |x| = [x 4+ y| — |v|. Haciendo x = a + b,
y = — b, resulta

la + b = |al — |b|.
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Intercambiando @ y b obtendremos, ademads, |a + b| = |b| — |a| = — (la| — |b)).
y por lo tanto

la + b = |la| — b]|.

Por induccién podemos probar asimismo las generalizaciones

Xy + X3 4+ 0 x| < |xg] b x40 4 xy

[, + x5 + 4 x)] = x] - |x = = x,l.

1.19 LA DESIGUALDAD DE CAUCHY-SCHWARZ
Vamos a deducir ahora otra desigualdad usada a menudo en Anilisis.

Teorema 1.23 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sia, ...,a,y b, ..., by
son niumeros reales cualesquiera, se tiene

(B o) = (B &)

k=1

Ademds, la igualdad se verifica si, v sélo si, existe un nimero real x tal que
ax +by=0paracada k=1, 2, ..., n.

Demostracion. Una suma de cuadrados no puede ser nunca negativa. Por lo
tanto tenemos

5" (@ + b)? 2 0

k=1

para todo numero real x, y es igualdad si, y sélo si, cada término es cero. Esta
desigualdad puede escribirse en la forma

Ax* + 2Bx + C = 0,
donde

A=3al, B=3ab C=3 b

k= k=1 k=1

St A >0, hacemos x = — BfA a fin de obtener B* — AC < 0 que es la desigual-
dad deseada. 51 A = 0, la demostracién es trivial.
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NoTA. Utilizando notacién vectorial, la desigualdad de Cauchy-Schwarz toma
la forma

(a-b)* < fjali*|bl?,

donde a = (a,, ..., @), b = (b,, ..., b,) son dos vectores n-dimensionales,

n'h=zn:ﬂhh,

k=1

es su producto escalar, y [laj| = (a-a)'/* es la longitud de a.

1.20 MAS Y MENOS INFINITO Y LA EXTENSION R*
DEL SISTEMA DE LOS NUMEROS REALES

En esta seccidén extenderemos el sistema de los nimeros reales adjuntando dos
«puntos ideales» designados por los simbolos + oo y —woo («mds infinito» y
emenos infinitos).

Definicién 1.24. Por sistema ampliado de los niimeros reales, R*, entende-
remos el conjunto de los nimeros reales R junto con dos simbolos + oo ¥ — oo
que satisfagan las siguientes propiedades:

a) Si x ER, tenemos

X + (+w) = 4o, X 4+ (—wm) = —on,
X — (+00) = —o0, X — (—o0) = +oo0,
xf(+o0) = x/(—w) = 0.

b) Si x>0, tenemos

x(+ o) = + o0, x(—ow) = —oo,
¢) Si x <0, tenemos
x+w) = —oo, x—aw) = +oo.

d)
(+00) + (+%0) = (+00)(+0) = (-®)(~ ) = + 0,
(—) + (-®) = (+0)(—©) = —w.

e) Si xER, entonces —oo < x < + oo
NOTACION. Utilizaremos el simbolo (—oo, -+ o) para designar a R y [—oo,

+ oo] para designar a R*. Los puntos de R se llaman «finitos» para distinguir-
los de los puntos einfinitos» + oo y — oo.
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Demostracion. Solamente demostraremos la propiedad distributiva; las otras
demostraciones son mds simples. Si x = (x,, x,), ¥y = (v, ¥} ¥ 2z =(z,, 2,), en-
tonces tenemos

x(y + z) (x4, X2)(3y + 2 Y2 + z3)
(X, ¥, + X2y — X3¥2 — X2, X2 + X2 + X + X,2y)
(X, ¥y — X3V, Xy V2 + X0 + (X2, — X325, X423 + X32y)

Xy + Xxz.

n

Teorema 1.28.
(xy, x3) + (0, 0) = (x,, x3), (xy, 2200, 0) = (0, 0),
{II* Ill{lt ﬂ} = {Ih .1'1}, l{‘7':“ xl} + ':_xl: —.'-‘:1} = [{]! ﬂ}

Demostracién. Las demostraciones son inmediatas a partir de las definiciones,
lo mismo que en los teoremas 1.29, 1.30, 1.32 y 1.33.

Teorema 1,29, Dados dos niimeros complejos x = (x,, x,) ¢ y = (y,, ¥,), exis-
te un niimero complejo z tal que x + z = y. De hecho, z = (y, —x,, y,— x,).
Este z se designa por y—x. El nimero complejo (—x,, —x,) se designa

por — X.
Teorema 1.30. Para cualquier par de numeros complejos x e y, tenemos
(=x)y = x(—y) = —(xy) = (=1, 0)(xp).

Definicion 1.31. Si x = (x,, x,) 5= (0, 0} e ¥ son niimeros complejos, defini-
mos x' = [x f{x; + x3), —x,f(x] + ). e yfx = yx .

Teorema 1.32. S§i x e y son niimeros complejos con x = (0, 0), existe un nii-
mero complejo z tal que x7 =y, a saber, z = yx~L.

Revisten especial interés las operaciones con nimeros complejos cuya parte
imaginaria es 0.

Teorema 1.33.
(x,0) + (3,0 = (x; + y,,0),
(xy, 0)(yy, 0) = (x,,,0),
(%1, 0)/(py, 0) = (x,/yy, 0),  siy, # 0.

NoTA. Es evidente, que en virtud del teorema 1.33, podemos realizar las ope-
raciones aritméticas de los mimeros complejos de parte imaginaria nula operan-
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dientemente, por Argand en 1806. Mds tarde Gauss ideé la expresidn un tanto
desafortunada de «niimero complejos. Los mimeros complejos admiten otras re-
presentaciones geométricas. En vez de utilizar puntos de un plano, se pueden
utilizar puntos de otras superficies. Riemann encontré que la esfera es especial-
mente adecuada para este propdsito. Se proyectan los puntos de la esfera desde
el Polo Norte sobre el plano tangente a la esfera en el Polo Sur v entonces a
cada punto del plano le corresponde un punto sobre la esfera. Con excepcidn
del Polo Norte, a cada punto de 1a esfera le corresponde un punto sobre el plano
y s6lo uno. Esta correspondencia se denomina una proyeccidn estereogridfica.

(Ver Fig. 1.3)
1.23 LA UNIDAD IMAGINARIA

Conviene a veces considerar el mimero complejo (x,, x,) como un vector bidi-
mensional de componentes x, y x,. Sumar dos nimeros complejos utilizando
la definicion 1.26 es lo mismo que sumar dos vectores componente a compo-
nente. El nimero complejo 1 = (1, 0) juega el mismo papel que el vector uni-
tario de direccién horizontal. El andlogo al vector unitario de direccién vertical
vamos a introducirlo ahora.

Definicién 1.34. EIl miimero complejo (0, 1) se representa por i y se llama
unidad imaginaria.

Teorema 1.35. Cada niumerc complejo x = (x,, x,) puede representarse en la
forma x = x, + ix,.

Demostracidn.
x, = (x;, 0), ix; = (0, 1)(x;, 0) = (0, x;),
X, + ixy = (x;, 00 + (0, x3) = (x,, x3).

El préximo teorema expresa que el nimero complejo i proporciona una solu-
cién para la ecuacién x* = —1.

Teorema 1.36. i =—1

Demostracion.
i =(0,1X0, 1) =(=1,0) = -1,
1.24 YALOR ABSOLUTO DE UN NUMERO COMPLEJO

Vamos a extender ahora el concepto de valor absoluto al sistema de los niime-
ros complejos.
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Definicién 1.37. S5i x = (x,, x,), definimos el module, o valor absoluto, de x
como el ntimero real no negativoe |x| dado por

x| = Vx? 4 x2.

Teorema 1.38.

) 0,00 =0, ¥ |[x| >0six#0. i) |xyl = |x| |y
i) [x/yl = |xI/|y], siy # 0. ) |Gy, ) = |xy].

Demostracién. Las afirmaciones (i) y (iv) son inmediatas. Para demostrar (ii),
consideremos x = x, + ix,, y =y, + iy,, entonces xy = X,y, — Xy, + i(x,¥; +
x,y,). La afirmacidn (ii) se sigue de la relacién

eyl = Xyt + x3p; + xipz + xp = (xp + x0T + 03 = xR
La ecuacién (iii) puede deducirse de (ii) escribiéndola en la forma |x| = |y| |x/¥|.

Geométricamente, |x| representa la longitud del segmento que une el origen
con el punto x. En general, |x—y| es la distancia entre los puntos x e y. Uti-
lizando esta interpretacién geométrica, €l siguiente teorema establece que uno
de los lados de un tridngulo es menor que la suma de los otros dos lados.

Teorema 1.39. Si x e y son numeros complejos, entonces
lx + y| < |x| + |y (desicualdad triangular)

La demostracién se deja como ejercicio para el lector.
1.25 IMPOSIBILIDAD DE ORDENAR LOS NOMEROS COMPLEJOS

Todavia no hemos definido ninguna relacién de la forma x<{y, si x e y son
mimeros complejos cualesquiera, ya que es imposible dar una definicién de <
para los mimeros complejos que satisfaga las propiedades dadas por los axio-
mas 6 al 8 Para justificarlo, supongamos que fuese posible definir una rela-
cién de orden < que satisficiera los axiomas 6, 7 y 8. Entonces, como i=%0,
se debiera tener i >0 o0 i < 0, por el axioma 6. Supongamos que i > 0. En-
tonces tomando x = y =i en el axioma 8, tendriamos i* >0, o — 1> 0. Su-
mando 1 a ambos miembros (axioma 7), obtendriamos 0 > 1. Por otro lado,
aplicando el axioma 8 a — 1 > 0, hallariamos 1 > 0. Tendriamos, pues, 0 > 1
y también 1 >0, que, por el axioma 6, es imposible. Asi pues, suponer que
i > 0 lleva a contradiccidn. [{Por qué la desigualdad — 1 > 0 no era ya una
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contradiccién?] Un razonamiento andlogo prueba que no es posible i < 0. Por
lo tanto, los mimeros complejos no pueden ser ordenados de tal suerte que se
verifiquen Jos axiomas 6, 7 y 8.

1.26. EXPONENCIALES COMPLEJAS

La exponencial &° (x real) ha sido mencionada anteriormente. Deseamos definir
e* para z complejo de tal suerte que las principales propiedades de la funcién
exponencial real se conserven. Las citadas propiedades de e® para x real son
la ley de los exponentes, e®e™ = 575, y la ecuacién &= 1. Daremos una
definicion de e* para z complejo que conserve estas propiedades y que se re-
duzca a la exponencial ordinaria cuando z sea real.

Si escribimos z = x + iy (x, ¥ reales), entonces para que se verifique la ley
de los exponentes deberiamos tener e**'¥ = ¢%¢¥, Queda entonces por definir 1o
que significa e'v,

Definicion 1.40. S8i z = x + iy, definimos & = ¢**W como el nimero com-
plejo e* = e* (cos y + i sen y).

Esta definicion* coincide claramente con la funcién exponencial real cuan-
do z es real (esto es, y = 0). Probaremos a continuacién que la ley de los expo-
nentes se cumple.

Teorema 1.41. Siz, =x, + iy, y z, = x, + iy, son dos nimeros complejos,
entonces tenemos

gl = g1t
Demostracion.
e = e'(cos yy + iseny,), e’ = &*(cos y, + iseny,),
e"'e’? = ¢"'e™[cos y, cos y, — sen y, sen ¥,

+ i{cos y, sen y, + sen y, cos y,;}].

* Es posible dar muchos argumentos para motivar la ecuacién 'Y = cos y + i sen y. Por
ejemplo, escnibamos e'* = f(y) + igly) e inteniemos determinar las funciones de variable
real f y g a fin de que las leyes usuales de las operaciones con exponenciales reales sean
aplicables también a las exponenciales complejas. Diferenciande formalmente se obtiene
e'* = g'(y) —if'(¥), 51 suponemos que (e'*) = je'¥. Comparando estas dos expresiones para
e'", vemos que f y g deben satisfacer las ecnaciones f{y) = g'(y), f(y) = —gl(y). La elimi-
nacién de g conduce a f(y) = — f"(»). Como deseamos que &' = 1, debemos tener que
fl0) =1 y f(0) = 0. Ello prucba que fiy) =cos y v gly) = — f(y) = sen y. Por supuesto,
esle razonamiento no pruweba nada, pero indica ostensiblemente que la definicidn e'f =
=cos ¥y + 1 séen ¥ o3 razonable.
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Ahora bien, e = %%, ya que x, y X, son ambos reales. Ademis,

COS y, COS ¥, — Sen y, seny, = cos (¥, + ¥,)
y

cos ¥, seny, + seny, cos y, = sen(y, + ¥;),
y por lo tanto

g lgtt = E"”’”[EDS {.p] + ¥;) + :‘scn(_p] + }::]J — it

1.27 OTRAS PROPIEDADES DE LAS EXPONENCIALES COMPLEJAS
En los teoremas siguientes z, z,, z, designan mimeros complejos.

Teorema 1.42. e* jamds es cero.

Demostracién. e*e~* = ¢" = 1. Por lo tanto, ¢* no puede ser cero.

Teorema 1.43. Si x es real, entonces |e'*| = 1.

Demostracion. |e¥|* =cos® x +sen* x =1, y |e*]| > 0.

Teorema 1.44, e* =1 si, y sdlo si, z es un nuiltiplo entero de 2=i.
Demostracidn. Si z = 2zin, donde n es un entero, entonces

e* = cos (2nn) + isen(2nn) = 1.

Reciprocamente, supongamos que e* = 1. Esto significa que e cos y=1y
¢ sen y = 0. Como que ¢*5%£0, debe ser sen y =0, y = k=, donde k es un
entero. Pero cos (k=) = (— 1) Por lo tanto, e = (— 1)* ya que ¢ cos (k=) = 1.

Como e* >0, k debe ser par. Por lo tanto e* = 1 y entonces x = (. Esto
prucba el teorema.

Teorema 1.45. e* = &% 5i, y solo si, z, — 2, = 2nin (donde n es un entero).
DEmﬂ.ﬂmcfén. et = g% si, vy sblo si, en =1,
1.28 EL ARGUMENTO DE UN NOMERO COMPLEJO

Si el punto z = (x, ¥) = x + iy se representa en cordenadas polares r y #, po-
demos escribir x = r cos f# e y = r sen 8, es decir, z = r cos ¢ + ir sen 6 = re'’,
Los dos nimeros r y # determinan a z de forma unica. Reciprocamente, el ni-
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22 =1, "l =22 sinz=0,
z7" = (z7), siz#0 y» n>0.

El teorema 1.50 establece que se verifican las reglas usuales de los ex-
ponentes. La demostracién, que se puede hacer por induccién, se deja como
ejercicio.

Teorema 1.50. Dados dos enteros m y n, tenemos, para z == 0,
2"z™ = "™ Y (zy2;2)" = z;z3.

Teorema 1.51. Si z5=0, y 5i n es un entero positivo, entonces existen exac-
tamente n numeros complejos distintos 2, Zy e Zn-  (Hamados raices
n-ésimas de z), tales que

zg=12z2 paracadak =0,1,2,...,n — 1.
Ademds, estas raices son dadas por las férmulas

z, = Re'™  donde R = |z|'"

¢;;=M+E (k=01,2....,n=1).

h n

NOTA. Las n raices n-ésimas de z estdn igualmente espaciadas sobre el circulo
de radio R = |z]'/, con centro en el origen.

Demostracién. Los n nimeros complejos Re®, 0 <k <n—1, son distintos
y cada uno de ellos es una raiz n-ésima de z, ya que

(Re™)" = Riel"® = |z|efrs()*2mk] = 7

2rifa evi/a

eArird i3
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4. 5i x >0, Log (x) =log (x), ya que |x| =x y arg (x) =10
5. Puesto que |1 + i| = +/2 y arg (1 + i) = =/4, Log (1 + i) =log V2 + ix/4.

Teorema 1.54. Si z,z, 0, entonces
Log (zyz;) = Log z; + Log z3 + 2min(z,, z,),
donde n{z,, z,) es el entero definido en el teorema 1.48.

Demostracion.

Log (z,2z;) = log |z,z;| + i arg (2,2;)
= log |z,| + log |z;] + i [arg (z,) + arg (z;) + 2mn(z,, z;)].

1.31 POTENCIAS COMPLEJAS

Utilizando los logaritmos complejos, podemos dar ahora una definicién de las
potencias complejas de nimeros complejos.

Definicién 1.55. Si 240 y si w es un nimero complejo cualguiera, defi-
nimos

EJEMPLOS

1, il = pilosi _ ilinj2y _ —x/2

1_ (—:I_:II —_— E'ull—l} — EI“I} = E_g.

3. Si n es un entero, entonces z"*! = pln+1)Losz _ onLogzplosz — ;7 por lo que la
definicién 1.55 no se contradice con la definicidn 1.49.

Los dos teoremas siguientes nos suministran las reglas de cédlculo con po-
tencias complejas:

Teorema 1.56. z%:z* = zwt gf z=£10),

Demaostracidn.

zwt-l'-w; — E{w|+wﬂLn|: - Ew|Lu|::Ew:Lng: — Z"'Iwi.

Teorema 1.57. Si z,z,~0, entonces

(2122)" = Zzyernivnten )
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donde n(z,, z,) es el entero definido en el teorema 1.48.
Demostracion.
(2,2,)" = evLoB(nz) — gwilogzi+Logza+ 2ain(s1,22))
1.32 SENOS Y COSENOS COMPLEJOS

Definicién 1.58. Dado un niimero complejo z, definimos

S =iz T _ sz
cusz:"i!"'e . senz="'l—".
2 20

NoTA. Cuando z es real, estas igualdades concuerdan con la definicién 1.40,
Teorema 1.59. Si z = x + iy, entonces tenemos

cos z =cos x cosh y—17 sen x senh y,
sen z = sen x cosh y + 7 cos x senh y.

Demostracion.
2 cos 7z =¢l" | g™¥F
= e~ ¥(cos x + i sen x) + e¥(cos x—i sen x)
= cos x(e¥ + e~¥)— i sen x(e? — e™v)

= 2 cos x cosh y—2i sen x senh y.

La demostracién para sen z es andloga.

Mis propiedades de los senos y cosenos se dan en los ejercicios.

1.33 INFINITO Y EL PLANO COMPLEJO AMPLIADO C*

A continuacién extendemos el sistema de los mimeros complejos adjuntando
un punto ideal designado por el simbolo co.

Definicién 1.60. Por sistema de los mimeros complejos ampliado C* en-
tenderemos el plano complejo C junto con un simbolo oo que satisfaga las si-
guientes propiedades:

a) Si z € C, entonces se tiene T+ o =Z—oo =00, Zlco =0,
by Si z€C, pero 20, entonces z(ww) = y Z/0 = oo.
c) w + oo = (o)(eo) = oo.
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Definicion 1.61. Cada conjunto de C de la forma {z:|z| > r =0} se deno-
mina entorno de co, o bola con centro en .

El lector puede preguntarse por qué a R le hemos adjuntado dos simbolos,
+ o0 ¥ —oo, mientras que a C sélo le adjuntamos un simbolo, oo, La res-
puesta radica en el hecho de que existe una relacién de orden < entre ni-
meros reales, mientras que entre niimeros complejos no sucede lo mismo. Para
que ciertas propiedades de los mimeros reales que involucran la relacidn <
se verifiquen sin excepcién, es necesario disponer de dos simbolos, + oo ¥ — oo,
tales como los definidos anteriormente. Ya hemos mencionado, por ejemplo,
que cada conjunto no vacio tiene un sup en R*.

En C resulta mds conveniente disponer de un solo punto ideal. A modo
de ilustracion, recordemos que la proyeccidn estereogrifica establece una co-
rrespondencia uno a uno entre los puntos del plano complejo y los puntos
de la superficie de la esfera, distintos del Polo Norte. La aparente excepcién del
Polo Norte puede ser eliminada considerindolo la imagen geométrica del punto
ideal co. Asi conseguiremos una correspondencia uno a unc entre el plano
complejo ampliado C* v la superficie total de la esfera. Es evidente, desde un
punto geométrico, que si el Polo Sur se coloca en el origen del plano comple-
jo, el exterior de un «amplios circulo en el plano se colocard, por proyeccidn
estereogrifica, en un «pequefio» casquete esférico alrededor del Polo Norte.
Ello ilustra con claridad por qué hemos definido un entorno de oo mediante
una desigualdad de la forma [z]| > r.

EJERCICIOS

Enteros
1.1 Demostrar que no existe un primo médximo. (Una demostracién era conocida

por Euclides.)
1.2 Si n es un entero positivo, probar la identidad algebraica

m—1
@ —b"=(a—- b)Y dbh
k=0
1.3 Si 2 — 1 es primo, probar que n es primo. Un primo de la forma 2r — 1,
donde p es primo, se llama un primo de Mersenne.
1.4. Si 2 + 1 es primo, entonces n es una potencia de dos. Un primo de la for-
ma 2*® 4 1 se llama un primo de Fermat. Indicacidn: Utilizar el ejercicio 1.2,
1.5 Los niimeros de Fibonacei 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ..., son definidos recursiva-
mente por la formula x,,, = x, + Xp_.con x; = x2 = 1.
Probar que (x,, x,,,) = | ¥y que x, =(g" — h")/(a — b), donde a y b son las raices
de la ecuacidén x* — y — | = 0
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1.6 Probar que cada conjunto no vacio de mimeros enteros positivos posee pri-
mer elemento. Este es el principio de buena ordenacidn.

MNumeros racionaes e irracionales

1.7 Hallar el mimero racional cuya expresién decimal es 0,3344444. ..

1.8 Probar que la expresion decimal de x terminard en ceros (o en nueves) si,
y sélo si, x es un nimero racional cuyo denominador es de la forma 2"5™, donde
m ¥y n son enteros no negativos,

1.9 Probar que v/2 + +/3 es irracional.

1.10 Si a, b, ¢, d son racionales y si x es irracional, probar que (ax + b)/(cx + )
es, en general, irracional. ;Cudndo se dan las excepciones?

1.11 Dado un ndmero real cualquiera x >> 0, probar que hay un irracional entre
0 v =x

1.12 Si a/b << c/d con b>0, d >0, probar que (a+ c}{b + d) estd entre afb
y cfd. -

1.13 Sean a y b enteros positivos. Probar que V2 estd siempre entre las dos frac-
ciones alb y (@ + 2b)/(a + b). (Qué fraccién estd mds préxima a +/27

1.14 Probar que vn =1 + +/n + 1 es irracional para todo entero n = 1.

1.15 Dado un niimero real x y un entero N > 1, probar que existen enteros h y k
con 0 <k <N tales que [kx — h| < 1{N. Indicacién. Considerar los ¥ + 1 ni-
meros tx—[tx] para t=0, 1, 2, ..., N y probar que algiin par difiere a lo mds
1/N.

1.16 Si x es irracional, probar que existe una infinidad de nimeros racionales h/k
con k > 0 tales que |x— hjk| <= 1/k*. Indicacién. Suponer que sélo existe un ni-
mero finito A,/k,, ..., h./k, y aplicar el ejercicio 1.15 para llegar a contradiccién,
con N > 13, donde 3 es el menor de los mimeros |x — hy/k;|.

1.17 Sea x un nimero racional positivo de la forma

A
— A
x ; prh
donde cada @ es un entero no negativo con g <<k—1 para k=2 y a, > 0.
Sea [1] el mayor entero contenido en x. Probar que a, = [x], que a; = [k! x] —
ki(k—1)! x] para k =2, ..., n, ¥ que n es el menor entero tal que n! x es entero.
Reciprocamente, probar que cada mimero racional positivo x puede ser expresado
en esta forma de una manera y una sola.

Cotas superiores

1.18 Probar que el sup v el inf de un conjunto, si existen, son nicos.
1.19 Hallar el sup y el inf de cada uno de los siguientes conjuntos de mimeros

reales:
a) Todos los nimeros de la forma 2-743-9+5-",donde p, g ¥ r toman todos
los valores enteros positivos.
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Nimeros complejos
1.27 Expresar los siguientes ntmeros complejos en la forma a + bi.

a) (1 + iy b) (2 + 30)/(3 — 4i),
Q) i + i, d) (1 + DL +i).

1.28 En cada caso, determinar todos los valores reales x e y que satisfacen la rela-
cién dada.

100

Ax+iy=lc—i, Bx+iy=@-pP, oD F=x+in
k=0

1.29 Si z = x + iy, x e y reales, el complejo conjugado de z es el nimero complejo
7z = x —iy. Probar que:

a) I, F 2 = 7, + I, b) Z17; = £,4,, c) 27 = |z|3,

d) z + Z = al doble de la parte real de =

e) (z—7)/i = al doble de la parte imaginaria de z.

1.30' Describir geométricamente el conjunto de los nimeros complejos z que satis-
facen cada una de las condiciones siguientes:

a) |z] =1, b) |z| < 1, ¢ lzl = 1,

d)z4+ 7=1, e) z — =i ) 2+ 2z = |23
131 Dados tres nimeros complejos z,, Z,, 2, tales que |z, =lz]=lz]=1 ¥
z, + z, + z, =0, probar que estos tres nimeros son los vértices de un tridngulo

equildtero inscrito en el circulo unidad y centrado en el origen.
1.32 Si a y b son mimeros complejos, probar gque:

a) la — b2 = (1 + |a|*)1 + |b}?).

b) 5i a==0, entonces |a + b| = |a] + |b| si, y sdlo si, bfa es real y no ne-
gativo,

1.33 5i a y b son nimeros complejos, probar que
la - b = |1 = abl

si, ¥ sélo si, |al =1 o |b| = 1. ;Para qué mimeros a y b es vilida la designaldad
la—b| < |1 — ab|?
1.34 Si a y ¢ son nimeros reales constantes, b es complejo, probar que la ecuacién

azZf+ bi+ bz +e=0 faZ20,z=x+1iy)

representa un circulo en el plano xy.
1.35 Recordemos la definicién de la inversa de la tangente: dado un nidmero
real ¢, tg~(t) es el tinico mimero real # que satisface las dos condiciones siguientes:

T T
- - <l < + =, tg 0 =1.
2 2 g
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ili) Si & es un entero, probar que la férmula de (i) se verifica sin necesidad
de imponer restricciones a #. En este caso se conoce como el teorema de
Moivre.
1.45 Utilizar el teorema de Moivre (ejercicio 1.44) para obtener las identidades
trigonométricas
sen 3f = 3 cos® # sen # —sen® 6,
cos 3# =cos? #—3 cos # sen® #

vdlidas para todo # real. ;Son vilidas si # es complejo?

1.46 Definimos tg z = (sen z)/(cos z) y probar que, para z = x 4 iy, se tiene

sen 2x 4+ i senh 2y

cos 2x + cosh 2y

1.47 Sea w un ndmero complejo dado. Si w=£ + 1, probar que existen dos valores
de z = x + iy que satisfacen las condiciones cos z=w y —r < x< +m Hallar

estos valores cuando w =i y cuando w = 2.
1.48 Demostrar la identidad de Lagrange para mimeros complejos:

2!&?2}@ mE; @b, — abil?.

Utilizarla para deducir la desigualdad de Cauchy-Schwarz para nimeros complejos.
1.49 a) Probar, utilizando la ecuacién de la parte imaginaria de la férmula de
Moivre, que

sen nf = sen™ f l(?)mtg"‘ﬁ' - (:) colg®d + (:)mtgn—ﬁﬂ - + } .

g 2=

ﬂ'u bﬁ

b) Si 0 < 8 < =/2, probar que
sen (2m + 1) # = sen?™+! gP_ (cotg? £)
donde P,, es el polinomio de grado m dado por

P.(x) = (1m1+ I) o (Im3+ 1) 1y (lm;- I) =2

Utilizar este resultado para demostrar que P,, tiene ceros en los m puntos
distintos x, = cotg? {zk/2m + 1)} para k=1, 2,..., m
¢} Demostrar que la suma de los ceros de P,, viene dada por

Z‘"mtgz nk __ m(2m = 1)
=1 2m + 1 3 '

¥y que la suma de sus cuadrados viene dada por

EW‘S‘ _ m(2m = 1)(4m* + 10m — 9)
&1 zm + 1 45 '
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NoTA. Estas identidades pueden utilizarse para demostrar que Yo, n™% = n?/6 ¥
Yo 0% = a*/90. (Ver ejercicios 8.46 y 8.47.)

1.50 Probar que z" — 1 = [[i=; (z — €*™™) para todo complejo z. Utilizar esto
para deducir la férmula

A=1
senk® _ _”

n 2n—=1

para n = 2.
k=1
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CAPITULO 2

Algunas nociones basicas

de la teoria de conjuntos

2.1 INTRODUCCION

Al estudiar las distintas ramas de la Matemadtica es 1til manejar la notacién
y la terminologia de la Teorfa de conjuntos. Esta teoria, desarrollada por
Boole y por Cantor a finales del siglo diecinueve, ha tenido una gran influen-
cia en el desarrollo de las matemdticas del siglo veinte, Ha unificado muchas
ideas, aparentemente desconexas, y ha ayudado a reducir muchos conceptos
matemdticos a sus fundamentos ldgicos de una manera elegante y metddica.

No daremos un desarrollo sistemdtico de la teoria de conjuntos; nos limi-
taremos a discutir algunos de sus conceptos bdsicos. El lector que desee ex-
plorar este terreno mds ampliamente puede consultar las referencias del final
de este capitulo.

Una coleccién de objetos, considerados como una sola entidad, se llamard
conjunto. Los objetos de la coleccién se llamardn elementos o miembros del
conjunto y diremos que pertenecen al conjunto o que estdn contenidos en él.
El conjunto, a su vez se dice que, los contiene o estd compuesto por sus ele-
mentos. Nuestro interés radica, principalmente, en los conjuntos de entes ma-
temdticos; esto es, conjuntos de nimeros, puntos, funciones, curvas, etc. Sin
embargo, como la mayor parte de la teorfa de conjuntos no depende de la
naturaleza de los objetos individuales de la coleccién, supone una gran eco-
nomia de imaginacién estudiar conjuntos cuyos elementos puedan ser de cual-
quier tipo. Es a causa de esta cualidad de generalizacién por lo que la Teoria
de conjuntos ha tenido un efecto tan grande en la mayor parte de los desa-
rrollos matemdticos.

2.2 NOTACIONES

Los conjuntos los designaremos, usualmente, por medio de letras mayisculas:

A B C, ....X, Y, Z
39
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y los elementos por medio de letras minisculas: a, b, ¢, ..., X, ¥, Z. Se escri-
be x € § para indicar que «x es un elemento de S», 0 que «x pertenece a S».
Si x no pertenece a §, se escribe x ¢ 5. A veces para designar un conjunto es-
cribiremos sus elementos entre llaves; por ejemplo, el conjunto de los enteros
pares positivos menores que 10 se expresa por medio de {2, 4, 6, 8)}. Se escri-
be § = {x:x satisface a P} para indicar que § es la coleccién de los x para
los cuales se verifica la propiedad P.

A partir de un conjunto dado es posible formar nuevos conjuntos, llama-
dos subconjuntos del conjunto dado. Por ejemplo, el conjunto de todos los
enteros positivos menores que 10 que son divisibles por 4, es decir, {4, 8}, es
un subconjunto del conjunto de los enteros pares positivos menores que 10.
En general, decimos que un conjunto 4 es subconjunto de B, y se escribe
A € B, si todo elemento de A pertenece a B. La afirmacién 4 © B no elimi-
na la posibilidad de que sea B € A. De hecho, son simultincas AC By BC A4
si, v s6lo si, A y B tienen los mismos elementos. En este caso, decimos que
A v B son iguales v escribimos 4 =B. Si A v B no son iguales, escribi-
mos A = B. 51 A € B, pero A = B, entonces se dice que A es un subconjunto
propio de B.

Conviene considerar Ia posibilidad de un conjunto sin elementos; tal con-
junto se llama conjunto vacio y se le considera, por convenio, subconjunto
de todo conjunto. El lector puede hallar 1til imaginar un conjunto como una
caja que contiene ciertos objetos, sus elementos. El conjunto vacio es, enton-
ces, una caja vacia. El conjunto vacio se designa por el simbolo .

2.3 PARES ORDENADOS

Consideremos un conjunto de dos elementos a y b, es decir, el conjunto {a, b}.
En virtud de nuestra definicién de igualdad, este conjunto es igual al conjun-
to {b, @}, ya que no se halla involucrada la cuestién del orden. Sin embargo,
es necesario considerar también conjuntos de dos elementos en los que el orden
sea importante. Por ejemplo, en Geometria analitica plana, las coordenadas
(x, ¥) de un punto representan un par ordenado de mimeros. El punte (3, 4)
es distinto del punto (4, 3), mientras que el conjunto {3, 4} es el mismo que
el conjunto {4, 3}. Cuando deseemos considerar un conjunto de dos elemen-
tos a y b, ordenados, escribiremos los elementos entre paréntesis: (g, b). En-
tonces a es el primer elemento y b el segundo. Es posible dar una definicién
de par ordenado de objetos (@, b) que involucre tan sdlo el lenguaje de la
teoria de conjuntos. Tal definicién es la siguiente:

Definicién 2.1,
(a, b) = {{a}, {a, b}}.
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Esta definicién establece que (a, b) es un conjunto que contiene dos ele-

mentos {a}y{a, b}. Utilizando dicha definicién se puede demostrar el siguiente
teorema :

Teorema 2.2. (a, b)=(c, d) si, ysdlosi, a=cy b=d.

Este teorema muestra que la definicién 2.1 es una definicién «razonables
de par ordenado, en el sentido de que el objeto a se distingue del objeto b.
La demostracién del teorema 2.2 es un ejercicio instructivo para el lector. (Ver
ejercicio 2.1.)

2.4 PRODUCTO CARTESIANO DE DOS CONJUNTOS

Definicién 2.3. Dados dos conjuntos A y B, llamaremos producto cartesia-
no de A y B, y lo representaremos A X B, al conjunto de todos los pares orde-
nados (a, b) tales que a€ A v b € B,

Ejemplo. Si R representa el conjunto de todos los mimeros reales, entonces
a R X R le corresponde el conjunto de todos los nimeros complejos.

2.5 RELACIONES Y FUNCIONES

Sean x e y mimeros reales, de modo que el par ordenado (x, y) pueda ser in-
terpretado como las coordenadas rectangulares de un punto del plano xy (o
como un nimero complejo). Encontramos, con frecuencia, expresiones tales
comao

=1 xX*+y =1 x*+y»¥=l, =x<y. (a)

Cada una de estas expresiones determina un cierto conjunto de pares orde-
nados (x, y) de mimeros reales; es decir, el conjunto de todos los pares ordena-
dos (x, y) para los que la expresidn se satisface. Un tal conjunto de pares orde-
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Si D(F) es un subconjunto de un producto cartesiano A X B, entonces F
es una funcion de dos variables. En este caso los valores de la funcién se de-
signan por F(a, b) en vez de F((a, b)). Una funcién de dos variables reales es
aquella cuyo dominio es un subconjunto de R X R.

Si § es un subconjunto de D(F), diremos que F estd definida en S. En este
caso, el conjunto de los F(x) con x €S se denomina imagen de S por F y se
designa por F(S). Si T es un conjunto cualquiera que contenga a F(5), enton-
ces F se llama también aplicacion de § en T. Esto se expresa, corrientemente,
escribiendo

F:5-T.

Si F(§) =T, se dice que la aplicacién es sobre T. Una aplicacién de § en si
mismo se denomina a veces fransformacion.

Consideremos, por ejemplo, la funcién de una variable compleja definida
por la ecunacién F(z) = z*. Esta funcién aplica cada sector § de la forma
0<arg (z) < a < r/2 del plano complejo z sobre un sector F(S) determinado
por las desigualdades 0 < arg [F(2)] << 2«. (Ver Fig. 2.2)

Figura 22

Si dos funciones F y G satisfacen la relacién de inclusion G C F, se dice
que G es una restriccién de F o que F es una extension de G. En particular,
si S es un subconjunto de D(F) y si G estd definida por la ecuacién

G(x) = F(x) para todo x de §,

entonces se dice que G es la restriccién de F a S. La funcién G consta de los
pares de la forma (x, F(x)), con x € §. Su dominio es § y su recorrido es F(S).

2.7 FUNCIONES UNO A UNO E INVERSAS

Definicion 2.7. Sea F una funcion definida en §. Se dice que F es uno a
uno en S si, vy solo s5i, para todo x e y de S,

F(x) = F(y) implica x = y.
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Esto equivale a decir que una funcién que es uno a uno en § asigna valo-
res distintos a elementos de § distintos. Estas funciones se llaman también in-
yectivas. Son importantes puesto que, como veremos en seguida, poseen inver-
sas. Sin embargo, antes de establecer la definicién de inversa de una funcidn,

conviene introducir una nocién mads general, que es la de inversa de una re-
lacién.

Definicién 2.8. Dada una relacion S, la nueva relacion § definida por
S = {(a,b):(h,a)e S)

se llama la inversa de §.

Asf,un par ordenado (a, b) pertenece a S si, y s6lo si, el par con los ele-
mentos invertidos, (b, a), pertenece a S. Cuando § es una relacion plana, esto
significa, simplemente, que el grafo de § es el simétrico del grafo de § con res-
pecto a la recta y = x como eje de simetria. En la relacion definida por x < y,
la relacién inversa se define por y < x.

Definicion 2. 9. Supongamos que la relacién F es una funcién. Considere-
mos la relacion inversa F, que puede ser o no ser una funcién. 8i F es tam-
bién una funcion, entonces F se llama inversa de F y se designa por F~.

La Figura 2.3(a) ilustra un ejemplo de una funcién F para la que F no es
funcién. En la Fig. 2.3(b) tanto F como su inversa son funciones.

El siguiente teorema nos dice que toda funcién que sea uno a uno en su
dominio posee, siempre, una inversa,

4

4

-
-
-

(a) {h)
Figura 23
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de F, esto es, el conjunto {F(1), F(2), F(3), ...}, se designa también por {F,, F,,
F,, ...}, y el valor F, se llama el término n-ésime de la sucesion,

Por motivos de brevedad, usaremos en ocasiones la notacién {F,) para
designar la sucesion infinita cuyo término n-ésimo es F,.

Sea 5 = {s5,} una sucesidn infinita, y sea k una funcién cuyo dominio es
¢l conjunto de los enteros positivos y cuyo recorrido es un subconjunto del
conjunto de los enteros positivos, Supongamos que & econserva el orden» o,
con otras palabras, «es creciente», esto es, supongamos que

k(m) < k(n), sim <n.

La funcién compuesta 5o k estd definida para todo entero n=>1, y para cada
uno de tales n se tiene

(50 k)(n) = Skny

Una tal funcién compuesta se llama una subsucesion de s. De nuevo, por mo-
tivos de brevedad, utilizaremos a menudo, lo notacién {si} 0 {5, } para
designar la subsucesion de {s,} cuyo n-ésimo término es Syin;-

Ejemplo. Sea s = {1/n) vy sea k definida por k(n) = 2*. Entonces so k = {1/27},

2.10 CONJUNTOS COORDINABLES (EQUIPOTENTES)

Definicion 2.14. Dos conjuntos A y B son coordinables, o equipotentes, y se
escribe A .~ B si, y sdlo si, existe una funcién uno a uno F cuyo dominio es
el conjunto A y cuyo recorrido es el conjunto B.

Se dice también que F establece una correspondgncia uno a uno entre los
conjuntos A y B. Es claro que cada conjunto A4 es coordinable consigo mis-
mo (tomar como F la funcién «identidad» definida por F(x) = x para todo x
de A). Ademds, si A - B entonces B~ A4, ya que si F es una funcidén uno
a uno que hace a 4 coordinable con B, entonces F~! hard B coordinable con A.
También, si 4 .~ B y si B~ C, entonces 4 .~ C. (La demostracién se deja al
lector.)

2.11 CONJUNTOS FINITOS E INFINITOS

Se dice que un conjunto § es finito y que contiene n elementos si
S~ {1,2,...,n.

El entero n se llama nimero cardinal o simplemente cardinal de §. Es un ejer-
cicio fdcil demostrar que si {1, 2, ..., n} - {1, 2, ..., m} entonces m = n. Por
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lo tanto, el cardinal de un conjunto finito estd bien definido. El conjunto vacio
se considera también finito. Su cardinal se define por 0.

Los conjuntos que no son finitos se llaman infinitos. La diferencia princi-
pal entre ambos es que un conjunto infinito puede ser semejante a alguno de
sus subconjuntos propios, mientras que un conjunto finito nunca podri ser se-
mejante a uno de sus subconjuntos propios. (Ver ejercicio 2.13.) Por ejemplo,
el conjunto Z* de todos los enteros positivos es semejante al subconjunto pro-
pio {2, 4, 8, 16, ...} formado por las potencias de 2. La funcién uno a uno F
que los hace semejantes estd definida por F(x) = 2¢ para cada x de Z*.

2.12 CONJUNTOS NUMERABLES Y NO NUMERABLES

Un conjunto § se dice que es infinito numergble si es coordinable con el con-
junto de todos los enteros positivos; esto es, si

S~ {1,2,3...}.

En este caso existe una funcién f que establece una correspondencia uno a uno
entre los enteros positivos y los elementos de §; por consiguiente, el conjunto S
puede ser descrito como sigue:

§ = {f(), f(2),73), ...}

A menudo se utilizan subindices y f(k) se designa por & (o por otra notacién
semejante) y se escribe, entonces, § = {a,, a,, a,, ...}. Lo importante aqui es
que la correspondencia nos permite utilizar los enteros positivos como «etique-

tas» de los elementos de S. Un conjunto infinito numerable se dice que tiene
cardinal ¥, (léase: dlef subcero).

Definicién 2.15. Un conjunto § es numerable si es o bien finito o bien infi-
nito numerable. Un conjunto que no sea numerable se llama no numerable.

Las palabras numerable y no numerable son sustituidas a veces por conta-
ble y no contable.

Teorema 2.16. Todo subconjunto de un conjunto numerable es numerable.

Demostracién. Sea § un conjunto numerable dado y supongamos que 4 C §.
Si A es finito, no hay nada que demostrar, por lo tanto podemos suponer
que A es infinito (lo cual significa que § también lo es). Sea s = {s,} una su-
cesion infinita de términos todos distintos tal que

S = {3“311---}-
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Se define una funcién en el conjunto de los enteros positivos como sigue:

Sea k(1) el menor entero positivo m tal que s, € A. Suponiendo que k(1),
k(2), ..., k(n—1) han sido definidas, sea k(n) el menor entero positivo m >
kin —1) tal que s, € A. Entonces k conserva el orden: m>>n implica k(m)
=~ k(n). Se forma entonces la funcién compuesta so k. El dominio de seo k
es el conjunto de los enteros positivos y el recorrido de so k es A, Ademids,
so k es uno a uno, va que

s[k(m)] = s[k(m)],

implica
P Sitm) = Sigm)

que significa k(n) = k(m), y esto implica n = m. Esto prucba el teorema.

2.13 EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES
NO ES NUMERABLE

El siguiente teorema demuestra que existen conjuntos infinitos no numerables.
Teorema 2.17. EIl conjunto de todos los niimeros reales no es numerable.

Demostracion. Es suficiente demostrar que el conjunto de los x que satisfa-
cen 0 < x<C1 e5 no numerable. Si los mimeros reales de este intervalo fuesen
numerables, existiria una sucesién § = {5,} cuyos términos constituirfan todo
el intervalo. Probaremos que esto es imposible construyendo, dentro del inter-
valo, un nimero real que no sea término de esta sucesién. Una vez escritos
los s, como decimales infinitos:

S = n'”ﬂ.l”ﬂt,!”ﬂ.l e

donde cada u,; es 0, 1, ..., 0 9, consideramos ¢l nimero real y cuya expresion
decimal es
y = ﬂ,ﬂlﬂzﬂl -

donde
T 1, 51 Uy # 1,
n 2, 5 Upn = 1.

Entonces ningtin término de la sucesién {s,} puede ser igual a y, ya que y di-
fiere de s, en el primer decimal, de s; en el segundo decimal, ..., de s, en el
n-ésimo decimal. (Una situacién como s, = 0,1999... e y = 0,2000... no puede
darse por la manera como han sido elegidas las v,.) Como 0 < y << 1, el teo-
rema queda demostrado,
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Definicion 2.21. Si F es una coleccion arbitraria de conjuntos, la intersec-
cién de F se define como el conjunto cuyos elementos son los elementos que
pertenecen a todos los conjumos de F, y se designa por

d{ﬂl A.

La interseccién de dos conjuntos 4, y A, se desgina por 4, N 4, y consta
de los elementos comunes a ambos conjuntos. Si A, y 4, no tienen elementos
comunes, entonces 4, N A, es el conjunto vacio y A, v A, se llaman disjuntos.
S1 F es una coleccién finita (como mds arriba), se escribe

N A= fE']At=A,nAzﬁ--*nA,,,
k=1

AeF

y sl F es una coleccién numerable, se escribe

o
nd=ndk=‘dln‘d=ﬁ'l+
AeF k=1

Si los conjuntos de la coleccién carecen de elementos comunes, su interseccidn
es ¢l conjunto vacio. Nuestras definiciones de reunién e interseccién son, ade-
mds, aplicables cuando F no es numerable. Por el modo como se han definido
las reuniones y las intersecciones, las leyes conmutativas y asociativas se satis-
facen automdticamente,

Definicion 2.22. El complemento de A relativamente a B, designado por
B — A, se define como el conjunto

B— A= {x:xeB, pero x¢ A}

Notese que B— (B — A) = A siempre que A & B. Nétese también que B— A4
= R si BN A es vacio.
Las nociones de reunion, interseccion, y complementario estdn ilustradas en

la Fig. 2.4,

| fs

duwv li AN
Figura 2.4
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Teorema 2.23. Sea F una coleccion de conjuntos. Entonces para cada con-
junto B, se tiene

B-4a=)(B-4,

AeF

B—ﬂ.q= U (B - 4).

AeF

Demostracién. Sea S= |), A, T = (),,(B—A). Si x€B—S5, entonces
x € B, pero x ¢ S. Por lo tanto, no es cierto que x pertenezca a uno, por lo
menos, de los 4 de F; por lo tanto x no pertenece a ninguno de los A de F.
Luego, para cada A de F, x€B—A. Pero esto implica que x €T, luego
B — S < T. Deshaciendo los pasos, se obtiene que T € B — S, vy esto demues-
tra que B— S = T. Para demostrar la segunda afirmacién, utilizar un argu-
mento semejante.

2.15 COLECCIONES NUMERABLES DE CONJUNTOS
NUMERABLES

Definicion 2.24. Si F es una coleccion de conjuntos tal que, cada dos con-
juntos de F distintos, son disjuntos, se dice entonces que F es una coleccidn
de conjuntos disjuntos.

Teorema 2.25. Si F es una coleccion numerable de conjuntos disjuntos, tal
como F = {A,, A,, ...}, en la que cada conjunto A, es numerable, entonces
la reunion |, Ax es también numerable.

Demostracion. Sea A, = {0y 4, 30y F3n...},n = 1,2,...,ysea § = Ui 4,
Entonces todo elemento x de § estd en uno de los conjuntos de F vy, por lo
tanto, X = am« para un cierto par de enteros (m, n). El par (m, n) esti uni-
vocamente determinado por x, ya que F es una coleccién de conjuntos dis-
juntos. Por lo tanto la funcién f definida por f(x) = (m, n) si x =gy, xES,
tiene dominio S. El recorrido f(5) es un subconjunto de Z*x Z *(donde Zes el
conjunto de los enteros positivos) y por lo tanto es numerable. Pero f es uno
a uno y por consiguiente § - f(5), que equivale a decir que § es numerable,

Teorema 2.26. Si F={A,, A,, ...} es una coleccion numerable de conjun-
tos, sea G ={B,, B,, ...}, donde B,=A, y, para n > 1,

B,=4,- | A
k=1
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‘Una relacién que sea reflexiva, simétrica y transitiva se llama relacién de equiva-

lencia. Determinar cudl de estas propiedades satisface §, si § es el conjunto de todos
los pares de mimeros reales (x, y) tales que

a) x <y, b) x < y, c) x < |y,
d) x* + y? = |, e) x? + y? < 0, f) x* + x =y 4+ p.

2.3 Las siguientes funciones F y G estdn definidas para todo nimero real x por
las ecuaciones dadas. En cada uno de los casos en que la funcidn compuesta G o F
pueda definirse, dar el dominio de G o F y una férmula (o férmulas) para (G » FXx).

a) Flx) =1 - x, G(x) = x? + 2x.
b} Flx) = x + §, G(x) = |x|{x,si x # 0, G(O) = 1.
&) Flx) = 2x, si0 = x <1, Glx) = x*,  si0=sx=l,
1, en los casos restantes, 0, en los casos restantes.
‘Hallar F(x) si G(x) y G[F(x)] vienen dados por:
d) G(x) = », G[F(x)] = x® — 3x? + 3x - 1.
e) G{x) =3 + x + x3, G[F(x)] = x* = 3x + 5.

2.4 Dadas tres funciones F, G, H, ;qué restricciones deben imponerse a sus domi-
nios para que las cuatro funciones compuestas que siguen estén definidas?

GeF, H:G, H:(G:F), (H<G)+F
Suponiendo que sea posible definir H o (G o F) y (H o G) o F, probar la ley asociativa
Ho{Ge F)=(H-0G)= F.

2.5 Probar las siguientes identidades de la teorfa de conjuntos para reuniones e in-
tersecciones:

@) AV(BUC)=(AUB)UC, AN(BNC)=(ANB)NC

b) AN(BUC)= (AN B)u(4AnC)

D(AUB)N(AVC)= AV(BNC).

A (AVBN(BUulCINn(CuAd)=(AdnBiviAnCYyu(B8n C).

ey AN(B—-—C)=(AnB) - (AN C).

f)(4 — C)Nn(B—-C)=(4n B) - C.

g)id = B)yuB= Asi, vy solo si, BC A.

2.6 Sea f:5 — T una funcidén. Si 4 v B son subconjuntos arbitrarios de §. pro-
bhar que

flAvw B) = fld)y v f(B) ¥ J(A m B) € f(A) N f(B).

Generalizar este resultado al caso de reuniones e intersecciones arbitrarias.
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2.1B Sea S la coleccidn de todas las sucesiones cuyos términos sean los enteros 0 y 1.
Probar que § es no numerable,
2.19 Probar que los siguientes conjuntos son numerables:

a) el conjunto de todos los circulos del plano complejo de radio racional v de

centro de coordenadas racionales,

b) toda coleccién de intervalos disjuntos de longitud positiva.
220 Sea fupa funcidn a valores reales definida para todo x del intervalo 0 < x < 1.
Supongamos que existe un nimero positivo M que verifica la siguiente propiedad:
para cada eleccién,con un nimero finito de puntos x,, x,, ..., x, del intervalo
0=x=1, Ia suma

fix) + o0+ fix)] = M.

Sea § el conjunto de los x de 0<x=<1 para los que f(x)7 0. Probar que S es
numerable.

2.21 Hallar la falacin de la siguiente «demostracidén» de que el conjunto de todos
los intervalos de longitud positiva es numerable.

Sea {x,, x,, ...} ¢l conjunto numerable de todos los nimeros racionales y sea /
un intervalo de longitud positiva. Entonces / contiene una infinidad de puntos ra-
cionales x,, pero de entre estos habrd uno que tendrd un (ndice n minimo. Definimos
una funcién F por medio de la ecuacidn F(/) = n, si x, es el nimero racional de
menor indice que pertenece al intervalo J. Esta funcidn establece una correspon-
dencia uno a uno entre el conjunto de todos los intervalos y un subconjunto de los
enteros positivos. Por lo tanto el conjunto de todos los intervalos es numerable.
222 Sea S la coleccién de todos los subconjuntos de un conjunto dado T. Sea
f:$=R una funcién a valores reales definida en §. Se dice que la funcién f es
aditiva si f{A U B) = f(A) + f(B) siempre que 4 v B sean subconjuntos disjuntos
de T. Si f es aditiva, probar que, para todo pat de subconjuntos A y B, se tiene

fid v B) = f(A) + f(B = A) Y  flAw B) = f(4) + f(B) — f(4 N B).

2.23 Aludimos al ejercicio 2.22. Suponemos que f es aditiva y suponemos ademds
que las siguientes relaciones se verifican para dos subconjuntos particulares 4 ¥y
B de T:

f(Av B) = f(A") + f(B") = f(A)/(B')
(AN B) = f(Af(B), [f(A)+ f(B)# fT),

donde A"=T-—4, B =T —B. Probar que estas relaciones determinan f(T), y
calcular el valor de /7).
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CAPITULO 3

Elementos de topologia

en conjuntos de puntos

3.1 INTRODUCCION

La mayor parte del capitulo anterior trata de conjuntos eabstractoss, esto es,
conjuntos de objetos cualesquiera. En este capftulo consideraremos conjuntos
de nimeros reales, conjuntos de nimeros complejos y, en general, conjuntos en
espacios de mds dimensiones,

En este estudio es conveniente y til utilizar la terminologia geométrica.
Asi, hablaremos de conjuntos de puntos de la recta real, conjuntos de puntos
del plano, o conjuntos de puntos de espacios de mayor mimero de dimensio-
nes. Mds adelante estudiaremos funciones definidas en conjuntos de puntos, y
es conveniente poseer un cierto conocimiento acerca de algunos tipos funda-
mentales de conjuntos de puntos, tales como conjuntos abiertos, conjuntos ce-
rrados y conjuntos compactos, antes de abordar el estudio de las funciones.
El estudio de estos conjuntos se llama topologia en conjuntos de puntos.

3.2 EL ESPACIO EUCLIDEO R®

Un punto del espacio bidimensional es un par ordenado de mimeros reales
(x;. x;). Andlogamente, un punto en un espacio tridimensional es una terna or-
denada de mimeros reales: (x,, x,, x,). Es, pues, adecuado considerar una

n-pla ordenada de nimeros reales y referirnos a €l como a un punto del espa-
¢i0 n-dimensional,

Definicién 3.1. Sea n>>0 un entero. Un conjunto ordenado de n niimeros
reales (x,, X, ..., Xq) S llama punto n dimensional o vector con n compo-
nentes, Los puntos o vectores se designardn por medio de una sola letra en
negrita; por ejemplo,

x={It|I2:-"':-'In}

Y= {}'p_}"z;---,]’,}a
57
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El niimero x se llama k-ésima coordenada del punto x o k-ésima componente
del vector x. El conjunto de todos los puntos n-dimensionales se llama espa-
cio euclideo n-dimensional o simplemente n-espacio, y se designa por R*.

Puede ocurrir que el lector se pregunte qué ventajas presenta trabajar en
espacios de mds de tres dimensiones. En realidad, el lenguaje de los n-espa-
cios hace ficilmente comprensibles cuestiones mds complicadas. El lector qui-
zds esté lo suficientemente familiarizado con andlisis vectorial de tres dimen-
siones, para percatarse de la ventaja que representa el poder escribir las ecua-
ciones de un movimiento que posee tres grados de libertad por medio de una
sola ecuacién vectorial en vez de tener que utilizar tres ecuaciones escalares.
Existe una ventaja andloga.cuando el sistema posee n grados de libertad.

Otra ventaja que se obtiene estudiando n-espacios para un n cualquiera es
que, de una vez, se estudian todas las propiedades que son comunes a los 1-es-
pacios, 2-espacios, 3-espacios, etc., esto es, propiedades independientes de la
dimensién del espacio

Los espacios de mds dimensiones se presentan como algo totalmente natu-
ral en campos tales como la Relatividad, y la Mecdnica estadistica y cudntica.
Incluso espacios de infinitas dimensiones son corrientes en Mecdnica cudntica.

Definiremos ahora las operaciones algebraicas con puntos n-dimensionales:

Definicion 3.2. Sean x =(x,, .... xa) € ¥ = (V. .... ¥u) elementos de R".
Definimos:

a) Igualdad:

X=0Ysi,ysdlosix, =y,...,% =Y
b) Suma:
X+ ¥ =X+ P X+ 0

¢) Multpilicacion por niimeros reales (escalares):

ax = (ax,, ..., ax,) (a reaf).
d) Diferencia:
X—y=x+(=Dy
e) Vector nulo u origen:
0=(0,...,0)

f) Producte interior o producto escalar:

n
X'y = Z X Vi
k=1
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3.3 BOLAS ABIERTAS Y CONJUNTOS ABIERTOS DE R»

Sea a un punto de R* y sea r un mimero positivo dado. El conjunto de todos
los puntos x de R™ tales que

Ix —al <r,
se denomina n-bola abierta de radio r y centro a. Designamos este conjunto
por B(a) o por B(a; r).
La bola B{a; r) consta de todos los puntos cuya distancia a2 a es menor
que r. En R' este conjunto es un intervalo abierto con centro en a. En R? es
un disco circular, v en R?® es una esfera sdlida con centro en a y radio r.

3.5. Definicién de punto interior. Sea S un subconjunto de R*, y supon-
gamos que a € 8. Entonces a se denomina punto interior de § si existe una
n-bola abierta con centro en a, contenida en §.

En otras palabras, cada uno de los puntos interiores a de § puede ser ro-
deado por una n-bola B(a) < S. El conjunto de todos los puntos interiores de §
se llama interior de § y se designa por int 5. Cada conjunto que contiene una
bola con centro en a se denomina entorno de a.

3.6. Definicién de conjunto abierto. Un conjunto S de R* es abierto si
todos sus puntos son interiores. En otras palabras, 5 es. abierto si, y sdlo si,
S = int 8. (Véase ejercicio 3.9.)

Ejemplos. En R! el tipo mds simple de conjunto abierto es un intervalo abierto. La
unién de dos o mds intervalos abiertos es también abierta. Un intervalo cerrado
fa, b] no es un conjunto abierto ya que sus extremos ¢ ¥y b no son puntos interiores
del intervalo.

Ejemplos de conjuntos abiertos en el plano son: el interior de un disco; el pro-
ducto cartesiano de dos intervalos abiertos unidimensionales. El lector debe tener
en cuenta que un intervalo abierto de R!, considerado como subconjunto del plano,
no es un conjunto abierto. De hecho, ningin subconjunto de R!® (salvo el conjunto
vacio) puede ser abierto en R® ya que tales conjuntos no pueden contener una
2-esfera.

En R*, tanto el conjunto vacio (jPor qué?) como el mismo espacio R",
son conjuntos abiertos. El producto cartesiano
{ah b[) E R {Em hu]

de intervalos abiertos unidimensionales (a,, b,), ..., (@, by) es un conjunto
abierto de R* llamado intervalo abierto n-dimensional. Lo designaremos

por (a, b), donde a = (a,, ..., @) Yy b=1(b,, ..., bo).
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En otras palabras, un intervalo componente de § no puede ser un subcon-
junto propio de ningiin otro intervalo abierto contenido en S.

Teorema 3.10. Cada punto de un conjunto abierto no vaclo S pertenece
a un intervalo componente de S y a uno solo.

Demostracién. Supongamos que x € S. Entonces x estd contenido en algin
intervalo abierto I con I < S. Existen muchos de tales intervalos pero el ema-
yorr» de ellos serd el intervalo componente deseado. Dejamos para el lector la
demostracién de que este intervalo es I, = (a(x), b(x)), donde

a(x) = inf {a: (g, x) = §}, b(x) = sup {b: (x, b) = S}.

Puede ocurrir que a(x) sea —co y puede ocurrir que b(x) sea +co. Es claro que
no existe ningln intervalo abierto J tal que I, = J € S, luego I, es un intervalo
componente de § que contiene a x. Si J, fuese otro intervalo componente de S
conteniendo a x, entonces la reunidn I, \v J, serfa un intervalo contenido en S ¥

que contendria a /; y a J.. Por lo tanto, por definicién de intervalo componente,
se tendria I, v, =1, el,vl, =], luego I. = J..

Teorema 3.11 (Teorema de representacién para los conjuntos abierlos
de la recta real). Cada conjunto abierto no vaclo S de R' es la reunién de
una coleccion numerable de intervalos componentes de S, disjuntos.

Demostracién. Si x € S, sea I, el intervalo componente de S que contiene a x.
La reunién de todos los intervalos /. es, evidentemente, S. Si dos de ellos,
I. e I, tienen un punto en comin, entonces su reunidén I, I, es un intervalo
abierto contenido en § y que contiene a I; y a I,. Por lo tanto, I,V I, =1,
e I, VI, =1, luego I, = I,. Por lo tanto los intervalos I, forman una colec-
cién disjunta.

Resta demostgar que forman una coleccién numerable. A este fin, supon-
gamos que {x,, X,, X, ...} designa el conjunto numerable de los niimeros racio-
nales. En cada intervalo componente /. habrd una infinidad de x,, pero entre
ellos uno sélo con el menor indice n. Definiremos entonces una aplicacién F por
medio de la ecuacién F(I.) = n, si x, es ¢l nimero racional de I, con el menor
fndice n. Esta funcién F es uno a uno ya que F(I,) = F(I,} = n implica que
I, e I, tienen en comun a x, y ello implica que I, = I,. Por tanto F establece
una correspondencia uno a uno entre los intervalos I, y un cierto subconjunto
de los mimeros naturales. Esto termina la demostracién.

NOTA. Esta representacién de § es unica. De hecho, si § es reunién de in-
tervalos abiertos disjuntos, entonces estos intervalos serdn necesariamente los
intervalos componentes de S. Es una consecuencia inmediata del teorema 3.10.
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Si § es un intervalo abierto, entonces la representacién contiene sélo un
intervalo componente, a saber, § mismo. Por lo tanto, ningin intervalo abierto
de R' puede expresarse como reunidn de dos conjuntos abiertos disjuntos no
vacios. Esta propiedad se designa también diciendo que un intervalo abierto
es conexo. El concepto de conexi6n en conjuntos de R™ se estudia mds amplia-

mente en la seccién 4.16,
3.5 CONJUNTOS CERRADOS

3.12 Definicién de conjunto cerrado. Un conjunto § de R™ es cerrado si
su complementario R* — S es abierto.

Ejemplos. Un intervalo cerrado [a, b] de R' es un conjunto cerrado. El pro-
ducto cartesiano

[ay, by] % <+ x [a,, ba]

de n intervalos cerrados unidimensionales es un conjunto cerrado de R*®, lla-
mado intervalo cerrado [a, b] n-dimensional.

El siguiente teorema, consecuencia inmediata de los teoremas 3.7 y 3.8,

muestra como construir nuevos conjuntos cerrados a partir de conjuntos ce-
rrados dados.

Teorema 3.13. La reunidén de una coleccidn finita de conjuntos cerrados es
cerrada, y la interseccidn de una coleccidén arbitraria de conjuntos cerrados
es cerrada.

Otra relacidn entre conjuntos abiertos v cerrados es la que expresa el si-
guiente teorema.

Teorema 3.14. 5i A es abierto v B cerrado, entonces A — B es abierto y
B — A es cerrado.

Demostracion. Basta observar que 4 — B = A N (R®*— B) es la interseccién
de dos conjuntos abiertos, y que B— A = BN (R* — A) es la interseccién de
dos conjuntos cerrados.

3.6 PUNTOS ADHERENTES. PUNTOS DE ACUMULACION

[.os conjuntos cerrados pueden definirse por medio de los puntos adherentes
y por medio de los puntos de acumulacion.
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3.15 Definicién de punto adherente. Sea S un subconjunto de R, y sea x
un punto de R*, no necesariamente de S. Entonces se dice que x es adherente
a 8§ si toda n-bola B(x) contiene un punto de 8, por lo menos.

Ejemplos

1. Si x€ 5, entonces x es adherente a §, ya que cada n-esfera B(x) contiene a x.
2. Si § es un subconjunto de R acotado superiormente, entonces el sup S es adhe-
rente a S.

Ciertos puntos son adherentes a § porque cada bola B(x) contiene puntos
de § distintos de x. Estos puntos se llamardn puntos de acumulacién.

3.16. Definicién de punto de acumulacién. Si SCR* v x € R, eniton-
ces x se llama punto de acumulacion de § si cada n-bola B(x) contiene por lo
menos un punto de S distinto de x.

En otras palabras, x es un punto de acumulacién de S si, y sélo si, x es
adherente a §— {x}. Si x €S pero x no es un punto de acumulacién de S,
se dice que x es un punto aislade de S.

Ejemplos

1. El conjunto de los mimeros de la forma 1/n, n =1, 2, 3, ... tienen al cero como
punto de acumulacién.

2. El conjunto de los mimeros racionales tiene a cada racional como punto de
acumulacidn.

3. Cada punto del intervalo cerrado [a, b] es un punto de acumulacién del conjunto
de los nimeros del intervalo abierto (a, b).

Teorema 3.17. Si x es un punto de acumulacion de S, entonces toda n-bola
B(x) contiene infinitos puntos de §.

Demostracién. Supongamos lo contrario; es decir, que exista una n-bola
B(x) que contenga sélo un nimero finito de puntos de § distintos de x; Ila-
mémosles a,, a,, ..., a,. Si r es ¢l menor de los niimeros positivos

Ix — afl,  Ix—af, ..., lx— a,l,

entonces B(x; rf2) serd una n-bola de centro x que no contendrd ningiéin punto
de § distinto de x. Contradiccion.

Este teorema implica, en particular, que un conjunto que no posea una
infinidad de puntos carece de puntos de acumulacidn. El reciproco, sin em-
bargo, es falso. Por ejemplo, el conjunto de los enteros {1, 2, 3, ...} es un
conjunto infinito que carece de puntos de acumulacién. En una seccién pos-
terior demostraremos que los conjuntos infinitos contenidos en una esfera po-
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seen siempre un punto de acumulacién. Este es un resultado importante cono-
cido como teorema de Bolzano-Weierstrass.

3.7. CONJUNTOS CERRADOS Y PUNTOS ADHERENTES

Un conjunto cerrado se ha definido como el complementario de un conjunto
abierto. El teorema siguiente presenta otra definicién de conjunto cerrado.

Teorema 3.18. Un conjunto S de R* es cerrgdo si, y sdlo si, contiene todos
sus puntos adherentes.

Demostracion. Supongamos que S es cerrado y que x es adherente a §. De-
seamos probar que x € S. Supongamos que x ¢S y llegaremos a una contra-
diccién. Si x ¢S, entonces x ER* — S vy, como que R* —§ ¢s abierto, alguna
n-bola B(x) estd contenida en R —S. Entonces B(x) no contiene puntos de §,
en contradiccién con el hecho de que x es adherente a §.

Para probar el reciproco, supongamos que § contiene todos sus puntos
adherentes y demostraremos entonces que S es cerrado. Sea x E R*—S. En-
tonces x & S, Iuego x no es adherente a S. Por lo tanto, existe una bola B(x)
que no corta a S, por consiguiente B(x) € R~ —S§. Asi pues, R*—§ es abierto
y, entonces, § es cerrado.

3.19. Definicién de adherencia. El conjunto de todos los puntos adherentes
de un conjunto dado S se llama adherencia de S y se designa por S.

Para todo conjunto se tiene que S < Sya que todo punto de § es adherente
a §. El teorema 3.18 prueba que la inclusién opuesta $'C § se verifica si, y s6lo
si, § es cerrado. Por lo tanto se tienc:

Teorema 3.20. Un conjunto S es cerrado si, y sdlo si, S = §.

3.21, Definicion de conjunto derivado. EIl conjunto de todos los puntos
de acumulacion de un conjunto § se llama conjunto derivado de S y se desig-
na por §.

Es claro que, para todo conjunto §, S =S5uUS§’. Por lo tanto, el teore-
ma 3.20 implica que § es cerrado si, y sblo si, $"SS. En otras palabras, se
tiene: '

Teorema 3.22. Un conjunto S de R* es cerrado si, y solo si, contiene todos
sus puntos de acumulacion.
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Como § estd acotado, S podrd ser incluido en una cierta n-bola B(0: a),
a >0, y por lo tanto en el intervalo n-dimensional J, definido por las desigual-
dades

—a<x=a k=12...,n.

Aqui J, designa el producto cartesiano

Jy=IM x 1Y x veex [,

esto es, el conjunto de puntos (x,, ..., x;), donde x; € ['"’ y donde cada I.'"
es un intervalo unidimensional —a < x; <a. Cada intervalo Iz se puede
subdividir en dos subintervalos I{!) e I’} definidos por las desigualdades

IfY: —a < x, < 0; I1:0< x, < a.
Ahora, consideramos todos los productos cartesianos de la forma

IR, > d3, x - x I, (a)
donde cada k; =1 o 2. Hay, exactamente, 2" productos de este tipo y, ade-
més, cada uno de ellos es un intervalo n-dimensional. La reunién de estos
2= intervalos es el intervalo original J,, que contiene a §; y por lo tanto, uno
por lo menos de los 2* intervalos (a) contiene una infinidad de puntos de S.

Elijamos uno de los que verifican esta propiedad y llamémosle J,; podri ex-
presarse también

J] = I{l]‘ W I%zl Wom e W I:I}’

donde cada I.'** es uno de los subintervalos de I;'" de longitud «. Proce-
damos ahora con J, de la misma manera como hemos procedido con J,, divi-
diendo cada intervalo [;'*' en dos partes iguales y obteniendo un intervalo
n-dimensional J, que contenga una infinidad de puntos de S. Si continuamos
este proceso, obtendremos una coleccién numerable de intervalos n-dimensio-
nales J,, J,, J,, ..., tales que el intervalo m-ésimo J,, verifica la propiedad de
contener un subconjunto infinito de § y se puede expresar en la forma

Jo=I"™ x [§™ x -« x I'™  donde I{™ < I{".
Escribiendo
I = [af™, b{™],
tenemos
pim _ glm) _ _a (k = 1,2, , )
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3.26. Definicién de recubrimiento. Una coleccidn de conjuntos F se deno-
mina recubrimiento de un conjunto dado S st §C U aer A. Se dice también
que la coleccidn F recubre a S. Si F es una coleccidn de conjuntos abiertos,
entonces F se denomina recubrimiento abierto de §.

Ejemplos
1. La coleccién de todos los intervalos de la forma I/n<x<2In,{(n =2, 3,4, ...),

es un recubrimiento abierto del intervalo 0 < x < 1. Es un ejemplo de recubri-
miento numerable,

2. La recta real R' estd recubierta por la coleccidén de todos los intervalos abier-
tos (a, b). Este recubrimiento es no numerable. Sin embargo, contiene un recu-
brimiento numerable de R!, a saber, todos los intervalos de la forma {n, n+42),
donde n recorre los valores enteros.

3. Sea §={(x, y):x >0, y > 0}). La coleccién F de todos los discos circulares con
centros en (x, x) y radios x, x > 0, es un recubrimiento de §. Este recubrimiento
no es numerable, Sin embargo contiene un recubrimiento numerable de S, a sa--
ber, todos los circulos para los que x es racional. (Ver ejercicio 3.18.)

El teorema del recubrimiento de Lindeldf establece que todo recubrimiento
abierto de un conjunto S de R* contiene una subcoleccién numerable que tam-
bién recubre a §. La demostracién utiliza el siguiente resultado preliminar:

Teorema 3.27. Sea G = (A,, A,, ...} la coleccién numerable de todas las
n-bolas de radio racional vy con centro en puntos de coordenadas racionales.
Supongamos que x € R" y sea § un conjunto abierto de R* que contenga a x.
Entonces una, por lo menos, de las n-bolas de G contiene a x y estd contenida
en 8. Esto es, se tiene

xE€EAxCSS para algun Ay de G.

Demostracion. La coleccibn G es numerable en virtud del teorema 2.27. Si
x € R* ¥ si 5§ es un conjunto abierto que contiene a x, entonces existe una
n-bola B(x; r) = §. Encontramos un punto y de S, de coordenadas raciona-
les, epréximo» a x y, tomdndolo como centro, hallaremos entonces un entorno
en G interior a B(x; r) y que contenga a x. Si

I - {x:h x;-p-l-ll---' x"]-l

sed ) un nimero racional tal que |yx — x| < r/(4n) para cada k=1, 2, ..., n.
Entonces

,
Iy — x|l < |yy — %3] + -+ [yy — %] < 3
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Figura 3.2

A continuacién consideremos un nimero racional g tal que r/4 < g <r/2.
Entonces x EB(y; q) vy B(y: @@ SB(x; r)SS. Pero B(y; ) €G y por lo
tanto el teorema queda demostrado. (Ver Fig. 3.2 para el caso R?)

Teorema 3.28 (teorema del recubrimiento de Lindeléf). Supongamos
que ASR™ y que F es un recubrimiento abierto de A. Entonces existe una
subcoleccion numerable de F que también recubre a A.

Demostracidén. Sea G = {A,, A,, ...} la coleccién numerable de todas las
n-bolas de centros y radios racionales. Este conjunto G se utilizard para ex-
traer de F una subcoleccién numerable que recubra a A.

Supongamos que x € A. Entonces existe un conjunto abierto § de F tal
que x € S. Por ¢l teorema 3.27, existe una n-bola A, de G tal que x € 4, C S.
Para cada § existe una infinidad numerable de tales A4, pero sélo elegiremos
una de entre todas, por ejemplo la de indice mds pequefio; llamémosle m =
= mix). Tenemos entonces que x € Am(x; & 5. El conjunto de todas las n-bo-
las A, x; Obtenidas cuando x recorre todos los elementos de A4 es una colec-
cién numerable de conjuntos abiertos que recubre a 4. A fin de lograr una
subcoleccién numerable de F que recubra a A4, hacemos corresponder a cada
conjunto Ayz) uno de los conjuntos § de F que contenga a A,,,. Esto acaba
la demostracién.

3.11 TEOREMA DEL RECUBRIMIENTO DE HEINE-BOREL

El teorema del recubrimiento de Lindeltf establece que de un recubrimiento
abierto de un conjunto arbitrario 4 de R" se puede extraer un recubrimiento
numerable. El teorema de Heine-Borel nos dice que si, ademds, 4 es cerrado
y acotado, entonces podemos reducir el recubrimiento a un recubrimiento fini-
to. La demostracién requiere ¢l teorema de encaje de Cantor.

Teorema 3.29 (Heine-Borel). Sea F un recubrimiento abierto de un con-
junto A de R, cerrado y acotado. Entonces existe una subcoleccion finita de F
gue también recubre a A.
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Demostracién. Una subcoleccién numerable de F, llamémosla {I,, I,, ...},
recubre a A4, en virtud del teorema 3.28. Consideremos, para m = 1, la reunién
finita

Es abierta, ya que es reunién de conjuntos abiertos. Probaremos que, para al-
gliin valor de m, la reunién S,, recubre a A.

A este fin consideremos el complementario R* — §,,, que es cerrado. Defi-
nimos una coleccién numerable de conjuntos {Q,, Q,, ...} de la siguiente ma-
nera: Q, = A, y para m > 1,

Q.= An(R" - 5).

Esto es, ., consta de todos los puntos de A que estdn fuera de S,. Si pode-
mos probar que, para algin valor de m, el conjunto Q. es vacio, habremos
demostrado que, para este valor de m, ningin punto de A estd fuera de S,.
en otras palabras, habremos probado que existe un S, que recubre a A.

Observemos las siguientes propiedades de los conjuntos Q,: Cada conjunto
Q.. es cerrado, ya que es interseccién del conjunto cerrado A4 y el conjunto ce-
rrado R*—S,.. Los conjuntos Q. son decrecientes, ya que los conjuntos S,
son crecientes; esto es, Qmi; & Om. LOs conjuntos Qn, por ser subconjuntos
de A, estdn acotados, Por lo tanto, si ninguno de los conjuntos Q,, es vacio,
podemos aplicar el teorema de encaje de Cantor para concluir que la inter-
seccién [)i=1 O tampoco es vacia. Ello implica la existencia de un cierto
punto de A que pertenczca a todos los conjuntos O, 0, lo que es equivalente,
la existencia de un punto de A que esté fuera de todos los conjuntos §,,. Pero
esto es imposible, ya que 4 = |Ji%, Si. Por lo tanto algin Q,, debe ser vacfo,
y esto termina la demostracidn.

3.12 COMPACIDAD EN R

Acabamos de ver que, si un conjunto § de R" es cerrado y acotado, entonces
todo recubrimiento abierto de § puede reducirse a un recubrimiento finito. Es na-
tural preguntarse si podrian existir conjuntos distintos de los cerrados y acotados
que verificasen también esta propiedad. Tales conjuntos se llamardn compactos.

3.30. Definicion de conjunto compacto. Un conjunto S de R* se llama
compacto si, y solo si, cada recubrimiento abierto de § contiene un subrecu-
brimiento finito; esto es, una subcoleccion finita que también recubra a §.

El teorema de Heine-Borel establece que todo conjunto de R*, cerrado y
acotado, es compacto. Probaremos ahora el reciproco.
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Teorema 3.31. Sea S un subconjunto de R". Entonces las tres afirmaciones
siguientes son eguivalentes:

a) §es compacto.
b) § es cerrade y acotado.
c) Todo subconjunto infinito de § tiene un punto de acumulacidn en S.

Demostracién. Como se indicé antes, (b) implica (a). Si probamos que (a) im-
plica (b), que (b) implica (c) y que (c) implica (b), habremos establecido la
equivalencia de las tres afirmaciones.

Supongamos que se verifica (a). Probaremos primero que § estd acotado.
Elijamos un punto p de §. La coleccién de n-bolas B(p; k), k=1, 2, ..., es
un recubrimiento abierto de S. Por compacidad, una subcoleccién finita tam-
bién recubre a § y, por lo tanto, S estd acotado.

A continvacién probaremos que S es cerrado. Supongamos que no lo fuese.
Existiria un punto y que seria un punto de acumulacién de § y tal que y & S.
Si x €S, sea r, = |[x —y||/2. Cada r, es positivo ya que y ¢ S y la coleccién
{B(x; ry): x €5} es un recubrimiento abierto de §. Por compacidad, un nu-
mero finito de estos entornos recubre a §, por lo que es

P

S U B(x;ry).

k=

Designemos por r al menor de los radios ry, r,, ..., . Es ficil comprobar que
la bola B(y; r) no tiene puntos en comiin con ninguna de las bolas B(xx: ).
De hecho, st x EB(y; r), entonces |x—y|| <r=<nr, y por la desigualdad
triangular tenemos que |y —xf] < lly — x| + []x — xxl|, luego

Ix =%l =y =x) = Ix =¥y} =2, — lIx — ¥l > r.

Por lo tanto, x ¢ B(x;; ;). Resulta, pues, que B(y; r)n S es vacio, con-
tradiccién con el hecho de que y es un punto de acumulacién de §. Esta contra-
diccién prueba que S es cerrado y, por lo tanto, que (a) implica (b).

Supongamos que se verifica (b). En este caso la demostracién de (c) es in-
mediata, ya que si T es un subconjunto infinito de S, entonces T estd acotado
(puesto que § lo estd), y por el teorema de Bolzano-Weierstrass T posee un
punto de acumulacién que llamaremos x. Ahora bien, x es también punto de
acumulacién de § y por lo tanto x € §, dado que § es cerrado. Por todo lo
cual (b) implica (c).

Supongamos que se verifica (c). Probaremos (b). §i S no estuviese acotado,
entonces para cada m > 0 existirfa un punto x,, de § tal que |xy||>m. La
coleccion T = {x,, X,, ...} constituiria un subconjunto infinito de § y entonces,
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El mimero no negativo d(x, ¥) puede considerarse como la distancia entre x
e y. En estos términos el significado intuitivo de las propiedades 1 a 4 es claro.
La propiedad 4 se llama la desigualdad triangular.

Un espacio métrico se designa, a menudo, por medio de (M, d) a fin de re-
calcar que en la definicién de espacio métrico tanto el conjunto M como la
métrica d juegan su papel

Ejemplos

1. M =R"; d(x, y) = ||x —y|l. Esta métrica se llama méirica euclidea, Cuoando nos
refiramos al espacio euclideo R, se sobreentenderd que su métrica es la euclidea
si no se especifica alguna otra.

2. M =C, el plano complejo; d(z,, z.) = |z, — z,|. Como espacio métrico, C no se
distingue del espacio euclideo R* puesto que consta de los mismos puntos y de
la misma métrica.

3. M es un conjunto no vacfo; dix, yY)=0si x=y, dlx, ¥)=1 si x+*y. Esta
métrica se llama métrica discreta, y (M, d) se llama espacio métrico discreto.

4. Si (M, d) es un espacio métrico y si § es un subconjunto no vacio de M, enton-
ces (S, d) es también un espacio métrico con la misma métrica o, mejor aun, con
la métrica resultante de restringir 4 a $X S. Se llama a menudo la mérrica rela-
tiva inducida por d sobre §, y § es un subespacio métrico de M. Por ejem-
plo, los mimeros racionales Q con la métrica d(x, y) = [xr— y| constituyen un
subespacio métrico de R.

5. M =R dx, y) = v (x,— ) + 4x,—y,), donde x =(x, x.) e y = (¥,, ¥,).
El espacio métrico (M, &) no es un subespacio del espacio euclideo R* ya que
la métrica es distinta.

6. M = {(x;, xz): x7 + x3 = 1}, la circunferencia unidad de R?; d(x, y) = la lon-
gitud del menor de los arcos que sobre la circunferencia vnidad unen a los pun-
tos x e y.

7. M = {(x;, x5, x5} : x1 + xj + x3 = 1}, es la superficie esférica unidad en R?;
d(x, ¥} =la menor de las longitudes de los arcos que, sobre la superficie esfé-
rica unidad, une a los puntos x e ¥.

8. M=R"; dx, y)=|x,—» |+ ... + lx, —yal.

9. M =R"; dx, y)=max {|[x, —y,| ..., [ —¥al}.

3.14 TOPOLOGIA EN ESPACIOS METRICOS

Las nociones bdsicas de la topologia en conjuntos de puntos se pueden exten-
der a un espacio métrico arbitrario (M, d).

Si a€M, la bola Bla; r) de centro en a y radio r > 0 es ¢l conjunto de
todos los puntos x de M tales que

dix,a)y<r.

Algunas veces designaremos a esta bola por medio de By{a; r) a fin de
recalcar que sus puntos pertenecen a M. Si § es un subespacio métrico de M,
la bola Ba: r) es la interseccién de S con la bola By(a; r).
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Teorema 3.34. Sea (S, d) un subespacio métrico de (M, d) y sea Y un sub-
conjunto de 5. Entonces Y es cerrado en 8 si, y sdlo si, Y = BN S para algin
conjunto B cerrado en M.

Demostracién. Si Y = BN §, donde B es cerrado en M, entonces B =M — A
donde A es abicrto en M, luego Y =SNB=SNn(M—A)=85—A; de ahi
que Y sea cerrado en S.

Reciprocamente, si ¥ es cerrado en §, sea X =5—Y. Entonces X es
abierto en §, luego X = A NS, donde A cs abierto en M ¥y

YnS—X=S~{AnS)=S-A=.S'n{M-—-A)=.5‘nB,
donde B =M — A4 es5 cerrado en M.

S1 SE M, un punto x de M se llama punto adherente de § si cada bola
Bu(x: r) contiene un punto de S, por lo menos. Si x es adherente de §— {x].
entonces se dice que x es un punto de acumulacién de S. La clausura § de §
es el conjunto de todos los puntos adherentes de S, y €l conjunto derivado § es
el conjunto de todos los puntos de acumulacién de S. Entonces, S =SU 5"

Los teoremas que se dan a continuacién son vilidos en cada espacio mé-
trico (M, d) y se demuestran exactamente igual a como se demostraron en
el caso del espacio euclideo R™. En las demostraciones, la distancia euclidea
|x — y|| deberd ser reemplazada por la métrica d(x, y).

Teorema 3.35. (a) La reunion de una coleccign arbitraria de conjuntos abier-
tos es abierta, y la interseccidn de una coleccidn finita de conjuntos abiertos
es abierta.

b) La reunién de una coleccidn finita de conjuntos cerrados es cerrada, y la
interseccién de una coleccién arbitraria de conjuntos cerrados es cerrada.

Teorema 3.36. Si A es abierto y B es cerrado, entonces A — B es abierto
y B— A es cerrado.

Teorema 3.37. Para cada uno de los subconjuntos S de M las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

a) S es cerrado en M.

b) S contiene a todos sus puntos adherentes.

c) § contiene a todos sus puntos de acumulacion.

d) §=25.

Ejemplo. Sea M = Q el conjunto de miimeros racionales con la métrica euclidea
de R'. Sea § el conjunto de todos los niimeros racionales en el intervalo ahiertu (a, b),
donde tanto @ como b son irracionales. Entonces § es un subconjunto cerrado de Q.
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En nuestras demostraciones del teorema de Bolzano-Weierstrass, del teore-
ma de encaje de Cantor, y de los tcoremas del recubrimiento de Lindelof
y de Heine-Borel hemos utilizado no sélo las propiedades métricas del es-
pacio euclideo R", sino también propiedades especiales de R™ que, en gene-
ral, no son vilidas en un espacio métrico arbitrario (M, d). Para poder exten-
der estos teoremas a los espacios métricos habrd que imponer a M ciertas res-
tricciones posteriores. Una de estas extensiones se esboza en el ejercicio 3.34.

La seccién siguiente describe la compacidad en un espacio métrico arbi-
trario.

3.15 SUBCONJUNTOS COMPACTOS DE UN ESPACIO METRICO

Sea (M, d) un espacio métrico y sea S un subconjunto de M. Una coleccién F
de subconjuntos abiertos de M se llama recubrimiento abierto de § si
S & |Jser 4.

Un subconjunto § de M se llama compacto si cada recubrimiento abierto
de § contiene un subrecubrimiento finito. § se dice que estd acofado si

S < Bla; r) para algin r > 0 y algin a de M.

Teorema 3.38. Sea S un subconjunto compacto de un espacio métrico M.

Entonces:

1) § es cerrado v acotado.
ii) Cada subconjunto infinito de § posee un punto de acumulacion en S.

Demostracion. Para demostrar (i) reharemos la demostracién del teorema 3.31
y usaremos la parte de la argumentacién que demostraba que (a) implica (b).
El 1inico cambio que debemos realizar consiste en reemplazar la distancia eucli-
dea |lx —y| por la métrica d(x, ¥) a lo largo de toda la demostracion.

Para probar (ii) se procede por contradiccién. Sea T un subconjunto infi-
nito de § y supongamos que S no contiene ningin punto de acumulacién de T.
Entonces, para cada punto x de 5, existird una bola B(x) que no contendrd
ningin punto de T (si x ¢ T) o un punto de T solamente (el mismo x, cuando
x €T). Cuando x recorre S, la reunién de estas bolas B(x) es un recubri-
miento abierto de S. Como § es compacto, una subcoleccién finita recubre
a|S y por lo tanto también recubre a T. Pero esto contradice el hecho de que T
sea infinito y cada una de las bolas contenga a lo sumo un punto de T.

NoTA. En el espacio euclideo R*, cada una de las propiedades (i) y (ii) es equi-
valente a la compacidad (teorema 3.31). En un espacio métrico general, la
propiedad (ii) es equivalente a la compacidad (para una demostracion, ver
la referencia 3.4), pero en cambio la propiedad (i) no lo es. El ejercicio 3.42
nos suministra un ejemplo de un espacio métrico M en el que ciertos subcon-
juntos cerrados y acotados mo son compactos.
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Teorema 3.39. Sea X un subconjunto cerrado de un espacio métrico com-
pacto M. Entonces X es compacto.

Demostracién. Sea F un recubrimiento abierto de X, es decir X = |, .r 4.
Probaremos que un niimero finito de los conjuntos 4 recubre a X. Como que
X es cerrado su complementario M — X es abierto, luego FuU {(M — X)} es
un recubrimiento abierto de M. Pero M es compacto, luego este recubrimiento

contiene un subrecubrimiento finito que podemos suponer que incluye M — X.
Por lo tanto

Mc A v UAd,u(M - X)

Este subrecubrimiento recubre también a X y, como que M — X no contiene
puntos de X, podemos suprimir el conjunto M — X del subrecubrimiento vy,

a pesar de todo, sigue recubriecndo a X. Entonces X C A4, U ... U A4, luego
X es compacto.

3.16 FRONTERA DE UN CONJUNTO

Definicion 3.40. Sea § un subconjunto de un espacio métrico M. Un punto x
de M se llama punto frontera de S s5i cada bola By(x; r) contiene, por lo me-
nos, un punto de § y, por lo menos, un punto de M — 8. El conjunto de todos
los puntos frontera de S se lama frontera de § y se designa por @8.

El lector puede verificar ficilmente que

S =8Sn M —385.
Esta formula prueba que 85 es cerrado en M.

Ejemplo. En R®, la frontera de una bola B(a; r) es el conjunto de puntos x tal

que |lx—all =r. En RY, la frontera del conjunto de los mimeros racionales es
iodo en R

En los ejercicios y también en el capitulo 4 se desarrollan otras propieda-
des de los espacios métricos.

EJERCICIOS

Conjuntos abiertos y cerrados en R!' y R?

3.1 Probar que un intervalo abierto de R es un conjunto abierto y que un inter-
valo cerrado es un conjunto cerrado.
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3.2 Determinar todos los puntos de acumulacién de los siguientes conjuntos de R!
y decidir cudndo los conjuntos son abiertos o cerrados (o cuindo no lo son).

a) Todos los enteros.

b} El intervalo (a, b]

¢) Todos los mimeros de la forma 1/n, n=1,23, ...
d) Todos los mimeros racionales.

e) Todos los nimeros de la forma 2" + 5-m, (m, n=1,2, ...},
f) Todos los nimeros de la forma (=12 +(1/m), (m n=1, 2, ...}
g) Todos los nimeros de la forma (1/n) 4+(1/m), (m, n=1, 2, ..).
h) Todos los mimeros de la forma (—1W/[1+(1/m)], (n=1, 2, ...).

3.3 Lo mismo que en el ejercicio 3.2 para los siguientes conjuntos de R?:
a) Todos los numeros complejos z tales que |z| > 1.
b) Todos los mimeros complejos z tales que |z| = 1.
¢} Todos los nimeros complejos de la forma (1/n) + (ifm),(m,n=1,2,...).
d) Todos los puntos {x, y) tales que x* —y* < L.
e) Todos los puntos (x, y) tales que x > 0.
f) Todos los puntos (x, v¥) tales que x = 0.
3.4 Probar que cada conjunto abierto no vacio § de R' contiene nimeros racio-
nales e irracionales.
3.5 Probar que los tinicos conjuntos de R' que son a la vez abiertos y cerrados
son el conjunto vacfo y R!. ;Existe una afirmacién andloga para R*?
3.6 Probar que cada conjunto cerrado en R! es la interseccidn de una coleccién
numerable de conjuntos abiertos.
3.7 Probar que un conjunto cerrado y acotado, no vacio, § de R' o bien es un
intervalo cerrado o bien S podrd obtenerse a partir de un intervalo cerrado supri-
miendo una coleccién disjunta numerable de intervalos abiertos cuyos extremos
pertenecen a S.

Conjuntos abiertos y cerrados de R*

3.8 Probar que las n-bolas abiertas y los intervalos abiertos n-dimensionales son
conjuntos abiertos en R™,

3.9 Probar que el interior de un conjunto de R* es abierto en R®.

310 Si SC R® probar que int § es la reunion de todos los subconjuntos abiertos
de R" que estdn contenidos en S. Esto se describe diciendo que int § es el mayor de
los subconjuntos abiertos de 5.

3.11 Si § y T son subconjuntos de R", probar que

(int )N (int T) = int (§ " T), Y (int S)v(int T) € int (S T).

3.12 Sean §' y 5, respectivamente, el conjunto derivado y la clausura de un con-
junto § de R". Probar que:

a) § es cerrado en R™: esto es, (Y C 5.

b) Si ST, entonces 5’ T,

c) SuTYy=8urT.

d) (§Y=§
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3.23 Supongamos que S < R" Un punto x de R" es un punto de condensacién de §
si toda n-bola B(x) tiene la propiedad que B(x) " § no es numerable. Probar que si
S no es numerable, entonces existe un punto x en § de modo que x €5 un punto de
condensacién de §.
3.24 Supongamos que S < R" y que § no es numerable. Sea T el conjunto de pun-
tos de condensacién de §. Probar que:

a) §—T es numerable,

b) §N T no es numerable,

¢} T es un conjunto cerrado,

d) T no posee puntos aislados.
Natese que el ejercicio 3.23 es un caso especial de (b).
3.25 Un conjunto de R* se llama perfecto si § = §', esto es, si § es un conjunto
cerrado que carece de puntos aislados. Probar que, si F es un conjunto cerrado no
numerable de R", puede expresarse en la forma F = 4 U B, donde A es perfecto
Yy B es numerable (teorema de Cantor-Bendixon).
Indicacidn. Utilizar el ejercicio 3.24.

Espacios métricos

3.26 Probar que, en todo espacio métrico (M, d), tanto el conjunto vacio (3 como
el espacio entero M son, a la vez, abiertos y cerrados.
3.27 Considerar en R* las dos métricas signientes:

dy(x,y) = max lx; — wil, d)(x,y) = E lx; = wl.

En cada uno de los espacios métricos siguientes, probar que la bola B(a; r) tiene
la apariencia geométrica que se indica:

a) en (R? d,), un cuadrado de lados paralelos a los ejes de coordenadas.

b) en (R?, d,), un cuadrado cuyas diagonales son paralelas a los ejes.

¢) Un cuboe en (R?, d))

d) Un octaedro en (R?, d.).
3.28 Sean d, y d, las métricas definidas en el ejercicio 3.27 y sea [x—y¥|| la mé-
trica euclfdea usual. Comprobar que se verifican las siguientes desigualdades, cua-
lesquiera que sean los puntos x e ¥ de R*:

dilx,y) < [x - ¥| = dialx, ¥) y dyfx, y) = Vnfx — y| = ndy(x, y).
3.29 Si (M, d) es un espacio métrico, se define
dix, y)
d' \ = o .
(x. ») 1 + dix, y)

Probar que ' también es una métrica para M. Obsérvese que 0 = d'(x, y) < 1 para
todo x, y de M.

3.30 Probar que cada subconjunto finito de un espacio métrico es cerrado.

3.31 En un espacic métrico (M, d), ¢l conjunto B{a; r) = {x:d(x, a) =< r} se llama
hola cerrada de radio r 2> 0 v centro en el punto a de M.
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3.46 a) int (()7=, 4) = [)i=, (int 4)),donde cadad, = M.
b) int {nur A) = ﬂ 1er lint A), si F es una coleccidn infinita de subconjun-

tos de M.
¢} Dar un ejemplo en el que la igualdad de (b) no se verifique.

347 ) Uuer (int 4) < int (User A

b) Dar un ejemplo de una coleccién finita F que no satisfaga la igualdad en (a).
3.48 a) int (74) = si A es abierto o si A es cerrado en M.

b) Dar un ejemplo para el que int (24) = M.
349 Siint 4 =int B=( v si A es cerrado en M, entonces int (4 v B) = @.
3.50 Dar un eiemplo en el que int A =int B=(, pero para ¢l que int (4 v B) = M,
A51 A =ANnM — 4 YyaAd = éM — A).
3.52 SiAn B = (@, entonces #(4 U B) = 84 \J @B.
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CAPITULO 4

Limites y continuidad

4.1 INTRODUCCION

Suponemos al lector ya familiarizado con el concepto de limites tal como es
introducido en el Cdlculo elemental donde es corriente presentar varios tipos
de limites. Por ejemplo, el limite de una sucesion de nimeros reales {x,}, que
' simbolizamos cuando escribimos

lim x, = A,
a=* o

significa que para cada nimero « > 0 existe un entero N tal que
|x, — A| <& siempre que n= N.

Este limite pretende transmitir la idea intuitiva de que x, puede estar suficien-
temente préximo a 4 en el supuesto de que n sea suficientemente grande. Tam-
bién se da el limite de una funcién, indicado por medio de la notacidn

lim f(x) = A,

x=p
que significa que para cada « > 0 existe otro nimero & > 0 tal que
| f(x) — A] < & siempre que 0 < |[x — p| < é.

Esta definicion expresa la idea de que f(x) puede conseguirse tan proxima a A
como queramos, siempre que x se¢ tome lo suficientemente préximo a p.

Las aplicaciones del Célculo a los problemas geométricos y fisicos del es-
pacio tridimensional y a las funciones de varias variables nos obligan a exten-
der estos conceptos a R™. Es tan necesario como ficil dar un paso mis e intro-
ducir limites en el marco mds general de los espacios métricos. Esto simplifica
la teoria puesto que elimina restricciones innecesarias y al mismo tiempo cubre
casi todos los aspectos necesarios del Anilisis.

Primeramente discutiremos los limites de las sucesiones de puntos de un
espacio métrico y después discutiremos los limites de funciones y el concepto
de continuidad.

85
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4.2 SUCESIONES CONVERGENTES EN UN ESPACIO METRICO

Definicion 4.1. Una sucesion {x,). de puntos de un espacio métrico (S, d) es
convergente si existe un punto p de § que satisfaga la siguiente propiedad:

Para todo ¢« > 0 existe un entero N tal que

d(x,. p) < ¢  siempre que n= N.

Diremos también que {x,} converge hacia p y escribiremos x, — p cuando
n = oo, 0 simplemente x, = p. 5i no existe un tal niimero p de 8, se dice que
la sucesion {x,} es divergente.

NOTA. La definicién de convergencia implica que
Xo,—>p 51, y s6lo si, d(x, p)—0.

La convergencia de la sucesién {d(x, p)} hacia 0 se realiza en el espacio
euclideo R*.

Ejemplos

1. En un espacio euclideo R!, una sucesién {x,} se llama creciente si x, = x,,,
para todo n. Si una sucesidn creciente estd acotada superiormente (esto es, si
X, <M para un M >0 y para todo n), entonces {x,} converge hacia el su-
premo de su recorrido, sup {x,, x., ...}. Andlogamente, {x,} se llama decreciente
si x,,, = x,, para todo n. Cada sucesién decreciente acotada inferiormente con-
verge hacia el infimo de su recorrido. Por ejemplo, {1/n} converge hacia 0.

2. Si {a,) v (b,} son sucesiones reales que convergen hacia 0, entonces {a, -+ b,}
también converge hacia 0. Si 0= ¢, <a, para todo n y si {a,} converge ha-
cia 0, entonces {c,} también converge hacia 0. Estas propiedades elementales de
las sucesiones de R! pueden ser itiles para simplificar algunas de las demostra-
ciones concernientes a limites de un espacio métrico general.

3. En el plano complejo C, sea z, =1+ n~? + (2— 1/n)i. Entonces {z,} converge
hacia 1 + 2i puesto que

1
d(z, 1 + 24 = [z, — (1 + 2)? = — = 0 cuando n—w,

L
n*
luego diz,, 14+2i)—0.

Teorema 4.2. Una sucesion {x,} de un espacio métrico (S, d) puede conver-
ger hacia un punto de S, a lo sumo.

4
Demostracion. Supongamos que x,—>p y que x,—>gq. Probaremos que p = g.
En virtud de la desigualdad triangular se tiene
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0 < d(p, q) < d(p, x,) + d(x,, ).

Como d(p, x,)—0 y d(x,, q)— 0 se tiene que d(p,q) =0, luego p =gq.

Si una sucesién {x,} converge, el dnico punto hacia el que converge se
llama [limire de la sucesién y se designa por medio de lim x, o por medio
de limyaw X

Ejemplo. En el espacio euclideo R! tenemos que lim, ., 1/r = 0. La misma sucesién
en el subespacio métrico T = (0, 1] no converge puesto que el tinico candidato para
el limite es 0 y 0 € T. Este ejemplo muestra que la convergencia o divergencia de
una sucesion depende tanto del espacio elegido como de la métrica.

Teorema 4.3. En un espacio méirico (S, d), suponemos que x,—p y que
T = {x,, x,, ...} es el recorrido de {x,}. Entonces:

a) T estd acotado.

b) p es un punto de adherencia de T.

Demostracion. a) Sea N el entero que corresponde a ¢ = 1 en la definicién
de convergencia. Entonces todo x, con n= N estd en la esfera B(p; 1), luego
cada punto de T estd en la esfera B(p; r), donde

r= 1+ max {d(p, x,),...,d(p, xy_1)}.

Por lo tanto, T estd acotado.
b) Como cada esfera B(p; ¢) contiene un punto de T, p es adherente a T.

NOTA. S5i T es infinito, cada bola B(p; ¢) contendrd una infinidad de puntos
de T, luego p serd punto de acumulacién de T.
El teorema siguiente prueba el reciproco de la parte (b).

Teorema 4.4. Dado un espacio métrico (S, d} y un subconjunto T = 8, si
p es un punto de § adherente de T, entonces existe una sucesion {x,)} de pun-
tos de T que converge hacia p.

Demostracion. Para cada entero n=>1 existe un punte x, de T tal que
dip, xa) = 1/n. Por lo tanto d{p, xn)—0, luego x, — p.

Teorema 4.5. En un espacio métrico (S, d) una sucesién {x,} converge ha-
cia p si, y sdlo si, cada subsucesion {xxn)} converge hacia p.

Demostracién. Supongamos que x, — p y consideremos una subsucesion
{ Xk} Para cada ¢ > 0 existe un N tal que n = N implica d(x,, p) < . Como
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{xxm)} es una subsucesién, existe un entero M tal que k(n) = N para
n= M. Por lo tanto, n = M implica d(xy»;, P) < & que prueba que xi .y — p.
El reciproco se verifica trivialmente, ya que {x,} es una subsucesién de si
misma.

4.3 SUCESIONES DE CAUCHY

Si una sucesién {x,} converge hacia el limite p, sus términos avanzados deben
aproximarse a p y por lo tanto aproximarse entre si. Esta propiedad estd
enunciada mds formalmente en el siguiente teorema,

Teorema 4.6. Supongamos que {x,} converge en un espacic métrico (5, d).
Entonces para cada ¢« > 0 existe un entero N tal que

d(xn, Xu) < ¢ siempre que n=N y m=N.

Demostracion. Sea p = lim x,. Dado « > 0, sea N tal que d(x,, p) < ¢/2 siem-
pre que n = N. Entonces d(x,, p) < ¢/2 si m= N. Si tanto n como m son ma-
yores o iguales que N por la desigualdad triangular tenemos

d(xyy %) < dxy p) + d(p, %) < 2 +

= . ]

4.7. Definicién de la sucesién de Cauchy. Una sucesién {x,} de un espa-
cio métrico se llama sucesion de Cauchy si satisface la siguiente condicidn
(llamada la condicién de Cauchy):

Para cada « > 0 existe un entero N tal gue

d(Xn, X)) < ¢ Ssiempre que n=N y m= N.

El teorema 4.6 establece que toda sucesion convergente es una sucesidn
de Cauchy. El reciproco, en general, es falso en un espacio métrico general.
Por ejemplo, la sucesién {1fn} es una sucesion de Cauchy en el subespacio
euclideo T = (0, 1] de R!, pero en cambio dicha sucesidén no converge en T.
Sin embargo, el reciproco del teorema 4.6 es cierto en cada espacio euclideo R*.

Teorema 4.8. En el espacio euclideo R* toda sucesién de Cauchy es con-
vergente.

Demostracidn. Sea {x,)} una sucesién de Cauchy de R* y sea T = {x,, x,, ...}
el recorrido de la sucesién. Si T es finito, entonces todos los términos de {x,}
excepto un nimero finito son iguales y por lo tanto {x,} converge hacia este
valor comiin.
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4.4 ESPACIOS METRICOS COMPLETOS

Definicion 4.9. Un espcio métrico (S, d) se llama completo si toda sucesion
de Cauchy de § converge en S. Un subconjunto T de § se llama completo si
el subespacio métrico (T, d) es completo,

Ejemplo 1. Cada uno de los espacios euclideos R* es completo (teorema 4.8). En
particular, R! es completo, pero el subespacio T = (0, 1] no es completo,
Ejemplo 2. El espacio R® con la métrica d(x. ¥) = max; .;<, |X; = ¥i| es completo.

El teorema que damos a continuacién relaciona la completitud con la com-
pacidad.

Teorema 4.10. En todo espacio méirico (S, d), cada subconjunto compac-
to T es completo.

Demostracién. Sea {x;} una sucesién de Cauchy en T y sea 4 = {x,, X, ...}
el recorrido de{x,}.Si 4 es finito, entonces {x,} converge hacia uno de los
puntos de A, luego {x,} converge en T.

Si A es infinito, el teorema 3.38 nos asegura que A admite un punto de
acumulacién p en T puesto que T es compacto. Probaremos ahora que x, — p.
Dado ¢ > 0, elijamos N tal que n =N y m= N implique d(x,, x.) < ¢2. La
bola B(p: ¢/2) contiene un punto x, con m=N. Por lo tanto si n=N la
desigualdad triangular nos conduce a

d(x,, p) < d(X, Xp) + d(Xps p) < g + 1:‘: =&,

luego x,— p. De lo cual se deduce que toda sucesién de Cauchy en T admite
limite en T, luego T es completo.

4.5 LIMITE DE UNA FUNCION

En esta seccién consideraremos dos espacios métricos (S, 45 v (T, dr), donde
ds v dy designan las métricas respectivas. Sea 4 un subconjunto de § v sea
f: A—T una funcién de A en T.

Definicién 4.11. Si p es un punto de acumulacion de A y si b€ T, la no-
tacidn

lim f(x) = b, (1)

I=+p
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si, v solo si,

lim f(x,) = b, (3)

n=* o

para toda sucesion {x,} de puntos de A — {p} que sea convergente hacia p.

Demosiracidn. Si se verifica (2), entonces para cada « > 0 existe un é >0
tal que

d:(f(x), b) <« siempre que x& A4 y0 < dyx, p) < 4. (4)

Como p es adherente a A — {p}, por el teorema 4.4, existe una sucesién
{x,} en A — {p} convergente hacia p. Para el é que interviene en (4), existe
un entero N tal que n= N implica dix, p) <4 Entonces (4) implica que
d(f(x,), b) < « para n= N, y por lo tanto {f(x,)} converge hacia b. Asi pues,
(2) implica (3).

Para probar el reciproco supondremos que se verifica (3) v que (2) es falso,
llegando a una contradiccidn. Si (2} es falso, entonces para algiin ¢ > 0 y todo
# > 0 existe un punto x de A (donde x puede depender de 8) tal que

0 <ddx,p)<d pero dif(x)b)=e (3)

Tomando & = 1fn, n =1, 2, ..., esto significa que existe una sucesion {x,} de
puntos de A — {p} tal que

0 < dg(x,, p) < 1/n pero  dy(f(x,), b) = &

Es evidente entonces que hemos obtenido una sucesién {x,} que converge ha-
cia p pero en cambio la sucesién {f(x,)} no conmverge hacia b, lo cual con-
tradice a (3).

NOTA. Los teoremas 4.12 y 4.2 prueban que una funcién no puede tener dos
limites diferentes cuando x— p.

4.6 LIMITES DE FUNCIONES CON VALORES COMPLEJOS

Sea (5, d) un espacio métrico, sea A un subconjunto de S, y consideremos dos
funciones f y g definidas sobre A y con valores complejos,

f: A—=C, g: A—=C

La suma f + g se define como la funcién cuyo valor en cada punto x de A es
el nimero complejo f(x) + g(x). La diferencia f—g, el producto {-g, y el co-
ciente flg se definen andlogamente. Es sabido que el cociente sélo estd definido
en aquellos puntos x en los que glx)==0.
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Las reglas usuales para el cdlculo con limites vienen dadas en el teorema
que sigue.

Teorema 4.13. Sean f vy g dos funciones con valores complejos definidas
en un subconjunto A de un espacio métrico (S, d). Sea p un punto de acumu-
lacion de A, y supongamos guie

lim f(x) = a, lim g(x) = b.

x=p x=p
Entonces tendremos también:

a) lim,., [f(x) + g(x)] = a + b,

b) lim,., , f(x)g(x) = ab,

¢) lim,.,, f(x)/g(x) = alb si b5£0.
Demostracion. Probaremos (b), dejando las otras partes como ejercicio, Dado «
con 0 <e<1, sea ¢ un segundo mimero que satisfaga 0 < <" <1, que de-

penderd de ¢ en la forma que precisaremos mds adelante. Existe un & > 0 tal
que 5i xE A v d(x, p) < 4, entonces

) —al<e y  lgx) - bl <.
BHOnCEs il = la + () — @)l < lal + & < lal + 1.
Haciendo f(x)g(x) — ab = f(x)g(x) — bf(x) + bf(x) — ab, tenemos

|f(x)g(x) — abl < |f(x)||g{x) — bl + |b] |f(x) — 4
< (la| + &' + |ble’ = €'(la] + [b] + 1).

Si elegimos " = ¢/(la] + |b| + 1), veremos que |f(x)g(x) — ab| < « siempre que
XE A y dlx, p) <38, y esto demuestra (b).

4.7 LIMITES DE FUNCIONES CON VALORES VECTORIALES

De nuevo, sea (S, d) un espacio métrico y sea A un subconjunto de 5. Consi-
deremos dos funciones f y g, definidas sobre A4, con valores vectoriales toma-
dos en RF,

f:A—=R" g:4 - R:
El cociente de funciones con valores vectoriales no estd definido (si k = 2),

pero es posible definir la suma f + g, el producto A (si A es real) v el pro-
ducto escalar f-g por medio de las férmulas
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(I + g)x) = f(x) + gx), (ADK) = Ux), (f-g)x) = 1(x) g(x)

para todo x de A. Se tienen entonces las siguientes reglas para calcular los limites
de funciones con valores vectoriales.

Teorema 4.14. Sea p un punto de acumulacion de A y -supongamos que

lim f(x) = a, lim g(x) = b.

X=+p x=p
Entonces se tiene también:

a) lim,., [f(x) + g(x)] = a + b,

b) lim,., Af(x) = la para cada escalar A,
c) lim,., f(x) g(x) = a*h,

d) lim.., [fC) = |a].

Demostracién. Probaremos sélo las partes (c) y (d). Para probar (c) hagamos
f(x):g(x) — ab = [f(x) — a]-[g(x) — b] + a-[g(x) — b] + b-[f(x) — a].
La desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad triangular nos dan

0 < |fix)-g(x) — a-b|
< [[f(x) — all lig(x) — bj + [al llg(x) — b + b [f(x) — al|.

Cada uno de los términos de la derecha tiende a 0 cuando x— p, luego
f(x)-g(x)— a-b. Esto prueba (c). Para demostrar (d), obsérvese que

| GO — llaf| | < [|f(x) —a]|.
NOTA. Sean f,, ..., f, n funciones con valores reales definidas sobre A, y sea
f: A— R la funcién con valores vectoriales definida por

fx) = (f,(x), f.(2), ... fa(x)) 51 X E A.

Entonces fi, ..., fa S¢ llaman componentes de f, ¥ se escribe f=(f,, ..., f,)
para indicar dicha relacién.

Si a =(a,, ..., a,), entonces para cada r =1, 2, ..., n tenemos

(%) = a,] < [f(x) — all < 2 1f(x) — al.

r=1

Estas desigualdades demuestran que lim,.., f(x) = a si, y sélo si, lim,..; f{x) = a,
para cada r.
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4.8 FUNCIONES CONTINUAS

La definicién de continuidad que se da en Ciélculo elemental puede extenderse
a funciones definidas de un espacio métrico a otro.

Definicion 4.15. Sean (S, ds) v (T, dy) espacios métricos y sea f: S— T una
funcidn de § en T. La funcién f se llama continua en un punto p de S s5i para
cada ¢« > 0 existe un 8 >0 tal que

dA(f(x), f(p)) < e siempre que ds (x, p) < 8.

Si f es continua en todos los puntos del subconjunto A de 8§, se dice que | es

continua en A.
Esta definicién refleja la idea intuitiva de que puntos cercanos a p se apli-

can, por medio de f, en puntos cercanos a f(p). Puede expresarse, también,
en términos de bolas: una funcién f es continua en p si, y sélo si, para cada
e > 0, existe un & > 0 tal que

f(Bs(p: 8)) S BAf(p); «).

Aqui By(p; &) designa una bola de §; su imagen, por medio de f, debe estar

contenida en la bola B.(f(p): ¢) de T. (Ver Fig. 42.))
Si p es un punto de acumulacién de §, la definicién de continuidad im-
plica que
lim f(x) = f(p).

x—=p

Si p es un punto aislado de § (un punto de S que no es de acumulacién de ),
entonces toda f definida en p serd continua en p ya que para § suficiente-
mente pequefio existe un Unico x que satisface ddx, p) < 8, a saber x =p, y

d:i(f(p). f(p)) = 0.

Teorema 4.16. Sea f: S—T una funcidn de un espacio métrico (S, ds) en
otro espacio métrico (T, d;), y supongamos que p € 8. Entonces | es continua
Hisipe ) Br{ fip); e)

- Tmagen de Bs(p; §)

Figura 4.2
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4,10 FUNCIONES COMPLEJAS Y FUNCIONES VECTORIALES,
CONTINUAS

Teorema 4.18. Sean [ y g dos funciones con valores complejos, continuds éen
un punto p de un espacio métrico (S, d). Entonces f + g, f—g v f-g son todas
ellas continuas en p. El cociente flg también es continuo en p si g(p)=%0.

Demostracion. El resultado es trivial si p es un punto aislado de §. Si p es

un punto de acumulacién de S, el resultado se sigue del teorema 4.13,
Existe, ademds, un teorema andlogo para las funciones con valores vecto-

riales, que s¢ demuestra de la misma manera, utilizando el teorema 4.14.

Teorema 4.19. Sean f y g dos funciones continuas en un punio p de un
espacio métrico (S, d), y supongamos que f y g toman sus valores en R*. En-
tonces cada una de las siguientes funciones es continug en p: la suma f + g,
el producto M para cada niimero real A, el producto escalar £-g, y la norma | f||.

Teorema 4.20. Sean f,, ..., fs, n funciones reales definidas sobre un subcon-

junto A de un espacio métrico (S, ds) y sea £ = (f,, ..., f»). Entonces { es con-
tinua en un punto p de A si, y sélo si, cada una de las funciones f,, ..., f €5
continua en p.

Demostracién. Si p es un punto aislado de A no hay nada que demostrar.
Si p es un punto de acumulacién, obsérvese que f(x)— f(p) cuando x— p si,
y s6lo si, fi(x) — fu(p) para cada k=1, 2, ..., n.

4.11 EJEMPLOS DE FUNCIONES CONTINUAS

Sea § = C, el plano complejo. Es un ejercicio trivial demostrar que las siguien-
tes funciones con valores complejos son continuas en C:

a) las funciones constantes, definidas por f(z) = c para todo z de C;
b) la funcién identidad, definida por f(z) = z para todo z de C.

Aplicando repetidamente el teorema 4.18 se establece la continuidad de los
polinomios

J@2)=ag + a2z + az2* + -+ + a,2",

donde los @; son nimeros complejos.
51 § es un subconjunto de C en el que el polinomio f no se anula, enton-
ces 1/f es continua en §. Por lo tanto una funcidn racional g/f, donde g vy f son
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Figura 4.3

Nétese que las afirmaciones del teorema 4.22 pueden expresarse también
de la siguiente manera:

U'mls Y, XsffX))

Obsérvese asimismo que f~'(4 v B) = f(d)u f(B) para todos los subcon-
juntos 4 y B de T.

Teorema 4.23. Sea f: S— T una funcion de un espacio métrico (S, ds) en
otro (T, dr). Entonces f es continua en § si, y sdlo si, para cada conjunto
pbierto Y de T, la antiimagen f~(Y) es abierta en §.

Demostracion. Sea f continua sobre S, sea Y un abierto de T, y sea p un
punto de f~'(¥). Probaremos que p es interior a f~'(¥). Sea y = f(p). Como
que Y es abierto entonces tenemos que Bi(y: ¢)S Y para un cierto « > 0.
Como que f es continua en p, existe un & > 0 tal que f(Bs(p: 8)) S Bs(y: o).
Por lo tanto,

By(p; &) < f'[f(Bs(p; 8))]1 = f ' [Br(y; &) = f7'(Y),

luego p es un punto interior a f~(¥).

Reciprocamente, supongamos que f~'(¥) es abierto en § para todo subcon-
junto abierto Y de T. Elijamos p en § y sea y = f(p). Probaremos que f es
continua en p. Para cada valor « >> 0, la bola By(y; ¢) es abierta en T, luego
fYB:(y; £)) es abierto en §. Ahora bien, si p € f~(B{y; <)) entonces existe
un 8§ >0 tal que Bip; 8 < fB:y; ). Por consiguiente, f(Bs(p; NS
€ B4(y; ¢), luego f es continua en p.

Teorema 4.24. Sea f:5—T una funcidn de un espacio métrico (S, ds) en
otro (T, dr). Entonces | es continua en § si, y sdlo si, para cada conjunto ce-
rrade Y de T, la antiimagen {~(Y) es cerrada en 8S.
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Demostracion. 81 Y es cerrado en T, entonces T— Y es abierto en T ¥y
ST =1 =85~-f7'().

Apliquese ahora el teorema 4.23,

Ejemplos. La imagen de un conjunto abierto por medio de una aplicacién continua
no es necesariamente abierta. Un contraejemplo muy simple es el de las funciones
constantes que aplican todo S en un tnico punto de R!, Andlogamente, la imagen
de un conjunto cerrado en una aplicacién continua no tiene por qué ser cerrada.
Por ejemplo, la funcién real f(x) = arctg x aplica R! en el intervalo (—=/2, =/2).

4.13 FUNCIONES CONTINUAS SOBRE CONJUNTOS COMPACTOS

El teorema que sigue prueba que la imagen de un conjunto compacto en una
funcién continua es un conjunto compacto. Es otra de las propiedades glo-
bales de las funciones continuas.

Teorema 4.25. Sea f: S— T una funcidn de un espacio métrico (S, ds) en
otro (T, dr). St f es continua en un subconjunto compacto X de S, entonces la
imagen {(X) es un subconjunto compacto de T; en particular, f(X) es un con-
junto cerrado y acotado de T.

Demostracién. Sea F un recubrimiento abierto de f(X), es decir f{X) S J.er 4.
Probaremos que un nimero finito de conjuntos A recubre a f(X). Como
/ es continua sobre el subespacio métrico (X, ds) podemos aplicar el teore-
ma 4.23 para concluir que cada uno de los conjuntos f~'(A) es abierto en
(X, ds). Los conjuntos f~%(A) forman un recubrimiento abierto de X y, como
X es compacto, un nimero finito de ellos recubre a X; sea X C f~'(A4,)
U ... U Y (Ap). Entonces

fX) e fif MA)vuf AN =S A4)] v v ff7(4,)]

(=3 PRVELESVY =

luego f{X) es compacto. Como corolario del teorema 3.38, vemos que f(X) es
cerrado y acotado,

Definicién 4.26. Una funcién f: S — R* estd acotada en § si existe un nii-
mero positivo M tal que [[f(x)]| <M para todo x de S.

Como f estd acotada en § si y sdlo si (5) es un subconjunto acotado
de R* tendremos el siguiente corolario del teorema 4.25.
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Teorema 4.27. Sea f: 55— R* una funcion de un espacio métrico § en el

espacio euclideo R*. Si f es continua en un subconjunto X, compacto en S,
entonces f estd acotada en X.

Este teorema posee importantes implicaciones en el caso de funciones rea-

les. Si f es una funcién real, acotada sobre X, entonces f(X) es un subcon-
junto de R, acotado, luego posee supremo, sup f(X), e infimo, inf f(X). Ademais,

inf f(X)<fX)=<sup f(X) para cada x de X,

El préximo teorema prueba que una funcidn continua f alcanza efectivamente
los valores sup f(X) e inf f(X) si X es compacto.

Teorema 4.28. Sea {:5— R una funcion real de un espacio métrico S en
el espacio euclideo R. Supongamos que f es continua en un subconjunto X,
compacto en 5. Entonces existen puntos p y g de X tales que

f(p) = inf f(X)

f(g) = sup f(X).

NoTA. Como que f(p) < f(x) < f(g) para todo x de X, los mimeros f(p) y
flg) se llaman, respectivamente, los valores minimo v mdximo globales o ab-
solutos de f en X,

Demostracién. El teorema 4.25 demuestra que f(X) es un subconjunto cerrado
y acotado de R. Sea m = inf f(X). Entonces m es adherente a f(X) y, por ser
f(X) cerrado, m € f(X). Por lo tanto, m = f(p) para un cierto p de X. Andlo-
gamente, f(g) = sup f(X) para un cierto g de X.

Teorema 4.29. Sea {: S — T una funcién de un espacio métrico (S, ds) en
otro (T, dr). Supongamos que f es uno a uno sobre 8, de modo gue la funcidn
inversa f~* existe. Si § es compacto y si f es continua en §, entonces [~ es con-
tinua en f(S).

Demostracion. Por el teorema 4.23 (aplicado a f~') bastard probar solamente
que para cada conjunto cerrado X de S la imagen f(X) es cerrada en T. (Ob-
sérvese que f(X) es la imagen inversa de X por medio de f~') Como X es ce-
rrado v § es compacto, X es compacto (por el teorema 3.39), luego f(X) es
compacto (por el teorema 4.25) y por lo tanto f(X) es cerrado (por el teore-
ma 3.38). Esto acaba la demostracidn.
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Ejemplo. Este ejemplo muestra que la compacidad de § es esencial en el teore-
ma 4.29. Sea § = [0, 1) con la métrica usual de R! y consideremos la funcién f con
vilores complejos definida por

fix) = e*™* para0 < x < L.

Esta es una aplicacién continua uno a uno del semi-intervalo abierto [0, 1) en el
circulo unidad |zl = 1 del plano complejo. Sin embargo, f~! no es continua en el pun-
to f(0). Por ejemplo, si x, = 1— I/n, la sucesién {f(x,)} converge hacia f(0} pero
{x,} no converge en S,

4.14 APLICACIONES TOPOLOGICAS (HOMEOMORFISMOS)

Definicion 4.30. Sea f: §—T una funcidn de un espacio métrico (8, ds) en
otro (T, dr). Supongamos también que f es uno a uno en §, de modo que la
funcion inversa f~' existe. Si f es continua sobre § y f~' es continua sobre f(S),
entonces diremos que | es una aplicacidn topoldgica o un homeomorfismo, v los
espacios métricos (5, ds) ¥ (K(S), dr) se laman homeomorfos.

Si f es un homeomorfismo, entonces ' también lo es. El teorema 4.23
prucba que un homeomorfismo aplica subconjuntos abiertos de § en subcon-
juntos abiertos de f(5). Aplica asimismo subconjuntos cerrados de § en sub-
conjuntos cerrados de f(S).

Una propiedad de un conjunto que permanezca invariante frente a las dis-
tintas aplicaciones topolégicas, se llama una propiedad topoldgica. Asi pues,
las propiedades de ser abierto, cerrado, compacto son propiedades topoldgicas.

Un ejemplo importante de homeomorfismo lo constituyen las isomefrias.

Se trata de una aplicacién f: §— T que es uno a uno sobre § y que conserva
la métrica; es decir,

d{f(x), () = dglx, )

para todos los puntos x e y de S. Si existe una isometria de (S, ds) en (f(5), dr),
los dos espacios métricos se llaman isométricos.

Las aplicaciones topolégicas son particularmente interesantes en la teoria
de curvas. Por ejemplo, un arco simple es la imagen topoldgica de un intervalo,
y una curva cerrada simple es la imagen topoldgica de una circunferencia.

4.15 TEOREMA DE BOLZANO

Esta seccién estd dedicada al famoso teorema de Bolzano que concierne a una
propiedad global de las funciones reales continuas en intervalos compactos
[@, b] de R. Si la grifica de f estd por encima del eje de las x en a y por
debajo del eje de las x en b, el teorema de Bolzano afirma que la gréfica debe
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f(e) 5= f(B). Entonces f toma todos los valores comprendidos entre f(a) ¥ f(5)
en el intervalo («, ).

Demostracion. Sea k un nimero comprendido entre f(a) v f(8) y apliquemos
el teorema de Bolzano a la funcién g definida en [¢, 8] por medio de la ecua-
cidn g(x) = f(x)—k.

El teorema del valor intermedio, juntamente con el teorema 4.29, implican
que la imagen cotinua de un intervalo compacto § por medio de una funcidn
real es otro intervalo compacto; a saber

[inf f(S), sup f(5)].

(Si f es constante en S, entonces el intervalo serfa degenerado.) La seccién
siguiente extiende esta propiedad a escenarios mds amplios de espacios mé-
tricos.

4.16 CONEXION

En esta seccién se describe el concepto de conexién y su relacién con la con-
tinuidad.

Definicién 4.34.Un espacio métrico § se dice que es no conexo si § = AU B,
donde A y B son conjuntos abiertos disjuntos de S, no vacios. Diremos que S
es conexo si no eF no conexo,

NOTA. Un subconjunto X de un espacio métrico S se llama conexo si, consi-
derado como subespacio métrico de S, es un espacio métrico conexo.

Ejemplos
1. El espacio métrico § = R— (0} con la métrica usual euclidea es no conexo, ya

que es unién de dos conjuntos abiertos disjuntos no vacfos, los mimeros positivos
y los nimeros reales negativos.

2. Cada intervalo abierto de R es conexo. Esto se demostré en la seccidn 3.4 como
consecuencia del teorema 3.11.

3. El conjunto Q de los mimeros racionales, considerado como subespacio del es-
pacio euclideo R!, es no conexo. En efecto, Q = 4 U B, donde 4 consta de todos
los niimeros racionales < +/2 y B de todos los mimeros racionales > +/2. Ani-
logamente, cada bola de QQ es no conexa,

4. Cada espacio métrico § contiene subconjuntos no vacifos conexos. En efecto, para
cada p de S el conjunto {p} es conexo.

Para relacionar la conexién con la continuidad introduciremos el concepto
de funcién a dos valores.
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Ejemplo. Como un intervalo X de R! es conexo, cada imagen continua f{X) es co-
nexa. Si f toma valores reales, la imagen f(X) es otro intervalo, Si f toma valores
en R", la imagen f(X) se llama curva de R*. Entonces, cada curva de R® es conexa,

Como corolario al Teorema 4.37, tenemos el teorema siguiente que es una
extensién del de Bolzano.

Teorema 4.38 (Teorema del valor intermedio para funciones reales
continuas). Sea f una funcién real continua definida en un subconjunto co-
nexo S de R*. Si { alcanza dos valores distintos sobre S, tales como a y b, en-
tonces para cada ¢ comprendido entre a y b existe por lo menos un punto x
de S en el que f(x) =c.

Demostracion. La imagen f(S) es un subconjunto conexo de R'. Por lo tanto,
f(S) es un intervalo que contiene a @ y a b (ver ejercicio 4.38). Si algin valor ¢
comprendido entre @ y b no estuviese en f(S), entonces f(5) no seria conexo.

4.17 COMPONENTES DE UN ESPACIO METRICO

Esta seccidn demuestra que todo espacio métrico S puede expresarse de forma
tinica como reunién de strozos» conexos, llamados componentes. Ante todo de-
mostraremos el siguiente.

Teorema 4.39. Sea F una coleccion de subconjuntos conexos de un espacio
métrico S tal que la interseccidn T = (), A €5 no vacia. Entonces, la reunion
U = {Jier A es conexa.

Demostracién. Como T =@, existe un t de T. Sea f una funcién a dos
valores definida sobre [/. Probaremos que f es constante en UJ probando que
f(x) = f(r) para todo x de U. 8i x € U, entonces x € 4 para un cierto 4 de F.
Como A es conexo, f es constante sobre A y, como t € 4, f(x) = f(2).

Todo punto x de un espacio métrico § pertenece, por lo menos, a un sub-
conjunto conexo de S, a saber {x}. Por el teorema 4.39, la rcunién de todos
los subconjuntos conexos que contienen a x s también conexo. A esta reunidn
la llamaremos componente de S, v la designaremos por U(x). Asi, U(x) es el
subconjunto de § conexo maximal que contiene a x.

Teorema 4.40. Todo punto de un espacio métrico S pertenece a una pnica
y determinada componente de S. En otras palabras, las componentes de S for-
man una coleccion de conjuntos disjuntos cuya reunion es §S.
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Demostracion. Dos componentes distintas no pueden tener ningdn punto x en
comun; en otro caso (por el teorema 4.39) su reunién serfa un conjunto conexo
mds grande que contendria a x.

4.18 CONEXION POR ARCOS

En esta seccién se describe una propiedad especial, llamada conexidn por arcos,
que poseen algunos (pero no todos) los conjuntos conexos de un espacio
euclideo R™.

Definicién 4.41. Un conjunto § de R* se llama arco-conexo si, para cada
par de puntos a y b de §, existe una funcidn £:[0, 1] — § tal que

f0)=a y f=h.

NoTA. Una tal funcién se llama un camino de a 2 b. Si f(0)== £(1), la imagen
de [0, 1] por medio de f se denomina arco, que une a con b. Entonces, S es
arco-conexo si cada dos puntos distintos de § pueden unirse por medio de
un arco contenido en S. Los conjuntos arco-conexos se llaman también co-
nexos por caminos. 51 f(f) =rb + (1 —1)a para 0 <r¢<1, la curva que une
a y b se llama segmento rectilineo.

Ejemplos

1. Cada conjunto convexo de R® es arco-conexo, ya que el segmento rectilineo que
une dos puntos del conjunto estd en el conjunto. En particular, las bolas n-di-
mensionales abiertas y las cerradas son arco conexas.

2. El conjunto de la figura 4.4 (reunién de dos discos cerrados tangentes) es arco

COMCXO.

Figura 4.4 “
ll Figura 4.5

3. El conjunto de la figura 4.5 consiste en todos los puntos de la curva descrita por
y=sen (lfx), 0<x =1, v los del segmento horizontal —1 = x = (. Este con-
junto es conexo pero no arco conexo (ejercicio 4.46).

El teorema que sigue relaciona la conexién por arcos con la conexidn.
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Teorema 4.42. Todo conjunto § de R* arco-conexo es conexo.

Demostracion. Sea g una funcién a dos valores definida sobre S. Probaremos
que g es constante sobre 5. Elijamos un punto a de S. Si x € 5, unamos a con x
por medio de un arco I' contenido en S. Como que I' es conexo, g es cons-
tante sobre I" luego g(x) = g(a). Pero, al ser x un punto arbitrario de S, queda
demostrado que g es constante sobre S, v que § es conexo.

Hemos visto anteriormente que hay conjuntos conexos que no son arco
conexos. Sin embargo, ambos conceptos son equivalentes en el caso de con-
juntos abiertos.

Teorema 4.43. Un conjunto abierto conexo de R* es arco-conexo.

Demostracion. Sea § un conjunto abierto y conexo de R* y supongamos que
x € §. Probaremos que x puede unirse con cualquier otro punto y de § por
medio de un arco contenido en S. Designemos por A el subconjunto de § for-
mado por los puntos que pueden unirse con x, ¥ sea B =5 — 4. Entonces
S=AUB, donde A y B son disjuntos. Ahora demostraremos que tanto A
como B son abiertos en R™,

Sea aE A y unamos a con x por medio de un arco I' contenido en S.
Como que a €5 y § es abierto, existe una bola n-dimensional B(a) € §. Cada y
de B(a) puede unirse con a por medio de un segmento rectilineo (contenido
en §) y por lo tanto con x por medio de I'. Asi pues, si y € B(a), entonces
y € A. Esto implica que B{a) S A, y por lo tanto 4 es abierto.

Para ver que B también es abierto, supongamos que b € B. Entonces existe
una bola n-dimensional B(b) = S, ya que § es abierto. Ahora bien, 51 un pun-
to vy de B(b) pudiese unirse con x por medio de un arco IV, contenido en §,
el punto b también podria unirse con x, uniendo primeramente b con y (por
medio de un segmento rectilineo contenido en B(b)) y utilizando después IV,
Pero como b & A, ningiin punto de B(b) deberd pertenecer a A. Asi, B(b) C B,
luego B es abierto.

Hemos obtenido, por lo tanto, una descomposicién § = A U B, donde A
¥ B son conjuntos de R™ abiertos vy disjuntos. Pero, A es no vacio ya que
x €.4. Como que § es conexo, B deberd ser vacio, con lo cual § = 4. Ahora
bien, es evidente que A es arco-conexo ya que cualquier par de puntos de 4
pueden unirse por medio de un arco conveniente, uniendo primeramente cada
uno de ellos con x. Por consiguiente, § es arco-conexo y la demostracién estd
terminada.

NOTA. Un camino f:[0, 1]— & se llama poligonal si la imagen de [0, 1] por
medio de f es la reunién de un mimero finito de segmentos rectilineos. El mis-
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mo argumento utilizado para demostrar el teorema 4.43 prueba ademés que
cada conjunto conexo de R™ es conexo por poligonales; es decir, cada par de
puntos del conjunto puede unirse con un arco poligonal contenido en el con-
junto.

Teorema 4.44, Todo conjunto abierto § de R* puede expresarse de forma
unica como reunion de una familia disjunta numerable de conjuntos conexos
v abiertos.

Demostracion. Por el teorema 4.40, las componentes de § constituyen una
coleccidén de conjuntos disjuntos cuya reunidén es §. Cada componente T de §
es abierta, puesto que si x € T existe una bola n-dimensional B(x) contenida
en 5. Como B(x) es conexo, B(x) C T, luego T es abierto. Por el teorema de
Lindelsf (teorema 3.28), las componentes de S constituyen una coleccién nu-
merable, y por el teorema 4.40 la descomposicién en componentes es tnica.

Definicién 4.45. Un conjunto de BR* se llama region si es la reunion de un
conjunto conexo abierto con alguno, ninguno, o todos sus puntos frontera. Si
ninguno de sus puntos frontera estd incluido en la region, se dice que ésta
es una region abierta. Si todos los puntos frontera estdn incluidos, se dice que
la region es una region cerrada.

NOTA. Algunos autores utilizan la palabra dominio en vez de region abierta,
especialmente en el plano complejo.

4.19 CONTINUIDAD UNIFORME

Supongamos que f estd definida en un cierto espacio métrico (S, d;) y tiene
sus valores en otro espacio métrico (T, dy), ¥y supongamos que f es continua
en un subconjunto 4 de S. Entonces, dado un punto p de 4 y un « > 0, existe
un & > 0 (que depende de p y de ¢) tal que, si x € A, entonces

dr(f(x), f(p)) < e siempre que dix, p) < é.

En general no se debe esperar que, fijado ¢, el mismo valor de & sirva para
cada punto p de A. Sin embargo, puede ocurrir. Cuando ocurre, se dice que la
funcidn es wuniformemente continua en A.

Definicién 4.46. Sea f:S — T una funcién de un espacio métrico (S, ds) en
otro espacio métrico (T, dy). Entonces se dice que f es uniformemente con-
tinua en un subconjunto A de S si verifica la siguiente condicidn:
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Consideremos la coleccidon de las bolas Bda; r/2) de radio r/2. Recubren a A4
y, como A es compacto, basta un mimero finito de ellas para recubrir a A,

o sea
Acs | B,(a,;r—*).
k=1 2

En cualquiera de las bolas de doble radio, Bday; ri) se tiene

dr(f3), f(@)) < - siempre que x € Bs(awi ) N 4.

Sea & el menor de los nimeros r,f2, ..., ref2. Probaremos que este & satisface
la definicién de continuidad uniforme.

En efecto, consideremos dos puntos de A4, por ejemplo x v p, con
dedx, p) < &. En virtud de la anterior discusién existird una bola Bgay; rif2)
que contenga a x, luego

dr{f(), fla) < 7.

Por la desigualdad triangular tenemos que

ds{piﬂi}Sdsfp,x}+ds(x,ﬂﬂ~=:ﬁ+r—££f;+;—‘f=r.+

Por lo tanto, p € Bsax; r) N S, y entonces tenemos también que

dr(f(p), fa)) < /2.
Utilizando, una vez mads, la desigualdad triangular obtenemos

dr(f(x), f(p) < di{(f(x), f(a) + di(f(a), f(p)) < ; + ; =&

Esto termina la demostracidn.

4.21 TEOREMA DEL PUNTO FI1JO PARA CONTRACCIONES

Sea f:85 — § una funcién de un espacio métrico (S, d) en si mismo. Un punto p
de S es un punto fijo de f si f(p) =p. La funcién f se denomina contrac-
cion de § si existe un mimero positivo « < 1 (llamado constante de contraccion
o coeficiente de contraccidn), tal que

d(f(x),{)) <ed(x,y)  para todo x, y de . V)
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4.22 DISCONTINUIDADES DE LAS FUNCIONES REALES

El resto de este capitulo lo dedicaremos a estudiar propiedades especiales de
funciones reales definidas en subintervalos de R.

Sea f una funcidén real definida sobre un intervalo (a, b). Supongamos que
¢ € [a, b). Si f(x) = A cuando x — ¢ con valores mayores que ¢, diremos que
A es el limite lateral por la derecha de f en ¢ vy lo indicaremos, escribiendo

lim f{x) = A.

X0+

El limite lateral por la derecha se designa también por medio de fic+). En la
terminologia e, & significa que para todo « > 0 existe un 8 > 0 tal que

f(x) — fle+)| < e siempre que ¢ < x < c + & < b.

Nétese que f no necesita estar definida en el punto c. Si f estd definida en ¢
y es flc+) = f(c), diremos que f es continua por la derecha en c.

Los limites laterales por la izquierda y la continuidad por la izquierda
en ¢ se definen andlogamente si ¢ € (a, b].

Si @ < ¢ < b, entonces f es continua en ¢ si, y sélo si,

fe) = fle+) = flc—).

Diremos que ¢ es una discontinuidad de f, si f no es continua en ¢. En este
caso deberd darse alguna de las siguientes condiciones:

a) O no existe flc+) o no existe flc—).
b) Tanto f(c+) como f(c—) existen pero son distintos.
c) Tanto f(c+) como f(c—) existen y flc+) = flc—) == flc).

En el caso (c) se dice que ¢l punto ¢ es una discontinuidad evitable, ya que
la discontinuidad podria evitarse volviendo a definir f en ¢ de suerte que el
valor de f en ¢ fuese f(c+) = f(c—). En los casos (a) y (b), se dice que c¢ es
una discontinuidad inevitable dado que la discontinuidad no puede evitarse
aunque volvamos a definir f en c.

Definicion 4.49. Sea [ una funcion definida sobre un intervalo cerrado [a, b].
Si flc+) y f(c—) existen en un punto interior c, entonces:

a) fic) — flc—) se lama el salto de f a la izquierda de c,
b) flc+)— f(c) se llama el salto de f a la derecha de c,
¢) fle+)— fle=) se llama el salto de f en c.
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Si alguno de ellos es distinto de 0, entonces se dice que f tiene una discontinui-
dad de salio en c.

En los puntos extremos a y b, sélo consideraremos uno de los saltos late-
rales, el salto a la derecha en a, fla+)—f(a), y el salto a la izquierda en b,

f(b) — f(b—).

Ejemplos

1. La funcion f definida por f(x) = xf|x] si x# 0, f(0) = A, tiene una discontinui-
dad de salto en 0, independiente del valor de A. Aqui f(0+)= 41y f(0-)= —1.
(Ver fig. 4.6.)

2. La funcién f definida por f(x} = 1 si x 0, f(0) = 0, posee un salto de discon-
tinuidad evitable en 0. En este caso f(0+) = f(0—) = 1.

Figura 4.6 Figura 4.7

3. La funcién f definida por f(x) = 1/x si x50, f(0}) = A, tiene un punto de dis-
continuidad inevitable en 0, En este caso f(0+4) y fi0—) no existen. (Ver fig. 4.7.)

4. La funcién f definida por f(x) = sen (1/x) si x 750, f(0) = A, posee una discon-
tinuidad inevitable en 0 ya que f(0+) y f{(0—) no existen. (Ver fig. 4.8.)

5. La funcidén f definida por f{x) = x sen (1/x) si x 0, f(0) = 1, tiene un punto
de discontinuidad evitable en 0, ya que f(0+) = f(0—=) = 0. (Ver fig. 4.9.)

Y "IV

Figura 4.8 Figura 4.9
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Teorema 4.52, Sea f estrictamente creciente en un conjunto § de R. Enton-
ces [~ existe y es estrictamente creciente en f(S).

Demostracién. Como f es estrictamente creciente, es uno a uno en §, luego
f~! existe. Para ver que f! es estrictamente creciente, sean y, < y, dos puntos
de f(S) y sea x, = f~'(v,), x, = f~'(v.). No puede ser que x, = x,, ya que en-
tonces tendriamos también que v, = v,. La tnica alternativa es x, < x,, ¥ esto
significa que f~! es estrictamente creciente.

El teorema 4.52 junto con el teorema 4.29 conducen a:

Teorema 4.53. Sea f estrictamente creciente y continua en un intervalo com-
pacto [a, b). Entonces [~ es continua y estrictamente creciente en el intervalo

(i), f(b)].

NOTA. El teorema 4.53 nos dice que una funcién continua, estrictamente cre-
ciente es una aplicacién topoldgica. Reciprocamente, toda aplicacién topold-
gica de un intervalo [a, b] sobre un intervalo [c, d] debe ser una funcidén cs-
trictamente mondtona. La verificacion de este hecho constituye un ejercicio
muy instructivo para el lector. (Ejercicio 4.62.)

EJERCICIOS

Limites de sucesiones
4.1 Probar cada una de las afirmaciones siguientes acerca de sucesiones de C,
a) " =0 si |21 <1; {2} diverge si |z] > 1.
by S5i z,— 0 y si {r,) estd acotada, entonces {c,z,) — 0.
c) z#/n! -0 para cada complejo z.
d) Si @, = /' n* 4+ 2—n, entonces a, — 0.
4.2 51 a,,. = (4,4, + a,)/2 para todo n = 1. expresar a, en funcién de a, ¥ a.. ¥
demostrar que a, - (a, + 2a.)/3. Observacién: a,.; — a,,, = Ha, — a,. ).
43 Si0<x, <1ysixg, =I1—41-x, para todo n = 1, probar que {x,} es
una sucesién decreciente con limite 0. Probar ademds que x,.,/x, — 1.
4.4 Dos sucesiones de enteros positivos {a,} v {b,] se definen recursivamente ha-
ciendo a, = b, = 1 e igualando las partes racionales e irracionales de la ecuacién

a, + f:,r-..':z' = (@, + Er,,_lx-"i'_l: para n = 21,

Probar que a,*—2h,* = | para n = 2. Deducir que a,/b, — +'2 por medio de va-
lores =>+'2, v que 2b,/a, — +' 2 por medio de valores <~ 2.
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4.5 Una sucesidn real (x,} satisface 7x,,, = x,* + 6 para n = 1. §i x, = 1, pro-

bar que la sucesién crece y hallar su limite, ;Qué ocurre si x, =3 o si x, = 37
4.6 Si la,) <2 yla,,; — uyy| < {l65., — ai| para todo n= 1, probar que {a,}
converge.

4.7 En un espacio métrico (5, ) suponemos que x,—x ¥ que y,—y. Probar
que d(x,, y,)—>d(x, y)

4.8 Probar que en un espacio métrico compacto (S, ), cada sucesion de § admite
una subsucesién convergente en S. Esta propiedad implica también que § es com-
pacto, pero no se pide una demostracion de este resultado, (Una demostracién puede
encontrarse en las referencias 4.2 o 4.3))

49 Sea A4 un subconjunto de un espacio métrico S. Si 4 es completo, probar
que A es cerrado. Probar que el reciproco también es cierto siempre que S sea
completo.

Limites de funciones

NoTA. En los ejercicios 4.10 a 4.28 todas las funciones serdn reales.
4.10 Sea f definida en un intervalo abierto (g, b) y supongamos que x € (a, b).
Consideremos las dos afirmaciones sigoientes:

a) lim {f{x + h) = f(x)] = 0; b) lim |f(x + A) — f(x — k)| = 0.
B0 -
Probar que (a) siempre Implica (b), ¥ dar un ejemplo en el que (b) se verifique
pero (a) no.

4.11 Sea f definida en R® Si
lim fix, ) =L

{x.¥)—=la,b)

y si existen los dos limites unidimensionales lim,., f(x, ¥) y lim,.; f(x, ¥}, pro-
bar que

lim [lim f{x, ¥)] = lim [lim f(x, )] = L.

=g y=-+h y==h x-—+g
Consideremos ahora las funciones f definidas en R* como sigue:

2 2

a) flx,3) =", —7, si(x, ¥) # (0, 0), £(0, 0) = 0.
v? o+ ¥
- Six, ») # (0, 0),f(0,0) = 0.
b) flx, ») T
¢) flx,y) = ! sen (xy) six # 0,10, ¥) = ».
X
~ [tx + y)sen(ljx)sen(1/y) six#0 e y#0,
d]f{:r.y]—[n six=00y=0
sen ¥—sen y si tg xF1tg
e) flx, ¥v) = [ tg x —tg ¥

cos? x sitg x =1g .
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En cada uno de los ejercicios anteriores, determinar cudndo existen los limites que
se proponen y calcular los que existan:

lim [lim f(x, ¥)] ; lim [lim f(x, )] ; Iim  fix, ¥).
x=+0 y=0 =0 x—=0 {x pi=(D.0})

4.12 Si x € [0, 1] probar que el siguiente limite existe,

lim [lim cos®" (m! 7x)],
M= f=-x

¥y que su valor es 0 o 1, segin que x sea irracional o racional.

Continuidad de funciones reales

4.13 Sea f continua en [a, b] v sea f(x) =0 si x es racional. Probar que f(x) =0
para todo x de [a, b].

4.14 Sea f continua en el punto a = (a,, a,, ..., a,) de R", Conservemos a,, d,, ..., d,
fijos y definamos una nueva funcién g de una sola variable real definida por la
ecuacidn

g{x.} = f{.-r'l 'ﬂ:t LR | ﬂ.',..

Probar que g es continua en el punto x = g,. (Este resultado suele expresarse di-
ciendo que wuna funcidn continug de n variables es continua en cada una de ellas
separadamente.)
4.15 Probar por medio de un ejemplo que el reciproco de la proposicidon estable-
cida en el ejercicio 4.14 no es verdadero en general.
4.16 Sean f, ¢ v h definidas en [0, 1] como sigue:

f(x) = p(x) = h(x) =0, siempre que x sea irracional;

fix) =1y g(x) = x, siempre que x sea racional;
h(x) = 1/n, si x es el racional m/n (irreducible);
h0) = 1.

Probar que f no es continua en ningdn punto de [0, 1], que g es continua sdlo
en x =0, vy que h sélo es continua en los puntos irracionales de [0, 1].
4.17 Para cada x de [0, 1], sea f(x) = x si x es racional, y sea f(x) =1—2x si x es
irracional. Probar que:

a) f(f(x)) = x para todo x de [0, 1].

b} f(x) + f{l —x) =1 para todo x de [0, 1).

¢) f es continua sdlo en el punto x = J.

d) f toma todos los valores comprendidos entre 0 y 1.

e} flx+y)— f(x) — f(y} es racional para todos los x e ¥ de [0, 1].
4.18 Sea f definida en R y supongamos que existe por lo menos un punto x, de R
en el que f es continua. Supongamos también que, para cada x e y de R, f satis-
face la ecuacidn

Slx + y) = f(x) + f(»).

Probar que existe una constante a tal que f{x) = ax para todo x.
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siempre que x 7= y.
a) Probar que f posee a lo sumo un punto fijo, y dar un ejemplo de una
funcién f de este tipo sin puntos fijos.
b} Si § es compacto, probar que f admite un punto fijo exactamente. Indica-
cién. Probar que g(x) = d(x, f(x)) alcanza un minimo en §.
¢) Dar un ejemplo en el que, siendo § compacto, f no sea una contraccién,
4.72 Supongamos que f satisface la condicién del ejercicio 4.71. Si x € S, sea p, = x,
Py = -lﬂ:pﬂ}l Yo = d{Pﬂ-i Pﬂ+|} para n = 0.
a) Probar que {c,} es una sucesién decreciente, y sea ¢ = lim c,,.
b) Supongamos que existe una subsucesién {p;,,} convergente hacia un cierto
punto g de §. Probar que

c = d(q, flg)) = d(f(g), f[f(q)}]).

Deducir que g es un punto fijo de f y que p,—g.
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CAPITULO 5

Derivadas

5.1 INTRODUCCION

Este capitulo trata de la derivada, concepto fundamental del Cédlculo diferen-
cial. Dos tipos distintos de problemas —el problema fisico, que consiste en
buscar la wvelocidad instantdnea de una particula moévil, y ¢l problema geo-
métrico, que consiste en buscar la recta tangente a una curva en un punto
dado—, ambos conducen de forma muy natural a la nocidén de derivada. No
nos interesaremos ni por las aplicaciones fisicas ni por las aplicaciones geo-
métricas ; dedicaremos nuestra atencidén a las propiedades generales de las de-
rivadas,

Este capitulo tratard, ante todo, de las derivadas de funciones de una
variable real y, especialmente, de funciones reales definidas en intervalos de R.
Estudiard también brevemente las derivadas de funciones de valores vectoriales
de una variable real, y las derivadas parciales, ya que estos temas no envuelven
ideas nuevas. Mucho de lo que se expone serd familiar al lector, pues se trata
de Célculo elemental. Un tratamiento mds detallado de la teoria de la deri-
vacidén para funciones de varias variables involucra cambios realmente impor-
tantes y por ello se desarrollard en el capitulo 12.

La iltima parte de este capitulo trata de las derivadas de funciones com-
plejas de una variable compleja.

5.2 DEFINICION DE DERIVADA

Si f estd definida sobre un intervalo abierto (@, b), entonces para cada dos pun-
tos distintos x v ¢ de (g, b) podemos considerar el cociente de diferencias (*)

Sx) = fe)

X —-—c

Mantenemos ¢ fijo y estudiamos el comportamiento de este cociente cuan-
do x—ec.
* Este cociente se conoce con el nombre de cociente incremental. (N. de 1.}

125
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Definicién 5.1. Sea f una funcién real definida en un intervalo abierto (a, b),
y supongamos que ¢ € (a, b). Diremos que f es diferenciable en ¢ siempre que
el limite

J(x) = fle)

Ihm*—=
=g X -7

exista. El limite, designado por f(c), se llama derivada de f en c.

Este método de calcular limites define una nueva funcién f, cuyo dominio
estd formado por aquellos puntos de (a, b) en los que f es diferenciable. La
funcién f' se llama la primera derivada de f. Andlogamente, la n-ésima deri-
vada de f, designada por [, es la primera derivada de ™", paran =2, 3, ...
(segiin nuestra definicién, sélo es posible considerar f™ si fi"=Y estd definida
en un cierto intervalo abierto). Otras notaciones con las que el lector puede
estar familiarizado son
dy

s =i =4 © =
X

[donde y = f(x)],
dI xX=g

o notaciones similares, La funcién f se escribe, a veces, f**'. El proceso que
produce f a partir de f se llama diferenciacidn.

5.3 DERIVADAS Y CONTINUIDAD

El teorema que se da a continuacién permite reducir algunos de los teoremas
de derivadas a teoremas de continuidad.

Teorema 5.2. Si f estd definida en un intervalo (a, b) y es diferenciable en
un punto ¢ de (a, b), entonces existe una funcion f* (que depende de f y de c)
continua en ¢ y que satisface la ecuacidn

f(x) = fle) = (x — e)f*x), (1)

para todo x de (a, b), con [*(c) = f(c). Reciprocamente, si existe una fun-
cidn f*, continua en ¢, que satisfaga (1), entonces f es diferenciable en ¢ y

flc) = f*(c).

Demostracién. Si f(c) existe, sea f* definida en (g, &) como sigue:

R e R R ACRILC)

X —c

Entonces f* es continua en ¢ y (1) se verifica para todo x de (a, b).
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Reciprocamente, si (1) se verifica para una cierta funcién f* continua en c,
entonces dividiendo por x —c¢ vy haciendo x—c¢ vemos que f(c) existe y es

igual a f*(c).
Como consecuencia inmediata de (1) se obtiene:

Teorema 5.3. Si f es diferenciable en c, entonces f es continua en c.
Demostracion. En (1) hagamos x—c.

NOTA. La ecuacién (1) tiene una interpretacién geométrica que ayuda a ad-
guirir una intuicién de su significado. Como que f* es continua en ¢, f*(x) es
aproximadamente igual a f*(c¢) = f(¢) si x es préximo a ¢. Reemplazando f*(x)
por f(c) en (1) obtenemos la ecuacién

Ax) = fle) + f'(edx — o),

que sera aproximadamente correcia cuando x — ¢ sea pequeiio. En otras pa-
labras, si f es diferenciable en ¢, entonces f es aproximadamente una funcién
lineal en las proximidades de ¢. (Ver Fig. 5.1.) El Célculo diferencial explota,
continuamente, esta propiedad geométrica de las funciones,

() A—— -
T

Tangente
con pendiente /() Jiey — fie)
P e~ f]l_l
(e, fie)) S S SRR N

|
|
|
|
1
|
£

[ T I —

Figura 5.1

3.4 ALGEBRA DE DERIVADAS

El siguiente teorema describe las férmulas usuales para diferenciar la suma,
la diferencia, el producto y el cociente de dos funciones.

Teorema 5.4. Supongamos que | y g estdn definidas en (a, b) y son dife-
renciables en c. Entonces f 4+ g, f—g v f-g son también diferenciables en c.
Esto es asimismo verdadero para flg si g(c)5£0. Las derivadas en ¢ estin
dadas por las fdrmulas siguientes:
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a) (f £ g)(c) = f'(c) £ g'(c),
b) (f-g)(c) = f(c)g'(c) + f'(c)g(c),

c)  (flg)(c) = gle)f (€) = J()g'(e) , en el supuesto de que g(c)=~0.

g(c)’
Demostracion. Probaremos (b). Utilizando el teorema 5.2, escribiremos

fix) = fle) + (x — )f*(x), glx) = glc) + (x — c)g*(x).
Entonces

fx)g(x) = fle)gle) = (x — )[f()g*(x) + f*(x)glc)] + (x — )*F*(x)g*(x).

Dividiendo por x—c¢ y haciendo que x—c obtendremos (b). Las demostra-
ciones de las otras afirmaciones son andlogas.

De la definicién se sigue inmediatamente que si f es constante en (a, b), en-
tonces f =0 en (a, b). También, si f(x) = x, entonces f(x) =1 para todo x.
Aplicando repetidamente el teorema 5.4 obtenemos que si f(x) = x" (n entero
positivo), entonces f(x) = nx*~! para todo x. Aplicando, de nuevo, el teore-
ma 5.4 vemos que todo polinomio admite derivada en todo R y que cada fun-
cidén racional admite derivada en los puntos en los que esti definida.

5.0 LA REGLA DE LA CADENA

Un resultado mds profundo lo constituye la llamada regla de la cadena para la
diferenciacién de funciones compuestas,

Teorema 5.5 (Regla de la cadena). Sea f definida en un intervalo abierto §
y sea g definida en f(S), y consideremos la funcién compuesta g-f definida
en S por medio de la ecuacion

(g © Nx) = glf(x)).

Supongamos que exista un punto ¢ de S tal que f(c) sea un punto interior de f(5).
Si f es diferenciable en c y g es diferenciable en f(c), entonces g o f es diferen-
ciable en ¢ y se tiene que

(9°/)() = g'[/(©)f(c).

Demostracion. Utilizando el teorema 5.2 podemos escribir

f(x) = fle) = (x — ¢)f*(x) para todo x de S,
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B(c) < (a, b) en la que f*(x) tiene el mismo sigﬁn que f*(c), y esto significa que
f(x) — f(c) tiene el mismo signo que x—c.
Si f(c) = oo, existe una bola unidimensional B(c) en la que

J(x) = Sl _ |

X —C

cuando x # c.

En esta bola el cociente es, de nuevo, positivo y la conclusidn sigue como antes.

Un resultado andlogo al del teorema 5.7 es vilido, naturalmente, si f(c) <0
0 si f(¢) = —oo en algin punto interior ¢ de (a, b).

5.8 DERIVADAS CERO Y EXTREMOS LOCALES

Definicién 5.8. Sea f una funcién real definida en un subconjunto S de un
espacio métrico M, y supongamos que a € S. Entonces f posee un mdximo local
en a si existe una bola B(a) tal que

f(x) < fla) para tode x de B(a) n S.

Si f(x) = f(a) para todo x de B(a) N S, entonces [ posee un minimo local en a.

NOoTA. Un méximo local en a es el mdximo absoluto de f en el subconjunto
B(a) " §. Si f tiene un méiximo absoluto en a, entonces a es un mdximo local.
Sin embargo, f puede poscer mdximos locales en varios puntos de § sin que
posea mdximo absoluto en el conjunto S.

El teorema que sigue establece una relacién entre las derivadas nulas y los
extremos locales (mdximos o minimos) en puntos interiores.

Teorema 5.9. Sea | definida en un intervalo abierto (a, b) y supongamos
gque [ posee un mdximo local o un minimo local en un cierto punto interior c
de (a, b). Si { posee derivada (finita o infinita) en c, entonces f(c) debe ser cero.

Demostracion. 8i f(c) es positiva o + oo, entonces f no puede tener un ex-
tremo local en ¢, en virtud del teorema 5.7. Andlogamente, f(¢) no puede ser
negativa ni —oo. Luego, dado que existe derivada en ¢, la tinica posibilidad
que queda es f(c) =0.

El reciproco del teorema 5.9 es falso. En general, el saber que f(c) =0
no basta para deducir que f tiene un extremo en ¢. De hecho, es posible que
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carczca de ellos, como puede verificarse por medio del ejemplo f(x) =x" ¥
¢ = 0. En este caso, [(0) = 0 pero f es creciente en todo entorno de 0.

Ademds, conviene insistir en el hecho de que f puede tener un extremo local
en ¢ sin que f{c) sea cero. Por ejemplo, f(x) = [x| tiene un minimo en x =0
pero, naturalmente, no existe la derivada en 0. El tecorema 5.9 presupone que
f tiene derivada (finita o infinita) en ¢. El teorema presupone también que c es
un punto interor de (g, b). En el ejemplo f(x) = x, donde a<x =< b, f alcanza
su miximo y su minimo en los puntos extremos pero en cambio f(x) no es
nunca cero en [a, b].

5.9 TEOREMA DE ROLLE

Es geométricamente evidente que una curva suficientemente «regular» que corta
al eje ox en los puntos extremos del intervalo [a, b] debe poseer un «punto de
viraje» en algiin punto comprendido entre @ ¥ b. El enunciado preciso de este
resultado se conoce con el nombre de teorema de Rolle.

Teorema 5.10 (Rolle). Supongamos que | posee derivada (finita o l'nﬁm'tfj
en cada wuno de los puntos de un intervalo abierto (a, b), y supongamos tam-
bién que f es continua en los puntos extremos a y b. Si f(a) = f(b), entonces
existe un punto interior ¢, por lo menos, en el gque f{c) = 0.

Demostracion. Supongamos que f no es cero en ningin punto de (a, b) ¥
llegaremos a una contradiccién. Como que f es continua en un conjunto com-
pacto, alcanza su mdximo M y su minimo m en algin punto de [a, b]. Nin-
guno de dichos valores extremos puede ser alcanzado en un punto interior
(pues en ese caso f° se anularia); por lo tanto la funcién los alcanza en los
extremos del intervalo. Como f(a) = f(b), entonces m = M, v por lo tanto
f es constante en [a, b]. Esto contradice el supuesto de que f no es cero en
ningiin punto de (a, b). Luego f(c) = 0 para algin ¢ de (a, b).

5.10 TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA DERIVADAS

Teorema 5.11 (Teorema del valor medio). Sea f una funcién com deri-
vada (finita o infinta) en cada uno de los puntos de un intervalo abierto (a, b),
y supongamos ademds que [ es continua en los extremos a y b. Entonces existe
un punto c de (a, b) tal que

Jib) — fla) = ()b — a).

Geométricamente, este teorema establece que una curva suficientemente re-
gular que una dos puntos 4 y B posee una tangente con la misma pendiente
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que la cuerda AB. El teorema 5.11 lo deduciremos de un teorema mds gene-
ral que se refiere a dos funciones f y g que juegan un papel simétrico.

Teorema 5.12 (Teorema del valor medio generalizado). Sean f v g dos
funciones continuas que poseen derivada (finita o infinita) en cada uno de los
puntos del intervalo abierto (a, b) vy cada una es continua en los puntos ex-
tremos a y b y, ademds, no existe ningun punto x del interior del intervalo en
el que f(x) vy g'(x) sean ambas infinitas. Entonces para algiun punto c interior
se tiene

f () gb) = gla)] = g'(c)[ f(b) — fla)].

NOoTA. Cuando g(x) = x, se obtiene el teorema 5.11.

Demostracidn. Sea h(x) = f(x)-[e(b) — gla)] — g(x)-[f(b) — f(a)]. Entonces #'(x)
es finito si f(x) v g'(x) son ambas finitas, y A'(x) es infinito si una de las deri-
vadas f(x) o g'(x) es infinita. (La hipétesis excluye el caso de que ambas sean
infinitas.) Ademads, i es continua en los exremos a v b, y hia) = h(b) =
= f(a)g(b) — g(a)f(b). Por el teorema de Rolle existe un punto interior ¢ en el
que h'(c) =0, lo que demuestra la proposicién.

woTA. El lector podré interpretar el teorema 5.12 geométricamente, refirién-
dolo a la curva del plano coordenado xy cuyas ecuaciones paramétricas son

x=g), y=f), a<t=<b.

Existe una extensién de este teorema que no requiere la hipdtesis de con-
tinuidad en los extremos.

Teorema 5.13. Sean f v g dos funciones, cada una de ellas con derivada
(finita o infinita) en cada punto de (a, b). Supongamos también que en los ex-
tremos a y b existen los limites ffa+), gfa+), fib—), gfb—) ¥ son f[initos.
Supongamos ademds que no existe ningin punto x de (a, b) en el que las de-
rivadas f(x) y g'(x) sean ambas infinitas. Entonces para algiun punto interior ¢
tenemos

[e)gb—) — gla+)] = g' ([ f(b-) — fla+)].

Demostracién. Definamos dos nuevas funciones F y G en [a, b] como sigue:

Fx)=fx) y Gl)=glx) six€la b):

Fla) = fla+), Gla) = gla+), F(b) = flb=), G(b) = glb-).
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Entonces F y G son continuas en [a, b] y podemos aplicar el teorema 5.12
a Fy G a fin de obtener la conclusidén deseada.

El resultado que sigue es una consecuencia inmediata del teorema del va-
lor medio.

Teorema 5.14. Suponemos que | posee una derivada (finita o infinita) en
cada uno de los puntos del intervalo (a, b) y que | es continua en los extre-
mos ay b

a) Si f toma sodlo valores positivos (finitos o infinitos) en (a, b), entonces f es
estrictamente creciente en [a, b].

b) Si{ toma sdlo valores negativos (finitos o infinitos) en (a, b), entonces f es
estrictamente decreciente en [a, D).

c) Sif es cero en todo (a, b), entonces | es constante en [a, bl.

Demostracion. Elijamos x <y y apliquemos el teorema del valor medio
al subintervalo [x, ¥] de [a, b]. Obtendremos

S(y) = fix) = fely — x) donde c €(x, ¥).

Todas las afirmaciones del teorema siguiente se deducen inmediatamente de
esta ecuacion.

Aplicando el teorema 5.14(c) a la diferencia f—g se obtiene:

Corolario 5.15. 5i f vy g son continuas en [a, b] y tienen derivadas finitas
icuales en (a, b), entonces f — g es constante en [a, b).

5.11 TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO
PARA LAS DERIVADAS

En el teorema 4.33 se ha demostrado que una funcién f continua en un intervalo
compacto [a, b] alcanza todos los valores comprendidos entre su maximo y su
minimo en el intervalo. En particular, f alcanza cada uno de los valores com-
prendidos entre f{a) y f(b). Un resultado andlogo es vdlido para las funciones
que se obtienen como derivadas de otras.

Teorema 5.16 (teorema del valor intermedio para derivadas). Supon-
gamos que [ estd definida en un intervalo compacto [a, b] v que posee deri-
vada (finita o infinita) en cada uno de los puntos interiores. Supongamos, ade-
mds, que f posee derivadas laterales finitas f4(@) y [" (b) en los puntos extre-
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mos, con [ (a)==f_(b). Entonces, si ¢ es un mimero real comprendido entre
f+(a) v fAb), existe por lo menos un punto interior x tal que ' (x) = c.

Demostracién. Definamos una nueva funcién g como sigue:

g(x) =1 = D sixta, ga) = fila).

X =

Entonces g es continua en el intervalo cerrado [a, b]. Por el teorema del valor
intermedio de las funciones continuas, g alcanza cada uno de los valores com-
prendidos entre f'.(a) v [f(b) — f(@))/(b — a) en el interior de (@, b). Por el teo-
rema del valor medio, tenemos que g(x) = f(c) para algin ¢ de (a, x), en donde
xE(a, b). Por lo tanto, { toma todos los valores entre f.(a) y [f(b)—
— f{a)]f(b — a) en el interior (@, b). Un argumento andlogo aplicado a la fun-
ciéon h, definida por

h(x} — f{I} — f(b}
x — b

si x=4b, h(b) = f1(b),

prueba que f’ alcanza todos los valores comprendidos entre [f(h) — f(a)]/(b — a)
y f(b) en el interior (@, b). Combinando estos resultados, vemos que f al-
canza cada uno de los valores comprendidos entre f.(a) ¥ f_(b) en el inte-
rior (a, b), lo cual termina la demostracion.

NOoTA. El teorema 5.16 es asimismo vilido si una o ambas derivadas late-
rales f4(a) y f(b) es infinita. La demostracién en este caso se obtiene consi-
derando la funcidon auxiliar g definida por medio de la ecuacién g(x) =
f(x) —ecx, si x € [a, b]. Los detalles se dejan al lector.

El teorema del valor intermedio demuestra que una derivada no puede cam-
biar de signo en un intervalo si no toma el valor cero. Por lo tanto, tenemos
el siguiente teorema, que es mads fuerte que el 5.14(a) y (b).

Teorema 5.17. Sea [ con derivada (finita o infinita) en (a, b) y continua en
los extremos a y b. 5i f(x)==0 para todo x de (a, b), entonces f es estricta-
mente mondtona en a, b,

El teorema del valor intermedio prueba también que las derivadas moné-
tonas son necesariamente continuas.

Teorema 5.18. Supongamos que [’ existe y es mondtona en un intervalo
abiertr (a, b). Entonces ' es continua en (a, b).
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'(c) = (fi(e), ..., file)).

En otras palabras, la derivada f'(c) se obtiene diferenciando cada una de las
componenics de f en ¢. A la vista de esta definicién no es sorprendente que
nos preguniemos cudles de los teoremas de diferenciacién son vilidos para
funciones vectoriales. Por ejemplo, si f y g son funciones vectoriales diferen-
ciables en ¢ v si A es una funcidn real diferenciable en ¢, entonces la suma
f + g. el producto Af, y el producto escalar f-g son diferenciables en ¢ y
se tienc

(f + g)(c) = f'(c) + g'c),
(A)(e) = A(Ofe) + Ae)f'(e),
(f+g)(c) = T'(c)-glc) + f(c)-g'(c).

Las demostraciones se obtienen ficilmente si se consideran las componentes.
Existe también una regla de la cadena para diferenciar funciones compuestas
que se prucba de la misma manera. Si f es vectorial v u es real, entonces la
funcién compuesta g, dada por g(x) = f{u(x)], es vectorial. La regla de la ca-
dena establece que

g'(c) = f'lu(c)]u'(c),

si el dominio de f contiene un entorno de wul(c) v si u'(c) y £ ulc)] existen.

El teorema del valor medio establecido en el teorema 5.11 no se verifica en
el caso de funciones vectoriales. Por ejemplo, si f(f) = (cos ¢, sen ?) para todo
t real, entonces

f(2 x)—£(0) =0,

pero f'(f) no es nunca cero. De hecho, [[f(#)]] =1 para todo ¢. Una versién
modificada del teorema del valor medio para funciones vectoriales sera desa-
rrollada en el capitulo 12 (teorema 12.8).

214 DERIVADAS PARCIALES

Sea S un conjunto abierto del espacio euclideo R", v sea f: S—R una fun-
cién real definida en 8. Si x=(x,, ..., X») ¥ ¢ =(c,, ..., €,) s0n dos puntos
de § con las coordenadas correspondientes iguales excepto en el k-ésimo lugar,
esto es si x; =¢; para ik v si x ==, entonces podemos considerar el
limite

lim S — J(&)

Ex ™"k xﬁ - 'r:k-
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Cuando este limite existe, se le llama derivgda parcial de f con respecto de la
k-ésima coordenada y se designa por medio de

)

ax, (€)

ﬂhﬂ:c}? fh{c}v

o por alguna otra expresién andloga. Nosotros adoptaremos 1a notacidon Dyjf(e).
Este proceso produce n nuevas funciones D.f, D.f, ..., D,f definidas en los
puntos de S en los que los correspondientes limites existen.
La diferenciacion parcial no es, realmente, un nuevo concepto. Podemos
considerar a f(x,, ..., x,) como una funcién de una sola variable cada vez,
dejando las demds fijas. Es decir, si introducimos una funcién g definida por

gl = fleg, - 0 Cumge Xiy Chigs =3 Cnhr

entonces la derivada parcial D,f(¢) es precisamente la derivada ordinaria g'(c;).
Esto se enuncia usualmente diciendo que para diferenciar f con respecto a la
k-ésima variable, se suponen constantes las otras variables.

Siempre que tengamos que generalizar un concepto de R' a R™ procura-
remos conservar las propiedades mds importantes que, en el caso unidimensio-
nal, la existencia de la derivada en ¢ implica la continuidad en ¢. Por lo tanto,
lo éptimo seria disponer un concepto de derivada para funciones de varias
varicbles que implicara la continuidad. Para las derivadas parciales no ocurre
esto. Una funcién de n variables puede poseer derivadas parciales en un punto
con respecto de cada una de las variables y no ser continua en dicho punto.
Tlustraremos esta afirmacién por medio del ejemplo de una funcién con dos
variables:

X+ ), 5i.1'=ﬂﬂ}'=ﬂ.

S(x, ) = {

1, en otro caso.

Las derivadas parciales D,f(0, 0) y D_f(0, 0) existen ambas. En efecto:

D, f(0,0) = lim 2 = SO0 _ X

x—=0 = U =0 X

y, andlogamente, D.f(0, 0) = 1. Por otro lado, es claro que esta funcién no
es continua en (0, 0).

La existencia de las derivadas parciales con respecto de cada variable
separadamente implica la continuidad con respecto de cada variable separada-
mente ; pero como hemos visto, ello no implica necesariamente la continuidad
respecto de todas las variables simultineamente. La dificultad que presentan
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las derivadas parciales proviene de su misma definicion: en ella estamos obli-
gados a considerar sélo una variable cada vez. Las derivadas parciales nos
proporcionan una medida de la variacién de una funcién en la direccidn de
cada uno de los ejes. Existe un concepto mds general de derivada que no res-
tringe nuestras consideraciones a las direcciones particulares de los ejes coor-
denados. Este concepto serd desarrollado en el capitulo 12.

El propodsito de esta seccion es unicamente ¢l de introducir la notacién de
las derivadas parciales, ya que las utilizaremos ocasionalmente antes de alcan-
zar el capitulo 12.

Si f tiene derivadas parciales D.f, ..., D.f en un conjunto abierto S, enton-
ces podemos también considerar sus derivadas parciales. Estas se llamardn
derivadas parciales de segundo orden. Escribiremos D, ,f para designar la de-
rivada parcial de Dif con respecto de la r-ésima variable. Entonces,

D,,f = D(D.f).

Las derivadas parciales de orden superior se definen andlogamente. Otras no-
taciones son

AP |

1 F-l":'l"-’ - ] *
cx, 0x, éx, 0x, 0x,

J'I:"Ir.i:-f =

5.15 DIFERENCIACION DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE
COMPLEJA

En esta seccidén discutiremos brevemente las derivadas de las funciones com-
plejas definidas en subconjuntos del plano complejo. Tales funciones son, na-
turalmente, funciones wvectoriales cuyo dominio y recorrido son subconjuntos
de R®. Todas las consideraciones del capitulo 4 concernientes a los limites y a
la continuidad de las funciones vectoriales se aplican, en particular, a las fun-
ciones de una variable compleja. Existe, sin embargo, una diferencia esencial
entre el conjunto C de los nimeros complejos y el conjunto R* de los vec-
tores n dimensionales (cuando n > 2) que juega un importante papel en este
momento. En el sistema de los nimeros complejos disponemos de las cuatro
operaciones algebraicas de sumar, restar, multiplicar v dividir, v estas opera-
ciones verifican muchas de las propiedades susualess del Algebra que son vi-
lidas en el sistema de los nimeros reales. En particular verifican los cinco pri-
meros axiomas de los mimeros reales enumerados en el capitulo 1. (Los axio-
mas 6 al 10 involucran la relacién de orden <, que no existe entre nimeros
complejos.) Todo sistema algebraico que verifica los axiomas 1 al 5 se llama
cuerpo. (Para una discusion mdas amplia de los cuerpos, véase la referencia 1.4.)
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La multiplicacién y la divisién no pueden ser introducidas en R® (para n > 2)
de forma que R* sea un cuerpo * que contenga a C. Como la divisién es po-
sible en C, es posible asimismo formar el cociente fundamental de diferencias
[/(2) — f(c))/(z— c) que fue utilizado para definir la derivada en R, y entonces
se presenta de forma clara como hay que definir la derivada en C.

Definicion 5.21. Sea f una funcién compleja definida en un conjunto abier-
to S de C, y sea ¢ € 8. Entonces | es diferenciable en ¢ si el limite

]im-ﬂ: = f(e) = f(c)

Teg Z -

existe.

Por medio de este proceso de calcular limites se obtiene una nueva funcién
compleja f definida en aquellos puntos z de § donde f(z) existe. Las derivadas
de orden superior £, f, ... se definen, como es natural, de forma andloga.

Las siguientes proposiciones son vilidas para funciones complejas defini-
das en un conjunto abierto §; sus demostraciones son exactamente las mismas
que las utilizadas en el caso real:

a) f es diferenciable en ¢ si, y sdlo si, existe una funcion f*, continua en c,
tal que

flz) = fle) = (z — )f*(z),

para todeo z de 8, con f*(c) = f{(c).

NOTA. Si hacemos g(z) = f*(z) — f(c), la ecuacién de (a) podemos ponerla
en la forma

f(z) = fle) + f'(efz — ) + glz)z — ¢),

donde g(z) — 0 cuando z— ¢. Esta expresion se llama la formula de Taylor de
primer orden para f,

* Por ejemplo, si fuese posible definir una multiplicacién en R’ que dotara a R’ de estruc-
tura de cuerpo, conteniendo a C, podrfamos razonar como sigue: Para cada x de R’ los
vectores 1, x, x°, x* serian linealmente dependientes (ver Referencia 5.1, p. 558). Entonces
para cada x de R’, se verificarfa una relacién del tipo a, + ,x + a,x* + a,x* = 0, donde
d,, d,, dy, d, son nimeros reales. Pero cada polinomio de grade tres con coeficientes reales
es un producto de un polinomio lineal por un polinomio cuadrdtico con coeficientes reales.
Las unicas raices de tales polinomios son o bien niimeros reales o bien numeros complejos.
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b) Si f es diferenciable en c, entonces f es continua en c.

c) Si dos funciones f y g tienen derivadas en ¢, entonces su suma, su diferen-
cia, su producto v su cociente tienen también derivadas en ¢ y se obtienen
por medio de las formulas usuales (como en el teorema 54). En el caso
de flg, debemos suponer que g(c)==0.

d) La regla de la cadena es vdlida; es decir, tenemos

(g°1Y(c) = g'[f(e)]f (c),
si el dominio de g contiene un entorno de f(c) y si f'(c) ¥ £'[f(c)] existen.

Si f(z) = z, se obtiene f(z) =1 para todo z de C. Por (c) reiterado, se
tiene que f(2) = nz"* cuando f(z) = z* (n es un entero positivo), Esto también
se verifica cuando n es un entero negativo, siempre que z == 0. Por lo tanto, es
posible calcular las derivadas de los polinomios complejos y de las funciones
racionales complejas utilizando las mismas técnicas que las empleadas en el
Cilculo elemental.

5.16 ECUACIONES DE CAUCHY-RIEMANN

Si f es una funcién compleja de una variable compleja, podemos escribir cada
valor de la funcién en la forma

Mz) = u(z) + iv(z),

donde u y v son funciones reales de una variable compleja. Podemos, ademds,
considerar # y v como funciones reales de dos variables reales y escribir en-
tonces

f[z} = ”[I'r .P] + !.U{I, F}! s E=I+I}'-

En ambos casos, escribiremos f = u + iv y nos referiremos a w y a v de-
signdndolas parte real y parte imaginaria de f. Asi, en el caso de la funcién
exponencial compleja f, definida por

flz) = & = e cos vy + ie*sen y,
las partes real e imaginaria vienen dadas por
ulx, vy) = " cos y, v(x, ¥) = " sen ).
Andlogamente, cuando f(z) = z* = (x + iy)?, obtenemos

u(x, y) = x* — ¥4, wulx, p) = 2xp.
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condicién no es, sin embargo, suficiente, como podemos ver considerando el
siguiente ejemplo.

Ejemplo. Sean u vy v definidas como sigue:

_x=r -
u(x, y) = T g (x, ) # (0,0), u(©,0) =0,
x ¥
a 3
ox, ) = 522 (o)) # 0,0, 20,0 =0
X y

Es fdcil comprobar que D, u{0, 0) = D v(0, 0) =1 ¥ que D u(0, 0) = =D v(0, 0) =
—1, por lo tanto las ecuaciones de Cauchy-Riemann se verifican en (0, 0). A pesar
de todo, la funcién f = u + iv no puede tener derivada en z = 0. En efecto, para
x =0, el cociente diferencial se convierte en

f(z2) —fO) _ —y+ iy

=1+ i
z—0 iy

mientras que para x =y, €s
SE) -0 xi 1+
z =0 X + ix 2
y por lo tanto f(0) no existe.

En el capitulo 12 demostraremos que las ecuaciones de Cauchy-Riemann
son suficientes para establecer la existencia de la derivada de f=wu + ivenc
si las derivadas parciales de u y v son continuas en un entorno de c. Para ilus-
trar como hay que utilizar este resultado en la préictica, obtendremos la deri-
vada de la funcidén exponencial. Sea f(z) = e* = u + iv. Entonces

ulx, ¥y) = e*cosy, uvlx,y) = e seny,

y por lo tanto

Dyu(x,y) = e cos y = Dylx,y), Dyulx, y) = —e*seny = —Dv(x, y).

Como estas derivadas parciales son continuas en todo R*® y satisfacen las ecua-
. ciones de Cauchy-Riemann, la derivada f(z) existe para todo z. Para calcularla
usaremos el teorema 5.22 y obtendremos

f'(z) = e"cosy + ie*seny = f(z).

Entonces, la funcién exponencial es su misma derivada (como en el caso real).
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EJERCICIOS
Funciones reales

En los ejercicios que siguen s& supone, siempre que sea necesario, que s& conocen
las férmulas para derivar las funciones elementales trigonométricas, exponenciales
y logaritmicas.

5.1 Una funcién f satisface una condicién de Lipschitz de orden o« en c si existe
un mimero positivo M (que puede depender de ¢) y una bola unidimensional B(c) ta-
les que

flx) = fle)] < Mlx — ¢ff

si x € Ble), x5 ¢
a) Probar que una funcidn que satisface una condicién de Lipschitz de or-
den e es continua en ¢ si « > 0, v derivable en ¢ si & > 1.
b) Dar un ejemplo de una funcidén que satisfaga la condicién de Lipschitz de
orden 1 en ¢ para la que f(c) no exista,
52 En cada uno de los siguientes casos, determinar los intervalos en los que la
funcién f es creciente o decreciente vy determinar los midximos ¥ minimos (s1 existen)
en ¢l conjunto en el que f estd definida.

a) fixy = x> + ax + b, xR

b) fix) = log (x* — 9), x| > 3.

e) fixy = x¥x - 1)4, 0D=sx= 1.
d) fix) = (senx)/xif x £ 0, f(0) = 1, 0 < x < af2

5.3 Buscar un polinomio f del menor grado posible tal que
fix,) = ay, fixy) = a,, f(x) = by, f(x;) = by,

donde x, % x, ¥ a,, a,, b,, b, son niimeros reales dados.
5.4 Se define f como sigue: f(x) = e '/* 51 x50, f{0) = 0. Probar que
a) f es continua para todo x.
b) f™ es continua para todo x, ¥ que f™0) =0, (n=1, 2, ...}
5.5 Definimos f, g ¥ h como sigue: f{0) = g0 = A(0) v, si x 70, f{x) = sen (1/x),
elx) = x sen (1/x), Alx) = x* sen (1/x). Probar que

a) fix) = —1/x2cos(lfx),six 2 0; f(0) no existe.
b) g'(x) = sen(l/x) — l/x cos (1/x),si x # O, g'(0) no existe.
c) hix) = 2xsen (I/x) = cos (1/x), six # 0, R0y = 0;

lim,_q A'(x) no existe.

56 Obtener la férmuly de Leibnitz para la derivada n-ésima del producto /r de
dos funciones f y g:

n
(L T Ry ki oy (n=k) d mo_ n! _
R (x) ;ﬂ (k)f (x)g"" ™ "(x), onde (L) T — T
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5.7 Sean f y g dos funciones definidas en todo R y con derivadas finitas terceras
f7(x) y g"(x) para todo x de R. Si f(x) g(x} = 1 para todo x, probar que las relacio-
nes de (a), (b), (c) y (d) se verifican en todos los puntos en los que el denominador
no es cero:

a) S(x)f(x) + g'(x)glx) = 0.
b) f7(x){f"(x) = 21 (x}f(x) — g"(x)/g'(x) = O.

oL@ _ S0 _ S0 g _
) T f®ee S gW

o L0 3 (LO) g3 (7

Sx) 21 f(x) g 2\gw

NoTA. La expresidn que aparece en ¢l primer miembro de (d) se llama derivada de
Schwarz de f en x.
e) Probar que f v g tienen la misma derivada de Schwarz si

glx) = [aftx) + b)/[cf(x) + d].donde ad — be # 0.

Indicacion. 5i ¢ = 0, escribir (af + b)(ef 4+ d) = (a/c) + (be — ad)i[clcf + d)] y apli-
car la parte (d).

58 Sean f,, f, g,. g, cuatro funciones con derivadas en (a, #). Definamos F por
medio del determinante

filx)  fi(x)

Fix) =
) gi(x)  ga(x)

. si x €(a, b).

a) Probar que F’(x) existe para cada x de (a, b} y que

Filx) filx) filx)  fia(x)
g1(x)  gi(x) gi(x) gi(x)

b} Establecer y probar un resultado mis general para determinantes de orden n.
5.9 Dadas n funciones f,, ..., f, derivables hasta el orden n en (a, b), definimos
una funcion W, llamada el Wronskiano de f,, ..., f, como sigue: Para cada x de
{a, H), Wix) es el valor del determinante de orden n que en la k-ésima fila, m-ésima
columna, tiene al elemento f%*~x),donde k=1, 2, .., ny m=1,2, ..., n. [La
expresion f49(x) designa a f,(x).]
a) Probar que W'(x) se obtiene reemplazando la ultima fila del determi-
nante que define W{x) por las derivadas n-€simas /{x),..., /W™(x)
b) Supongamos que existen n constantes c,, ..., r, no nulas, tales que
e, f,(x)+ ... + ¢, f,{x) =0 para todo x de (g, b). Probar que W(x)=10
para cada x en (a, b).
NoTa. Un conjunto de funciones que satisface una relacidén de este tipo se llama
conjunto linealmente dependiente sobre (a, b).
¢) La anulacién del Wronskiano en todo el intervalo {(a, ) es necesaria, pero
no es suficiente para que f,, ..., f, sean linealmente dependientes. Probar

F'(x) = +
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que en el caso de dos funciones, si ¢l Wronskiano se anula en (a, b) v si
unia de las funciones no se anula en (a. b). entonces constituyen un con-
junto linealmente dependiente en (a, b).

El teorema del valor medio
5.10 Dada una funcién f definida y derivable con derivada finita en (a, &) y tal que
lim,.,_ f(x) = 4o, probar que lim,_,;_f{x} o no existe o es infinito.

5.11 Probar que la férmula del valor medio puede escribirse en la forma:

f(-r_"i“ "I} : J"EI = f:[x + Eﬁ.],.

Fi
donde 0 < # < 1. Determinar # en funcion de x v de /1t cuando
a) fix) = x?, b) f(x) = x3,
c) flx) = &%, d) flx) = log x, x = 0

Fijar x # 0 y hallar lim,.,,# en cada caso.
5.12 En el tecorema 520 hacemos flx) = 3x*=2x*—x%41 v glx) = 4x*—=3x*—2x.
Probar que f(x)/g’{x) nunca es igual al cociente [f{1)— AIO/[e(l})—glD] si 0 < x
= 1. ;Como conciliar esto con la igualdad

f(6) = fla) _ f'(x)
glb) = gla)  g'(x))’
que s¢ obtiene del teorema 5.20 cuando n =17

5.13 En cada uno de los casos especiales del teorema 520, tomar n= 1, ¢ = a.
x = b, y demostrar que x, = (a + b)/2.

a<x < b,

al f(x) = sen x, glx) = cos x; b) flix) = e, glx) = e %,

.Es posible encontrar una clase general de pares de funciones f y g para los que
x, sea siempre (@ + b)/2 y tales que los ejemplos (a} y (b} pertenezcan a dicha clase?
5.14 Dada una funcién f definida vy con derivada finita f en el intervalo se-
miabierto 0 < x < | y tal que |f(x) < 1, definimos a, = f(1/n) para n =1, 2, 3, ...
Demostrar que el lim, .. a, existe. Indicacién. Utilizar la condicién de Cauchy.
5.15 Supongamos que f posee derivada finita en cada uno de los puntos del inter-
valo abierto (a, b). Supongamos ademds que lim,.,f(x) existe y e¢s finito para
uno de los puntos interiores ¢. Demostrar que el valor de este limite debera ser f(e).
5.16 Sea f continua en (a, b) con derivada finita f* en todo (a, b), excepto quizds
en c. 5i lim,., f(x) existe y vale A, entonces f(c) existe también vy vale A.

5.17 Sea f continua en [0. 1], f{I0)Y = 0. f(x) finito para cada x de (0, 1). Probar que
si f es creciente en (0, 1), entonces también lo es la funcion g definida por medio
de la ecuacidén glx) = f(x)/x.

5.18 Supongamos que f posee derivada finita en (a, b) v es continua en [a, b] con
fla) = f(b} = 0. Probar que para cada real A existe un c de {a, &) tal que f'(c) = Aflc).
Indicacion. Aplicar el teorema de Rolle a g{x) f(x) para una g conveniente que de-
penda de A.
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5.19 Supongamos que f es continua en [a, #] y que posee una derivada segunda f”
finita en el intervalo abierto (a, b). Supongamos que la cuerda que une los puntos
A=1(a flan y B = (b, f(h) corta a la grifica de la funcién f en un tercer punto P
distinto de A y de B. Probar que f"(c}) = 0 para un ¢ de (a, b).

5.20 5i f posece derivada tercera f fimta en [a, #] v s1

fla) = f(a) = f(b) = f'(b) = 0,

probar que f"(c) = 0 para un ¢ de (a, b).
521 Sea f una funcién no negativa y que admita tercera derivada finita [ en
el intervalo abierto (0. 1), Si f(x) = 0 para dos puntos, por lo menos, de x en (0, 1},
entonces f'(¢) = 0 para un ¢ de (0, 1).
522 Supongamos que f admite una derivada finita en un cierto intervalo {a, +3o).
a) Si fixy—1y f(x)— ¢ cuando x— +oo, probar que ¢ = (.
by Si f(x)—1 cuando x— +o=, probar gue f{x)x— | cuando x—» +oo,
¢) Si fixy=0 cuando x-— 4=, probar que fix)/x — Ocuando x — +o=.
5.23 Sea h un nimero positivo fijo. Probar que no existe ninguna funcién f que
satisfaga las tres condiciones siguientes: f{x) existe para x =0, f{0) =0, f(x) = h
para x > 0.
524 Si h >0 vy f(x)existe (y es finita) para cada x de (a— h, a+h), y si f es con-
tinua en [@a— h, a + h], probar que se tiene:

ay e+ m;‘ﬂ‘ﬂ_h:':f’[a-b Oh) + fa—Ok), O0<0<l1;

pllat s = lf;_ﬂ}_?r_f @=W o pta+ iy -f@a-m, o0<i<l.

¢} Si f“{a) existe, probar
£} = lim'ﬁa + h) — 2f(a) + fla - hl_

E-D ﬁi

d) Dar un ejemplo en el que exista el limite del cociente que aparece en (c)
pero f7(a) no exista.
5.25 Sea f una funcién con derivada finita en (a. b) ¥ supongamos que ¢ € {a, bl
Considerar la siguiente condicién: Para cada ¢ > 0 existe una bola unidimensional
Ble: &), cuyo radio & depende sdlo de ¢ v no de ¢, tal que si x& Ble; 8) ¥ xF e,
entonces

f(x) = [(e)
A = C

- f'fc}{ < g

Probar que f* es continua en (a, b) si esla condicién se verifica en todo (a, ).

5.26 Sea f con derivada finita en (a, &) y continua en [a, b], con a = f(x) = b para
todo x de [a, b] v |f(x) = 2 < | para todo x de (g, b). Probar que f posee un tnico
punto fijo en [a, b].
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CAPITULO 6

Funciones de variacion acotada

y curvas rectificables

6.1 INTRODUCCION

Algunas de las propiedades bdsicas de las funciones mondtonas fueron descritas
en el capitulo 4. En este breve capitulo se estudian las funciones de variacién
acotada, una clase de funciones intimamente relacionada con las funciones mo-
nétonas. Veremos que estas funciones estdn en estrecha conexidn con las curvas
que poseen longitud finita (curvas rectificables). Juegan también un papel en la
teoria de la integracién de Riemann-Stieltjes que desarrollaremos en el préxi-
mo capitulo,

6.2 PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES MONOTONAS

Teorema 6.1. Sea f una funcion creciente definida en [a, b] y sean x,, Xy, «..s Xn
n -+ 1 puntos tales gue

a=2Xg <X <X;<°'°'<Xx,=b

Tenemos entonces la desigualdad

2 Uat) = f(=)] = S(b) = fi@).

Demostracién. Supongamos que ¥ € (Xx, Xisy). Para 1< k=n—1 tenemos
que flxe+) < fon) ¥ fy) < flxe—), luego flx+) — flx—) = f(y) — f(¥e-y):
Si sumamos estas desigualdades, la suma de la derecha nos da f(y..,) — f(¥.)
Puesto que f(¥n_,) — f(¥.) < f(b) — f(a), esto completa la demostracién.

La diferencia f(x;+)— f(x,—) es, ademds, el salto de f en x;. El teorema
anterior nos dice que, para cada coleccién finita de puntos x; de (a, b), la
suma de los saltos en estos puntos estd siempre acotada por f(b) — f(a). Este
resultado nos servird para demostrar el teorema siguiente,

Teorema 6.2. Si [ es mondtona en [a, b], entonces el conjunto de disconti-
miidades de f es numerable,
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Demostracidn. Supongamos que f es creciente y sea S,, €l conjunto de puntos
de (@, b) en los que el salto de f es superior a 1fm, m > 0. Si x, < x, < ...
< X,_, €stdn en §,,, el teorema 6.1 nos asegura que

"= 1 <) - fla).

Esto significa que §,, debe ser un conjunto finito. Pero el conjunto de discon-
tinunidades de f en (@, b) es un subconjunto de la reunién \JZ-, S,. v por lo
tanto numerable. (Si f es decreciente, el argumento se aplica a —f.)

6.3 FUNCIONES DE VARIACION ACOTADA

Definicién 6.3. Si [a, b] es un intervalo compacto, un conjunto de puntos
P = {xp, xy,...,x,},
que satisfaga las desigualdades

@=Xg <Xy < Xpoy <X, =D,

se llama particion de [a, b). El intervalo [xx.,, x] se llama k-ésimo subin-
tervalo de P y se escribe Ax, = x— xp_,, con lo que 25=1 &x =b—a. La
coleccion de todas las particiones posibles de [a, D] se designard por medio
de ®[a, b].

Definicién 6.4. Sea f definida en [a, b]. S5{ P = {x,, x,, ..., Xu} €5 una parti-
cidn de [a, b), escribiremos Afy = f(x) — flxi_,), para k = 1, 2, ..., n. Si existe
un nimero positive M tal que

2 1ALl < M

E=1
para toda particion de [a, b], entonces diremos que f es de variacidn acotada
en [a, b].
Los dos teoremas que siguen proporcionan ejemplos de funciones de va-
riacidon acotada.

Teorema 6.5. Si f es mondtona en [a, b], entonces { es de variacion acotada
en [a, b].

Demostracidn. Sea f creciente. Entonces para cada particién de [a, b] tenemos
Afy =0 y por lo tanto

NI g; Afy = ,,Z. [f(x) — f(xi- )] = f(b) — fla).

k=1
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Teorema 6.6. 5i [ es continua en [a, b] y si { existe y estd acotada en el
interior, es decir que |f(x)| < A para todo x de (a, b), entonces { es de varia-
cion acotada en [a, b].

Demostracion. Aplicando el teorema del valor medio, tenemos
Af, = f(x) = fixi=y) = S(0)xy — xi-1), en donde ik € (X3— s X3).

Esto implica

Afil = 20 1f/ ()] Ax, < A ;::1 Ax, = A(b — a).

k= k=1

Teorema 6.7. Si | es de variacion acotada en [a, b), es decir que 3, |Afi| =M
para toda particién de [a, b), entonces | estd acotada en [a, b]. De hecho,

|f(x)] < |f(a)l + M para todo x de [a, b].

Demostracion. Supongamos que x € (g, b). Utilizando la particiéon especial
P = {a, x, b}, obtenemos

[/(x) = fl@)] + 1fb) — f(x)] < M.

- Esto implica que [f(x) — fla)] = M, |f(x)| =< if(a)] + M. Idéntica desigualdad se
verifica si x=a o si x = b.

Ejemplos

1. Es fdcil construir funciones continuas que no sean de variacién acotada. Por
ejemplo, sea f{x) = x cos {/(2x)} si x %0, f(0) = 0. Entonces f es continua en
[0, 1], pero si consideramos la particién en 2n subintervalos

p=lot, 1 L1y
| "2n 2n - 1 3 2

es ficil comprobar, calculando, que

in
St iasl= b+ by :

+ o——— e b g ]
k=1 2n 2n 2n—-2 2n-12

=1+ -.
N

-+1+
2

ol | =
Bodl | b

Esta suma no estd acotada para todo n, ya que la serie 2=y (1/n) diverge. En
este ejemplo la derivada f existe en (0, 1) pero f/ no estd acotada en (0, 1). Sin
embargo, f° estd acotada en todo intervalo compacto que no contenga el origen
y. por lo tanto, f es de variacion acotada en tales intervalos.
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2. Un ejemplo andlogo al primero lo proporciona la funcidn f(x) = x* cos (1/x)
si x7=0, f(0y=0. Dicha funcidn f es de variacién acotada en [0, 1], ya que
f estd acotada en [0, 1]. De hecho, f(0) =0 vy, para x 5= 0, f{x) = sen (1/x) +
2v cos (1/x), luego [F(x) =< 3 para todo x de [0, 1].

3. La acotacién de f no es condicidn necesaria para que f sea variacion acotada.
Por ejemplo, considérese la funcidén f(x) = x'/3, Esta funcién es mondtona (y por
lo tanto de variacién acotada) sobre todo intervalo finito. Sin embargo, f(x) —
+oo cuandoe x— 0.

6.4 VARIACION TOTAL

Definicién 6.8. Sea f una funcion de variacion acotada en [a, b] ¥ sea 3 (P)
la suma 2=, |Afi| correspondiente a la particion P = {x,, x,, ..., xa} de [a, b).
El niimero

Vi(a, b) = sup {3_(P): P e P[a, b]},

se llama variacion total de f en el intervalo [a, b].

NOTA. Si no hay peligro de confusién, escribiremos ¥, en vez de Vy(a, b).

Dado que f es de variacién acotada en [a, b], €]l nimero ¥, es finito. Ade-
mds ¥V, = 0, ya que cada suma 3, (P)=0. Y ademis V,(a, b) = 0 si, y solo si,
f es constante en [a, b].

Teorema 6.9. Supongamos que f v g son dos funciones de variacion acotada
en [a, b). Entonces también lo es su suma, su diferencia y su producto. Ade-
mds, se tiene

F_riﬂ‘ 5 I":r + F‘. }i’ l’}.n 5 ...-"IFI+ .BP;,
en donde
A =sup {lgx)| : xe[a, b]}, B =sup{|fix):xea b]).

Demostracidn. Sea h(x) = f(x)g(x). Para cada particién P de [a, b] se tiene

[Aky| = | fxdg(xy) — S(x)-1)g(xe- )l
= |[/(adg(x) — fxi-1)g(x,)]
+ - g(x) — flx- gt -]l < ALl + BlaAgl.
Esto implica que h es una funcién de variacidn acotada y que V, < AV, + BV,.

Las demostraciones correspondientes a la suma y la diferencia son muy sim-
ples v las omitiremos.
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Esto significa que D(y) — D(x) = 0, y (ii) se verifica.

NOTA. Para ciertas funciones f, la variacién total V,(a, x) se puede expresar
como una integral. (Ver ejercicio 7.20.)

6.7. FUNCIONES DE VARIACION ACOTADA EXPRESADAS
COMO DIFERENCIA DE DOS FUNCIONES CRECIENTES

La simple y elegante caracterizacién de las funciones de variacién acotada que
damos a continuacién es consecuencia del teorema 6.12.

Teorema 6.13. Sea f definida sobre [a, b]. Entonces f es de variacidn aco-
tada en [a, b] si, y solo si, f puede expresarse como diferencia de dos funcio-
nes crecientes.

Demostracion. Si f es de variacidn acotada en [a, b], podemos escribir f =
V—D, en donde V es la funcién del teorema 6.12 v D=V —f, Tanto V
como D son funciones crecientes en [a, b].

El reciproco se deduce inmediatamente de los teoremas 6.5 y 6.9,

LLa representacion de una funcién de variacion acotada como diferencia de
dos funciones crecientes no es unica. Si f = f, —f,, en donde f, v f, son cre-
cientes, se tiene también que f = (f, + g) —(f, + g), siendo g una funcidén cre-
ciente arbitraria, y ello nos proporciona una nueva representacidén de f. Si g es
estrictamente creciente, también lo serdn f, + g v f. + g. Por consiguiente, el
teorema 6.13 es asimismo vilido si reemplazamos «creciente» por zestrictamente
crecientes,

6.8 FUNCIONES CONTINUAS DE VARIACION ACOTADA

Teorema 6.14, Sea f una funcidn de variacién acotada en [a, b]. Si x € (a, b],
sea V(x) = Vi(a x) ¥y hapamos V(a) = 0. Entonces cada punto de continuidad
de f también es un punto de continuidad de V. El reciproco también es cierto.
Demostracidn. Puesto que V es mondtona, los limites laterales por la derecha
y por la izquierda Vix+) vy V(x—) existen para cada punto x de (a, b). En
virtud del teorema 6.13, lo mismo es cierto para fix+) v flx—).
Sia<<x<y=<hb, se verifica [por definicién de V;(x, ¥)] que

0 < [f(») = SOl < V(y) = V(x)

Haciendo que y— x, obtenemos

0 < |f(x+) — f(x)]| < V(x+) = V(x).
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Andlogamente, 0 < |[f(x) — f(x—)| < V(x)}) — V(x—). Estas desigualdades impli-
can que todo punto de continuidad de V es también un punto de continui-
dad de f.

Para demostrar el reciproco, sea f continua en un punto ¢ de {a, b). En-

tonces, dado « > 0, existe un & > 0 tal que 0 << |[x — | << & implica [f(x) — fic)|
< ¢f2. Para este mismo ¢, existe una particién P de [¢, b], por ejemplo
P={ID,I1,...,I.}, ‘xﬂ=fl Iﬁmbl
tal que .
E
Vile, ) = 5 < 2. IAf.

k=1

Agregando mds puntos a P Unicamente conseguiremos que aumente la suma
¥ |Afx| ¥ por lo tanto podemos considerar que 0 < x, — x, < 8. Esto signi-
fica que

Afil = 1f(x,) = (o) < §
con lo que la desigualdad anterior se convierte en
£ £ . £
Ve, b) — - < - + Afl = = + Vdx,, b),
Ao b) =2 <2+ LA < S+ Vix, b)
ya que {x,, X;, ..., X} €8 una particién de [x,, b]. Tenemos, por tanto,

Vi(e, b) — Vi(x,, ) < .

Pero
0 < Vixy) — Vic) = Vila, x;) — Vila, c)

= Ve, x;) = Ve, 8) — V%1, b) < &.

Con lo cual hemos probado que

0<x, —c<d implica 0< Vix)— Fl)<e

Esto demuestra que V(c+) = V(c). Un razonamiento andlogo lleva al resul-
tado V(c—) = V(c). El teorema queda entonces demostrado para todos los pun-
tos interiores de [4, b]. (Para los puntos extremos son necesarias ciertas modi-
ficaciones triviales.)

Combinando el teorema 6.14 con el 6.13, podemos establecer
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Teorema 6.15. Sea f una funcion continua en [a, b]. Entonces f es variacidn
acotada en [a, b] si, y sdlo si, | se puede expresar como diferencia de dos fun-
ciones crecientes continuas.

NOTA. El teorema se verifica también si reemplazamos «creciente» por «estric-
tamente crecicntes.

Es claro que las discontinuidades de una funcién de variacidén acotada (si
existen) deberdn ser discontinuidades de salto en virtud del teorema 6.13. Ade-
mds, el teorema 6.2 nos dice que constituyen un conjunto numerable.

6.9 CURVAS Y CAMINOS

Sea f:[a, b]— R" una funcién vectorial, continua en un intervalo compacto
[a, b] de R. Cuando t recorre [a, b], los valores f(r) de la funcién describen
un conjunto de puntos de R* llamado grdfica de £ o curva descrita por f.
Una curva es un subconjunto compacto y conexo de R* dado que es la imagen
continua de un intervalo compacto. La funcién f se llama un camino.

Es a veces iitil imaginarse una curva como trazada por una particula mévil.
El intervalo [a, b] puede ser interpretado como un intervalo de tiempo y el
vector f(f) determina la posicidén de la particula en el instante ¢. En esta in-
terpretacion, la funcién f se denomina un movimiento.

Distintos caminos pueden dibujar la misma curva. Por ejemplo, las dos fun-
ciones complejas

f(f} — -E'::”1 g(.l':l' — E_I!“, D <t < l:r

dibujan ambas el circulo unidad x* 4 y* = 1, pero los puntos son recorridos
en sentidos opuestos. El mismo circulo lo dibuja cinco veces la funcién

hi) = ', 0<<r=<1.

6.10 CAMINOS RECTIFICABLES Y LONGITUD DE UN ARCO

A continuacion introducimos el concepto de longitud de un arco de curva. La
idea consiste en aproximar la curva por medio de poligonos inscritos, técnica
aprendida de los antiguos geémetras. Nuestra intuicién nos asegura que la lon-
gitud de cualquier poligono inscrito no excederd a la de la curva (dado que
la linea recta es el camino mds corto entre dos puntos), luego la longitud de
una curva debera ser una cota superior de las longitudes de todos los poligonos
inscritos. Por consiguiente, parece natural definir la longitud de una curva como

el extremo superior de las longitudes de todos los poligonos inscritos posibles.
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Para la mayoria de las curvas que aparecen en la prdctica, esto proporciona
una definicién 1til de longitud de arco. Sin embargo, como veremos en seguida,
existen curvas para las cuales el extremo superior de las longitudes de los
poligonos inscritos no existe. Por tanto, es necesario clasificar las curvas en dos
categorias: las que tienen longitud y las que no. Las primeras se denominan
rectificables, las segundas no rectificables.

Daremos ahora una descripcidon formal de estas ideas.

Sea f:[a, b] — R" un camino en R" Para una particién cualquiera de [a, b],
dada por

P={fn,-r[,+-+,-rm},

los puntos f(t,), £(z,), ..., £(z,) son los vértices de un poligono inscrito. (Puede
verse un ejemplo en la figura 6.1.) La longitud de este poligono la designare-
mos por A«P) y se define como la suma

A(P) = i 1) — £t 2ll-

k=1

fils)

f) filg)

fita}
amly 4 I 3 & s lg=0b

fltp)
(1)

Figura 6.1

Definicién 6.16. Si el conjunto de niimeros A (P) estd acotado para todas las
particiones P de [a, b], entonces el camino {f se llama rectificable y su longitud
de arco, designada por A(a, b), se define por

Aga, b) = sup {A(P): P e #[a, b]}.
Si el conjunto de niimeros A(P) no estd acotado, £ se llama no rectificable.

Existe un método fdcil para caracterizar todas las curvas rectificables.

Teorema 6.17. Consideremos un camino f:[a, b]—R" de componentes
f = (f,, ..., fu). Entonces { es rectificable si, y sdlo si, cada componente fi es de
variacion acotada en [a, b). Si { es rectificable, tenemos las desigualdades

Vlfﬂ, !'I-') = ﬁhl{ﬂ. I‘.-") < Vl'l:ﬂ', lﬁ] + 0+ V“(ﬂ, b]: [k = lr 2! ey "}:- {2)



/ )

T. M. Apostol
Analisis
Matematico

Segunda edicion

i # EDITORIAL REVERTE S.A.
. Www.reverte.com




