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1 Nudameros naturales, enteros, racionales y
reales

1.1. Nuameros naturales, enteros, racionales y reales

1.1.1. Naturales, enteros y racionales

Los numeros que bédsicamente vamos a tratar son los reales R. Estudiaremos sucesiones de nu-
meros reales, funciones de variables reales,... Pero antes de definir los reales vamos a hacer un
breve repaso de los ntimeros mas sencillos. En lo que sigue se supondra que son conocidos los
significados de los simbolos V (para todo), 3 (existe), = (implica), < (siy sélo si), ... y que se han
visto propiedades l6gicas sencillas que se utilizaran en alguna demostracion como, por ejemplo,
que la afirmacién ‘p = ¢’ equivale a ‘(nog) = (nop)’. Otros conocimientos que se presuponen son
las ideas y sfmbolos bésicos de la teorfa de conjuntos: U (unién), N (interseccion), C (contenido
en), € (pertenece), ...

Llamaremos N ={1,2,3,4,5,6,7,...} al conjunto de los niimeros naturales (sin incluir
el 0), Z={...,-2,-1,0,1,2,...} aldelos enteros,y Q={p/q, p y ¢ enteros, g #0} al
conjunto de los racionales. La suma y el producto de dos niimeros naturales cualesquiera
son también naturales, pero su diferencia puede no serlo. Si es un entero la diferencia
de dos enteros. El cociente de racionales es racional, pero no lo es, en general, el de
dos enteros. Los tres conjuntos son conjuntos ordenados por la relacién “>"(ser mayor
que). Con palabras mas matemadticas, y refiriéndonos al mayor de los tres conjuntos, se
dice que Q es un cuerpo ordenado, es decir, que satisface las siguientes propiedades
(a,b,c € Q):

[1

Propiedades de cuerpo: Existen dos operaciones “+” y que cumplen:

1) + y - son asociativas y conmutativas:
a+(b+c)=(a+b)+c,a+b=b+a,a-(b-c)=(a-b)-c,a-b=b-a

2) se cumple la propiedad distributiva: a-(b+c¢)=a-b+a-c

3) existen elementos neutros 0 respecto a + y 1 respecto a - : a+0=a,a-1=aVa

4) existen elementos inversos respecto a + y - :

Va3 —atal quea+(—a)=0, Ya#0 Ja ' tal quea-a' =1

Propiedades de orden: Existe una relacién “>"que satisface:
5) dado a , o bien a >0, o bien —a >0, o bien a=0
6) si a,b>0 también a+b>0,a-b>0

A partir inicamente de las propiedades anteriores se pueden definir las otras conocidas opera-
ciones bésicas (diferencia, cociente y potencias) y desigualdades:
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a—b=a+(-b); sib#0,a/b=a-b7'; sincN,d" =a-...-a, n veces;
b>asib—a>0;b<asia>b;b>asib>adésib=a;b<asia>b.

N y Z no son un cuerpo: N no posee inverso siquiera respecto de la suma y Z no lo tiene respecto
del producto. El conjunto R de los reales que trataremos en la préxima seccién poseerd todas
estas propiedades y ademds otra (el llamado ‘axioma del extremo superior’).

Observemos que entre dos racionales p > ¢, por cercanos que estén, existen infinitos racionales. En
efecto, r = (q+p)/2 es otro racional que se halla entre los dos. Otros infinitos, por ejemplo, son
r»=(q+r1)/2, r3 = (q+r2)/2, ... Recordamos que una forma de precisar de forma unica un racional
es dar su expresion decimal, que o bien tiene sélo un nimero finito de decimales o bien tiene ademas
un nimero finito de decimales que se repiten periédicamente (7/8 =0.875 es un ejemplo de la primera
situacién y 8/7=1.142857142857... lo es de la segunda). Pensando en la expresién decimal vuelve a
estar muy claro que entre dos racionales existen otros infinitos y que podemos encontrar racionales
tan préximos como queramos a uno dado.

Repasemos algunas otras definiciones y propiedades de los naturales, enteros y racio-

nales:

Demostraciones por induccién.

Supongamos que queremos demostrar una afirmacién, que llamaremos P(n) , que
depende de un nimero natural n . Demostrar P(n) por induccién consiste en:

i) demostrar P(1) (es decir, que la afirmacién es cierta si n=1)
ii) demostrar que P(n) = P(n+1) Vn (supuesta cierta para n se demuestra para n+1)

Hecho esto, como P(1) es cierta, por ii) también lo es P(2).Y por tanto P(3).Y P(4)

. . s 2 o _ n(n+1
Ej. Probemos por induccién que Z k=142+---+n= ”‘2 )|

k=1

[recordemos que el primer simbolo se lee ‘sumatorio de k desde 1 hasta n’]

P(1) es cierta: 1= w . Probemos ahora P(rn+1) suponiendo cierta P(n):

n+1 n
k; k= k; k+ (n+1) = [estamos suponiendo cierta P(n)] = w +@m+1)= w

Méaximo comun divisor y minimo comun multiplo.

Dados dos naturales n y d se dice que n es miltiplo de d (o que d es divisor
de n) si n/d es también un nimero natural. Desde luego, todo n tiene al menos dos
divisores: el 1 y el propio n. Si estos son sus tnicos divisores dice que n es primo. Un
conjunto de enteros nyp,...,n; admite siempre un divisor comun a todos: el 1. Se llama
maximo comun divisor al mayor natural que divide a todos ellos (y lo denotaremos por
mcd|ny,...,nt] ). Por otra parte, dados los ny,...,n; existen naturales que son multiplos
de todos ellos (por ejemplo el producto de todos). Se llama minimo comin miiltiplo
(mcminy,...,ng] ) al menor nimero con esta propiedad.

Hallar el med y el mem de una coleccion de naturales es facil una vez calculados todos
los divisores primos de cada uno, lo que puede ser muy largo si los ntimeros son muy
gordos.

6 Calculo I - 1.0.0




1.1 Numeros naturales, enteros, racionales y reales

[Para hallar estos divisores conviene conocer las reglas de divisibilidad por nidmeros sencillos: recor-
damos que un entero es divisible por 3 (y por 9) si y sdlo si lo es la suma de sus cifras; divisible por
4 (por 8) silo son sus dos (tres) ultimas cifras; por 5 si acaba en 0 o en 5; por 11 si la diferencia
entre la suma de las cifras que ocupan un lugar par y la suma de las que ocupan lugar impar es un
multiplo de 11 (incluido el 0)].

Otra forma de hallar el mcd[m,n] es utilizar el algoritmo de Euclides:

Sea m > n . Dividamos m entre n y llamemos ¢; al cociente y r; al resto: m=gqn+r;.
Dividamos ahora n entre r| : n=qor;+ry. A continuacién ry entre rp : ry =gsrp+r3. Luego
ry entre r3 ...,y proseguimos dividiendo de esta forma hasta que el resto sea 0 . El mcd|m,n]
es entonces el dltimo resto no nulo.

m-n

Calculado el mcd, se puede hallar el mem utilizando que: mem[m,n] = med[my]

Ej. Sean 2340 y 6798.
Como 2340 = 22.32.5.13 y 6798 = 2-3-11-103, med=6 y mem=22-32.5.11-13-103 = 2651220
Euclides: 6798 =2-2340+2118,2340 =1-21184+222,2118 =9-222 4 120,222 = 1-120+ 102,
120=1-102+18,102=5-18+12,18 =1-1246,12=2-6 = mcd = 6, mem = Z4EB8 — 2651220
[Para hallar el medny,...,ni] se puede calcular mj=mcd|n,ns], luego my=med[m,n3], ...]

Factoriales, niimeros combinatorios y binomio de Newton

Dado un n € N se define factorial de n como: n!=1-2-...-(n—1)-n , y ademas
0!=1, y si k es otro natural con 0 <k < n, el coeficiente binomial o nimero
combinatorio es

n\ _ n! _n(n—1)---(n—k+1)
(k) Ck(n—k)! k!

[(}) se lee ‘n sobre k’; obsérvese que (j) = (*) =1, que (,",) = () y que () =(,",) =n; n! representa
el numero de formas distintas en que se puede ordenar un conjunto de n elementos y el nimero
combinatorio (que siempre es un nimero natural) es el nimero de formas distintas en que se pueden
escoger grupos distintos de k elementos (sin importar su orden) entre los n de un conjunto].

La férmula mas famosa en que aparecen estos nimeros es la de binomio de Newton:

n__ ,n ny\ n—1 n\ n—212 , .. n n—1 no_ o (M kpk
(@b =t (})a ot (§)a 2624t " Jabr b p (7)o
Demostrémosla por induccién. Es claramente cierta para n=1: (a+b)' = (;)a'b®+ (})a’".
Suponiendo que es cierta para n, probémosla ahora para n+1:
(a—l—b)"'“ — (a+b)(a+b)" — (Cl+b) [an+___+ (kﬁl)an—k-i-lbk—l + (Z)an_kbk—f—-"-‘rb”]
n+l1
= [+ Qb+ Q) et = (1

. N | | g (n—k+1)+k _ n+1
puesto que se cumple: (3) + (") = k!(:—k)! + (k—l)!(rilz—ld—l)! = n!k!(n—k+1)! =(") -

Ej. (1+4x)°=1+46x+ 1522 +2003 + 15x* + 6x° +1°, yaque (§)=83=3-5=(§).() =%=54

Existen infinitos nimeros irracionales.

http://alqua.org/libredoc/CAL1 7
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Vimos que entre dos racionales existian otros infinitos y que existian racionales tan cerca como
quisiésemos de uno dado. Sin embargo, a pesar de estar tan juntos, aparecen de forma natural
(va desde los griegos) otros niimeros que no son racionales (es decir, irracionales; su expresién
decimal tendrd infinitos decimales no repetidos periddicamente). Por ejemplo, el teorema de
Pitagoras asegura que la hipotenusa de un tridngulo rectangulo con catetos de longitud 1 mide
V2 unidades de longitud. Es facil probar que v/2 no es racional (demostrar que otros nimeros
famosos como 7 6 e son irracionales es bastante més complicado). Para hacerlo, vamos a suponer
que lo es y llegaremos a una contradiccién (es lo que se llama demostracién por reduccién al
absurdo).

Como se sabe, un racional puede ser expresado de infinitas maneras diferentes como fraccion
p/q . De ellas, se llama irreducible a la que tiene el denominador més pequefio posible, o sea,
aquella con p y ¢ sin divisores comunes. Supongamos que /2 = p/q fraccién irreducible. En-
tonces p? =2¢>. Asi p? es par, con lo que también debe serlo p (los cuadrados de pares son
pares e impares los de los impares) y por tanto es de la forma p=2m . Asi pues, 2m> =¢*> vy ¢
también es par, en contradiccién con la suposicién de que p/g fuese irreducible.

Observemos que la suma z = p+x con p racional y x irracional es necesariamente otro
ntmero irracional (si fuese z racional, serfa x =z— p también racional). Y lo mismo sucede, si
el racional p # 0 , con su producto (se prueba casi igual; que conste que suma y producto de
irracionales puede ser racional, por ejemplo, V24 (—v2) =0 y v/2v2 =2 ). Conocemos ya,
pues, infinitos irracionales: todos los de la forma p+¢v/2, con p,q € Z. Con esto podemos ya
ver que también entre dos racionales cualesquiera, por muy préximos que estén entre si, existen
infinitos irracionales (por ejemplo, si p > g son racionales, g+ (p— q)ﬁ/n ,con n=2,3,..., son
infinitos irracionales y es facil ver que estdn entre uno y otro). También entre dos irracionales
hay infinitos racionales e irracionales (parece bastante claro con la expresiéon decimal). O entre
un racional y un irracional.

1.1.2. El conjunto R

Qué son exactamente los numeros reales? Sabemos que 5, —8/5, V2, 7, e,.. lo son, que
los tres 1ltimos no son racionales y no se pueden expresar sin utilizar infinitos decimales, que
no se pueden escribir como una fraccién. Se saben resolver algunas ecuaciones con coeficientes
reales, trabajar con desigualdades... Se podria trabajar sélo con esta idea intuitiva, pero en
matematicas a veces la intuicion engana. Convendria tener una definicién rigurosa del conjunto
R de los nidmeros reales. Lo mas serio (pero muy largo) serfa construir los reales a partir de los
racionales. Para ahorrar tiempo, definiremos R como un conjunto de objetos basicos que satisfacen
unas propiedades dadas que tomaremos como axiomas (si se construyese R estas propiedades
serfan teoremas que habria que demostrar). De ellas se podrian deducir el resto de propiedades
que nos permiten hacer cdlculos con reales (tampoco lo haremos (seguiria siendo demasiado
largo), pero es interesante leer el Spivak para ver como se hace). Asf pues, definimos a partir de
las propiedades vistas para Q:

Axiomas del | R es un conjunto que posee las propiedades 1) , ... , 6) de cuerpo
conjunto R ordenado y ademsds satisface el axioma del extremo superior

El dltimo axioma (que vemos algo més adelante, pues exige alguna definicién) distingue R de Q.

V2 e 7
—+o——F—~+e—+—efo——¢—1
—-8/5 0 5

8 Calculo I - 1.0.0




1.1 Numeros naturales, enteros, racionales y reales

Gracias al orden que hay en R tiene sentido la repre-

sentaciéon usual de R como una linea recta, asocian-

do a cada ntumero real un punto de la recta. Es tan

comun que se utilizan indistintamente los términos ‘conjunto de numeros reales’ y ‘recta real’;
‘nimero real’ y ‘punto’.

A partir exclusivamente de los axiomas se podrian demostrar todo el resto de pro-

piedades de los nimeros reales que se habran utilizado en cursos anteriores. Repasamos
sin demostrarlas algunas referentes a desigualdades, porque suele haber problemas en el
trabajo con ellas:

Teorema:

a<b=a+c<b+c,a—c<b—-c |a<b,c<d=a+c<b+d,a—-d<b-—c
a<b,c>0=ac<bc,alc<b/c |a<b,c<d=ac<bd,siab,cd>0
a<b,c<0=ac>bc,a/c>b/c | a/c<b/d<ad<bc,siab,cd>0
l<a=a<d;0<a<l=a>a*|a<bs1/a>1/ba*<b*\Ja<b,siab>0

Todas las desigualdades son vélidas sustituyendo los < por < (menos los >0 6 < 0).

[A lo largo del curso (y como siempre se hace) y/a representard siempre sélo la raiz positiva

del nimero a > 0 ; el otro nimero real cuyo cuadrado es ese ntimero a se debe representar por

Ej. Determinemos todos los reales x que satisfacen: | x? +% >3

la

—Va]

Si x=0, el cociente no estd definido. Si x# 0 , como es licito sumar o restar a ambos lados,

3
desigualdad equivale a: x>+ % -3= # > 0 . Este cociente serd positivo si y s6lo tienen el
mismo signo su denominador y su numerador. Para conocer el signo de éste necesitamos hallar
sus raices. Aunque esto es complicado en general, es fdcil ver aqui que x =1 lo anula, con lo
que, dividiendo por (x—1) tenemos que x* —3x+2= (x—1)(x* +x—2) = (x—1)>(x+2) . Como el
numerador es estrictamente positivo si x>—2 y x#1 y negativo si x<—2, los x buscados son:

fxix<-260<x<16x>1} ——)——— +——— OO m—
-2 0 1

Podriamos haber operado de otra forma, multiplicando ambos miembros por x, pero teniendo
siempre cuidado con que al multiplicar por nimeros negativos las desigualdades se invierten.

Si x>0, la desigualdad equivale a x> —3x+2 = (x — 1)?(x+2) >0 — todo x>0 con x # 1 .
Si x <0, cambia la desigualdad: x* —3x+2 = (x—1)?(x+2) <0 — todo x < —2 .

A cada real x le podemos asociar un real positivo |x| , valor absoluto de x, definido

por:

x six>0 , Xy lyl \
|x| = VX = . - X! 0' y'
—x six<0 : :

|x| representa la distancia de x al origen y |x—y| la distancia de x a y (tanto si y > x como si

x>y)

Propiedades inmediatas a partir de la definicién son:

http://alqua.org/libredoc/CAL1 9
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e =22, x| = | =l 5 byl = Iyl =] <x <]

Probemos otras que utilizaremos en muchas ocasiones:

Teorema:’ Sea a>0:|x|<as —a<x<a; |x]<a<:>—a<x<a‘

=)six|<a=—|x|>—a=—-a<—|x| <x<|x|<a } $ ;

—a o' a

<)sea —a<x<a;six*>0,x|=x<a;six<0,x| =—x<a; por tanto, Vx, |x| <a

[con el < se demostrarfa igual; del teorema se deduce, desde luego, que
x| >a< x<—a 6 a<x, puesto que la afirmacién ‘p & ¢’ equivale a la ‘(no p) < (no g)’
q q

|x+y| <|x|+|y| (desigualdad triangular) ;
el = < o=yl < [xl+ vl s [lxl = Ivl] < e =y

(et y0)? = (e 9)? =22+ 20y + 32 < a2+ 20l [y + 17 = (3] + 1) = e+ 3] < [x] + ]yl

x| = lx=y+y[ < =yl + Iyl = x| = [y < =yl 5 [x=y| =[x+ (=) < [x[+] =3[ = x|+ ]|
[ =y < b=yl vl =l < b=yl = e[ = Iy[ = =y =yl = | & = [y[ [ < pe =]

Ej. Determinemos los x que satisfacen: | |\/x—2|=x

Si x <0, la rafz no estd definida. Desarrollando (para x > 0 ) el valor absoluto tenemos:

IVx—2|= Vx—2 siy/x>2, es decir, six >4
T 2—/x si/x<2,esdecir,si0<x<4

Teorema:

Vi=x+2 six>4=x>+3x4+4=0
Vx=2-x si0<x<4=x*-5x+4=0
El primer polinomio de segundo grado no se anula para ningun x real. El segundo para x=1y

para x =4 (ambos en la regién 0 < x <4 en que estamos). Pero sélo es vélidox=1 ( [1-2|=1).
El otro real x =4 no cumple la igualdad: |2 —2| # 4 (nos lo hemos inventado al elevar al cuadrado).

Y, por tanto, [\/x—2|=x< {

Ej. Hallemos los x que cumplen: |x2— l| <3 |e-3<2-1<3e-2<x2<14.

Ambas desigualdades se cumplen si y sélo si |x| <2 ( < x> <4 ; la primera es cierta Vx).
Podemos llegar a lo mismo discutiendo las posibilidades del valor absoluto (més largo):

3> 21| = =1 silx>1 <4 sixl >l —1<|x<2 — g
= Tl 12 iy <1 X2 > =2 sijx] < 1—todo x| <1 -

Ej. Probemos ahora que para todo x se cumple ’ —8< |x—=5|—|x+3| <8 ‘ .

Los teoremas aseguran: |x| —5 < |x—5| < [x|+5 , |x| =3 < |x+3| < [x|+3 . Por tanto:
|x—5] — |x+3] <|x|+5—[]x] — 3] = 8 (mayor—menor) y
|x—35|—|x+3| > |x| =5 —[]x| + 3] = —8 (menor—-mayor)
También lo podriamos haber hecho expresando los valores absolutos segun los valores de x .

Para enunciar el axioma del extremo superior necesitamos unas definiciones previas:

Un conjunto A C R se dice acotado superiormente (inferiormente) si existe
ke R tal que a <k (a>k) para todo a € A. A un real k con esa propiedad se
le llama cota superior (inferior) de A. A se dice acotado si lo estd superior e
inferiormente (< 3k tal que |a| <k ,Va€A).
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1.1 Numeros naturales, enteros, racionales y reales

Ej. R, = {x:x >0} no es acotado, aunque sf lo estd inferiormente (por —, por el propio 0 ...).

A={x:0<x<7} —O———O=—  estd acotado

[cotas superiores: v/93 , 7 (la menor), ...; cotas inferiores: —13, 0 (la mayor), ...].
B={l:neN} 3 12 | también lo estd

[cotas superiores: @ , 1 (la menor), ...; cotas inferiores: —3, 0 (la mayor), ...].

Extremo superior (o supremo) de A es la menor de sus cotas superiores. Matemética-
mente:

s € R es el extremo superior o supremo de A [ supA | si:
i) s es cota superior de A | ii) si k es cota superior de A entonces s < k

[se define andlogo extremo inferior o infimo de A [ infA ], mayor de las cotas inferiores]

El supA puede pertenecer o no a A; si pertenece se le llama maximo, es decir:

’ M€ER esel méximo de A [maxA |si MEAy a<M,VacA ‘(anélogamente, minA )

Ej. Z, sin cotas superiores ni inferiores, no puede tener ni supremo ni infimo. 7 es el supremo

del A de antes
(es cota superior y no las hay méds pequenas), pero no es maximo, pues 7 ¢ A; 0 es su minimo (y, por
tanto, su infimo). Para B, 1 es el madximo (y supremo) y 0 el infimo (no minimo).

Axioma del extremo superior:

’ Todo conjunto no vacio de niimeros reales acotado superiormente posee extremo superior ‘

[no es dificil demostrar que la afirmacién: ‘todo conjunto no vacio de niimeros
reales acotado inferiormente posee extremo inferior’ es equivalente al axioma)

Este axioma precisa la idea intuitiva de que los nimeros reales “llenan del todo” la recta real.
Como ocurria en Q, entre todo par de reales distintos existen infinitos reales (infinitos racionales
e infinitos irracionales). Pero a pesar de estar también los elementos de Q ‘tan cerca unos de otro
como queramos’, dejan sin embargo ‘huecos’ entre ellos (los puntos ocupados por los infinitos
irracionales). Por eso hay conjuntos acotados en Q

sin supremo. Por ejemplo, {x € Q :x* <2} es un subcon- 0 32
junto de Q con cotas superiores racionales ( 3/2 , por —WWW_—l—
ejemplo) pero no existe ninguna en Q que sea la més —V2 —» nosonde@ <+ v2

pequenia. Dada cualquier cota racional siempre puedo encontrar otra menor (més cercana al
irracional v/2). El mismo conjunto, visto como subconjunto de R debe tener supremo: v/2 lo es.

11— 12 W S V/— Aunque hay infinitos racionales e infinitos irracionales el
/ / / numero de irracionales es un infinito ‘més gordo’ que el

1 2 /3 m de lqs ra(nor,lales (dos conjuntos, .ﬁmtos o infinitos, tlenep
J’ / / el mismo nimero de elementos si se puede hacer una bi-
yeccién entre ellos). El nimero de racionales es el mismo

3/1 ,3/2 3/3 3/4 que el de enteros (o el de naturales, que también es el mis-
N mo), ya que se puede hacer corresponder a cada entero

un‘racional y viceversa (mateméaticamente se dice que Q es numerable) como sugiere el esquema
de la izquierda. Los irracionales (y por tanto los reales), sin embargo, no se pueden poner en
biyeccién con N (pero esto es algo mds dificil probarlo).

Los siguientes subconjuntos de R nos van a aparecer un monton de veces en el curso:
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Intervalos. Dados a < b se define:

’ intervalo abierto (a,b) ={x:a <x < b} ; intervalo cerrado [a,b] = {x:a <x<b} ‘

a y b no pertenecen _(a)_%_ a y b si pertenecen —g_z_

[a,b) ={x:a<x<b}; (a,00) ={x:a<x}; (—oo,b) ={x:x<b}
(a,b]={x:a<x<b}; [a,0) ={x:a<x}; (—eo,b] ={x:x>b}

[0 no es ningtin ntiimero real, es sélo notacién]

Se llama’ entorno de centro a y radio r >0 a B(a,r) ={x:|x—a|<r}=(a—ra+r) ‘

[es decir, al intervalo abierto de longitud 2r centrado en a : N

Los intervalos abiertos y cerrados son casos particulares de un tipo de conjuntos impor-

tantes en matematicas mas avanzadas: los conjuntos abiertos y cerrados que vamos a
definir:

Sea ACR y a€ A . a es punto interior a A si existe r >0 tal que B(a,r) CA. A

Def. . . . .
es abierto si todos sus puntos son interiores.
Def Sea ACR . p es punto de acumulacién de A si en [ p 1o tiene que cstar
el. . . .
todo entorno de p existen puntos de A distintos de p. p 4
en A |
Es decir, si llamamos B*(p,r) =B(p,r)—{r} ={x:0< |x—p| <r}, B*
—MH—
p es de acumulacién de A si para todo r>0 es ANB*(p,r)# ¢ . pr p pHr
Def. ’ A es cerrado si contiene a todos sus puntos de acumulacion ‘
Ej. [a,b] no es abierto porque no todos sus puntos son interiores; - Ot —
hay dos a

de ellos que no lo son: a y b (los demés sf lo son); por muy pequefio

que sea r, B(a,r) ¢ [a,b] (hay puntos de B(a,r), los de la izquierda de a, que no son de [a,b]).
Para ver si es cerrado, localicemos sus puntos de acumulacién: cualquier p ¢ [a,b] no lo es, ya que
un entorno suyo suficientemente pequeno no contiene ningin punto del intervalo; todo p € [a,b]
(incluidos a y b ) es de acumulacién pues cualquier entorno suyo contiene infinitos puntos de [a,d] .
Como [a,b] contiene a todos sus puntos de acumulacién, es cerrado.

ya
AN

AN
7

} (0,00) si es abierto, pues todos sus puntos son interiores. En
0 x x efecto, sea x € (0,00). Ir =x (o cualquier r <x ) tal que B(x,r) =

\
7

2 . (0,2x) C (0,00). (0,00) no es cerrado, pues 0 ¢ (0,00) y es de
acuml-ltacéién del conjunto.

{% :n € N} tiene un unico punto de acumulacién (el 0) 0 s 1 |
que no pertenece al conjunto: no es cerrado. Tampoco es — —--++————+ +
abierto, pues tiene puntos no interiores (ninguno lo es).

{n € N:nesdivisor de 12} ={1,2,3,4,6,12} es claro
que 01 2 3 4 6 12
tampoco es abierto (puntos no interiores), pero este conjunto

12 Célculo I - 1.0.0




1.1 Numeros naturales, enteros, racionales y reales

si es cerrado, pues contiene a todos sus puntos de acumulacién (al conjunto ¢ (no hay nin-
guno)).

Teorema: ’ A es cerrado si y solo si su complementario R—A es abierto ‘

Sea A cerrado: tomemos cualquier a € R—A < a ¢ A = a no es de acumulacién de A
= Jr tal que B(a,r)NA = ¢ = B(a,r) C R—A = R—A es abierto

Sea R—A abierto. Probemos que A es cerrado probando: ‘a ¢ A = a no es de ac. de A”:
a¢ A= aecR—A abierto = 3r/B(a,r) CR—A = B(a,r)NA=¢ = a no es de ac.
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2 Funciones, sucesiones, limites y
continuidad en R

2.2. Funciones, sucesiones, limites y continuidad en R

2.2.1. Funciones reales de variable real

Una funcién f es una regla que asigna a cada uno de los niimeros x
de un subconjunto D de R un tdnico ntimero real f(x) . A D=domf | f:D — f(D)

se le llama dominio de f . y = f(x) es el valor de f en x . Imagen o x—y=f(x)
recorrido de f es f(D) = imf = {f(x) :x € D}.

Def.

En ocasiones f admite una expresién algebraica como f(x) = |x| , f(x) =senx,...), pero en otras no
serd expresable ni por una serie de palabras. Una f estard determinada si conocemos todos los x de D
y los valores y correspondientes. Esto lleva a una definicién maés tedrica, aunque mas precisa:

Una funcién f es un conjunto de pares ordenados que no
contiene dos distintos con el mismo primer elemento

Def.

[asi, la ‘funcién |x|” seria {(x,|x]) :x € R} ]

(si no se precisa mds, domf es el conjunto de x para los que f tiene sentido)
Geométricamente, f se puede representar en un sistema de
coordenadas como un conjunto de puntos (grafica de f) en
el plano xy. Asi, la grafica de f(x) =mx+b es un conjunto
de puntos que constituyen una recta (m es su pendiente y b
su corte con el eje y).

Dadas dos funciones f y g se pueden definir otras funciones f+g, f—g, f-g, f/g vy
g

(f+e)x) = flx)+glx), (f—g)x) = flx)—gk), (f-8)x) = f(x)-g(x) para
Def.| xe domfNdomg. (f/g)(x) = f(x)/g(x) para x€ domfNdomgN{x:g(x)#0}. (fg)(x) =
flg(x)] (composicién de f y g) para x tales que x€domg y g(x) €domf.

Suma y producto de funciones, como es inmediato ver, son conmutativas, asociativas y
hay distributiva; la composicién es asociativa, pero no conmutativa:

Ej. Si f(x) =x% , g(x) =2x— 1 se tiene que (fg)(x) =4x*> —dx+1#£2x> — 1= (gf)(x) .

f es inyectivaen AC R si f(x) = f(x*) = x=x", Vx,x* €A

Def. [0 lo que es lo mismo, si x # x* = f(x) # f(x¥)]. - X

Ej. f(x) = |x| no es inyectiva en A=R (a x y x* = —x les corresponde el
mismo valor). Silo es en A =[0,), 0 en A=[-7,—1], por ejemplo.



2 Funciones, sucesiones, limites y continuidad en R

La gréafica de una funcién inyectiva no corta més de una vez cualquier recta horizontal.

Si f:x—y=f(x) es inyectiva existe la funcién | f~!: f(A) —A
inversa £y —x=f1(y) . y=Fx) = x=f10)

[si no es inyectiva, o sea, si hay x # x* con f(x) = f(x*) =y, no podemos asignar un tnico x al y]

Def.

En términos de pares ordenados f~! = {(y,x) : (x,y) € f} .

Propiedades inmediatas son:
domf~'=imf , imf~'=domf , (f 7' f)(x) = (ff ") (x) =x

La grafica de f(x) y la de f~!(x) son simétricas respecto a
la recta y=x [pues (x,y) e (y,x) lo son]. Para escribir explici-
tamente y= f~!(x) (si se puede; en general serd imposible)
se despeja la x en funcién de y de y= f(x) y se cambia el
nombre a las variables.

Ej. La inversa de y=x>—5 es y = (x+5)'/3 [pues x = (y+5)'/? al despejar].

f es estrictamente creciente en A C R si Vx,x* € A con x < x* se tiene f(x) < f(x*).
Es estrictamente decreciente si f(x) > f(x*). Es creciente si f(x) < (x*). Es
decreciente si f(x) > f(x*). Cualquiera de ellas se dice monétona (estrictamente
mondtonas, las dos primeras).

Def.

Ej. f(x) = [x] = maximo entero menor o igual que x [llamada ‘parte
entera de x'| es creciente en todo R [no estrictamente].

Ej. f(x) = |x| es estrictamente decreciente en {x <0}
y es estrictamente creciente en {x > 0} .

Teorema: ’ f estrictamente mondtona en A = f inyectiva en A ‘ [y tiene funcién inver-

sal
[si x # x* o bien es f(x) < f(x*) o bien f(x) > f(x*) ]
[Para ver si una funcién es mondtona (y por tanto inyectiva) acudiremos en el futuro a las

derivadas].

Definicion y graficas de las funciones elementales:
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2.2 Funciones, sucesiones, limites y continuidad en R

y=x",y=x/"=yx neN

Si n impar, y = x" es inyectiva en todo R y
f(R)=R. Su inversa x'/" esta definida en R
y su imagen es R. Si n par, no es inyectiva
en R. Se llama entonces y =x'/" a la inversa
de y=x" restringida al intervalo [0,0), con
lo que la y=x!/" tiene por dominio e imagen

1/x

[0,00) (la funcién y = —x'/" para n par, es la inversa de y =x" restringida a (—o,0])
1
y = x_n = —
X" |
_ —1/n_ —

y=_ xt/n :

neN :

1

Las curvas (cénicas):

(k—a)?+ (-0 =R |, | S+p=1](e),
(circunferencia) (elipse)
b

2y N S
s =l =l
(hipérbolas)

Lo,
a,
e,
u,
w
\ NG T

I
_b/

—a
T L L T T
oty e,
“‘ ...
(e Cua,
Bad Yoy

No definen una tnica funcién (por ejemplo, (o) define dos:

y:% a2_x2 € y:—zm,XG[—aaaD-

Funciones trigonométricas (siempre en radianes):

Unas definiciones antes:

f se dice par si f(—x) = f(x) e impar si f(—x) = —f(x) ;

f es de periodo T o T-periddica si f(x+T) = f(x) Vx .

http://alqua.org/libredoc/CAL1
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2 Funciones, sucesiones, limites y continuidad en R

senx y cosx son de periodo 27, senx es impar
y cosx es par, tanx es m-peridédica e impar.

Aceptaremos la definicién clasica de [dado un ni-

P mero x, se toma el punto P sobre la circunferencia unidad
\longitud x tal que x sea la longitud del arco que une (1,0) con P;
senx : , . .
X el angulo orientado formado por las semirrectas que unen
E ) .
cosx (0,0) con ambos puntos es el angulo de x radianes y senx

es la ordenada de P], a pesar de no ser nada rigurosa,
por basarse en el concepto de longitud de una curva cuya
definicién no tenemos bien establecida.

[Se le puede dar rigor utilizando integrales, lo mismo que a senx : ver Spivak].

A partir del senx definimos:

cosx=sen(x+7%) |, Vx; | tanx= ,six# T +kmkeZ.
cosx

[Nos serd més ttil esta definicién de cosx que la equivalente ‘abscisa del punto P’].

Admitimos que sus graficas son las de arriba y repasemos algunas de sus propiedades
clasicas.

Recordemos primero la equivalencia entre grados y radianes. Como un angulo recto

son 5 radianes (la longitud de la circunferencia unidad es 27) 0 90°, se tiene que a° = g5
radianes. En particular, los famosos dngulos de 30°, 45° y 60° son, respectivamente, %,

7 v % radianes.

Las funciones trigonomtricas tienen una infinidad de valores exactos conocidos como:
sen (k) = cos (§ +km) =tan (km) =0 ,
sen (§ +2km) = cos (2kmw) = 1 , sen(—% +2km) = cos [(2k — 1)x] = —1 ,

que son inmediatos, y los siguientes que se deducen facilmente del teorema de Pitdgoras:
V2 V3

1 — T_ T _ V3
=%, seny =cosg =

2
T

_ T __ T __
tang =%, tany =1, tang—ﬁ

T o__ n__
sen6—00s3—

»
=

NN

[ = COS

%
b

(ademés de los similares de otros cuadrantes). Del teorema de Pitdgoras también se
deduce:

sen‘a+cosla=1 = l+tana=

cos2a

A partir de estas ultimas igualdades es sencillo hallar, dada cualquiera de las razones
trigonométricas de un angulo y el cuadrante en el que se encuentra, los valores de las
restantes:

Ej. Sitana = —% yoe (%”,27[) , los valores del seno y el coseno de este dngulo son:

1 3 sena:cosatana:f%.

1 _ _
VittanZa  4/1+(16/9) O
Msés dificiles de probar son las siguientes importantes identidades (validas Va,b):

coso = +
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’ sen(a+b) =senacosb+cosasenb , cos(a+b)=cosacosbFsenasenb

)

pero a partir de ellas ya es facil comprobar todas las siguientes (de hecho, nos bastaban
las férmulas para a+ b, pues las de a — b son consecuencia inmediata de ellas). Por
ejemplo:

Za—sen?a | = 1—2sen’a=2cos?a—1

sen2a =2 sena cosa , cos2a = cos

= | sena=1[1—cos2d] , cos>a = [l +cos2d]

Ej. Calculemos usando las igualdades anteriores el cos %” .
Primero observemos que cos 2% = cos(2F —271) = cos HZ =cos(m — &) = —cos & .

Como cos?(%) = 3[1+cos Z] = 2+T\/§ = cos L = —11/24+3.
c [ o n T _ayv_ _1v2 3 N
Podemos dar una expresiéon mas bonita: —cos {5 = —cos(§ —F) =—5 % -5 7

15

Veamos otras propiedades que utilizaremos a lo largo del curso. Esta es casi inmediata:

t +tanb 2t
tan (a £ b) = A=W an2a=
1 Ftanatanb 1 —tan%a

En las siguientes basta desarrollar los segundos miembros:

senasenb = }[cos (a—b) —cos(a+b)]
cosacosb = % [cos(a+b)+cos(a—b)]
senacosb =} [sen(a+b) +sen(a—b)]

En la dltima, llamando A=a+b y B=b—a, resulta ser a = *% v b= # con lo que:

senA —senB = 2 sen % cos #

[Las otras clasicas funciones trigonométricas cotanx, secx y cosecx no serdn utilizadas en
los apuntes, puesto que se pueden expresar facilmente en términos de las dadas; algunas otras
identidades trigonométricas que no se han citado aqui se proponen en los problemas].

1

| —m/2
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Para definir las funciones trigonomeétricas inversas debemos res-
tringir los intervalos de definicion para que senx , cosx y tanx sean
inyectivas:
%%

2021
arccosx (dom=[-1,1], im=[0, 7]) es la inversa de cosx restringida a [0, 7].
(El arco seno de un x no es simplemente ‘el dngulo cuyo seno vale x’; hay infi-

nitos x que tiene el mismo seno; incluso hay 2 si s6lo nos preocupamos de [0,27] ).

/2

la

arctanx [dom=R, im=(-7,%)] e
n ) ) arctan X

inversa de tanx definida en (-7,

RN o®m

Ej. arctan(tan %) =arctan(—1) = — 0y

[La funcién arco tangente aparece muchas veces en el cdlculo, por ejemplo hallando primitivas].
Exponenciales y logaritmos:

b* es facil de definir si x € Q [ b™/" = /b™ ] pero no si x es irracional (jqué es 277) y
por tanto log, x tampoco tiene sentido. Definiremos primero el logaritmo neperiano asi:

logx=Inx= IX% , para x>0

[logx serd siempre neperiano, el decimal log;ox no se utilizard]

que es la forma mas corta de definirlo, aunque habria que esperar a las integrales para
deducir todas sus propiedades. Admitimos que logx es estrictamente creciente en {x > 0}
y que su imagen es R. También admitimos las propiedades clasicas:

log(a-b) =loga+logh log% =loga—1logh , log(a‘)=cloga , sia,b>0
A partir de la funcién logaritmo, definimos:

es la inversa de logx , con lo que B
su dominio es R y su imagen x > 0. .
L+ log x(b>1)

1 R
e 1¥
xb = Cthgx , X > 0 ) _/."' ﬂx _/ Y A
. 1 K 1"3.
7

log,,x = }gg;  b>0,b#1,x>0. - (0<b<1)

b (b>1)

[Segtin la definicién dada, el nimero e serfa aquel que cumpliese loge = [ % = 1. Utilizando las
propiedades de la integral se podria aproximar su valor, pero esto serd mucho mas corto hacerlo

cuando estudiemos Taylor. Admitimos que aproximadamente es e~ 2.7182818... ]
De estas definiciones se podrian deducir:
=1, p=pp, b= L (b*)” =b™ [b" representa siempre 5™ ] | ...

= 7%
Las definiciones son naturales, si han de satisfacerse estas propiedades. Asi, por ejemplo:
b
x? = [exponencial inversa del logaritmo] = (e!°8*)” = [pues (b*) = %] = ebloex
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[La definicién de arriba de x? s6lo vale para los x > 0 si b es un real cualquiera,
pero no olvidemos que, por ejemplo, si b=7 é b=1/3 esta x” definida Vx].

Maés en general (por este mismo argumento) se define:

f(x)8W) = eg@loglfW] | " hara los x tales que f(x) >0 .

Acabamos con las funciones hiperbdélicas (seno, coseno y tangente hiperbdlicas) defi-
nidas:

X —X X —X
et —e e +e
shx=———,chx=—F7—, shx chx

shx
=—V
* chx’ x A

Tienen propiedades similares a las trigonométricas (todas muy féciles de comprobar):
1
sh(—x) = —shx, ch(—x) =chx, (—x) = —x, ch’x—sh’x=1, 1 —Zx:? ye
cn™x

2.2.2. Sucesiones de niumeros reales

{a,} = ay,ay,...,a,,... es una sucesion: a cada natural n corresponde un real a, .

Matematicamente, como una funcién es una regla que asigna a cada elemento de un conjunto un

unico elemento de otro:

a:N—R

Def. ’ Una sucesion de nimeros reales es una funcién de N en R ‘
n—a(n) =ay,

Una sucesion tiende hacia a si en todo entorno de a, por pequeno que sea, estan casi todos los
términos de la sucesién (todos salvo un nimero finito). Por ejemplo {%} =1, %, %, ... tiende hacia
0 ya que fijado un entorno cualquiera del origen todos los términos de la sucesién a partir de uno

dado acaban metiéndose dentro. Precisando:

{a,} tiene por limite a (o tiende hacia a o converge hacia a) si para todo €>0 existe

Def.| un nimero natural N tal que para todo natural n > N es |a,—a| < €. Lo representaremos

por lima,=a 6 a, — a . Si una sucesién {a,} no es convergente se dice divergente.
n—oo

n—oo

Esta definicién es la primera de las definiciones rigurosas de limite de aspecto similar

que veremos a lo largo del curso. Hagamos unas cuantas observaciones sobre ella:
Decir que |a, —a| < € es equivalente a que a, € B(a,€) . Para todo € hemos de encontrar un
N tal que ay,ay+1,an12,... estén dentro del entorno.
El N no es unico: si los a, € B(a,€) para n > N, también estdn dentro para n > N* si N* > N.
No se trata de hallar el menor N, basta con encontrar uno para el que se cumpla.

En sucesiones escribiremos simplemente a, — a, pues sélo tiene sentido el limite cuando n — oo

(para funciones, la x podra tender a 0, a oo, a —oo,... y si tendremos que precisarlo).
Ej. Formalicemos que % — 0 : dado cualquier € (por pequeno que sea) /N
existeNtalque%<£.Portanto,sin2N, %—O|§%<8. \L

Se ve que N depende del € elegido (si € =0.1, basta tomar N =11, —
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2 Funciones, sucesiones, limites y continuidad en R

pero para € =0.001 debemos tomar N = 1001 o un nimero mayor).

EjlLa sucesion {(—1)"} =—1,1,—1,1,... es divergente, pues estd claro que no todos sus términos a partir de
un N estdn en todo entorno de —1, ni de 1, ni de cualquier otro real. Aunque haya infinitos términos
en cualquier entorno de 1 (por ejemplo) hay otros infinitos que se escapan. Si € =2 todos los a,
pertenecen al entorno B(1,2), pero esto debe ocurrir Ve y no sélo para los € grandes.

El célculo de limites con € y N es, en general, muy complicado. Pero, gracias a los teoremas
que veremos (demostrados utilizando los €), s6lo en contadas ocasiones y para sucesiones muy
extranas deberemos en el futuro acudir a la definicién. Para manejar ésta (en ejemplos y en
teoremas) se suele partir de lo que uno quiere hacer pequeno ( |a, —al ) y, tras algunos < 6 < (la
desigualdad triangular suele aparecer), se llega a una expresion de la que sea ya fécil decir para
quénes <€ :

2/n+57" } L

Ej. Probemos sélo con la definicién (pronto serd innecesaria) que {a,} = { NS

2 —n —n __ —n
M—Z—w 2|<5 Jr2<i<,s<:>\/ﬁ>§<:>n>2
Vn+1 € 2

CoVnt+l T n T n
Por tanto, dado cualquier €, si N es un natural >9/&?, para n>N se cumple que |a, —2| < &
[No es la tnica forma de precisar el N, podriamos, por ejemplo, no haber quitado el 1 del denominador

y habriamos llegado a un N distinto; lo que, desde luego, no hubiera funcionado era empezar haciendo
|an —2| < |ay| +2 , pues no habria forma de hacer esto menor que cualquier €].

Teorema: ’ {a,} convergente = {a,} acotada ‘

Sea €=1 (por fijar un ndimero); sabemos que IN / si n > N = |a,| — |a| < |a,—a| < 1,
|an| <lal+1. Por tanto, llamando M = max{|a;|,...,|an—1]|,|a|+1} se tiene |a,| <M Vn

No es cierto que toda sucesién acotada sea convergente. Por ejemplo, {(—1)"} es aco-
tada y diverge. Lo que si se deduce del teorema (no g = no p) es que una sucesién que
no estd acotada seguro que diverge.

Definimos ahora un par de tipos importantes de sucesiones divergentes (y no acotadas):

{a,} diverge hacia 4eo ( lima, = ) si VK AN /Vn > N se cumple a, > K.
Def. "

{a,} diverge hacia —eo ( lima, = —e ) si VK AN /Vn > N se cumple a, < K.
n—oo

[+e0 y —oo son sélo sfmbolos, no son niimeros; estas sucesiones no convergen a ningtin nimero
real]

L2 2 , .
Ej. %5t — oo | pues VK, "5t > 2 > K si n > N con N cualquier natural > 2K .

—1,0,—2,0,—3,0,—4,... no diverge hacia —e . A pesar de que contenga términos tan pequenos como
queramos, no es cierto que dado cualquier K queden a su izquierda todos los términos a partir de un
N (para los K <0 es evidente que es falso). Claramente, tampoco tiende a 0 .

{an} es creciente si a, < a,+ Vn . {a,} es decreciente si a, > a,y| Vn .

Def.
© Cualquiera de las dos se dice monétona.

Ej. 13,23,33,43,53,... (no acotada, divergente hacia +o0) es creciente.
1,1,1/2,1/2,1/3,1/3,1/4,1/4,... es decreciente (y tiende hacia 0 ).
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2.2 Funciones, sucesiones, limites y continuidad en R

{a,} creciente y acotada superiormente = {a,} convergente

Teorema: . . .
{an} decreciente y acotada inferiormente = {a,} convergente

El axioma del extremo superior asegura que {a,} tiene su-
premo al que llamamos a . Veamos que a es el limite de {a,}: — s \L
Sea € >0, IN tal que ay > a—¢ (si no, existirfan cotas més ——
pequenas que a ). Por tanto, sin >N ,a>a,>ay>a—¢€=
|an —a| = a—a, < €. [Andloga la otra].

Dada una sucesién {a,}, se llama subsucesion de {a,} a cualquier sucesién formada
escogiendo ordenadamente infinitos términos de {a,} , es decir:

Def.| {an;} = an,,an,,--- conlos n; € N tales que n; <ny <--- es subsucesién de {a,}
111 L1 11 L1111 - 1
Ej 3245608210 » L 1 717 7117 11717 -+~ © 35+ 26+ 27> 28+ 29+ - - - Son subsucesiones de {1} .

I
No lo es, en cambio, 5 1 % %, 5> ; , formada con elementos desordenados de {%} .

Estéd claro que si {a,} — a también cualquier subsucesién suya {a,,} — a. Por tanto,
una forma de probar que una sucesion no tiene limite es encontrar dos sub-
sucesiones suyas que converjan hacia limites distintos o alguna subsucesion
que no converja.

[A las subsucesiones de las sucesiones divergentes pueden pasarle, sin embargo, todo tipo de cosas.
Por ejemplo, 1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,... tiene subsucesiones convergentes a infinitos limites distintos (a
cada ndmero natural), otras que divergen a oo y otras que no tienen limite ni finito ni infinito;
—1,0,—2,0,-3,0,—4,... tiene subsucesiones que tienden a 0 y otras a —oo; 1,2,3,4,... no tiene sub-
sucesiones convergentes... Si la sucesién es acotada veremos que si podemos sacar alguna conclusién].

Con los siguientes teoremas podremos calcular un montén de limites de sucesiones sin
usar € y N (sélo los mas sencillos, otros muchos exigen técnicas de limites de funciones
y habra que esperar).

Si {a,} —a y {b,} — b entonces:
{an+bn} —a+b, {an—bp} —a—0b, {apby} —ab, ysi b#0, {+} =

Teorema:

+) Dado &,3N,/n> Ny = |a,—a| <5 y 3IN,/n>Ny=|b,—b| <5 .
Por tanto, |a,+b,— (a+D)| < |an—a|+|by—b| <€ ,si n>N=max{N,,Np} .
—) Casi igual que +).
) |anby, —ab| = |ayb, — ab, + ab, — ab| < |a, — a||b,| + |b, — b||a| . Hagamos pequeno esto:
{b,} — b= dado &, IN,, tal que n > N, = |b,—b| < ﬁ sia#0 (y sia=0, |b,—b||a] =
0<3);
{b,} convergente esta acotada: 3B tal que |b,| < B ; y como {an} —a,3dN, /n>N,=

|a, —a| < & . Por tanto: |a,b, —ab| < £5 + §|‘Z|‘ =

ay _ a| _ |bay—ab+tab—ab,| Ke la||b|Ke . o .
T T T Sk T — €5 Sin > N =méx{N;,N,,N3} donde:

como {b,} = b#0,3N; /n>Ny=|by|>K>0; como {b,} —b,3IN, /n>N,

= |b,—b| < \ZI‘ZS ; y como {a,} —a,3N3 /n>Ns=|a,—a| < 5E

/)
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2 Funciones, sucesiones, limites y continuidad en R

Las operaciones que involucran las sucesiones que tienden a +o0 0 —oo son sélo algo mas
complicadas y vienen a formalizar la forma intuitiva en que se trabaja con los infinitos:

Sean {c,} =0, {pa} = p >0, {g.} — ¢ <0, {a,} acotada, {i,} — . Entonces:

Teorema: | {a,+i,} — o, {ay—in} — —oo, {chan} —0,{an/in} =0, {puin} — oo, {qnin} — —

) {in/pn}_“>o ; {in/qn}—>—°° s e

[como {c,},{pn} v {qn} estén acotadas, los resultados con la {a,} son también ciertos

con ellag]
Probemos para cansarnos poco sélo un par de ellas, por ejemplo la primera y la tltima:
Sea |a,| <A ,VK,a,+1i, >i,—A>K ,pues i, > K+A , sin es suficientemente grande.
Singrande i, >0y 30/0< ¢, <0=VK , i,/q, <i,/Q <K, pues i, > QK si n grande.

Podemos abreviar el teorema (jpero recordando que es sélo una notacién!) escribiendo:

“acot:l:oo — :I:oo” , “O.acot:O” , “anOt — 077 , Lé(il) .00 — :l:OO” , “% — :l:OO” S e

y también es cierto: “eo4oco = 00", “oo- (doo) = £eo” “(—1)-(—o0) =oo” ... Es tentador escribir “1,/0 =",
pero es falso en general [ {(—1)"/n} — 0, pero su inversa {(—1)"n} no tiene limite]. S{ es cierto que

si{ps} —=p>0, {ca} =0y c, >0 entonces p,/c, — o .

Los limites con potencias se deduciran de los limites de funciones. Por ahora, admitimos:

Sean {b,} = b, {p,} = p>0, {g.} = ¢<0, {i,} — . Entonces:

T : Pn G i o sip>1
COTMA: | {ph = pb (i} — oo, (i} -0, (P} - {5 S

Podriamos resumir: “col = 00" | “co™l = (7 “2% = 0" § “(%)N = 0”. Obsérvese que en ninguna la
base es negativa [por ejemplo, no esté escrito (—eo)! ni (—2)*]: las potencias racionales (y menos
las reales, definidas a través del logaritmo) pueden no existir [la sucesién {(—2)'/?"}, por ejemplo,
no existe para ningin n].

A pesar de todos los teoremas ain quedan las llamadas indeterminaciones que
resumimos:

00 —o00 | 00

) oo 0 0
;7170700

I Y

Hay que leerlas en términos de sucesiones. Asi, la primera dice que si dos sucesiones tienden a
o 10 se puede, en principio, asegurar hacia qué tiende su diferencia (por ejemplo: n—n? — —oo,
n—n— 0y n’—n — o). Para resolver algunas bastard un truco algebraico como los de los
ejemplos siguientes, pero en otros casos, insistimos, se necesitard L’Hopital o Taylor para halla
los limites.

Ej. Gracias a todo el trabajo anterior con los € ahora ya casi nunca habrd que acudir a la

definicién.

(1) Unt (=10 040 o w4 (D" 1+ (=D"nd 140 1
3md+2n  3+2/n2 3+0 7 3m3+2n 3+2/n? 3+0° 3’
n ()" nt (=1 nd et
3m3+2n  3+2/n? 340

[Las tres son indeterminaciones y hay que reescribir la sucesion; en el cdlculo hemos utilizado varios
teoremas: n® =n-(n-n) — o porque el producto de dos sucesiones que tienden a oo tiende a oo;
(=1)"/n* — 0 porque “acotado/co=07; 1+ (—1)"/n* — 1 porque la suma de sucesiones tiende a la
suma de los limites; limites de cocientes, mds limites con oo...].
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2.2 Funciones, sucesiones, limites y continuidad en R

1 1 1 1 1
IR l=—7% . 1-0 0" obien, YP-l-n "W 0-0
. = — — = — g
VST T syn- ! 500 7 N - 750

[Aqui hemos utilizado ademas que lim,/a, = v/lima, y “\/eo =" que son casos particulares de los
limites de potencias vistos; lo probaremos directamente en problemas].
Como se ve, para calcular limites de cocientes de polinomios o raices de ellos basta
comparar los términos con la maxima potencia de numerador y denominador (y se podrén
hacer a ojo: si el numerador es mas pequeno, el cociente tendera a 0, si ambos son del mismo
orden aparecen los coeficientes de los términos més gordos y si el denominador es mayor el limite
serd + o — infinito).

. 13 . . C . ;. .
Ej. (—1)”n—n diverge, pues hay subsucesiones con distintos limites (pares — 13, impares

+1
— —13).

Ej. \/m—n:n[,/n—n%—l} — “o0- (00— 1) = 00"

[Hemos sacado factor comin (lo habitual para e — o) para dejar claro que término mandaba).

. —vn— - 1
Ej. n— I n—1][yn + Vn—1 1 _
Vit v/n— VRN
[Los oo eran del mismo orden y ha habido que rac1onahzar, sacar factor comtn no servia aqui].
E 1+--4+n nn+1) 1 [El nimero de sumandos crece con n; no es cierto
. = — — s 4 1A
) n?+1 2(n*+1) 2 que como 7 — 0 nuestra sucesién también lo haga].
2 2
. 1
Ej. n —1-0=0

(=71 (n1=T)(n—6) (n—5)!
Ej. [(—1)"+vn]’ — “(acot+eo)} = oo® = oo”

Ei 3t42mth 142(2/3)" 140 1
I 3T T 34 (2/3)  3+0 3

Ej. Calculemos el limite de a" para todos los a € R sin hacer uso de teoremas no demostrados:
sia>1,a=1+h,con h>0 ; desarrollando el binomio:
d'=(1+h)"=14nh+--->nh>K ,VK, sin gordo = a" — oo ;
sia=1, 1"=1,1,1,... » 1 (esto no es ninguna indeterminacion);
siac(0,1), 1/a>1, a"= jm —“5=0";
sia=0, 0"=0,0,0,... -~ 0 (no estaba en el teorema de las potencias) ;
si a (—1 0), ( (-
sia=-1, (—l) =—1,1,—1,1,... diverge;

a)" — “acot-0 = 0" (tampoco estaba);

sia<—1, d"=(—1)"(—a)" ; como (—a)" — oo, d" toma valores grandes
positivos y negativos = diverge (ni siquiera tiende a +o0 0 —oo).

[Cuando veamos que senx, cosx, logx, ... son continuas en todo su dominio podremos decir
que:

si {b,} — b entonces {senb,} — senb, {cosb,} — cosb , {logh,} —logh (b>0),...].
Damos para acabar unas definiciones y teoremas importantes en matemadticas mas avanzadas (en
parte se utilizardn en las demostraciones de 2.4). El primer teorema es uno de esos tipicos de
matematicas que aseguran que existe algo pero no nos dicen ni cémo es ese algo ni como buscarlo
(y parecen no servir para nada).
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2 Funciones, sucesiones, limites y continuidad en R

Teorema: ’ Toda sucesién acotada posee una subsucesién convergente ‘ CoFH——H—mm— b

Como {a, } estd acotada, existe un intervalo cerrado [co,bg] D c Frmmra—a-p
{a,} . Dividimos [cp,bo] en dos intervalos iguales. Uno de :
ellos, al menos, contiene infinitos términos de {a,}. Le lla- [ Elllml-]b2
mamos [c1,b;]. Volvemos a dividir y a elegir [cz,b2] con in-

finitos a, ... Tenemos asi una sucesién de intervalos [cx,by], CSMI%

cada uno con infinitos términos de la sucesién. La sucesion

co,c1,... €s creciente y acotada superiormente por bg. La bg,by,... es decreciente y esta acotada
inferiormente por co. Asi ambas tienen limite y es intuitivamente claro que el limite de las dos
es el mismo. Le llamamos a. Construimos una subsucesién de {a,} que tiende hacia a: elegimos
an, € [co,bo], an, € [c1,b1] con ny > ng (podemos, pues hay infinitos a, en [c,,,b1]),... No es dificil
formalizar que a,; —a.

Ej. {senn} = 0.841.., 0.909.., 0.141.., -0.757.., -0.959.., -0.279.., 0.656.., 0.989.., 0.412.., ...

[funciones trigonométricas siempre en radianes|; parece no tener limite y se prueba (es dificil) que
es asi. Como es acotada, tendra subsucesiones convergentes, pero no sabemos cudles.

La siguiente definicién tampoco tendra mucha utilidad practica para nosotros:

Def. ‘ {an} es una sucesién de Cauchy si Ve IN € N tal que Vn,m > N se tiene que |a, —a,| < € ‘

[la diferencia entre dos términos suficientemente altos es tan pequenia como queramos|

Parece claro que si todos los términos de una sucesién se acercan a un limite se acercaran también
entre si, es decir, que toda sucesién convergente serd de Cauchy. Lo contrario también es cierto
para las sucesiones en R:

Teorema: ’ {an} converge < {a,} es de Cauchy ‘

=) Ve3IN /k>N=|ax—a| <5 ; asi pues, sin,m >N, |a, —an| < |a,—a|+|an—a| <5+ 5 =¢.
<) Se puede probar que: {a,} de Cauchy = {a,} acotada (la demostracién es parecida a la
de las
convergentes). Por lo tanto, existe subsucesién {a,,;} convergente hacia algin real a. Veamos
que
toda la sucesién {a,} tiende hacia ese a :
{an} de Cauchy = 3N; tal que n,nj > Ni = |a, —an,| < 5 .
{an;} convergente = 3N tal que n; > N» = |a,; —a| < .
Por tanto: |a, —a| < |ay —an,|+|an, —a| < 5+5 =€ si n>N=mix{N,N2} .

Un conjunto se dice completo si toda sucesién de Cauchy converge hacia un elemento del propio
conjunto. Acabamos de ver que R lo es. Pero, por ejemplo, Q no lo es: hay sucesiones de Cauchy
en Q que no convergen a un racional (como la 3, 3.1, 3.14, 3.141, 3.1415, 3.14159, ... obtenida
anadiendo decimales de 7, que es de Cauchy pero su limite se escapa de Q). Ello se debe a la
inexistencia en Q del axioma del extremo superior (por esta misma razén, en Q hay sucesiones
mondtonas y acotadas sin limite en Q o sucesiones acotadas sin subsucesiones convergentes en
Q). La definicién de conjunto completo es importante en andlisis funcional.

El ultimo resultado relaciona conjuntos cerrados y sucesiones y también lo utilizaremos en de-
mostraciones:

Teorema: ’ Si {a,} —ay {a,} CA cerrado = a€ A ‘

Pues el limite de una sucesién, si tiene infinitos términos distintos, es un punto de acumulacién de
ella, y, por tanto, también de A que es cerrado. Y si {a,} toma s6lo un ntimero finito de valores,
debe ser a, =a a partir de un N, con lo que, claramente, a €A .
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[Para abiertos es falso: hay sucesiones {a,} C A abierto cuyo limite ¢ A, como le ocurre a {1} C

(0,1)].

2.2.3. Limites de funciones y funciones continuas

f tiende a L (o tiene por limite L) cuando x tiende hacia a si
Def. | V€>0 38 >0 tal que si x cumple 0 < [x—a| < 6 entonces |f(x)—L|<e€.
Esto se representa: f(x) — L o bien limf(x)=1L .

X—a X—a

[Es decir, Ve>0 38 >0 tal quesi x € B*(a,8) = f(x) € B(L,¢) |.

[En la definicién estd implicito que a es punto interior de domfU{a} para que f tenga sentido
en B*(a,d); también estd claro que no importa nada el valor de f en a, ni siquiera si f estd o
no definida en el punto.

A o !
tal que b 4 esté dentro de la banda L—e

[ )
Gréficamente: Para tod debe ser posible encontrarE=3 |—+5H """" ;;2//

[evidentemente el § no es unico: si hemos encontrado —

) . . ~ — a—-§ a a+d
un 0 nos vale también cualquier §* més pequefio].

Ej. fi(x) =x*. Graficamente parece claro que lim fi(x) = a* Ya. Comprobémoslo para a =0 :
X—a

Dado cualquier € debe ser [x2—02|=|x|* <€ si [x—0|=|x| es suficientemente ~\  [[I7I777
pequefio. Se ve que tomando § =+/€ se tiene que 0< |x| < § = |x|2 <E.

[Para otros a no es fécil hallar el limite utilizando simplemente la definicién, :
pero serd un limite trivial cuando dispongamos de los teoremas que veremos]. B—

Ej. f(x)=x arctan% . Esta funcién no estd definida en 0, pero veamos que f>(x) —0 si x—0.

Como
3/2¢e

~ para que | arctan%| <E€.

Ix*arctan 1| < Z|x3| = Z[x|*, bastard tomar [x] <& =

[Como siempre, para trabajar con definiciones de este tipo partimos de lo que queremos hacer

pequeno
y utilizamos desigualdades crecientes hasta que quede claro el  que garantiza que lo inicial
es <&l
Ej. f3(x)= —Lsix<0 gy daro que f3(x) — ~lsia<O (basta tomar 6 <|a|)
I six>0 ° x—a | 1 sta>0 ’

‘—_—

Pero no tiene limite cuando x — 0. Para € <1 hay x con |x| < para los que =
|f3(x)—L| > €, por pequeno que sea 8, sea quien sea L (1, —1 u otro ntimero). ——

[La negacién de que f — L si x — a es esta afirmacién: existe un € tal que para todo J existen x con

|x—a| < & pero cumpliendo |f(x)—L| > € (la negacién de que ‘en toda clase hay algin estudiante que, si

se examina, aprueba’, es que ‘hay una clase en que todos los estudiantes que se examinan suspenden’)].
Pero f3 se acerca a 1 6 —1 si s6lo miramos los x positivos o negativos. Definamos limites
laterales:

[ tiende a L por la derecha (izquierda) cuando x —a [lim f(x) =L (lim f(x) = L)] si

Ve >036 >0 tal que si x cumple 0<x—a<d (0<a—x<J ) entonces |f(x)—L|<e€ .
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Como 0<|x—a|<d & 0<x—a<d y 0<a—x<0d, esinmediato que:

Teorema: | lim f(x) =L < existen lim f(x) y lim f(x), y coinciden con L
X—a Xx—a—

Xx—a

Por tanto, si no existe un limite lateral, o si existiendo no coinciden, no
existe el limite.

Ej. f3(x) - 1, pues Ve, para cualquier 8 que escojamos, si 0 <x<J es |f3(x)—1]=0<E¢.
x—0

f3(x) —(>)+—1 , pues Ve para cualquier 6, 0 <—x<d< -0 <x<0= |fz3(x)—(=1)|=0<e¢.

X—

Esto prueba que no existe el 11’1% f3(x). [Si existen lim f3(x) = lim_f3 (x)=1= h’n% )]
xX— x—1- x—1 x—

En general, para ver si una f tiene limite no sera necesario calcular los laterales.
Sélo lo haremos cuando cuando la f sea diferente a ambos lados de a (como en el ejemplo
anterior en x =0).

El siguiente teorema serd muy util para demostrar facilmente bastantes otros usando las
propiedades de las sucesiones y, en el futuro, para calcular limites de sucesiones que aun
no sabemos hacer.

Teorema:

)lcirr;f(x) =L & toda sucesién {a,} Cdomf—{a} con {a,} — a satisface {f(a,)} — L

=) Sabemos que Ve 30 / si 0<|x—a|<d = |f(x)—L|<e. Como
a, —a, N / n>N = |ay,—a| < d = |f(a,)—L| < €, con lo
que {f(an)} — L.

<) Si f(x) no tiende a L existe € > 0 tal que para todo § >0
existe algin  x con 0< |x—a| <8 pero |f(x)—L|>¢€.En
particular, para todo n existe algin a, con 0 < |a, —a| <
1/n pero |f(a,)—L| > ¢€:existe,  pues, {a,} que converge hacia a perocon {f(a,)} /4
L.

Gracias al teorema, para ver que una f no tiene limite en a bastard encontrar una
{a,} (formada por puntos de domf) que tienda hacia a y tal que {f(a,)} diverja, o bien
encontrar dos sucesiones {a,} y {b,} tales que {f(a,)} y {f(bn)} tiendan hacia distintos
limites. Esto puede permitir formalizar de forma sencilla la no existencia de limites sin
tener que acudir a la negacion de la definicién:

(="

n

Ej. Como a, = — 0 pero {f3(a,)} =—1,1,—1,1,... diverge = f3 no tiene limite en x=0.

[Para otras sucesiones b, — 0 si existe el limite de {f3(b,)} (por ejemplo, para cualquier {b,} con b, >0
dicho limite es 1); pero el teorema pide que todas converjan y que el limite de todas sea el mismo].

Ej. fu(x) = L si xracional  Tntuitivamente parece claro que f4 no tiene limite para ningin a
0 si x irracional (racional o irracional). Por ejemplo, no puede tender f;
hacia 1 cuando x — a pues por pequeiio que sea el 6 hay

e A A x del entorno (los irracionales) con |fa(x)—1| > & (para
K los € < 1). Lo mismo pasa con otros posibles limites.

? Esto es mucho maés facil de formalizar con sucesiones:

f4 no tiene limite en a pues si {a,} es una sucesién de racionales y {b,} de irracionales
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tendiendo hacia a, se tiene que fi(a,) — 1 mientras que fa(b,) — 0. (Estas sucesiones
siempre existen, pues en todo entorno de a hay infinitos racionales e irracionales).

Otras definiciones incluyen ”e”(no son limites normales; como siempre oo es sélo un
simbolo):

Def.| limf(x) =L [ lim f(x)=L] si Ve >03M tal quesi x>M [x<M] = |f(x)—L| <€

X—>00 X— —o0

Def. | limf(x) =co [—oo] si VK30 >0 tal quesi 0< |[x—a|]<d= f(x) >K [f(x) <K]

X—a

Def. | lim f(x) = si VK 3IM tal que si x> M = f(x) > K

X—00

[Andlogamente lim f(x) = —co , lim f(x) =oo , ... |
xX—a~ X——o0
Un par de interpretaciones geométricas: ' \ flx) = oo

f: () =, L K | \\/\H

5 AL
X M 4 —a

Ej. La funcién f5(x) = % — 0 cuando x — o pues Ve >03IM = é tal que si x > é = |%—0| <E,

y tiende a o cuando x — 0 pues VKEI5:% tal que si 0<x70<%¢%>K.

Ej. fo(x) = Jx+x — oo, porque VK IM tal que fg(x) > J/x—1>K si x>M=(K+1)>.
X—00

Se pueden probar relaciones entre estos nuevos ‘limites’ y los de sucesiones. Por ejemplo:
Teorema:

X—o0

lim f(x) =L < toda sucesién {a,} Cdomf con a, — oo cumple f(a,) — L
n—oo n—oo

En particular, como la sucesién {n} — oo, deducimos que | f(x) - L = f(n) — L

X—>00 n—oo

Teorema:

lim f(x) = o0 < toda sucesion {a,} C domf—{a} con a, — a cumple f(a,) — o
n—oo n

X—a —00

Como consecuencia de los limites de sucesiones se puede demostrar ahora facilmente:
Teorema:

fx)— L, gx)»M= f+g— LEtM, f-g— L-M . Siademds M#0 = L %
X—a X—a X—a X—a n

X—a
Lo anterior es valido si se sustituye a por a™ , a~ , 4o § —co .

Todas se demuestran igual, relacionando sucesiones y funciones. Por ejemplo, la pri-
mera

Sea cualquier a, — a , a, # a . Por tender la suma de dos sucesiones a la suma de los
limites:

lim (f +g)(ay) = limf(a,) £ limg(a,) =L+M = lim(f+g)(x) =LEtM

n—oo
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A partir del concepto de limite definimos la continuidad. Ahora si importa el valor de
fena:

Det f es continua en un punto a (interior al dominio de f ) si lim f(x) = f(a) , es decir, si
er. X—a
Ve >0 30 >0 tal que si x cumple |[x—a| <8 entonces [f(x)—f(a)] <€ .

[luego una f no es continua si no existe limite o no existe f(a) o si existiendo no
coinciden]

Ej. Tres sencillas funciones continuas en cualquier punto a son:

f(x) =c : Ye>0 vale cualquier § para que [x—a| <d=|c—c|=0<e¢.
f(x) =x: Ve>0 basta tomar § = € para que [x—a|<d=€=|[x—a|<E.
f(x)=1|x| : Ve>0 tomando 6 =€ es ||x| —|a|| < |[x—a| < € si |[x—a| < 8.

Ej. fr(x) =x° arctan% no es continua en 0 , pues no estd definida en ese punto. Pero si
definimos f»(0) =0 si lo es, pues vimos que f(x) —>00 . Si fuese f>(0) =7 seria discontinua.
x—

/3 no puede hacerse continua en 0, definamos como definamos f3(0), pues no posee limite en
x=0.

Del teorema andlogo de limites se obtiene la caracterizacion de la continuidad con suce-
siones:
Teorema:

f es continua en a < toda sucesién {a,} C domf con a, — a cumple f(a,) — f(a)
n—oo n—oo

[por tanto 1im f(a,) = f(lima,) si f es continua (no, si es discontinua)]
n—oo

n—oo

De los teoremas para los limites de funciones se deduce también:

Si f y g son continuas en a entonces f+g, f—g, f-g son continuas en a .

Teorema: Si ademds g(a) #0 , también f/g es continua en a .

Por ejemplo, lim(f-g)(x) = Propiedad o £(x) . limg(x) = f(a) - g(a) . Las otras

de limites) X—a X—a
igual.

[Se podrian probar directamente a partir de la definicién; la de la suma por ejemplo:
Ve, |f(x) +g(x) — fla) —g(a)| < [f(x) — fla)|+|g(x) —g(a)| <& si |x—a] <6 =mn{di, b},
siendo &y y & tales que: |f(x) — f(a)| <§ si [x—a| <di, |g(x)—g(a)| < § si |x—a| <&,

y estos & existen por ser f y g continuas en a].

Teorema:’ g continua en a y f continua en g(a) = fg continua en a . ‘

a—a =  gla,) —gla) = a)(fg)(an)=f(g(an))—>f(g(a))=(fg)(a)

g cont. en a f cont. en g(

Teorema:

f continua en a y estrictamente monétona en un entorno de a = f~! continua en f(a) .
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Sea f estrictamente creciente (si fuera decreciente, serfa andlogo).
Ve buscamos § tal que |y— f(a)| <8 = [f'(y) —a| <&

o sea, fla)—8<y<fla)+8 =a—e<f(y)<a+te]. fHate)
El dibujo sugiere tomar 8 = min{f(a+¢€)—f(a),f(a)—f(a—e€)} >0. f(;&:))
Entonces: f(a) -6 <y < f(a)+ 8 = f(a—€) <y < f(a+e)

[porque f(a) +6 < fate) , fla—¢) < f(a) - &]
=a—¢e< f'(y)<a+e [porque f~! creciente]

Hemos definido la continuidad en un punto. En intervalos:

f es continua en (a,b) si es continua en todo x de (a,b) .

Def. f es continua en [a,b] si es continua en (a,b), 11’m+f(x) =fla) y lfrlr;f(x) = f(b) .

[No podemos decir simplemente ‘continua en todo x € [a,b]’, pues a y b no son puntos interiores|.

Comprobemos que’ todas las funciones elementales (de 2.1) son continuas en su dominio

Los polinomios P(x) = apx" +a;x*~ ! +---+a, son continuos en todo R
(ya que son sumas y productos de funciones continuas en todo a de R).

Las funciones racionales (cocientes de polinomios % ) son continuas Va con Q(a)#0

Las raices y/x son continuas en su dominio: R si n impar, R, si n par (en x =0 hablamos
de limite
por la derecha), por ser inversas de funciones estrictamente crecientes y continuas.

Las funciones trigonométricas y sus inversas también son continuas en su dominio:
Comencemos probando que f(x) =senx es continua YVa€ R : Ve>0 ,si [x—a|<d=¢€

se cumple: |senx —sena| = |2sen5% cos 24| < 2[sen 54| < 2‘)6;“' <Ee.

cosx = sen (x+7) es continua Va por ser composicién de funciones continuas Va.

senx
Cosx

tanx = es continua si cosx # 0 , es decir, si x# 5 +kmw, ke Z.

arcsenx, arccosx en [—1,1] y arctanx Vx, inversas de mondtonas continuas, son conti-
nuas.

Para probar la continuidad de exponenciales y logaritmos, con la definicién dada,
hay que esperar al estudio de las integrales. El teorema fundamental de cdlculo integral
asegurara que

logx= [} % es continua Vx > 0 . De ahi deducimos la continuidad de las demas:

e* es continua en R por ser inversa de continua. Y por ser composicion de continuas:
x? = eP1oe* continua en (0,00) [si b >0 en [0,%0), tomando 0 como su valor en 0],

b* =e*°2? (b >0) continua Vx , log,x = iggz (b>0,b#1) continua Vx>0 .

Las funciones hiperbdlicas, sumas y cocientes con denominadores no nulos de funcio-
nes continuas, son también continuas en todo su dominio R.
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Combinando todo lo anterior podemos afirmar que muchisimas funciones son continuas en casi todos
los puntos sin necesidad de aplicar la definicién (el trabajo con los € lo hemos hecho en los teoremas,
sobre todo en los de sucesiones, y s6lo para funciones muy raras habrd que acudir a ellos).

e*/=1) farctan [log (x* 4+ 1)] — cos® x4 /x
shx [3+arcsen 3]

Ej. fi(x)= es continua en (0,1)N(1,3] :

el numerador lo es en [0,00) — {1}, pues arctan[log (x> +1)] —cos®x es continua en R (suma de compo-

siciones de continuas), la rafz en R, y la exponencial si x # 1; el denominador es continuo en [—3,3]
(por el arcsenf ) y sélo se anula en 0 (arcsen como mucho vale —7 y s6lo sh0=0).

Teniendo tantas funciones continuas el calculo de limites serd casi siempre un célculo
tonto, pues bastard sustituir x por a en la expresién de la funcién: f7(x) — f7(2) si
x — 2, por ejemplo, por ser f; continua en 2. También son sencillos algunos limites con
infinitos, utilizando propiedades andlogas a las de sucesiones (demostrables basandose
en aquellas, y utilizando los teoremas que relacionan limites de funciones y de sucesiones
(o directamente)) que podemos esquematizar:

“C:I:oo:j:oo” , “acot :I:oo::l:oo” , “oo—|—oo:oo” , ‘oo . 00 — oo” , “O-acot:()”,
t Foo
“Tio :077 , cca:(tji)o :077 , “p(j:oo) ::I:oo” (p>0)7 (LT — :I:oo” (p>0)’ Lcﬁ ::I:oo” (p>0)7
“10g(+0) — 0" , ulog (oo) — oo” , ueoo — 00" , cce—oo — 077 , “arctan(:l:oo) — :l:%” N

y que, como siempre, hay que leer en sentido de limites; por ejemplo, “c 4 oo = foo”
significa que si f tiendea ¢ y g a+ 6 a — o (cuando x —a, a’, a~, 4+ 6 —o), la
suma f-+g, respectivamente, tiende a +o0 § —oo. La notacién +0 (—0) significa aqui
que f— 0 siendo f>0 (f<0).

[Con esto, se tiene que lim fy(x) =co (£=) y lim fy(x) =
x—1+ P x—1-

arctan [log2] —cos® 1+ 1 ]
sh1[3 +arcsen%]

Como en sucesiones, a pesar de tanto teorema siguen quedando limites dificiles: los
indeterminados, la gran mayoria de los cuales (los que no admitan trucos algebraicos
de los vistos en sucesiones) s6lo sabremos hallar una vez que estudiemos las derivadas
(por ejemplo, el limite de f; si x — 0", que es de la forma %). Recordamos que las

indeterminaciones son:

°°_°°70'°°7 7271007007000

El siguiente teorema nos va a permitir calcular un limite indeterminado que pronto

necesitaremos:

Sif(x)<g(x)<h(x) y imf=limh=L = limg=1L
(x—a,a", a, +oo 6 —oo, todos valen )

Teorema:

L—e < f(x) <g(x) <h(x) <L+e=|g(x)—L| <€,y los < de los extremos se dan pues
fih—L.

Calculemos el siguiente limite indeterminado (que serd inmediato con L’Hopital o Tay-
lor), usando sélo propiedades trigonométricas (basadas en la no muy rigurosa definicién
de senx, que ya hemos dicho que aceptamos) y el teorema anterior:
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—

—Se:;x —>01 .91 x>0, por el significado geométrico de senx y tanx:
X—

senx<x<w:>1<—<—z>cosx<Senx<1 X S

tanx

Cosx senx Cosx

Como cosx — 1, el teorema anterior prueba el limite para x>0 .
x—0t
: sen(—x . 3 . .
Si x<0, por ser * = # , reducimos el limite al anterior.

PO , . . senx 2 . senx acot
[Mas féciles de calcular serfan (no son indeterminados): lim —— ==, lim —— =* =0"]

x—E X T x—ode x +oo

En el calculo de limites serd, en ocasiones, conveniente realizar cambios de variable

como éste:
Teorema: Si g es continua en a, g(x)#g(a) si x#a y lim f( )=L = limf(g(x)) =L
[1=g(x)] 8l x_’a

[casi igual que la demostracién de la continuidad de fg |

Ej. Con este teorema podemos deducir del limite indeterminado hallado algtn otro del tipo 8 :

. (x+5)

Jim = =1 [t=g(x) =x+5 es continua, no se anula si x£—5y =% —1].

Otro que exige algo de ingenio (pero que serd muy facil cuando estudiemos los desarrollos de
Taylor):

. 1—cosx . 1 o 1—cos?x 1 senx\2 1
1 = lim im = — lim ( ) =— .
x—0  x2 x—0 1+cosx x—0  x2 2 x=0\ x 2
2 2
., t 0
Complicdandolo un poco:  1lim an (x”) = 1im > () lim — =1--=0.
x—=0 X x—0  x%  x—0cos(x?) 1

Como ningtn teorema nos dice nada sobre el siguiente, tendremos que acudir a la definicién:

t 2
fim 2007
X—00 X

y por tanto su gréfica se sale de la banda limitada por y=L+€ e y=L—¢ sea cudl sea el L.

no existe porque la funcion se va a +eo infinitas veces (si x = [Z4+kn]"/?)

De cada limite de funciones se deduce una infinidad de limites de sucesiones gracias
a los teoremas que los relacionan (pero por ahora solo sabemos calcular muy pocos
indeterminados). Por ejemplo:

Ej. }1_{11 cos ;. \f =1, porque % — 0, cosx es continuaen x=0y cosO=1.

Por razones andlogas: {senyZ} —senZ =1 , {log”2} —logl =0,

2n+1

Ej. lim nzsen L —1

sen (x)
Nn—o0 X

, porque niz—>0 y glx)= — 1 cuando x —0 .
Admitimos ahora los siguientes limites de sucesiones que necesitaremos en series (no calculables
aun):

logn
na

—0,¥%a>0; Yn—1; {(1+c)/"}—e,si{c,}—0

[El primero ( 2), serd consecuencia de que: lim lig = 1im <2 =0. De ¢l sale el segundo: x'/* =
X—00

L’Hép xeoaxd™!
elogr/x _, ¢0 — 1 El dltimo (del tipo 1%) se deduciré de que (1+x) 1 e En vez de con integrales,
X—

. A z . .z . n
se puede definir el ndimero e como el limite de la sucesién creciente y acotada (1+ %) .
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Hallemos los limites de alguna sucesién més utilizando los anteriores y/o resultados ya vistos:

!

; Vn+logn 1_’_%

) V/n+1logn 3 log
Vi tlog \/1+Tn

n,a>0]

— 1 [pues hemos admitido que logn es mucho més pequeno que

Ej- nl/nfl L Yool — 077; nl/(nfl) — (nl/n)ﬁ N 11 -1 : (7n3_1)l/n — (nl/n)3 (7_ %) 1/n N
13.7°=1

[e]l primero no era indeterminado y en los otros dos usamos que (ab)c =a’¢ y el limite admitido
1/n
n'/"—1]

2 _n2 n2

6n+17"" e 32 4+17" 1 g2

Ej. «n m:?:077 . ST — 1— /3
J [3n+2} - 2 ’ {3n2+2} (=527 e

[la primera otra vez era sencilla, pero como 1~ es indeterminado, en la segunda buscamos el
ntimero e identificando la {c,} — 0 y poniendo lo que sobra fuera del corchete]

2.2.4. Teoremas sobre funciones continuas en intervalos

Teorema:

’ f continua en ¢y f(c) >0 [<0] =38 >0 tal que f(x) >0 [<0] six€ (c—5,c+0) ‘

Dado €= f(c),36 >0/ si |x—c| <d=|f(x)— f(c)| < f(c) =
f(x)=f(c) > —f(c)= f(x) >0 [si f(c) <0 tomamos & = —f(c)]

Teorema: (de Bolzano para funciones continuas):

’ f continua en [a,b], f(a)<0< f(b) = existe algin c € (a,b) tal que f(c) =0 ‘

[la grafica corta el eje x en algin punto (el teorema no dice dénde), quizds en més de uno]

Sea A={x€a,b]: f(x) <0} # ¢ (a€A)y acotado superiormente (por b) = existe
c=SupA.

Probemos que f(c) =0 : " esccoia,deA

Sif(c) <0=36/f(x) <0en (¢c—8,c+06)y ¢ no serfa cota de A. D cota mis

Si f(¢) >0=36/f(x) >0en (c—05,c+ ) y habria cotas menores. —  pequena /-

. 7’ -C
En ninguno de los dos casos ¢ podria ser el supremo de A .

Teorema:’ f continua en [a,b] = f toma todos los valores comprendidos entre f(a) y f(b) ‘

[normalmente tomard més y si f no es continua, no
tiene
que tomarlos, como muestran los dibujos de la izquier-

Si f(a)<f(b),sea p con f(a)<p< f(b). La funcién
g = f—p es continua en [a,b] con g(a) <0< g(b) . El teorema de Bolzano asegura que existe
¢ € (a,b) con g(c) =0, es decir, con f(c)=p.Si f(a)>p> f(b), como —f es continua y
—f(a) < —p < —f(b) = 3c € (a,b) tal que —f(c)=—p.
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Hemos hablado de conjuntos acotados y definido méximo de un conjunto, pero no de
una funcién. De forma natural, se dice que f estd acotada en A C R si lo esté el conjunto
f(A) ={f(x):x€ A} y se define valor maximo de f en A como el méximo del conjunto
f(A) (en caso de que exista). Andlogamente se define valor minimo de f en A .

Ej. La funcién del dibujo (que si es acotada) no tiene valor méximo en [a,b],
aunque sf valor minimo (se alcanza en b y su valor es 0); estd claro que

no es continua en [a,b] .

Teorema: ’ f continua en [a,b] = f acotada en [a, D] ‘

Si f no estuviese acotada superiormente para cada n € N podriamos escoger un x, €
I = [a,b] con f(x,) >n . Como {x,} acotada, existe {x,;} — x, €I (por ser cerrado).
Como f es continua en x, tendriamos f(x,;) — f(x,), lo que es imposible pues {f(x,;)}
no estd acotada (> n;) y no puede converger. [Andlogamente se verfa que esta acotada
inferiormente].

El teorema no es cierto para (a,b) 6 [a,o0):
Ej. f(x) = 1/x es continua pero no acotada en (0, 1)

y a f(x) =x le pasa lo mismo en [0,00).

Teorema:

f continua en [a,b] = existen los valores maximo y minimo de f en [a,b] ‘

O sea, existen y,z € [a,b] tales que f(z) < f(x) < f(y) para todo x € [a,b].

[estos y,z no tienen porque ser unicos, desde luego]

Sea M=supf(I). Existe {y,} C I tal que M —1 < f(y,) <M Vn. Por tanto, f(y,) — M. Podrfa
{¥n} no ser convergente pero, siendo acotada, existird {y,,} subsucesiéon convergente hacia un
y€l. Como f continua en I, f(y) =lim f(y,;) =M y, por tanto, el supremo pertenece a f(I).
Andlogamente, o considerando —f , se ve que el infimo también se alcanza.

[En la demostracién se ve que el teorema es valido en conjuntos cerrados y acotados
(se les llama compactos y son importantes en el célculo mds avanzado)].

Tampoco este teorema es cierto sustituyendo [a,b] por (a,b) o por [a,oo):

Ej. f(x) = 1/x es continua en (0,1) pero no alcanza su méximo ni su minimo en (0,1).
Ej. f(x) = x no tiene méximo en [0,00) (su valor minimo existe y vale 0).

Avanzamos ahora hacia la definicién de funcién uniformemente continua en un intervalo I:
f era continua en [ si lo era en cada x de I (limites laterales en los posibles extremos de I ), es
decir,
si Vx € I y Ve existe un 8(€,x) tal que Vy €I si |[y—x| < 8 entonces |f(y) — f(x)| <€ .

Ej. Consideremos f(x) =1 . En (0,1) sabemos que es continua:

Vx y Ve existe un 8§ tal que si [y—x| < § = |§—%| <&
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Pero dado un € se ve que el 6 que debemos tomar es mas pe-
queno segin consideremos un x mas pequeno. Intuitivamente
estd claro que no podemos encontrar un 6 que nos valga para
todos los x de (0,1): por pequeno que sea 8, si x es muy peque-
1o, la funcién tomard valores muy diferentes en (x —8,x+9) .
Para la misma funcién en [1,e0) , sin embargo, se ve que dado :
un € existe un § que es valido para todos los x del intervalo (el que valga para x =1 Vzlldra para
también para los x > 1).

f es uniformemente continua en [ si

Def. Ve existe un 6(¢€) tal que Vx,y €I si [y —x| < & entonces |f(y) — f(x)] < &

, pero < es falso en gene-

Evidentemente: ’ f uniformemente continua en I = f continua en /

ral:

Ej. Acabemos de formalizar que f(x) = % no es uniformemente continua en (0,1):

Sea € = 1. Por pequeno que sea § encontramos x,y € (0,1) con |y —x| < & pero \% — %\ > €.

Por ejemplo, ng , y=20 satisfacen |y—x|= % < & pero \% 1= > 1 (pues d<1).

X

Formalizamos ahora que f(x) =1 sf es uniformemente continua en [1,c) :

Ve 36 = £ tal que Va,y € [1,00) con [y—x[ <8 = [L - L=l <y —xf <

La implicacién hacia la izquierda si es vdlida cuando I = [a,D] :

Teorema: ’ f continua en [a,b] = f uniformemente continua en [a,b] ‘

Por reduccién al absurdo. Supongamos a la vez f continua y no uniformemente continua en [a,b].
Existe, pues, € >0 tal que V0 >0 podemos encontrar x,y con |y—x| <& pero |f(y)—f(x)]>€ .
En particular, para cada 8§ = 1 tenemos {x,},{yn} C [a,b] con |ys—xs| <1 y |f(yn)—f(xa)| > € Vn.
{xn} acotada = 3{x,,} convergente a un c (€ [a,b] por ser cerrado) = f(x,;) — f(c) ( f continua). Como
[Vn; —=%n;| < 1/nj — 0 también f(y,;) — f(c) y por tanto |f(ya;) — f(xs;)| — 0 , lo que estd en clara

contradiccién con el hecho de que | f (Vn;) = f(xn;)| > € Vn; .

[En la demostracién se ve que también este teorema serd vdlido en cualquier conjunto compacto.
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3 Derivadas en R

3.3. Derivadas en R

3.3.1. Definicién y calculo

. En

fla+h)—f(a)
Def. h

La funcién f es derivable en a (punto interior al domf) si existe el }lll/n(l)

ese caso el limite se representa por f'(a) y se llama derivada de f en a.

Dos aplicaciones.

f(a+h
Pendiente de la tangente a una curva: [f(a+h)— (@+h)

f(a)]/h esla pendiente de la recta secante que pasa por
(a,f(a)) v (a+h,f(a+h)). Cuando h — 0, la secante
tiende hacia la recta tangente y su pendiente tiende ha-

f(a)

Cla a). S1 pues, la ecuaclon de la recta tangente a
ia f'(a). Asi pues, 1 i6n de 1 ta tangent

la grafica de f en el punto a es (si f'(a) existe, claro): ;1

y=f@+/(@)x-a) |

Velocidad instantdnea: si d(r) es la distancia recorrida por un mévil en el tiempo ¢, w

es su velocidad media en el intervalo [a,a+h] y, por tanto, d'(a) es su velocidad en el instante
t=a.

Se llama f’, funcién derivada de f, a la que hace corresponder a cada x €domf en
que f es derivable el valor f'(x); f”(a) serd la derivada de f’(x) en el punto a (un
nimero) y f” la funcién derivada de f;... En general, f") es la funcién derivada de
=1 [definida en los x €edomf"~1) tales que existe £ ].

[Otra notacién famosa es la de Leibniz: f' = i g (a) = f

0 dAf
T~ dx >  dx ’f__]

dx?

X=a

Ej. f(x)=c es derivable para todo a y f'(a) =0 ya que /lll’n(l)C;—C =0.

x|
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3 Derivadas en R

Ej. g(x) =x%seni, g(0) =0 . Como existe g'(0) = ]lin})[hsen =0
f1—>

(Oxacot), g es derivable en x=0. Era de esperar que lo fuese, pues
las tangentes oscilan, pero acercdndose a y =0. Para x# 0 también
va a existir g’; es dificil verlo con la definicién, pero pronto serd muy
sencillo.

Ej. h(x)=|x| . Si a>0, K'(a)=lim ath—a _ 1.

. , — +h_
Sia>0, h'(a):/lllm T =1

—0

1

No derivable en x =0 porque }lzl’ng) 7, no existe. Pero si existen los limites laterales.

. fla+h)—fla) ,, _ . fla+h)—f(a) (derivadas por la derecha
1Y — . _
Def.| fia )7111361 h RACE hlgél— h e izquierda, respectivamente)

Estd claro que f es derivable en a si y sélo si existen y coinciden f/(a®) y f/(a”) .

Ej. Para h(x) = |x|, existen las derivadas laterales en 0 pero no coinciden: #'(07) =1, #'(07) =
—1.

Teorema: ’ f derivable en a = f continua en a ‘

h—0

]lfr51+[f(a+h)—f(a)] = ll’mw-h:f’(a)-():Oéf continua en a .

Hay funciones continuas no derivables (el valor absoluto, por ejemplo; tienen ‘picos’).
Con el siguiente teorema podremos calcular casi todas las derivadas acudir a la definicion:
Teorema:

Si f y g son derivables en a entonces c-f , ftg, f-g son derivables en a y se tiene:

(c-f)(a)=c-fa); (f£g)(a) =[f(a)£g'(a); (f-8)(a)=f"(a)g(a)+ f(a)g'(a) .
f

Si ademas g(a) #0 , é Y son derivables en a y es

oy g@  (FY L Flagla - fla)'(a)

(3)@=gr (3w I

g derivable en a y f derivable en g(a) = fg derivable en a y (fg) = f'[g(a)] ¢ (a)
[regla de la cadena].

f derivable en f~1(b) y f'[f1(b)]#0= f' derivableen b y (f!)(b)=

i)

c-f escaso particular de f-g;de c-f y delasumase deducelade f—g=f+(—1)-g.

Las demaés:

(f+g)(a+h})l*(f+g)(a) _ f(a+h]1*f(a) I g(a+h})l*g(a) - F(a)+¢(a) .

(f~g)(a+h})l*(f~g)(a) — f(a+h) g(a+h})l*g(a) + g(a) f(a+hg*f(a)

e f(a)g(a)+f(a)g'(a) (puesto que f es continua en a por ser derivable).
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3.3 Derivadas en R

1

1 .
e g _ ga)-glath) _ _ ga) (¢ continuaen a, g(a)#0 =

h — hgla)glath) o [g(a)]? g(a+h)#0 si h pequeno)

(r1) @ =r@ o5 - £ (@)

+g;(aaw‘;r/1]1))ig;(cz£3;—f[g(a)} i g(a+h%—g(a) - 7lg(a)]-¢(a) ,

ya que k= g(a+h)—g(a) v 0 por ser g continua.

H

oQ
~
)
IN)
+
=

ST
=
£
S
I
~
£
S

[Esta demostracién necesita correcciones (ver Spivak), pues g(a+h)—g(a)
podria hacerse 0 infinitas veces para valores muy pequenos de 5 ]

f1 | Sea b= f(a) ; por ser f'(a)#0 la f es inyectiva (y existe f~!) en un entorno
de a;

por tanto, para cada h pequeno hay un unico k tal que f(a+k)=b+h . Por lo
anterior:

[ oth)—f' ()
h

fak)a _ k|
b @@ o 7@

Las dos ultimas reglas de derivacién adoptan una forma
sugerente, pero imprecisa, con la notacion de Leibniz:

, dz _ dz d
Si z=g0), y=f0): F=F R

A & #0.

(pero no dejan claro que las diferentes derivadas estan evaluadas en puntos diferen-
tes).
Derivadas de las funciones elementales:

[x? ]/ =bx"~! | para todo b real, x>0 . Podemos ya demostrarlo si b € Q. Varios pasos:

Si b=n € N [la féormula es vélida entonces Vx|, por induccién:

Cierto para n=1: 1= [xl]/ = Ix'"!' =1 . Supuesto cierto para n—1:
) =[x =0 4 x(n—1)x""2 = nx" | cierto para n .
Si b=0 estd visto. Si b=—n, neN, [%]/ = _')’C’ﬁz_l = —nx""! [valido Vx # 0 ].
Si b:% ., neZ, x!/" eslainversa de x" y por tanto [xl/”], = 1/1],1,1 = %x(l_”)/" .
nlx n

Si b= % , mn e y4 , [(xl/n)m]/ :m(xl/n)mflix(l—n)/n — mx(m—n)/n )

N

loglx|]' =1 |, x#0: Si x>0, [logx] =4 lx%?
S

teoremas de integrales

Si x<0, [log(—x)]'==L.

1
T

] =e, Vx ; [b*] =b'logh, YVx,b>0 ; [1ogbx]’=@,x>o,b>o,b7é1

. / /
e* inversa de logx = [¢*]' = l/le,\- ; [erloeb] = evlogblogh ; Hﬁﬁﬁ = @ :
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Ademss se deduce: [x?] = [eblogx] = beblogx — pxb=1 para cualquier b real.

[shx]' =chx , [chx]' =shx, [x] = ch2 =1-2x,V¥x

Las primeras triviales. Entonces [%] = % y sabemos que ch’x—sh’x=1.

[senx]’ =cosx , [cosx] = —shx, Vx; [tanx] = p i 1+tan’x , x# % +kn

I[sen (x+h) —senx] = #sen’ cos (x+ ) — COoSX ;

[sen (x+5))' = cos (x+3) = —senx ; [s]' = cosrhents

[arcsenx] = 11_x2 , [arccosx] = — ﬁ , Vxe (—1,1); Jarctanx]’ = ]+ —, W
[arcsenx] = ! = 1 . [arccosx] = ——L_— ; [arctanx]’ = ———

cos (arcsenx) \/17sen2(arcsenx) ’ sen (arccosx) ’ 1+tan? (arctanx)

Se dice que f es derivable en un intervalo abierto I [finito o infinito] si es derivable en
todos los puntos del intervalo; f es de clase 1 en I [ f € C!(I)] si ademéds f’ es continua en
I. Diremos que f € C"(I) [de clase n] si f posee n derivadas en I y ) es continua en I,
y que f € C*(I) [de clase infinito] si existen derivadas de cualquier orden de fen I .

Def.

[Para intervalos cerrados, como siempre, hay que preocuparse de los extremos:
f es derivable en [a,b] si lo es en (a,b) y existen f'(a®) y f/(b7) ;
fecCa,b]si feCla,b), f'(x) — f(a) six—aty f(x)— f(b")six—b].
Todas las funciones elementales de 2.1 son de C* en su dominio, con excepcién de arcsenx y

arccosx [que no tienen siquiera derivada primera en x==+1], y xb con b >0 y b no entero

[para la que f\" (") no existe en x =0 cuando el exponente de f ) pasa a estar entre 0 vy 1;
por ejemplo: f(x) =x"/3 | f'(x )—% 43 (x )—% 13 x| pero f”’( ) ya no existe].
Ya es facil hallar la derivada de cualquier funcién, salvo en casos excepcionales:

Ej. Parala g(x) =x? sen% , 8(0) =0 de antes g’ existe Vx ; si x# 0 (producto de composiciones
de
derivables), g'(x) =2xseni —cos! (ademds g'(0) =0 que sélo salia de la definicién porque un

denominador se anula). g’ no es continua en 0 porque g’ no tiene limite: si x — 0, 2xsen% —0

pero cos% no tiende a nada [por ejemplo, porque las sucesiones {a,} = ﬁ y {bn} = m tienden

a 0 pero f(a,) =1y f(by)=—1]. Por tanto, a pesar de ser g derivable en todo R, no es de C'(R)
[si 1o es en (—o0,0) y en (0,0) ]. Como g’ no es continua en 0 , no puede existir g "(0). Para
cualquier x# 0 s existen derivadas de todos los érdenes: g”(x) = [2 - )T] sen% -2 cos , &7 (%),

[es decir, es de C* en (—e0,0) y (0,00) ].

Ej. k(x) =

1/3
M] / es derivable Vx

5 +arctan (x—2)
pues es suma, producto, composicién,... de funciones derivables (el logaritmo se evaliia en valores
mayores que 7 , el denominador es mayor que 0 y el corchete gordo no se anula). Sabemos calcular
su derivada a pesar de su aspecto tan complicado (no con la definicién, desde luego):

2ch (3¥+x) sh (3¥+x)(3* log3+1)
7+ch? (3% +x)

o\ log [7+ch? (3¥+x)]
[5-+arctan (x—2)] T e2?  [log[T+ch? (3%4x)]

[5-+arctan (x—2)]* 5+arctan (x—2)

) —2/3
K (x) =3
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3.3 Derivadas en R

Ej. m(x) = x|x—x?| es continua Vx por ser producto de composiciones de continuas Vx [ |x| lo
es].
Sélo puede ser no derivable cuando se anule el valor absoluto. Para precisarlo, hay que discutir:

m(x) = K—x3sixel0,1] () 2x—3x% si x€(0,1) ! (x) = 2—6x si xe(0,1)
T P sixg(0,1) | 3x2—2xsix¢[0,1] | 6x—2si x¢[0,1]

Utilizando las expresiones del intervalo adecuado deducimos que:
m' (07)=0=m'(0"), m derivable en x=0; m'(17)=—1#1=m'(0%), m no derivable en x=1.
m"(07)=—2#2=m"(0%), m" no existe si x=0; tampoco existe si x=1 por ser m’ discontinua.

5 _ 1 _z ; ‘L / =2 " T |
Ej. n(x) = arctan - , n(0)=7% . Si x#0 es facil hallar n’(x) =Td " (x) = 2(1+x4)2 —
1

n'(0) = lim ¢ [arctan hiz —7%] es un limite indeterminado que atin no sabemos hacer.
h—0

Est4 claro que »’ (x)h—>00, pero de ahf no podemos deducir (todavia) que n'(0)=0 (pues nada nos

garantiza que n’ sea continua; en la seccién 3.2 veremos un teorema que permitird dar ese paso).

Admitiendo que n'(0)=0, n es de C*(R), pues existen n’, n”, n", ... (denominadores no nulos).

Ej. p(x)=x"=e"°8* (= [e!¢*]" ; recordamos que se define f(x)$) = es()loelf(x)] ),
Asf pues, p/(x) =€ [logx+1] ; p’(x) =¥ ([logx+ 12+ 1) ; ...

3.3.2. Teoremas sobre funciones derivables

Los primeros resultados estan destinados a determinar los x de un conjunto A Cdomf
en los que una funcién f alcanza sus valores méaximo y minimo (a ambos se les
llama valores extremos de f). Sabemos que si A es un intervalo cerrado y f es
continua existen los valores extremos de f en A (es decir, existen y,z € A tales que
Ffy) < f(x) < f(z) para todo x € A), aunque podria no haberlos si A es otro tipo de
conjuntos o si f no es continua. En ocasiones se llama a estos valores maximo y minimo
absolutos, para distinguirlos de los locales o relativos:

f posee un maximo [minimo] local en x sobre un conjunto A Cdomf si existe
Def.| un 6 >0 tal que el valor maximo [minimo| de f en ANB(x,8) se alcanza en x; es
decir, si f(x) > f(x+h) [ f(x) <f(x+h) ] Vh tal que |h| <S8 y x+heA.

Esté claro que si un valor extremo (absoluto) de f
en A se alcanza en un punto x también tiene f
en ese x un extremo local y que lo contrario no es

cierto. Los maximos y minimos (absolutos y locales) dnfinitos m :
® — —0

pueden ser infinitos o no existir, pueden darse en el I
borde o en el interior de A . En este dltimo caso:

Teorema:

’ Si f posee un extremo local en x interior a A y f es derivable en x = f/(x) =0 ‘

[A los puntos en que se anula la f’ se les suele llamar puntos criticos de f].

Si ML en x= 36 tal quesi 0 <h<§, LEHTSW <o ysi —§ <n<0, S0 >
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= 0< lfm LRI _ gy = gy LGN <

x—0~ h x—0t h
Si mL en x= —f , derivable, tiene ML en x = —f'(x) =0 = f/(x) =0.

Hay x con f/(x)=0 enlos que f no tiene extremo local (por ejemplo f(x) =x> en

x=0). Tampoco es cierto que deba cumplirse f'(x) =0 en todo x en el que f
posea un extremo local (pues x podria no ser interior o f no ser derivable en x). De lo
anterior se sigue que:

Para buscar los valores méximo y minimo de una f en un intervalo [a,b] hay que considerar:
o los extremos a y b e« los x€(a,b) en los que f'(x)=0 «los x en los que no exista f’(x)

Comparando los valores de f en cada uno de esos puntos se hallan los extremos (si
existen; si f es discontinua o el intervalo, por ejemplo, no es de longitud finita las cosas
se pueden complicar).

Ej. Hallemos los valores maximo y minimo de f(x) =log (1 +x?) —|x—2| en el intervalo [-2,3].
Tales valores han de existir por ser f continua en el intervalo. f sélo no es derivable en x=2.

[ log(14+x%) —x+2,x>2 oy —(1=x)?/(1+x%), x>2
f(x)—{ lo§(1+x2)—|—x—2,x§2 :>f(x)—{ (1-x)2/(1+x%),x<2

Por tanto, f’(x) =0 < x= —1 . Basta comparar los valores en los 4 puntos candidatos:
f(=2)=log5—4, f(-1)=log2-3, f(2)=1log5, f(3) =logl0—1.
Con una calculadora es facil hallar estos valores:
f(=2)~ 24, f(-1)~ 23, f2)~ 1.6, f(3)~ 1.3 .
El méximo se da en x =2 y él minimo en x = —2. Sin calculadora también podriamos decirlo.
Es claro que f(—2) y f(—1) son negativos [log2 < 1 pues 2 <e y log5<2 pues 5< (3)* <e?].
Y también es claro que f(2) es el mayor de los dos positivos: log5 >1log5+1log2—1 [log2 < 1].
Ademas: log5—4 <log2—3 < log5—1log2 = log% < 1 y esto es cierto porque % <e.
Teorema de Rolle:

Si f es continua en [a,b] , derivable en (a,b) y f(a)= f(b) = 3c € (a,b) con f'(c)=0 ‘

f tiene méximo y minimo en [a,b] por ser continua. Si alguno de los dos lo
{ toma en (a,b) ya estaria. Si f toma su maximo y su minimo en a y b=
———e&— [ es constante = f'(x) =0 para cualquier x de (a,b) .

Teorema del valor medio:

Si f es continua en [a,b] y derivable en (a,b) = Jc € (a,b) tal que f'(c)=

(existe al menos un ¢ para el que la tangente es paralela a la recta que
une (a,f(a)) con (b,f(b)); o bien, existe un instante ¢ en el que la
velocidad instantanea coincide con la media en el intervalo)

Sea h(x) = f(x) —r(x), con r(x)= W(x—a) , continua [a,b],

derivable (a,b) y h(a)=f(a)=h(b) = 3c&(a,b) tal que ()= fl(x) = LB=1@) —
olle

Crecimiento y decrecimiento:
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Sea f continua en [a,b] y derivable en (a,b) . Entonces:

si f'(x) >0 para todo x de (a,b), f es estrictamente creciente en [a,b] ;
si f'(x) <0 para todo x de (a,b), f es estrictamente decreciente en |a,b] ;
si f'(x) =0 para todo x de (a,b), f es constante en [a,b] .

Teorema:

Sea [x,y] C [a,b]. Por el teorema del valor medio Jc € (x,y) con f'(c)= W .

Por tanto, si f'(c) >,<,=0= f(y) >, <,= f(x) , respectivamente.

Se ve en la demostraciéon que podemos sustituir en hipétesis y conclusiones ‘[a,” por ‘(-eo,” y
“.b]’ por ‘,0)’. Observemos que a f’ se le piden cosas sélo en el abierto, pero el resultado se
tiene en todo el cerrado. Como f € C'[a,b] = f continua en [a,b] y derivable en (a,b) , se podria
pedir sélo a las f de los teoremas que fuesen de C!. Pero pedirfamos demasiado, y dejarfamos
fuera funciones como f(x) = x'/2, que no es C'[0,1] pero si es continua en [0,1] y derivable en
(0,1) (y por tanto si se le puede aplicar, por ejemplo, el teorema del valor medio).

r©—6x2—8

Ej. Estudiemos en qué intervalos crece y decrece la funcién g(x) = P

, continua si #0 .

2
g'(x) = [mejor la calculamos asf] =2x—6+ 5 = 2x3_i§2+4 = 2[”1])([;72] = g <0sixe(—e,—1)y ¢>0
si x€ (—1,0)U(0,2)U(2,0) . Del teorema deducimos que g decrece en (—oo, —1] y que crece en [—1,0) y
en (0,0) [x=2 incluido; pero no crece en todo [—1,0) (es discontinua en 0)]. Por tanto, tiene minimo

local en x=—1 y no tiene ni méximo ni minimo en x=2 (a pesar de que g’'=0).

Teorema (condicién suficiente de extremo):

Sea f de C? en un entorno de ¢ y sea f'(c) =0 . Entonces: si f”(c) >0, f posee un
minimo local en ¢,y si f’(c) <0, f posee un méximo local en ¢ .

(si f"(c) =0 podria haber en ¢ un mdximo, un minimo o ninguna de las dos cosas)

1 (c) =lim W > 0 = para h pequeno f'(c+h) y h tienen el mismo signo = f
decrece

en un intervalo a la izquierda (h < 0) y crece en uno a la derecha (& >0). [Igual la
otral.

Ej. Para la g de arriba g"’(x) =2 — % = ¢"(—1) =18 (minimo, como ya sabfamos sin hallar
"),

g"(2)=0 (77, pero la g’ mnos dijo que ni maximo ni minimo).
Concavidad y convexidad:

f' decrece

f es convexa hacia abajo en un intervalo [ si Vx,y € I el segmento
que une (x, f(x)) con (y, f(y)) estd por encima de la gréfica de f. f
es cOncava si —f es convexa. Se llama punto de inflexién a uno : :
de la gréfica en la que ésta pasa de convexa a céncava o viceversa. [T convexa concava .

Def.

[Hay libros que llaman céncava a lo que nosotros llamamos convexa y
viceversa; otros, dicen que se dobla hacia arriba (U), o hacia abajo (N)].

Sea f continua en [a,b] y derivable dos veces en (a,b). Si f/>0 (f"<0) en (a,b), es

Teorema: f convexa (céncava) en [a,b]. Si (¢, f(c)) es un punto de inflexién, debe ser f”(c)=0.
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[No lo demostramos; geométricamente estd claro: f es U si la pendiente de la tangente va
creciendo (y si f” >0, la f’ crece); es N si decrece; en un punto de inflexién hay un maximo
o minimo de la f’ (pasa de crecer a decrecer o al revés); puede ocurrir que f”(¢) =0 y que

n (c,f(c)) no haya punto de inflexién como ocurre con f(x)=x* en x=0].

2[3 -8
3

Ej. Parala g era g’(x) = , que es negativa en (0,2) y positiva en el resto.

Por lo tanto es convexa en (—e0,0) y [2,0) y céncava en (0,2] . x=2 es punto de inflexién.

Teorema: | Si f es continua en a y f’ tiene limite cuando x — a = f'(a) = lim f(x)

X—a

TVM en [a,a+h] = 3x, € (a,a+h) con M =f"(xp). Si h—0, M—U‘( ),

Xp—a.
[Se ve en la demostracion que si f'(x) — o § —oo la f/(a) no existe (la recta tangente se pone
vertical, pues su pendiente tiende a infinito), pero recordemos que puede no existir el limite de
f'y ser la f derivable en a (que hay funciones derivables que no son C'); este teorema prueba
que la funcién n de la seccién anterior es derivable en x=0 y que n’'(0) =0 |.

Acabamos la seccién con la regla de L’Hopital. Su utilizacién practica es mejor aplazarla
al capitulo 4 (para poder compararla con Taylor), pero por ahora ya vamos justificando
algunos de los limites adelantados en 2.3. Para probar dicha regla es preciso generalizar
el TVM:

Teorema del valor medio de Cauchy

Sean f y g continuas en [a,b] , derivables en (a,b) = (para f(x) =x se recupera el
dc € (a,b) tal que [f(b) —f(a)]g’(c) =[g(b) —g(a)]f (c) teorema del valor medio)
(

(Se demuestra aplicando Rolle a h(x) = f(x)[g(b)—g(a)] — g(x)[f(b)—f(a)] ).
Regla de L’Hopital:

Si f(x)’g(x)xjao (6 xjﬂ:l:oo) y existe el ;lclfi ]g"éx; entonces )1{13}1 chgg = lim J;g; .

La regla sigue siendo valida cambiando el a del enunciado por a*, a=, +o 6 —oo .

La demostramos sélo cuando f,g — 0 si x — a, a™ 6 a~. Para x—a pequeiio, definiendo

fla)=g(a)=0, f y g son continuas en [a,x]| y derivables en (a,x), y es g #0 en (a,x) [porque
el limite de § existe]. Por el TVM de Cauchy Jc€ (a,x) con f(x)g'(c)=g(x)f'(c). Como
g(x)#0 [si fuese =0, por Rolle serfa g'(z)=0 para algiin z€ (a,x)] se puede escribir

10 — L) ¢ por tanto Ifm 29 = 1im L9 = 1im L& pues x> at =c—a

fx) +
gx) — g(c) gt 8&) T T gle) T D 8 )

Anélogamente se demostraria para x — a~ , de donde se deduciria para x — a .

3.3.3. Polinomios

Un tipo de funciones que nos aparecen continuamente son los polinomios. Mas adelante
aproximaremos cualquier funcién més complicada mediante polinomios de coeficientes
reales. Repasamos brevemente varias de sus propiedades.
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Un polinomio de grado n es: | Py(x) = auX" +a, 1" '+ +ajx+ay |,ar €R, a, #0.

El polinomio mas sencillo (cuya gréfica no sea una recta) es el de segundo grado:

— ax2 _ b12_ A 2
Py(x)=ax*+bx+c |=afx+ 5] — 55, A=b"—4ac, a#0 20

(a A se le llama discriminante de P, ). Su grafica es (ver 3.5)

la de la pardbola y =x? trasladada a izquierda o derecha,

multiplicada por una constante (positiva o negativa) y trasladada hacia arriba o abajo.
Es claro que su extremo se alcanza en x = —% (o a partir de Pj(x) =2ax+b). Sus raices
vienen dadas por: x = ﬁ[—b:l: VA]. El tipo de raices de P»(x) depende del signo de A .
Si A>0 tiene dos reales y distintas, si A=0 tiene una raiz doble real y si A< 0, dos
raices complejas conjugadas ( p+g¢i). Observemos que la raiz doble —2[’—(1 también es raiz

de Pj(x). Conocidas sus raices x; y x puede escribirse P»(x) = a(x—x1)(x—x2).

P, puede tener o no raices reales. Lo mismo sucede con cualquiera de grado par. Sin
embargo:

’ Un polinomio de grado impar posee por lo menos una raiz real. ‘

En efecto, B,(x) = aux"[1+---+apx™"] y supongamos que a, >0 . Entonces, si n es
impar, P,(x) — —eo cuando x — —oo y P,(x) — o cuando x — oo . Existen por tanto a
con Py(a) <0y b con P,(b) > 0. Por Bolzano, existe ¢ € (a,b) con P,(c)=0.

Teorema fundamental del algebra:

’ Todo polinomio de grado n posee n raices ‘ (reales o complejas, repetidas o no).

Si xp,...,Xx, son esas raices, se puede escribir, en principio: P,(x) =an(x—x1) -+ (x—x,) .
Es muy facil ver que si un polinomio de coeficientes reales tiene la raiz compleja p+ gi
entonces también tiene la raiz p —qi. Cada par de productos (x— [p+gqi])(x — [p—gqi])
en la descomposicién de P,(x) da entonces lugar a un polinomio de segundo orden con
coeficientes reales x*> —2px+ (p*>+¢?) . Asi pues, siempre se puede escribir:

By(x) =an(x—x1) - (x—x,) (x> +bix+c1)--- (x* +bx+c;) , con r+2s=n, xi,bi,cr €R

Algunas de estas raices podrian estar repetidas. No es dificil ver que si x = x; es raiz
simple de P, entonces no anula la derivada P, y que sf la anula si es raiz miiltiple. Por
tanto:

’ Una raiz de un polinomio es multiple si y s6lo si es raiz también de su derivada. ‘

Y, por tanto, una raiz multiple es raiz del méximo comiin divisor de P, y P, . Una forma
de hallar el med es mediante el algoritmo de Euclides: dados P, Q [con gr(P) > gr(Q)
|, se divide P entre Q y se llama R; al resto obtenido (si conviene, multiplicado por
una constante); a continuacién se divide Q entre R; y se llama R, al nuevo resto; luego
R; entre R; ... hasta obtener un resto nulo. Entonces el mecd(P,Q) es el ultimo resto no
nulo del proceso anterior.

Ej. Para P(x) = x* +2x° +3x +4x+2 [ P' = 4x3 +6x% +6x+4 | se obtiene:
R =x>4+3x+2, Ry=x+1, R3=0 . Por tanto, mcd(P,P) =x+1=
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P tiene x= —1 como raiz doble [dividiendo por (x+1)%, P= (x+1)>(x*+2) ].
En las pocas ocasiones en que un polinomio con coeficientes enteros tiene raices enteras,
son muy féciles de encontrar:

’ Si existe raiz entera de P,(x) se encuentra entre los divisores del término independiente ag .

Ya que si ¢ es raiz entera, entonces ag = —c[a,c" ' +---4ay] , con lo que ag es miiltiplo
de c.

Ej. P*(x) = 2x3 —x2 = 12x+6 no tiene raices enteras, pues no lo son —6, =3, =2, —1,1,2,3 ni 6

Nos gustaria que existiesen féormulas para el cdlculo de las raices de los P, de cualquier
grado similares a las de los de grado 2. De hecho, hacia 1500 se descubrieron férmulas
para las raices de los de grado 3 y 4 (pronto veremos, sin demostracién, las del polinomio
cibico). Pero en el siglo XIX se probé que es imposible expresar mediante radicales las
raices de los polinomios de grado mayor que 5. Si de alguna forma podemos encontrar
una raiz x; de un polinomio, dividiéndolo por (x—x;) reducimos el problema de hallar
sus raices al de hallar las de otro de grado menor. Por este camino es posible, en contadas
ocasiones, calcularlas todas.

Tratemos ahora un caso en que sf se tienen férmulas (complicadas) para las raices, el polinomio
cubico:

’ Py(x) = px> +qx* +rx+s ‘, p#0. p>_%
Veamos las diferentes formas que puede tener su gra-
2 , p>0 p<0
fica. Como P§(x) =3px*+2gx+r puede tener 2 rai- R0 R0

ces reales, 1 doble o ninguna real (dependiendo de que R =g¢?> —3pr sea >,= 6 <0), P; puede
tener un maximo y un minimo, un punto de inflexién con tangente horizontal o tener la derivada
con signo constante. Si P; tiene una rafz x miltiple debe ser px® +gx?>+rx+s=3px*>+2gx+r=0

Eliminando la x entre las dos ecuaciones se obtiene la expresién de su discriminante A =
g’ —4pr —4q s+ 18pqrs —27p?s* . Este A se puede escribir de forma mas compacta si llama-
mos S =27p*s—9pqr+ 24>, pues entonces se tiene que: A= [4R3 Sz] .

27 27p2
Se puede probar que:

Si A=0, hay una raiz doble de P; dada por x; = %[—q%— ¥ %] y otra simple xszﬁ[—q—

—S+\/S2—4R3}1/3_|_L[—S— 52—4R3]1/3.

Si A <0, existe una tnica raiz real: x, = —% + i [ 5 3 5

Por ultimo, si A>0 (= R > 0), hay tres raices reales distintas de P; que se pueden expresar:

123 =4+ 3 cos UHT k=0,1,2, siendo ¢ = arccos (5735) -

Ej. Para el polinomio de antes P*(x) =2x> —x>—12x+6 sin raices enteras se tiene que:
R=73, 8§=430, A=12696 — ¢ ~1.9227264 , x123 ~ 2.449489, -2.449489, 0.500000

[Los errores de redondeo de los célculos aconsejan acudir a métodos numéricos incluso para
los P3].
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[Sin saber nada de discriminantes, es facil siempre discutir cudntas raices reales tiene un polinomio
ctibico, por ser su gréfica sencilla de pintar (sus valores extremos se pueden calcular, lo que no pasa
en los polinomios de mayor orden). Asf, este P* tiene un maximo en x_=$[1—+/73] y un mfnimo en

Xy = %[1+\/73] , y como P(x_)>0, P(x;)<0, volvemos a comprobar que tiene 3].

Férmulas similarespara las raices, pero aiin mas complicadas, se podrian dar para los polinomios
de cuarto grado. Nosotros nos conformaremos con saber como se calculan en un par de casos
sencillos:

Las raices del polinomio bicuadrado P(x) = ax*+bx>+c se hallan ficilmente tras hacer t =x°.

Las raices de P(x) = ax* 4+ bx® + cx*> + bx +a se calculan mediante el cambio z = x+% :
2
a(xz—i—x]—z) +b(x+%) +c= a(x—f—%) +b(x+%) +c—2a=0 — az?+bz+c—2a=0.

Halladas sus raices z+ , basta resolver los dos polinomios de segundo grado: x> —zix+1=0

Como casi nunca se pueden hallar las raices exactas de un P, , se deberdn usar métodos
numéricos como los que veremos en 3.4 para calcularlas aproximadamente. Para aplicar
estos métodos sera importante saber cuantas raices reales hay y mas o menos donde
estan. Comenzamos acotandolas:

Si ¢ es raiz real de P,(x) , entonces |c| < méx{l, L [\ao\+---+\an_1|]}

fan]

Pues |c| ! UaoHc|1*”+\ach]z*”—i—---—i—\an,lH .

- lan|

Sile|>1, || < [laol+-+lan-1]], ysi |e| <1 estd claro.

lan|

Ej. Las raices ¢ del P* de antes debfan cumplir |¢| < 9.5 (mala cota, pero algo es algo)].

Nuestro objetivo es separar las raices de un P, es decir, conocer el niimero exacto
de sus raices reales y localizar intervalos [a,b] en los que sélo se encuentre
una de ellas. El teorema de Bolzano da informacion, pero no basta: si encontramos
un [a,b] con P(a)-P(b) <0, hay al menos una raiz en (a,b) pero podria haber mas
de una (quizés el andlisis de su derivada P’ lo impida) e incluso podria haber raices en
intervalos con P(a)-P(b) > 0. El siguiente resultado es facil de aplicar pero suele dejar
también bastantes dudas:

Ley de Descartes de los signos.

coeficientes, es r <s y s—r es un nimero par (o cero).

Sea P un polinomio de grado n con término independiente no nulo. Si r es el nimero
de raices reales positivas de P y s el namero de cambios de signo en la sucesién de sus

[Cambiando x por —x se obtiene el resultado andlogo para las raices negativas].
[Se tiene en cuenta la multiplicidad (una raiz doble cuenta por dos)].
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Demostramos Descartes (en el caso més simple: a; # 0 Vk ): Podemos suponer a, > 0. Induccién sobre
n. Es cierto para n=1: ajx+ap =0 tiene una raiz positiva (r=1) si a; y ap tienen signos opuestos
(s=1);y r=0 si s=0. Supongdmoslo ahora cierto para polinomios de orden n—1 y demostrémoslo
para los de n : Sean s y r los nimeros de cambios y raices para P'. Si sg(a;) = sg(ap) , es s=+,
y como (facil de ver) (—1)" y (—1)" son los signos de sus términos independientes, r y # tienen
la misma paridad; si sg(aj) # sg(ag) , s=s+1 y r es de paridad opuesta a ' ; en ambos casos,
s—r y s —7r tienen la misma paridad; como para P’ (de orden n—1) estamos suponiendo cierto
Descartes, deducimos que s —r es par. No es dificil deducir de Rolle, ademds, que ¥ >r 6 ¥ >r—1,
respectivamente, en los casos de antes; de ahi se obtiene que en ambos casos es s—r > s —r , ntimero
que estamos suponiendo positivo.

Ej. Para P* sus coeficientes 2,—1,—12,6 (+ — —+) presentan s =2 cambios de signo. Esto

significa,
en principio, que tiene 6 2 6 0 raices positivas. Cambiando x por —x obtenemos —2x> —x>+12x+6
(——++); como s=1, seguro que hay una tnica negativa. Calculando el A (o analizando su grafica)

vimos que hay 3 reales y con ello aseguramos que hay 2 positivas.

Ej. Para Py(x) = 9x* +8x> +28x? +24x+ 3 podemos afirmar que no tiene raices positivas (s =0)
y como tras hacer x por —x se tiene 1,—8,28, —24,3 podrian existir 4, 2 6 0 raices negativas.

3.3.4. Ceros de funciones

Muchas veces es necesario determinar los ceros de una funcién f, es decir, los x* tales
que f(x*) =0. Pero, como vimos, ni siquiera si f es un polinomio se tienen siempre férmulas
para calcular sus raices. Mucho menos si f es una funcién trascendente como f(x) =e*+x* o
f(x) =3arctanx—logx . Se tratard entonces de hallar los ceros de forma aproximada. El teorema
de Bolzano puede ser un camino para aproximar x*: encontrando un intervalo [a,b] de pequena
longitud tal que f(a)f(b) <0 estamos seguros de que al menos hay un x* € (a,b) con f(x*)=0
(que serd el dnico si f' es > 6 < que 0 en ese intervalillo). Pero mucho mds rdpidos serdn,
normalmente, otros caminos como el

Método de Newton.

La idea de este método es simple. Supongamos que para una f

como la de la figura sabemos que el cero x* se parece més o me-

nos a xop . Aproximando la gréfica con la tangente en (xo, f(x0))

obtenemos un x; (punto en que la recta corta el eje), proba-

blemente méas cercano a x* que el x¢ inicial. Repitiendo el

proceso con x| obtenemos un x;, luego un x3, ... siendo esperable que la sucesién|
rapidamente hacia x*.

Hallemos una férmula que exprese cada término de esta sucesién en funcién del anterior. Como
la tangente en (x,, f(x,)) es y— f(xa) = f'(xn)(x —x,) el corte de esta recta con y=0 nos da la
siguiente aproximacién. Por tanto:

Xpr] = Xy fxn)
n+ n f/(xn)
[Se ve que las cosas irdn mal si f/f es grande cerca de x* ; se puede demostrar que ’%}Z),](;) <

1
en un entorno de x* es una condicién suficiente para que converja el método].

Ej. Aproximemos las raices reales de P(x) = x* —2x> +-4x —2 (exactamente no sabemos). La
ley de Descartes nos asegura que hay é 3 6 1 positivas (+ —+—) y exactamente 1 negativa
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(+———). Vamos a intentar hacernos una idea de su grafica para ver si podemos determinar
cuantas raices positivas tiene y localizar intervalos en los que buscarlas. Para ello empezamos
estudiando sus derivadas:

P'(x) =4[x* —x+ 1] (sin raices enteras; 2 6 0 positivas (no lo sabemos, por ahora) y 1 negativa)
P'(x) =4[3x> — 1] =0 — x = +1/+/3 (puntos de inflexién de P y méximos o minimos de P')
P(—L) =4[l + 23 ~55; P(L)=4[1- 28]~ 25 .

4
P/(=3) = =92, P'(=2) = =20, P'(—1) = P'(0) = P'(1) = 4. 2 el \«/

Con esto ya podemos pintar la grafica de P’ . Vemos que: P’
tiene un tnico cero en (—=2,—1) [ P >0 en (—-2,—1) ] y no
tiene mas. Por tanto, P tiene un tnico minimo entre —2 y —1.
A partir de él P crece = sélo hay 1 raiz positiva de P. Para
localizar un poco mejor las dos raices de P :

P(—3)=49,P(—2) = —2,P(—1) = —7,P(0) = —2,P(1) = 1 =
= Existe un cero de P en [—3,—2] y otro en [0,1] .

Aplicamos ahora el método de Newton para aproximar las raices.

3
. - — 1 .
Primero la de P’ : x,01 =x, — X’gxfi . Elegimos xp =1 y obtenemos:
n

x1=—1.5; x,=—1.347826087 ; x3=—1.325200399 ; x4 =—1.324718174 ; x5=—1.324717957 ;

y los posteriores x, tienen esos mismos 9 decimales [es curioso ver que ocurre eligiendo
x0=0].
xﬁflx,21+4x,,72

4[x3 —xn+1]

x0=0, x1=0.5, x,=0.675, x3=0.6764448966, x4 =0.6764442885; xs,X¢, ... con iguales decima-
les.

xo=—-2, x1=—2.1, xp=-2.090744197, x3=—2.090657858, x4 =—2.090657851=x5 =x6 = - -
Ej. Como segundo ejemplo del método de Newton, obtenemos una sucesiéon de x, que tienden
hacia .

Para ello buscamos los ceros de x" —a . Tenemos que:

Los ceros de P los obtenemos con x,4| = x, — , obteniendo con los x¢ indicados:

Xptl =Xy — ;;‘,,—_j =| L (n—1)x, + (lamado algoritmo de Herdn para calcular raices).

_a_
xnfl
n

Asi, para calcular v/12345 , y partiendo de algin nimero que no esté muy lejos, por ejemplo
X0 = 20:

x1 =23.62083333 , xp =23.12251744 , x3 =23.11162389 , x4 =23.11161875 =x5 =x6 = - -
Veamos ahora otro método de aproximacion de ceros de un tipo de funciones particulares que,

aunque sea mas lento que el de Newton, tiene el interés de que es aplicable en matematicas més
avanzadas a problemas mucho més generales.

’ f:]a,b] — [a,b] es contractiva si |f(x)—f(y)| <clx—y|, con ¢ <1, Vx,y € [a,b] ‘

Una f contractiva es continua en [a,b] : [f(x)—f(y)| <& si [x—y[<F=£.

Probemos que entonces ’ existe un Unico x* € [a,b] tal que x* = f(x*) ‘

(A un x* con esa propiedad se le llama punto fijo de f).
Aplicando Bolzano a g(x) =x— f(x) , como g(a) <0< g(b) = existe el x*.
Si hubiera otro y* = f(y*) serfa [f(x*) — f(y*)] = |x* —y*| <c]x* —y*| = x* =y* .
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Ademais existe una forma muy fécil de aproximar el x* pues:

’ Para cualquier x € [a,b] , la sucesién xg, f(x0), f(f(x0)), fF(f(f(x0))),... = x*

En efecto, llamemos x, al resultado de aplicar n veces f a xy . Vamos a ver que x, es de
Cauchy:
se tiene que |x;, —Xpt1| = |f(xu—1) — F(xn)| < cxn—1 —xn| < -+ < Mxo —x1| ; por tanto, si m <n,

m

75" ‘-xl *XO‘ )

oo — X < g1 = Xm| - g =Xt | <[+ P —xo| = =

que se puede hacer tan pequenio como queremos tomando m y n suficientemente grandes
(", " —0).

Como x, es de Cauchy tiene limite x* y se cumple f(x*) = f(limx,) = lim f(x,) = imx,+; =x*.

La forma més fécil de ver que una f: [a,b] — [a,b] es contractiva es ver que el mdximo M de

()

en [a,b] es menor que 1, pues, por el teorema del valor medio,
[f () = fO)=1f(e)llx=y| <Mlx—y| con M < 1.

Ej. Calculemos el tinico x € [0,1] tal que cosx=x :

cosx es contractiva: su imagen estd contenida en [0,1] y |—senx| <senl <1.

Asi pues, podemos hallar el x* sin mas que apretar la tecla del coseno de una calculadora a
partir

de cualquier xp € [0,1]. Por ejemplo, si xo =1 vamos obteniendo:

0.54030231, 0.85755322, 0.65428979, 0.79348036, 0.70136877, 0.76395968, 0.7221024, 0.75041776
Después de apretar 20 veces obtenemos 0.73918440 ; tras apretar 40 veces, 0.73908517 ...

El método de Newton nos da el cero buscado mucho mas rapidamente.

Haciendo x4 = x, — 2=
n+1 n 1+senx,

x1 =0.7503638678 , x, =0.7391128909 , x3 =0.7390851334 , x4 =0.7390851332 =x5=---

con xp =1, se tiene en pocos pasos:

3.3.5. Representacion de funciones

Cada funcién pide un tratamiento diferente. Las siguientes ideas no quieren ser
una receta que haya que seguir desde el principio hasta el final. Por ejemplo, no tiene
sentido buscar asintotas verticales en una funcién continua en todo punto o empenarse
en calcular derivadas muy complicadas. La practica en el dibujo de graficas nos ird
sugiriendo los tipos de calculos a realizar en cada caso. Es importante conocer las graficas
de las funciones elementales.

e Determinacién del dominio, y de los puntos en que f no es continua (posibles
saltos de la
funcién) o no derivable (picos de la grafica, pendientes verticales).
e Simetrias: Si f(—x) = f(x) , funcién par, la gréfica
de f es simétrica respecto al eje x=0 .

Si f(—x) =—f(x) , funcién impar, la gréfica de f

es simétrica respecto al origen. IMPAR

¢ Periodicidad (sélo para algunas funciones trigonométricas): si f(x+7) = f(x) basta
pintar la
grafica en un intervalo de longitud T pues luego se repite periddicamente.
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e Asintotas: Verticales (rectas x =c ): f tiende a 4o § —oo cuando x — ¢~ 6 x — ¢
(bastantes
veces se puede calcular de una vez el limite cuando x — ¢ , pero muchas son precisos los
laterales). Horizontales (rectas y=c ): f tiende a ¢ cuando x — 400 § —co .

Si no existen asintotas horizontales (y la forma de la funcién lo aconseja) intentaremos escribir
f(x) =g(x)+h(x) , con g funcién conocida y h(x) — 0 cuando x — +oo (6 —eo). Entonces
la grafica de f se parecera a la de g para x muy grandes (6 muy negativos). En particular,
hallaremos asi las posibles asintotas oblicuas, sin recetas de memoria.

[En ocasiones todos estos limites se podrén calcular con los teoremas del capitulo 2 (los del
tipo “7/eo=0"), pero si son indeterminados habra que recurrir a L’Hopital o Taylor (4.5); los
desarrollos de Taylor, ademds, darén idea de la forma de la funcién cerca de un punto).

¢ Informacién a partir de las derivadas (utilizando los teoremas de 3.2):
A partir de la f : intervalos de crecimiento y decrecimiento (f' >0y f' < 0); puntos x en los
que f posee extremos locales (si f'(c¢) =0, para ver si f tiene méximo, minimo o punto de
inflexién con tangente horizontal en ¢, es muchas veces méas facil precisar el signo de f’ antes
y después de ¢ que calcular la f” y sustituirla en c¢; incluso, en ocasiones, basta dar valores a
f en la proximidad de ¢ para verlo; puede haber extremos en puntos sin derivada).

A partir de la f” : puntos de inflexién (f”(c¢) =0 , aunque esto pueda no bastar); intervalos de
concavidad y convexidad.

[Observemos que puede ser imposible determinar explicitamente los ceros de la f y la f”.
Intentaremos entonces localizar cudntos ceros hay y en qué intervalos estan (Bolzano puede
ayudar). En bastantes ocasiones esos ceros seran raices de polinomios (y seran aplicables las
ideas de 3.3). El método de Newton de 3.4 nos permite aproximar los ceros con la precisién
deseada si disponemos de una calculadora (mejor programable) u ordenador].

e Valores concretos de f(x): Valor de f en x=0 (corte con el eje y); en los x tales

que f'(x)=0
o en los x del dominio en los que no exista la f’, en puntos cercanos a estos x; en los x tales
que f”(x)=0;en x de zonas en las que sepamos poco de la grafica.

Valores de x para los que f(x) =0 (cortes con el eje x, tal vez no calculables como ocurria con
los ceros de f" y f”), deduciendo los intervalos en que f(x) es positiva o negativa.
En ocasiones conviene también dar valores de f’ (pendiente de la gréfica) en algin punto.
Hay funciones complicadas para las que casi todo fallard y habrda que limitarse a dar
valores (en ese momento serdn especialmente ttiles las calculadoras y los ordenadores).
Al final del capitulo 4 (cuando dominemos Taylor y los limites dificiles) dibujaremos
alguna grafica maés.

Se deducen de la gréafica de f(x) las gréaficas de:
fx)+e, flxte), cf(x), flex), —fx), f(=x), [f&)] vy f(x])

Lade f(x)+c eslade f(x) trasladada ¢ unidades hacia arriba (¢ >0) o abajo (¢ <0).

La de f(x+c) es la de f(x) trasladada ¢ unidades hacia la izquierda o derecha
(¢>,<0).

Lade cf(x) con ¢>1(0<c<1) eslade f(x) estirada (comprimida) verticalmente.
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Lade f(cx) con ¢>1(0<c<1) eslade f(x) comprimida (estirada) horizontalmente.

La de —f(x) es la reflexién de la gréfica de f(x) respectoa y=0.

La de f(—x) es la reflexién de la gréafica de f(x) respecto a x=0.

La de |f(x)| se obtiene reflejando hacia arriba las partes de la de f(x) que estan bajo
y=0.

La de f(|x|) esla parte de la gréifica de f(x) para x > 0 mas su reflejo respecto a x=0.

[Todo es ficil de deducir. Por ejemplo, la grafica de g(x) = f(x+2) vale en x=a lo que
la f valia en x=a+2 y por eso la grafica de g es la trasladada de f hacia la izquierda;
la altura en cada punto de g(x) =2f(x) es el doble de la f inicial y la de g(x) = 3 f(x)
la mitad; g(x) = f(|x|) vale f(x) si x>0 y ademas es par...]

Ej. De la gréfica de senx (dibujada a puntos) deducimos las gréficas de: senx+1 , senx—1 ,
sen(x+1), sen(x—1), 2senx, 1senx, sen(2x), sen%, —senx, sen(—x), [senx| y sen|x]:

~
* L
* L
senlxl®
....... tes®

3 T
3 (x-2)
-3 -3 i -3

0 & : 1
3

-6+ 12x—7, six>1

[Més complicado es dibujar las dos funciones que define: P62 —12x+7, six<l ]

Dos funciones cuya grafica no ofrece excesivas dificultades:

Ej. f(x) = 1;{‘2 . Par. domf =R —{0}. f(x) — o, f(x) — 0.

x—0 X—00

Flx) = 2xi;4 7 (x) = 206
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3.3 Derfvadap en R

Extremos: x = +£v/2 ~ £1.41, f(£v2) = —0.25. v

2
Inflexion: iy = +1/ 2 ~ +1.8, f(ir) = —0.21. — 7 B B =
) =0sx==%1, f(1) =12, f(P) =2, f(2) = — &% ~ —0.19. p- inf.

Ej. h(x) = \/% = \/\XXIT . h(x) > 0Vx edomh = (—1,0).

Hx)= 2 & 1 <x<0 [decrece]; H(07) = —1 .

2+ 13/
W (x) = 2[7[;?;2 si x>0 [crece]; K (0T) =1 .
STE
— [t . _ 4
n'(x) = 4[;;1]5/2 , —1<x<0; h'(x) = 4[);1]5/2 x>0.

h(x) = ,/x71+x$1 [se parece a v/x—1 para x grande].

h(x) — oo six— —17.

h(0)=0, h(—1) =2 =h(1) ,h(3)=13.

Dibujamos ahora dos de los ejemplos manejables de 3.1:

Ej. g(x) = x* sen% con g(0) =0 para que g sea continua.

g(—x) = —g(x): impar. De las derivadas se saca poco:

1 1 1_ 1 ¢ .
+—cos. =0« tan = 5 (infinitos cortes)

g'(x) = 2xsen
Pero podemos dar infinitos valores a la funcién:

1 _ _ 2 . 1_ 2
Comosen;—l@x—[4n+l]ﬂ,senx— 1<:>x—[4n_1]ﬂ,

la grifica de g toca en esos x la de x* y la de —x?,

y para los demads x la grafica oscila entre ambas.

sen% =0&x= otros infinitos puntos de la gréfica.

1

nmw’
1 o1 g O ~

Como sen | ~ 1 si x gordo sospechamos que g(x) ~x.

De hecho sabremos justificar por L’Hoépital o Taylor que

lim [g(x) =4] =0

Ej. n(x) = arctanxi27 n(0) =% . Par. n(x) >0 Vx .

n'(x) = 1;2;2 = n crece si x < 0y decrece six >0 .
4
n"(x) =2 3x 712 = céncava si x| <3714 =x0.76 .
(14x%)
Valores: n(1) =2 , n(37!/4) = arctanv/3 =7 .
n'(0)=0.n(x) — 0. 1
X—o0

Dos ultimos ejemplos con dificultades para hallar ceros:

Ej. [(x) =x*+6log(2—x) . doml = (—o0,2) .

I(x) — —o0 8i x =27 § —oo , pues
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6log (2—x) }

B[1 4 SlogC % _oo.[14+0] = —eo”[L'Hopitall
X X—>—00

I'(x) :3% =0&Px)=x—2x>+2=07?
+ —+ (0 6 2 raices positivas 77) ; — —+ (1 negativa [méx de []);
P'(x)=3x>—4x ,P(3)=2>0,P0)=P(2) =2, P(x1) =+l

= raiz de P [mdx] en ¢ € (—1,0) [Newton: ¢ ~ —0.84]; no minimos. 2 -1

1”(x):6["*”[)[f7;]§””:0 six=16355 ~ 0.4 35 ¢dom! |

= [ convexa (U) entre los 2 p.inf. y céncava en el resto de doml.
I(1)=1, 1(0) =6log2~ 4.1, I(—1) =6log3 —1~ 5.6, [(—2) = 12log2 —8 ~ 0.3.

Ej. k(x) = xlog|x—2| . domk=R—{2} .

k— —o, k - 00, k — —oo.
x—2 X—00 X——o0

k(0)=k(1)=k(3)=0, —k(—2)=k(4)=4log2~2.8
[Segtin Rolle hay al menos un cero de k" en (0,1)]

4
K (x) =log|x—2|+ é i K'(x) = [;_2]2 )

x =4 inflexién, x < 4 céncava, x > 4 convexa.

B

[N}

loglx-2! | 2%

k' =0 donde se corten las gréficas de log|x—2| y 5% .

K(0) =log2~ 0.7, K(1) = —1 =
méximo en un ¢ € (0,1)

[utilizando Newton para k' con xop = 0.5 :
x1 =0.546370 , x, =0.545267T=x3 =x4 = --- |.

Cerca de x =2 no se anula k' pues
K — oo six— 2", K(3)=3y Kk decrece en (2,3) .

3.3.6. Aplicaciones
Tangentes a curvas.

Ej. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la hipérbola x> —y? = 16 en el punto (5, 3).

Mas corto que despejar la y derivar la raiz resultante, de-
rivamos
implicitamente considerando la y como funcién de x :

2x72yy’:0ﬂy'(x):f, .Six=5y=3 es
Y=3—-y=3+3(x-3), 5x—3y=16.

Ej. APara qué puntos de la curva y = x° la recta tangente pasa por (1,0)?

y' = 3x?> — Recta tangente en el punto (a,a’) :
y=a’+3a*(x—a) = 3a*x—2a> .

Pasa por (1,0) si 3a> —2a* =0 —a=0,a= 3 — puntos (0,0) y (3,%)

[rectas tangentes respectivas: y=0e y= 2 (x—1)]

Ritmos de cambio.
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Ej. Un cilindro se comprime lateralmente y se estira, de modo que el radio de la base decrece a
un ritmo de  3cm/s y la altura crece a 8 cm/s. Hallar el ritmo al que estd cambiando el volumen
cuando el radio es 5em  y la altura 7cm.

El volumen del cilindro es V = wr?h — UfT‘t/ = n[rz% —|—2rh%] = 2nr[4r —3h] «— >

Cuando r=5y h=7, V' = —107 cm?/s (el volumen decrece en ese instante).

Ej. Una escalera de 5m de largo permanece apoyada sobre una pared vertical y su extremo
inferior se  estd alejando del pie de la pared a una velocidad constante de 2m/s. Hallar la
velocidad a la que desciende la parte superior cuando el extremo inferior estd a 4m de la
pared.

Sea y la distancia al suelo de la parte superior y x la distancia de la parte
inferior a la pared. Por pitdgoras es: y = /25 —x? . Entonces

dy _dy _dy _ _ -2 C dy _ _8 4
=== =4 = . Cuando x=4 es 52 =—2. R
dt dx dt /25 2 dt 3 P ‘::‘ “1
. 5 y
Por tanto el extremo de la escalera cae en ese instante a 5 m/s. os®
3 <«

[Curiosidad, si x — 5 la velocidad de caida — o (17)].

Ej. La luz de un faro situado a 1/2 Km de la una costa recta gira con un periodo de 12 segundos.
Hallar la  velocidad con la que la luz se mueve por la costa: i) en el punto P mds cercano al
faro, ii) en un punto situado a 2Km de P, iii) un segundo después de pasar la luz por P .

(\ Sean 6 el angulo y x la distancia descritos en el dibujo. Se
Q tiene que x = %tan@ . La velocidad de crecimiento de 6 es
h % = £ radianes por segundo. La velocidad de la luz sobre

la costa es

172 dx _ 1

b — 1(1+tan? )92 = Z(1+4x?)
i)enP,0=0,x=0—x =5 Km/seg ~ 942 Km/h;
ii) x =2 —x' = IZ Km/seg ~ 16022 Km/h;

iii) 6 = Z —x' = Z(1+1) = Z Km/seg ~ 1257 Km/h.
Maximos y minimos.

Ej. Determinar (si existen) dos niimeros positivos cuyo producto sea 1 y tales que su suma sea
i) mdxima,
ii) minima.

Sean los dos numeros x y % . Hay que buscar los extremos de S(x) :x—i—%

en el intervalo (0,e0) [como no es un intervalo cerrado podrian no existir].

S'(x)=1-5=0—x=1 (=1 nosirve); §"(x) = 5 — 5"(1) =2

=3 :
hay, pues, un minimo local en x =1 . S derivable para todo x de (0,c),
S(x) — oo cuando x — 0 y cuando x — e = no hay méximo. Por tanto, el
minimo (absoluto) se da si x = % =1 (la suma es entonces 2). R

Ej. Un nadador se halla en el mar a 4km de una playa recta y a 5km de una palmera situada
en la playa  junto al mar. Si nada a una velocidad de 4km/h y camina por la playa a 5km/h,

Acuél es el tiempo minimo  que debe emplear para llegar hasta la palmera?
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El tiempo empleado en nadar hacia un punto situado a una distancia x
de la perpendicular y luego caminar hasta la palmera es

T(x)zivlgﬂz—k% , con x € [0,3]

5
4
[si x <0 tarda méds seguro y si x >3 no vale la expresién de T (x)].
1oy 1 _ 25 _ 16 _16
T'(x) = 1’;+x2—§—02> B=16+x* &x=2, -1 -
Pero 13—6 >3y —]3—6 no cumple 7' =0 con lo que el minimo se toma en = X =
un extremo: T(3) =2 <T(0) =8 [T(})=¢ es mentira]. Asf que debe
nadar hacia la palmera (si ésta estuviese lejos si convendria atajar).
Ej. Con un alambre de longitud 1m se forman un cuadrado y una circunferencia. ACuénto
alambre debe  emplearse en cada figura para que la suma de sus dreas sea i) méxima, ii)
minima?
. 2 2_
I - : i Avea total = 124+ 772 = ! lg] +E = 7[“”])‘16”2””” =
\ J A(x)
con x € [0, 1] . Los maximos y minimos (que existen, por
m ser A continua en [0,1]) se alcanzarén (A derivable
en (0, ien en 1 emos del intervalo o bien cuando A’(x) =0:
- —x=4L -
x=amr ¥ A()=Bm g o Z 044 m
Como A’ <0 si x<x*, A’>0 si x>x*, el mfnimo se daen x*, y como A(0) = ¢ <A(1) = 2=
el maximo en 1 (empleando todo el alambre para hacer el circulo [A ~ 0.08 m?]; para el 4rea
minima se usa alrededor de 44 cm para el circulo y 56 cm para el cuadrado [A = T 417:] &
0.035 m?]).
Ej. Hallar el punto de la gréfica de f(x) = v2cosx? N 2 2
mas cercano al origen.
Hallamos primero su dominio y dibujamos su grafica:
2 2 3 5 iz 9
cosx’ >0 & x e[o’g]u[jﬁ,%]u[%ﬂ%]u... 125 217 280 33 38

—... _ . /m _ /3¢m T E 3n 5
= domf = U{\/za \/2] V3 VE3U [\/2,\/ }
Mejor que minimizar la distancia, minimizamos su cuadrado (es lo mismo y evita derivar
raices):

d(x) = d[(0,0), (x, f(x)]* = x> +2cosx; d’(x) = 4x(l - senxz) =0—-x=06x>=%32 12

606

SE]

El valor minimo evidentemente se da en [—+/7/2,/7 . Candidatos son ademés estos ex-
tremos.

d0)=2, d(i\/%) =Z+3~2.26,d(+\/%) =%~ 1.57 — puntos més cercanos (+,/%,0)
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4 Series, Taylor y limites indeterminados

4.4. Series, Taylor y limites indeterminados

4.4.1. Series de nimeros reales

Queremos hacer ‘sumas de infinitos nimeros reales’, llamadas series: a; +a; +asz +

:Zan
n=1

Por ejemplo, ‘sumemos’ 1/5+1/5%241/5%+1/5%4+1/5°+--- . Sumar un ntimero finito
de términos siempre se puede: la suma de los 2 primeros es 0.24, la de los 5 primeros es
0.24992, la de los 10 es 0.2499999744 , ... Pero carece de sentido ‘sumar infinitas veces’.
Cuando aparece la palabra ‘infinito’ en matemaéticas se acude al concepto de limite. Dada
una serie, siempre podemos hacer la suma de los k primeros términos, que llamaremos k-
ésima suma parcial Sy =a;+---+ay . Parece natural decir que la suma S de los infinitos
a, serd el limite de la sucesién {Si} . En el ejemplo anterior parece que este limite existe
y parece ser S=0.25, pero este limite pudiera no existir para otras series. Asi, para la
serie 1—1+1—14+1—--- las sumas parciales van siendo S; =1,5,=0,S3=1, S4=0,...
, sucesion divergente (y, por tanto, no se le puede asignar ningiin valor a la suma de los
infinitos términos). Lo primero que miraremos cuando nos encontremos con una serie es
si la ‘suma infinita’ tiene sentido:

) k
La serie Y a, es convergente si lo es la sucesion {Sx} con Sy =Y a,.
n=1 n=1

Def.| 1,2 suma de 1a serie es entonces el kh’m Sk . Se llama término general de la serie al a,, y

sucesién de sus sumas parciales a {S;} . Si una serie no converge, se dice divergente.

[La serie converge si lo hace su sucesién de sumas parciales; otra cosa distinta es que converja
su término general. Para Y 1 =1+1+14--- es {Sx} = {k}, que claramente diverge a oo,
y sin embargo converge la sucesién constante {a,} = {1}; pronto veremos que para que la
serie converja sera necesario (pero no suficiente) que {a,} tienda hacia cero (para que pueda
ser finita la suma de infinitos nimeros es necesario que sean muy pequenos)].

De la definicién y de las conocidas propiedades de los limites de sucesiones se deduce
inmediatamente que si suprimimos, cambiamos o anadimos un nimero finito de
términos al principio de una serie, no se altera su caracter de convergencia
o divergencia (aunque si el valor de su suma, si converge), porque las nuevas sumas
parciales diferiran de la inicial sélo en un constante. Por eso, cuando estemos hablando
simplemente de convergencia podremos no escribir el n en que empezamos a sumar;
incluso escribiremos sélo Y. (no olvidando que son infinitos términos).
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También estd claro (por las propiedades de sumas y productos de sucesiones) que si Y a,
y Y. b, convergen y si ¢ € R, también convergeran las series Y |a,+b,] v Y.ca, y que:

Yla+b,)= Y an+ Yb, ; Yca,=c Y a,
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

., Como saber si una serie converge o no? ;Cuanto vale su suma si es convergente?
Veremos una serie de criterios que nos permitiran responder en la practica a la primera
pregunta para muchas series (desde luego la definicién €é—N del limite de sucesiones no es
adecuada, ni vimos en 2.2 teoremas para trabajar con sucesiones en las que el niimero de
sumandos va creciendo). Respecto de la segunda, en casi todos los casos necesitaremos
de calculadora u ordenador para dar simplemente un valor aproximado de la suma de la
serie.

Dos casos en que se puede sumar la serie (excepcionales, porque podemos encontrar
una expresiéon manejable de la sumas parciales; cuando veamos series de Taylor en 4.4
conoceremos la suma de alguna otra serie) son los siguientes:

Series geométricas (progresiones geométricas de infinitos términos):
o0 1— rk-H o ]
Y P=1+4r+rP+- | Sir#1 es Sk:17:> Si|rl<l, Y =1
n=0 -r n=0

Y si |r| > 1 diverge, al hacerlo S; (también si r==41: I+1+--—o0 , I —1+1—1+--
divergen).

1711/5 = % = 0.25 como sospechabamos.

Ej. Con esto vemos que %—i— Siz—l—s% +.= % Yy (%)n =
n=0

D=

o I3
[De la misma forma que en este ejemplo, es facil ver que, en general, )" r" = 1r__r ,si|r| < 1].
n=k

Series o
telescépicaS' Z [bn - bn+1] = Sk = [bl - bZ] + [bZ - b3] +-t [bk - bk+1] =b —bk+1 .

n=1

Por tanto, la serie converge si y solo si {b, } converge y entonces su suma es:| by — lim b,

n—oo

gk

o
) =1 g =

.- 1
Ej. ) n24n

n=1

Ej. i log# = nil [logn—1log(n+1)] es divergente, porque logn diverge hacia oo .
Salvo en estos dos casos nos conformaremos con saber si la serie que tratamos converge
o no y con la calculadora para aproximar su suma (a ser posible, dando una cota del
error cometido). Lo que sigue son los criterios méds importantes para distinguir las series
convergentes de las divergentes (hay més, pero aplicables en muy pocos casos practicos).
El primer criterio permite identificar un montén de series divergentes (muchas veces a
simple vista):

Teorema: | Si Zan es convergente = a, — 0 | [la implicacién opuesta (<) es falsa]

Como a, =S,—S,_1 , entonces a, — 0, pues S, v S,_1 tienen, desde luego, el mismo
limite.
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Ej. Z% es divergente, porque el término general a, no tiende a 0 (tiende a m ).

Ej. Z(—l)"el/" diverge, porque a, tampoco tiende a 0 (ni a nada; pares — 1, impares — —1).

Veamos que < es falso, o sea, que no basta que los nimeros que sumemos tiendan a 0
para que la serie converja. Para ello basta un contraejemplo.

Probemos que la ‘serie arménica’ | ) % diverge | (a, — 0, pero la suma es ‘infinito’).
n=1

[Es imposible verlo con calculadora: S;=1, S,=1.5,...; Sjo~ 2.929, ..., S0 =~ 5.187, ...,
Sio00 & 7.485 ... no parece estabilizarse, pero los sumandos muy altos acabarian por no
afectar al nimero de la pantalla, pues la calculadora maneja sélo unos cuantos digitos]:

Sea la serie l—i—%—i—%—i—%—i—%—i—%—l—%—l—%—i—---, de términos menores que los de la
armonica.
Tenemos entonces que: S2:1+% , S4>1+%+% , Sg>1+%+%+%, ey Sy > 145

Y por tanto la sucesién de sumas parciales de la arménica diverge (ni siquiera estd
acotada).

Series de términos positivos, [0 de términos negativos, pues Y a, = —Y.(—ay)].
Observemos que entonces las sumas parciales forman una sucesién creciente.

Veamos varios criterios de convergencia. El primero exige saber algo de integrales y
limites de funciones, pero lo necesitamos para tratar las importantes series Z% . Se
define:

[ f(x)dx = I}Lr{lo P f(x)dx (si el limite existe; la integral se dice convergente).

Criterio integral:

Sea f(x) funcién positiva y decreciente para x > 1. Entonces la serie Y, f(n) converge
& [T f(x)dx converge. El error estd acotado por [i; f(x)dx <S—S8; < [;” f(x)dx .

Este criterio, es de los pocos que dan cota del error cometido al
sustituir la suma S de la serie convergente por la k-ésima suma
parcial. No lo demostramos. Recordando el significado geométrico
de la integral, es intuitivamente claro a partir del dibujo.

Y nl—s converge si s > 1 y diverge si s <1
n=1

Si s <0, el término general no tiende a 0 y la serie diverge.
Si s> 0, la funcién f(x) =x"* es positiva y decreciente y aplicamos el criterio anterior:
sis#1, [Pxsde=[1-b""]; sis=1, [[x'dx=logh .

Si b — oo, la primera integral tiene limite para s >1 y — o si 0 <s < 1. La segunda

—> 00,

. . . =1
Ej. Para aproximar la suma S de la serie convergente ) — =1+ % + % +--- sumamos 50
=1

términos
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y obtenemos Sso =1.201860... ;Qué error E hemos cometido? El criterio integral nos dice
que:

S % = [—x725, = 52 = 0.000192... <E =S-S5 < [0 % = [-x?]5, = 525 = 0.0002

El valor de S (no calculable exactamente) estd comprendido entre 1.202052... y 1.202060...

En los dos siguientes criterios compararemos nuestra serie con otra cuya convergencia conozcamos

(normalmente con las Z% ; por eso seran adecuados cuando hay como mucho potencias de n;
si aparecen términos mayores, como 3" o n!, suele ser mejor utilizar el cociente o la raiz que

veremos).

Criterio de comparacién por desigualdades:

Si 0<a, <b, , entonces Y b, converge = Y a, converge y i a, < i by
n=1

n=1

[Y por tanto Ya, diverge = Y b, diverge. Pero no se obtiene ninguna
conclusién de que la mayor diverja o de que la menor converjal.

Sean Sy =a;+---+a;, T, =by+---+ b, . Son sucesiones crecientes con 0 < S; < T .
Entonces: T; convergente = T} acotada = Sy acotada = Sy convergente y limS; < lim7}

Ei. Zsenn—',—l senn+ 1

2 2 1
converge, ya que 0< < 3y sabemos que )’ 3= 2y -3 converge.

n+n m+n ~

. n+1 . n+1 _ 1 (o . .
Ej. Zn—z diverge, pues — > oY la arménica diverge (de ”nizl > niz no sacariamos nada).

Lo podemos afirmar sin el criterio: la suma de una Y a, convergente y otra Y b, divergente es
divergente (si convergiese, ¥ [a,+by]| —Y a, =Y. b, convergeria) y esto le pasa a nuestra serie Z[% +

niz] . [Que conste que la suma o diferencia de dos divergentes si puede ser convergente].

Trabajar con desigualdades puede ser complicado, por eso suele ser bastante mas tutil:
Criterio de comparaciéon por paso al limite:

Sean a, , b, >0 y lim 7* = c (finito). Entonces:
Nn—oo n
Si ¢c>0, Ya, converge < Y b, converge. Si ¢ =0, Y b, converge = Y a, converge.

Sic>0,paranZN,%S%S%:Oggbngang%bn y aplicamos el criterio anterior.
ic=0,paran>N,0<t<1=0<a, <b, y otra vez el criterio.
S 0 >N, 0<% <1=0<a,<b, yot I crit

A partir de ahora, para abreviar, representaremos con el simbolo “~” el hecho de que a
dos series les podemos aplicar la primera parte de este criterio, es decir:

ap~by si P+ —c>0
n

[A pesar del simbolo elegido, no quiere decir esto que, aunque las dos series converjan
a la vez, la suma de una se parezca a la de la otra (intentemos no escribir Y a, ~ Y by )].

Esta parte del criterio con ¢ > 0 permite determinar la convergencia de muchas series a
simple vista, fijaindose sélo en los términos #* que ‘mandan’ en numerador y denominador:

Ej. Znn;zl diverge, porque a, ~ :—2 = % (es decir, flﬁ = n%l —1>0)y Z% diverge.
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[La comparacién por desigualdades no es adecuada aqui (de la acotacién sencilla a, < % no sale
nada, pues aunque la gorda diverja la menor podria converger); en cambio, para el primer ejemplo

del criterio anterior, como % no se parece a n% ( 1‘;’;[3 no tiene limite), el paso al limite no

parece adecuado (se puede usar la parte con ¢ =0, pero es més facil usar desigualdades)].

Ej. ¥ 5 n—173

dn
n?+cosn (

1
il —5>0)y Zm es convergente.
[Aunque sean unos cuantos a, < 0, esto no impide aplicar criterios para series de términos

positivos, pues la convergencia se mantiene si los quitamos].

1
converge, pues dy ~ —7>
n3/

. arctann 1 an T P 1

Ej. U243 CONVErge, ya que dn~ -5 ( T — g pues arctann — 5 ) y ) -7 converge.
. 1 1 ay 1\ s .

Ej. 2 m converge: a, ~ 7 (W —1>0) y X(5) es geométrica convergente.

[Alguna vez compararemos con otras series conocidas y no sélo con las ¥, n% ].

Ej. Y sen n% . La sucesién n% — 0 y sabemos ya que ** — 1. Por los teoremas que relacionan
: x—0

An

1/n3

limites de sucesiones y funciones se tiene que — 1. Como ¥, ;1173 converge, la dada también.
Cuando los términos que dominen contengan logaritmos habrd que aplicar la segunda
parte (la de ¢ =0) de este criterio (porque logn no es parecido a ninguna potencia de

n):

1 1 A
Ej. Z—O%n converge, pues ogn/n” _ logn
n

1
" -0y 2173 (més gorda) converge.

1 1
Zﬂ diverge, pues Zf (mds pequena) diverge.
n n

1/n
0
logn/n —hY

[o por desigualdades 10% > 14 n>3][o por el integral [;” 1(’%dx = [%(logx)z]:o — o0 .

logn logn/n*>  logn 1
Z 2 converge, pues W = /2 —0y Zm converge.

[para ésta hemos tenido que afinar un poco pues Y, n% es convergente pero mas pequena que
1 .
la nuestra y ) . es mayor pero divergente].
Series de términos cualesquiera.

Dada Y a, podemos considerar la serie, de términos positivos, de los valores absolutos

Y an| .

Teorema: ’ Y |an| es convergente = Y a, es convergente ‘

0 <a,+|an| <2la,| , ¥|as| converge = ¥|a,+ |a,|] converge (criterio de
comparacién por desigualdades) = Y [a,+|an|] — ¥ |as| = Y a, converge.

La implicacién < es falsa: pronto veremos series Y a, convergentes pero tales que Y |a,|
diverge. Diremos que Y a, es absolutamente convergente si } |a,| es convergente (el
teorema anterior dice que absolutamente convergente = convergente). Diremos que Y a,
es condicionalmente convergente si converge, pero no absolutamente.

. (_])n+1 1 i
Ej. ) 2y converge absolutamente (y por tanto converge) pues Y, 2o converge (~ rTZ)
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. cos cos o
Ej. ) 3nn Z | n' <Y (%)n geométrica convergente = Y |a,| converge = Y a, converge.

cosn cosn . . .
Ej. Z . De Z|ni| no sacamos nada (< ):% divergente). No sabremos decir si converge.

n+1
Ej. Z =1- % + % — -+ no converge absolutamente (Z% diverge), pero si condicional-

mente
(hacia log2 como se verd) por el siguiente criterio para series alternadas ( +—+—+—---

):

Criterio de Leibniz:

Si a, >0 es decreciente y a, — 0 entonces ! lan =a)—ay+az—--- converge. Ademas
g )
N—so0

n=

el error absoluto |S—Sy| <ay4; (primer termlno que se omite).

Es facil ver que por ser {a,} decreciente: %
S$r <84 < S8y <SSy <S558 - —

Como Sy, y Sz2,41 son mondtonas y acotadas convergen 2 S TS S3 Sy
(al mismo limite, pues S2,+1 — S2n = d2p+1 — 0 ), con lo que la serie converge.

Sea S su suma. Se ve que para todo n es ’ Son <8< Sonpt ‘ . Ademaés:

0<S8—82 < Sont1— S = a2ns15|S—Son| < azpt1
0 <821 =8 <801 — 82 =a;|S—Son-1| < az

= VN, par o impar, |S—Sy|<ayi.

[Si la serie fuese ¥ (—1)"a, = —aj+ay—-- -, el criterio y la cota del error absoluto serian iguales.
No olvidemos que esta cota tan sencilla del error sélo se tiene para estas series de Leibniz. Para
las de términos positivos convergentes las sumas parciales S, se acercan a la suma S formando
una sucesién creciente y el error S— Sy es, por tanto, mayor que el siguiente término ay4; el
tnico criterio que nos ha dado cota del error es el integral (pero es aplicable a muy pocas series)].

1 n+1 , ., . .
Ej. Z P +1 convergia absolutamente. También podemos ver que converge usando Leibniz:

1

> (n+1)2+1

es alternada, ﬁ — 0y Vn es . Estimemos el valor de su suma S.

1
n2+1
Por ejemplo, es: i + 10 1—17 =0.341.. <S< %— % + 1i0 = 0.4 , acotacién nada precisa.
Si queremos el valor con |error| < 1073 debe ser ayyj = m < 1900 & (N+1)2>999.
Esto sucede si N >31 (pues 312 =961, 322 = 1024 ). Hay que sumar 31 términos.
[Con ordenador (o mucha paciencia), S~ 83 =1— % +- 4 9%2 ~ 0.364].
Ej. % % + £— § —3 + - es alternada y a, — 0, pero no decrece (y Leibniz no es aplicable).

De hecho diverge: Sy =1, S4:1+%,..., Szn:1—|—-~~+%—>oo,cuando n—oo .

Ej. Veamos para qué valores de a converge Y (—1)" senn]—a y para cuales lo hace absolutamente.
Si a <0, el término general no tiende a 0 (dificil probarlo con rigor) y, por tanto, diverge.

Si a >0, es convergente por Leibniz, pues a, = sen .z >0 (es alternada), a, — 0 claramente

(senx continua en x=0, na —0 y sen0=0)y a, es decreciente (por crecer senx en [0,1]).
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;)Para cudles de estos valores a > 0 converge Zseni ? Por tender — 1 cuando x — 0 y ser

{ =} una sucesién que (si a > 0) tiende a 0, se tiene que sen i ~ -7y, por tanto, la serie converge

absolutamente si a > 1 (lo hace cond1c1ona1mente si a€ (0, 1] ).

senx
X

Para las series (de términos positivos o de signo no definido) con n en los exponentes
o factoriales son muy utiles los dos siguientes criterios (para las parecidas a Y'[1/n°] no
sirven):

Criterio del cociente:

Sea Ifm |Gn-t1] — + Entonces: si r<1, Ya, converge (absolutamente)
n—es la,| " sir>1(6 r=o), Ya, diverge

(y si r=1, el criterio no decide: la serie puede converger o divergir)
r<1l:seasconr<s<1.3N tal que si nZN:% <s , es decir, |ap1| < slay|.
Por tanto |a, x| < --- < sk|ay| sin > N. Ast: i lan| = lan|+ lan+1|+ -+ = i]aN+k\

< |an| is geométrica convergente = Z|an| también converge = Zan converge.
k=0 k=0

r>1:3N tal que sin>N es % > 1, 0 sea, |ap+1| > |an| v 7 0 el término general.

Cuando se vean muchas potencias n-simas (y no factoriales) en la serie conviene utilizar:

Criterio de la raiz:

si r<1, Ya, converge (absolutamente)

Sea 1im {/|a,|=r . Entonces: . , .
N—o an| sir>1(6 r=o), Ya, diverge

(y si r=1, de nuevo no sabemos; casi siempre es r=1 a la vez utilizando cociente y
raiz)

r<s<l1:3IN/n>N, |a,| <s, |ay| <s" = i|an| converge = ian converge.
k=0 k=0

r>1:3IN/n>N, {/la,) > 1, |a,] > 1 y no tiende a 0 el término general.

Ej. Z . ; = n+1 5 — 1; /|a,| = l/n —— — 1 (pues /n— 1). Ni cociente ni raiz deciden.
n
) (=3)"  |aps1] 3l 34! 3/nl+1
Ej. ) g P Rl W P TR 733/n!+n+1 — 0. Es convergente (absolutamente).

[Por Leibniz es complicado y con la raiz no sabemos hacerlo pues desconocemos como va
n! |

2 i o —on/(n+2)
Ej. Y [nnﬂ} A lan = [1-735]" = ([1 - 3] ( +2>/2> —e 2 < 1. Converge.

n

Bi. Y(-1027 . fia] =2 [ =277 2

. it v T
o bien, @+ |_2 7¢F =7Vl 0 (pues \/n—n+ 1 =

, 1 ) 1
EJ. ZW RV \an| = @ —0. Converge.

T \/ﬁ 1). Diverge.
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. n+1)" ) . .
Ej. Z% . Wa, = % . nl]W — 1 . La raiz no decide (a pesar de que tenfa pinta de ser el
n

criterio

adecuado). Como r =1 probablemente haya que aplicar desigualdades o paso al limite:
(n+1)" < n" 1

. o 1 . .
Por < S RS T Y, divergente = la nuestra es divergente.
nt o1 " .
Por — : (nn:;q) - (puesto que 1a/,1n = {n: } — e ) = la nuestra diverge.

En los dos siguientes discutimos la convergencia dependiendo de los valores de los a y b que
aparecen:

a
Ej. 227 ccon a>0,b+0.

lan+1]  (n+1D)%bI"  (14+1/n)* 1 . (nt/my* 1
= = — — (o bien, v/|a,| = — —).
PR B P Vel =T =g

Cociente y raiz aseguran que converge para |b| > 1 (y de esto deducimos que n®/b" — 0 si |b| > 1)
y que diverge para |b| < 1. Para b = +1 los criterios no deciden, pero estd claro que diverge porque
el término general no tiende a 0 (bastaba esto para decir que divergia para |b| <1).

gy, ¥ ] Bt o
n! " an| |b|" /n! n+1
Por tanto, b"/n! — 0 para cualquier b , limite que no es facil de calcular directamente.

— 0 . Convergente Vb , por gordo que sea.

an (D)l () (1+1/n) e
[Y de aqui, n!/n" — 0, otro limite que no era trivial calcular].

! ! n" n 1 1
Ej. Z:—n ol (nt D! 7 " < 1. Converge.

Los tres ultimos ejemplos (y un limite admitido en sucesiones) nos permiten comparar
la rapidez con que varias sucesiones se van al o« . El simbolo “<” representard que lo de
la izquierda dividido entre lo de la derecha tiende a 0 cuando n tiende a oo :

’ logn < n*,a>0 < b"'b>1 < nl < n*

Veamos ahora un ‘serie de potencias’ (tratadas a fondo en 4.3). Estudiemos para qué x converge:

2n 2.2 2 2 2
. X |an+1] |x[n x| x| x| 1/n712 2
Ej. . = s an| = S /)2 —12) .
b Y el dmiD? 4 WVl = (pues [n = 1)

4n2in 4

Por tanto, la serie converge si |x| <2 y diverge si |x| >2 . Si |x| =2 (x = £2) estos criterios no
deciden, pero entonces Zl/n2 converge como ya sabemos. En resumen, converge si x € [—2,2].
Para cada x de ese intervalo la suma serd un ntmero real diferente, con lo que la serie define una
funcién f(x) . Podemos mirar cada sumando como una funcién de x. Cada una de ellas (K -x*") es
continua. ;Lo serd la f(x)? Este tipo de preguntas las responderemos en las secciones siguientes.

Acabemos con otra serie en que los sumandos dependen de x (otra ‘serie de funciones’):

sen” sen
Ej. Z a Como |ant1] = v/n|senx]

vn o lan| WVt

Para x = J 4km el cociente no decide. Si k es par, la serie que resulta ):ﬁ es divergente.

— [senx|, la serie converge si x # § +km.

Si k es impar, queda Z% convergente (Leibniz). Converge pues si x # —7 42kx.
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4.4.2. Sucesiones y series de funciones

Consideramos sucesiones cuyos términos son funciones con un dominio comun A :
{fn(x)} = fl(x)>f2(x)v ---vfn(x)a ... para x€A

Para cada x fijo de A tenemos una sucesion { f,(x)} de niimeros reales y en muchos casos
sabemos (desde 2.2) calcular su limite (si lo tiene), que, en general, serd una funcién de x.
Damos un nombre nuevo a esta vieja convergencia (para cada punto x) para distinguirla
de la que definiremos un poco mas adelante:

Def.| {f,} converge puntualmente hacia f en A si para cada x €A es lim{f,(x)} = f(x).
n—oo

Seria bueno que f conservase las propiedades de las f; , pero esto, en general, no ocurre:

<x<
Ej. fu(x)= { xln’?zi_ b Todas las f, son continuas en [0,00) .

0,0<x<1

Para cada x € [0,0) existe lim f,(x) = f(x) = {
Nn—o0 1 5 1 S X

Y, sin embargo, la funcién limite puntual f(x) es discontinua.

Para que se conserve la continuidad es necesaria una definicién més fuerte de convergen-
cia:

{fs} converge uniformemente hacia la funcién f en A si

Def.
Ve >0 existe algin N tal que Vx €A, si n >N entonces |f(x)— fu.(x)| <€.

[El N vale Vx, s6lo depende de €; en cambio, la convergencia puntual quiere decir
que:
Vx €Ay Ve >0 3N(g,x) tal que si n>N entonces |f(x) — f(x)| < €]

Graficamente, que {f,} — f uniformemente significa que a
partir de un N todas las graficas de las f;, quedan totalmente
dentro de una banda de altura 2¢ alrededor de la de f. Si
la convergencia de las f, es sélo puntual, para cada x el N .
sera distinto y no se podra dar uno que sea valido para todos [ A
los puntos de A .

Evidentemente, convergencia uniforme =- convergencia puntual. Pero < es
falsa:

Esto lo prueba la { f,, } de arriba: por muy alto que sea el N siempre
existen funciones de la sucesion que se salen de la banda de radio
€. Formalizando algo mas: toda f,, toma el valor % que queda
fuera de la banda si € < % . Para cada x existe N tal que si n > N
el punto (x, f,,(x)) estd dentro de la banda, pero hace falta elegir
unos N mayores a medida que nos acercamos a 1. En un intervalo [0,4] , con a < 1, la convergencia
si serfa uniforme, pues el N que valiese para el punto x = a claramente valdria también para el
resto de los x.

Ej. Estudiemos la convergencia de g,(x) = 25 eni) A=[-2,2] ,ii)) A=R
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Hay limite puntual en todo R pues g,(x) — 1Vx. 1
n—oo g .
Y en [—2,2] es también uniforme: = 2

n+x _ x2 [x|+2 4 4 . 4
mfuf ;) §m§m§2<£ S1 HZN>EVX€[*2,2]

Pero no converge uniformemente en R porque todas las g, (no acotadas) se escapan de la
banda.

Para estudiar la convergencia uniforme, como siempre en las definiciones con €, hemos
partido de lo que se queria hacer pequeno y avanzado mediante desigualdades hacia una
expresion mas sencilla. Ha sido esencial hacer desaparecer la x, pues el N buscado debia
depender solo de €. De hecho, podemos ahorrarnos las iltimas cuentas con el sencillo
teorema:

Teorema:

’ Si |fu(x)—f(x)] <an Vx€A y a, — 0 entonces f,(x) — f(x) uniformemente en A ‘

(pues dado €, el N que asegura a, < € nos vale, desde luego, para todos los x €A).

Para encontrar el a, en ocasiones bastara hacer acotaciones, como en el ejemplo anterior,
pero otras veces sera mas complicado y, como en el siguiente, habréd que utilizar derivadas:

Ej. Estudiemos la convergencia de h,(x) :m )

Esté claro que {h,} converge puntualmente en todo R: 0Vvx .

X
_x_ _
140422 —oo
Si queremos ver la convergencia uniforme en todo R de {A,} nos encontramos con problemas:

[F1n(x) — 0] =

|x|
1+n*x?

no parece acotable en R (la cota sencilla < |x| no lleva a nada).

[a partir de lo anterior sf serfa facil ver que si hay convergencia puntual en [1,2], por ejemplo]

Un modo natural de acotar |f,(x) — f(x)| (a parte de los <) es buscar el maximo de esa
diferencia.

En nuestro caso, para acotar |h,(x)| vamos a hallar los extremos de cada h,(x) :

42
), (x) :[114_:—4;2}2 =0 = hy(x) crece en [—n%, n%] y decrece en el resto de R .

hn(:i:niz) = ﬂ:ﬁ y ademas hy,(x) — 0 . Asi que |h,(x)| < 222 =a,VxeR.

X—doo

Como a, — 0, {h,} — 0 uniformemente en R (en contra de lo que se podia pensar en principio).

Probemos que la convergencia uniforme tiene una buena propiedad que la puntual no
tenia:

Teorema:

fn continuas en un intervalo I y {f,} — f uniformemente en [ = f continua en [/ ‘

Veamos que f es continua en un x € I cualquiera.
Sea € >0 . Por la convergencia uniforme, existe algtin n tal que | f(y) — fu(y)| < §Vy€l.
En particular, para todo htal quex+h el , [f(x) = fu(x)| <5y [f(x+h)— fulx+h)| <% .
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Como f, es continua en x existe un 8 > 0 tal que si |h| < § entonces | f,(x+h) — f,(x)] <

w|m

Por tanto, si |h| < § entonces
[f(xth) = F )] < [f(xth) = fulxH B[+ [fulx+h) = fal0)| + [ fa(0) = f(0) < €.

[Este teorema basta para probar que las f, del primer ejemplo no convergen uniforme-
mente en [0,e0), pues si la convergencia fuese uniforme, la f(x) deberia ser continual.

[Silas f, son derivables, que f, — f unifor-
memente no basta para que f sea derivable,
o puede ser f derivable y no coincidir f’ con IxI
el limite de las derivadas (situaciones sugeridas

por los ejemplos de la derecha); para que se cumplan ambas cosas es necesario exigir
ademéds que las f, también converjan uniformemente].

Todo lo anterior se aplica de modo natural a las series de funciones:

Lsen(x)

Def. i fn converge puntualmente o uniformemente en A hacia f
n=1 si lo hace la sucesion de sumas parciales S, = fi+---+ fu

Por lo visto para sucesiones de funciones y como S, es continua si las f;, lo son tenemos
que:

Si Y fu — f uniformemente y son f, continuas en un intervalo / = f es continua en /.

n=1

Aunque la definicién de convergencia uniforme de series de arriba aparenta ser tan simple,
estd claro que serd casi imposible de aplicar en la practica (la puntual si es facil, aplicando
para x fijos los criterios vistos para series numéricas). Es claro que casi nunca se podra
hallar directamente el N que haga |fi(x)+---+ fu(x) — f(x)| < € (ni siquiera sabemos
quien es f(x), pues casi ninguna serie se puede sumar). Pero hay un criterio muy ttil
que permite ver para bastantes series de funciones que convergen uniformemente:

Criterio de Weierstrass

Sean {f,} definidas en A y {M,} una sucesién de nitmeros reales tal que |f,(x)] <M,
Vx €A y tal que Y M, converge. Entonces Y f, converge uniformemente en A .

Vx €A, Y |fu(x)| converge y por tanto Y f, converge puntualmente. Sea f su suma.

() =Sy ()| = [E¥ 1 £o(@0)] < ER o [fal6)| < ER 1 M
que se puede hacer tan pequeno como queramos haciendo N suficientemente grande
(pues
Y M, converge). Como tenemos un N independiente del x, S, converge uniforme-
mente.

[Si no podemos aplicar este criterio no sabremos decir nada sobre la convergencia uniforme de
una serie (pero estd claro que aunque no consigamos encontrar la Y} M, convergente, esto no
significa que la ¥ f, no converja uniformemente)].

. sennx : sennx 1 1
Ej. 3 =5~ es uniformemente convergente en todo R pues |n—2| < -5y X3 converge.
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[Sabemos entonces, por ejemplo, que la suma f(x) de esta serie es funcién continua en todo
R].

La serie obtenida derivando término a término: ) “** diverge, por ejemplo, cuando x =0 .

[Para otros x , como x =7 , converge (Leibniz); y para casi todos no sabemos decirlo].

[Como vemos, no se pueden derivar las sumas infinitas, en general, como las sumas finitas;
las series de potencias que veremos a continuacion si se podrén derivar término a término.

X

Ej. Estudiemos ahora la convergencia de Y h, con h, = Tz (vista hace poco).

Lo que sabiamos de series numéricas nos basta para ver que converge puntualmente Vx € R:
. . 1 1 1 1
si x=0 queda Y0;si x#0, x ), +—7 converge pues ——z>5 ~ —1 - converge.
q X0 #0, Zl+n4x2 gepues a3 ™~ 7V Lo g
Para ver si la serie es uniformemente convergente sélo disponemos de Weierstrass.
No saltaba a la vista la serie numérica con la que comparar, pero segiin hemos probado:
| (x)] < ﬁ VxeR y Zﬁ convergente = Y h,(x) converge uniformemente en R.
[Otras propiedades importantes de la convergencia uniforme (que veremos en 5.5) serdn
las relacionadas con la integracién: el limite de las integrales de una sucesién de funciones

integrables serd la integral del limite cuando haya convergencia uniforme, pero podria no
serlo si s6lo hay la puntual (y lo mismo sucederd con las series)].

4.4.3. Series de potencias

A una serie de la forma Y a,(x—a)" se le llama serie de potencias en (x—a) .
n=0

Para cada x que converja la suma de la serie sera un niimero real. Por tanto, define una
funcién f(x) cuyo dominio seran los x para los que converge. Supondremos a partir de
ahora, por sencillez, que a =0 (en caso contrario hariamos x —a =t y estariamos en el
caso a=0):

fx)=Y ax"=ag +ajx+axx*>+--- | (viene a ser, pues, un ‘polinomio infinito’).
n=0

Una serie de ese tipo siempre converge en x=0 (y f(0)=aq ), pero no tiene que hacerlo
Vx: vimos que la serie ¥ x" converge (y que su suma f(x) =1/[1—x]) si y sélo si |x[<1.
En general, converge en un intervalo centrado en el origen (que puede degenerar en x=0
o ampliarse a todo R):

Teorema:

A cada serie de potencias estda asociado un numero positivo R , llamado radio de
convergencia de la serie, que, segtn los casos, tiene las siguientes propiedades:
i) si R=0, la serie s6lo converge en x =0,
ii) si R es un ntmero real positivo, la serie converge si |x| <R y diverge si |x| >R,
iii) si R =0, la serie converge para todo x.
Ademas, si 0 < xp <R, la serie converge uniformemente en [—xg,xo] .

converge uniformemente

| |
! " |

T T J
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En ii)é,l'fjlaﬁ‘fr}.ce% F a4y lqry ll@ﬁ%%éﬂg%ﬁ%%%%rger )
divergir. El teorema no dice que la serie converja uni-
R 0 R formemente en (—R,R), sino que lo hace en [—xp,xo]
DIV ? CONVERGE ? DIV con xp tan cercano a R como queramos).
Comencemos demostrando que:
Si Y a,c" converge para un c¢ entonces Y a,x" converge uniformemente en
[—x0,%0] , 81 0 <xp < |c|, y converge puntualmente (y absolutamente) en (—|c|,|c|)

Como Y a,c" converge = a,c" — 0 y por tanto estd acotada: IK tal que |a,c”| <K
= six € [—x0,%0] , |anx"| < |anc”||%‘n < K|%|

n
Como Y |22|" es geométrica convergente ( [%2| < 1), Weierstrass asegura que Y. a,x" converge
uniformemente en [—xg,xp] . Ademds para todo x € (—|c|,|c|) existe xp con |x| <xp < |c] ,

con lo que ¥ |a,x"| converge puntualmente.

Sea S = {x:Y a,x" converge}. Es no vacio (0 € S). Si existe algin x ¢ S, |x| es cota
superior de S (no converge para ningin real mayor por el resultado anterior) y por
tanto tiene extremo superior. Veamos que el radio de convergencia R=sup S : si |x| >R
la serie diverge (si no, existirian puntos de S mayores que R); si |x| <R existe ¢ con
|x| < ¢ <R parael que Y a,c" converge (R es cota superior) y por tanto Y a,x" también
converge. Si 0 <xp <R , existe ¢ con xp <c¢ <R para el que Y a,x" converge y la serie
converge uniformemente en [—xg,xp]. Si no existe x ¢ S, la serie converge Vx: R =oo.
Se ve igual que hay convergencia uniforme en todo [—xg,xo] .

El R lo podremos calcular casi siempre mediante el criterio del cociente o
la raiz.

Por ejemplo, si en nuestra serie aparecen todos los x" (no si es del tipo Y a,x* o
Zanxln-‘rl )

se tiene que: | R =Ilim , si dichos limites existen o son infinito,

pues
ntl (muy parecido
tim [ By g el < s g x| < 1im 4%l T x> 1im 1%l ,
lim S = e Jim e <1 [> 1] ol < lim gy [l > tim gy |0 0,
Ej. Y n'x". ’\’/1\7\ = % — 0=R: la serie sélo converge si x=0 (y podemos tirarla a la basura).
n=0 [ n—oo
Ej Z—n' . R= lim (”:l“,l) ! — o (cociente, desde luego). Converge Vx (a f(x) =e* como veremos).
n=0 oo T
. o _9];1 9n+1‘x‘2n+3 2n+1
Ej. [7x2"+1. lim =9xP<leplx<i=R.
) ,EO et a3 et 0N <3
. . —1)" ., R
Six= j:% la serie que aparece en ambos casos Z% también converge (Leibniz).
n

[No podiamos aplicar las férmulas recuadradas y hemos tenido que usar directamente el
cociente].

o

Ej. Y X Necesitarfamos la regla de L’Hopital (o admitir limites ya citados basados en ella):

= logn -
I 1 It 1 1 1 1
R= fim (4l _loe® ) e tim 20D o VD —1
n—eo |a, 1] logn x—e  logx x—eo  1/x x—eo 14+ 1/x
Six=-1,% (l;;zl” converge por Leibniz (@ — 0 y decrece porque logn crece).
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Six=1, 2@ diverge, pues @ > % y Z% diverge. La serie converge si x € [—1,1).

[

l(fgn <l|x" y ¥ |x|" geométrica convergente, y

si |x| > 1, el término general no tiende a 0 (pues si |x| > 1 es logn < |x|" ) y diverge].

[Sin L’Hoépital: converge si |x| < 1, pues

Propiedad esencial de las series de potencias es que se pueden derivar término a tér-

mino dentro de su intervalo de convergencia |x| <R (como si fuesen polinomios):
Teorema:

Sea R>0 (finito o infinito) y sea f(x) = ianx” para |x| <R . Entonces para |x| <R: f es derivable,

n=0

ina,,x"*1 converge y f'(x) = ina,,x"*1 =a; +2ayx+3azx*+---
n=1

n=1

[La demostracién no la hacemos porque utiliza propiedades no vistas de derivacién de series

uniformemente convergentes (ver Spivak); en el capitulo 5 veremos que también las series de
potencias se podran integrar término a término en |x| <R ].

Aplicando el teorema sucesivamente a f', f”, ... obtenemos que para |x| <R :
' (x) :ianx”*2 =2ay+6azx+---, ..., fO(x) :in(n— ). (n—k+ 1" *=klag+---
n=2 n=k

Asi, una f definida por una serie de potencias es de C* en |x|<R y | f¥(0) = k!a;

Ej. La derivada de f(x) :i i—r: es fl(x)= i (ZH:]B! = f(x) ¥x € R [ya dijimos que era e*].
n=1

n=0""

. >, . . 1 2
Ej. f(x) 22% =x—|—%2+)§+f%—|—~-- . Su radio de convergencia es R = lim (n+2 S _ 1=
n=1 n—oo n

=

2 3 2 .
SIS e ) = Z$x’l*2:%+%+%+---7 si|x|<1.
n=2

f@zgﬁ‘

Como Y, n% v Y (’n—?" convergen, la serie de la f converge en los dos extremos x ==+1 del intervalo
de convergencia. Sin embargo las series de las derivadas tienen peor comportamiento en esos puntos:
la de f’ converge en [—1,1) y la de f” lo hace s6lo en (—1,1). Pero las funciones definidas
por series son ‘muy buenas’ en (—R,R) (acabamos de ver que tienen infinitas derivadas ahi). El
problema fundamental de estas funciones tan buenas es que para hallar sus valores debemos sumar
series (y por eso casi siempre nos tendremos que conformar con valores aproximados).

También pueden sumarse, multiplicarse,... las series de potencias como si fuesen polino-
mios:

Teorema:

Sean f(x):ianx” si x| <Ry g(x)= ibnx" si [x| <R, . Entonces si |x| <min(Rs,Ry):
n=0

n=0

f(x) +g(x) = i [an+bn]xn ) f(x)g(x) = apby + (a0b1 —|—a1b0)x+ (a0b2+ ar1by —|—a2b0)x2 + ...

n=0

[Lo de la suma es consecuencia de las propiedades de series numéricas; lo del producto es més
complicado y lo admitimos sin demostracién; también se pueden realizar la divisién f/g (si f/g
tiene limite en x =0) y la ‘composicién’ de series (veremos ambas cosas en ejemplos)].
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4.4 Series, Taylor y limites indeterminados

Ej. Hallemos de varias formas el desarrollo en serie de potencias de f(x) = 2z +éx_3 i +3}1[x71] .

Sabemos que:

ﬁ:*[1+x+x2+x3+...]:—n§)x’151|x|<l,
1 _1_1 2 _ 1y [
m—gl_[_%]—g[l—g"'%_%*' ]—éngb 3 sill<3
1 1
=f0)= a3 =3 0=+ (=345 + (-3 +5— 37 +]

2 3
1 2x _ Ix 20x NP

3 9 27 81

si |x| < 1= min(1,3)

)

Lo més rapido (descomponiendo en fracciones simples; explotaremos esta idea en las integra-
les):

[—1]"x" 1y 1" ] n
3n - 12 n X

0{3+ .

_[x+3}1_[x71] =il sl =t -4 ¥

n=i

Ahora ‘dividimos’: buscando una serie ¥ ¢, tal que [co+c1x+cox® +c363 4 ]2 +2x—3] = 1.

Igualando las potencias de x°,x!,x2, ... vamos obteniendo:

xO:—3c0=1:>c():—% ; x122C0—3C1=0:>61=%C()=—% ;
2. _ _ 1 2. _ _1_ 4 __1 .
X .CO—|—2c1—3cz—0écz—§co—|—§cl——6—2—7——@ ;

De una forma tampoco nada practica (pero que sugiere c6mo componer series):

1 i 2 3
flx) = T =1+ @2 +a?) + 520 +22) "+ £ (2 +x2) 4]

Y eligiendo (sin olvidar ningtin término) los coeficientes de las sucesivas potencias:

fO==i1+b+G+H2+G+ 53+

[La teoria para la serie més general Y a,(x—a)", DIV ? CONV ?
DIV

como dijimos, es la misma; el intervalo |x—a| <R
de convergencia estd ahora centrado en a]. a—R a a+R

4.4.4. Polinomios y series de Taylor

. Cémo hallar, sin calculadora, /e, log2 é senl ? Las funciones més faciles de evaluar
son los polinomios. Si encontramos un polinomio P que se parezca mucho a una funcién
f dada cerca de un punto a (y podemos estimar el error cometido al sustituir f por P),
podremos hallar valores aproximados de f(x) para los x préximos a a.

&

0"
4

P, (recta

tangente)
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Ej. Sea f(x) =¢*. El polinomio de grado 1 més parecido a f cerca
de x=0 es la recta tangente: Py(x) = f(0)+f/(0)x=1+x.

Observemos que satisface: Py(0) = f(0); P{(0) = f'(0).

Probablemente se parecerd mas a e* el polinomio P, de grado 2

que cumpla P»(0) = f(0); P5(0) = f'(0); PJ(0) = f"(0), es decir,
Py(x) = £(0)+ £/ (O)x+ L0 2 — 14 x4 12

En general, el polinomio de grado n que mejor aproximara a una funcién f cerca de
x =a sera el que coincida con f y con sus n primeras derivadas en a. Se comprueba
facilmente que:

Def| Si f tiene n derivadas en el punto a, el polinomio, de grado <n,
/!
Pralx) = £(@) + f' (@) lr—al+ L3 a4 L e .
cumple P (a) = f®) = b
ple Pog(a) = f"(a), para k=0,..,n. Al B,, se le llama po- L P
linomio de Taylor de f de grado n en a. Llamaremos Ry 4(x), N S
resto del polinomio de Taylor, al error cometido para cada x al : :
sustituir f(x) por P,,(x), es decir, f(x)=P,q(x)+Rpa(x). a

Es esperable que el R, ,(x) sea pequeno si x es cercano a a y que disminuya al aumentar
n. La siguiente expresién del resto, a pesar de venir en funcién de un ¢ desconocido, nos
va a permitir acotar este error en muchas ocasiones:

Teorema (forma de Lagrange del resto):

Sif, £, ..., f"*1) estdn definidas en [a,x] ( 6 en [x,a] ) entonces
R _ f(nH)(C) n+1 , . , X
na(X) = W[x—a] para algin ¢ € (a,x) si x>a [6 c€ (x,a) si x<a ]

[Otras expresiones del resto son ttiles, pero se necesitan las integrales. Observemos que si
f es un polinomio de grado n se deduce R,, =0, es decir, que, como debia suceder, el
polinomio coincide con su polinomio de Taylor de grado n].

Para cada t € (a,x) tenemos que f(x) = f(¢)+ f'(¢)[x—t]+---+ %[x—t]"#—Rn’,(x) .
Miremos el resto como funcién de ¢ para x dado: S(¢) = R,,(x) . Derivando respecto a
t:

0= f/(0)+ (£ + L O] + (=) fr—r] + L5 pr—?)
oot (B e+ O ) £8(0) = () = L ey

?

n!

El TVM de Cauchy en [a,x] para S(t) y g(t) = [x—1]"*! implica que Jc € (a,x) tal que
S(x)=S(a) _ _ S ]t 1 S ()
g(x)—gla) ( ) n! [X Tt = (nt1)!

Como S(x) =R,(x) =0, S(a) =R,(x), g(x)=0, g(a)=[x—a]"™ se tiene el resultado.

[Igual si x < a].
Normalmente hallaremos los polinomios para a =0. En ese caso no escribiremos las a
de los subindices y las expresiones anteriores adoptan la forma (férmula de McLaurin):
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F(x) = Py(x) +Ry(x) = £(0)+ f/(0)x+ fﬂz(! ) P RS f(n)( )x”—i- %X”H

Si f, f, ..., fO*D existen en [0,x] [6 [x,0]] entonces para algiin ¢ € (0,x) [6 ¢ € (x,0)]

Hallando las derivadas se obtienen facilmente los siguientes polinomios y restos:

ex:1+x+§—2!+§—3!+---+%+Rn(x) con Ry(x)= (n+l)‘ K1

3 7 2n+1 _ n+l
senx:x—x—!—i-’g—j!—)%%-”-—i-(—l)"(é‘nfl), +Ropt1(x) con Rppii(x) = IZT;)O“ 2n+3
COSX = —Lz'-}-’L‘t—%f;_'_..._’_(_l)”m_{_Rzn(x) con Rzn(x):%x2n+2

[Para senx, como la derivada sen(z’”z)(O) = (=1)""'sen0=0, es Py | = Pyy2; por
eso en su resto aparecen 2n+3 y no 2n+2; y algo muy parecido sucede con el cosx].

Fijado un x, hay en los tres casos cotas faciles para el resto en términos de cosas cono-
cidas:

para e': si x>0, es ]R (x)] < Xn‘ﬂl) ; sl x<0,es [Ry(x)| < (‘:;‘Jrl), ;

2n+3 \x\2”+2
para senx, |Rp,i1(x)] < 2n+3) Vx ; para cosx, |Ry,(x)| < EES) Vx .

Como vimos en 4.1, una sucesién de la forma |x[¥/k!—0 Vx cuando k — . Por tanto,
podemos aproximar para cualquier x el valor de e*, senx y cosx con la preci-
sién que queramos utilizando un polinomio de Taylor con n suficientemente
grande (aunque habra que tomar un n mayor cuanto mas lejano de 0 esté el x).

El logx no estd ni definido en x =0. Por eso lo que se desarrolla es el log(1+x). Es
facil ver que la derivada n-sima de esta funcién es [—1]""!(n—1)!(1+x)™" y por tanto

n — n 1
log (14x) =x— 7_1_7_74_ A 1] £ Ry (x) con Ry (x) = [Hl]l 7(1f5n+1

Se puede probar ademds (no con esta expresion del resto) que los polinomios del
log(1+x) sélo aproximan a la funcién si —1 <x<1.

n n! 2"

Ej. Calculemos con error menor que 107> el senl . 2 2 4

P 1 . 3 6 8

|Rons1(x)] < (2n+3 = [Ron1 (1] < 2n+3) < Toooo St 2n+329= 4 24 16
senl~ 1— 1+ 135 — spqg & 0.84147 con error |R7(1)] < ¢; < 1073 2 ;38 gi
Ej. Si aproximamos sen2 con este mismo Py(x ) el error serd mayor: 7 5040 198
sen2 /284 32 I8 0.9079; [Ry(2)] < & = yks ~ 0.0014. 8 | 40320 | 256
Estas cotas pronto serdn mds féciles con las series de Taylor). 9| 302880 | 512
Ej. Hallemos ahora log 2 =log(l —1) con error < 107 10 | 3628800 | 1024

— 1 1 1
Como |Rn § | T (n+1)5F T (1)l *1/5<<c<0 (n+1)5”+|(4/5)”+1 = @ < 1000 sin>3,

debemos usar el polinomio de grado 3 : log% N—7—350— 375 ~ -0.224 con error < 1073 .
De otra forma (que evitard la acotacién del resto en cuanto tengamos las series de Taylor):

4 _ 1\ ~ 1 1 ~ _
log2=—log(l+ %)~ —1+35— 153~ 0.223, con |R3(3)| = 444(1+6) 0<i1/4 # < 105 -
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Dada f con infinitas derivadas en 0 su serie de Taylor en x=0 es:

Esta serie de potencias es un ‘polinomio de Taylor de infinitos términos’; su N-sima
suma parcial es Py(x). Por tanto, es previsible que una f coincida con su serie de Taylor
(al menos cerca de 0).

©) X" < Ry(x) — 0

N—oo

N o(n) =
Como f(x)=Y ! '(0) x"+Ry(x), estd claro que | f(x) =Y f
n=0 n=0

f(x) coincide su serie de Taylor en aquellos x para los que el resto tienda a 0.

Vimos hace poco que el resto Ry(x) — 0 Vx para e*, senx y cosx. Asi pues:

oo [_l}nx2n+1 i [_l}nXZn

= X"
e’ = — senx = —_— COSX =
Lo L i L

, VxeR

[La serie derivada de la de e* es ella misma, derivando la de senx obtenemos la de cosx y derivando
la de ésta obtenemos la del seno cambiada de signo; observemos también que sélo contiene potencias
impares la serie del seno (debe cambiar de signo al cambiar x por —x) y pares la del coseno.

Operando con la serie de e* ylade e " =1—-x+3 Lx? - x3 +--- obtenemos que:

h 3 5 oo x2n+1 2 o o x2n R
s x:x+§+§+m:n§b(2n+l)! , Chx:l—i-g—l-ﬂ%----:ngb(zn)! , Vx €
Sabemos que - = i‘bx” si x| <1 = %ﬂ = i‘b[—x]" y “:7 = i[—l]”xzn si x| <1.
. S 1]” =0T ont
Por tanto: | log(1+4x) = ; , arctanx = Z STES x para |x| <1

pues las derivadas de estas series son las de arriba y en x =0 se anulan funciones y
series.

[La serie de log(1+x) converge también en x=1 y la de arctanx en x==+1 (ambas tienen R=1) lo
que no hacen las series derivadas; se puede ver que convergen (lentamente) hacia log2 y +arctanl:

log2=1-4+4-14... | T=1-141-14.

Parece normal que la serie del log(1+x) o la de 1/(1+4x) sélo converjan para |x| <1 puesen x= —1
las funciones se van a infinito, pero es sorprendente que lo hagan sélo en ese intervalo las series de
1/(14+x?) o de arctanx ya que son funciones derivables en todo R. La explicacién se tendra cuando se
miren esas series en el plano complejo].

Otra serie muy util es la de f(x) = (14+x)", r€ R ( x" no es desarrollable en 0):

(generaliza el
binomio de Newton)

(I4x)" = i (r)x” , con (r) = =) (r=nt1) , osixl <1

n n n!

n=»

=15+

[en particular se tiene: \/l—i-x—l—i—f———i--” , 1+x ]

Como:
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flx)= r(H—x)r_1 (X)) = r(r—l)(l—i—x)r_27 e f(”)(x) =r(r—1)---(r—n+1)(1+x)"", ...

la serie de Taylor es la de arriba, y se puede ver que Ry — 0 si 0<x<1 con la expresion
de Lagrange (y con otras expresiones del resto que no hemos visto se ve que también lo
hace si —1<x<0).

De las series de Taylor anteriores podemos deducir muchisimas otras, sin mas
que sustituir a veces y utilizando otras las operaciones conocidas con series de potencias
(muchas veces no podremos dar la expresién del término general de la serie):

Ej. Para escribir el desarrollo de sen(3x?) basta cambiar x por (3x?) en el de senx :

2n+1
sen (3x%) = 3x*— %x6+...+(71)"mx4n+2+.“
Ej. e senx=[1+x2+ pxt 4] o= fd+ Jpad ] =xh 30+t o v
Ej. cos\/x=1 —%—f—ﬁxz—--- , si x>0 . [Esta serie representa la funcién chy/—x para x <0].

Ej. Para hallar el desarrollo de tanx no conviene utilizar la definiciéon pues las derivadas se
complican:

f(x)=tanx , f'(x) = 1 +tan’x , f”(x) = 2tanx+tan’x , ...

Es mejor hacer el cociente de las dos series conocidas (tendrd sélo potencias impares):

sen.x 3 . 3 5 1,2 1.4 X3 XS
ZT C]X'-"C}x + .- ; |:C]X'+C3.x +C5x +] [1_7x + 5 X _l’_] x_i_|_170+
1. — . 3. (&5 I 1 1 5 C ¢ 1 2
:>X.C]f1, x.C37*21f7*64>C3—§, X C57*23+*211—170*>C5—ﬁ’

Ej. En este ejemplo vamos a hacer nuestra primera ‘composicion’ de series:

1 2

N S _ 3 4
Tosenx X —sen’x—+sen"x +

=1—senx+sen
:1f[xf%x3+...]+[x,%x3+...]2,[x,...]3+[x,...]4+...
=1—[x—%x3+~~~]+[x2—%x4—|—~~~]—[x3—-~~]+[x4—--~]+---
=1—x4x> =230+ 34+

[calcular el cuadrado, cubo,...de una serie es m&s corto que multiplicarla por s{ misma
una vez, dos veces,...si se utiliza que (a+b+c+~~~)2 =a*>+b* + * +2ab+2ac+2bc+ - -,
(a+b+c+--) =a+b>+3 +3db+3ab® + 3a%c + 3ac* +3b*c+3bE + -, ...]

De cualquier serie de Taylor podemos deducir, truncando la serie, la expre-
sién del polinomio de Taylor (pero sin expresién manejable del resto) por el siguiente

Teorema:

f(x)=P(x)+x"g(x) con g(x) — 0= P(x) esel P, de Taylor de grado n de f.

x—0

[es facil comprobar que coinciden tanto f y P como sus n primeras derivadas en x =0

Ej. El del polinomio de Taylor de arctanx es: Py,41(x) =x— %x3 4+t %xznﬂ
2n+1

pues el resto de la serie es de la forma x***g(x) , con g(x) — 0.

x—0

http://alqua.org/libredoc/CAL1 63



http://alqua.org/libredoc/CAL1

4 Series, Taylor y limites indeterminados

Los desarrollos en serie de Taylor permiten bastantes veces calcular valores
aproximados dando facilmente cota del error (si aparece una serie de Leibniz; en
caso contrario habra que acudir a la expresion del resto de Lagrange).

Ej. Calculemos {/g con error menor que 1072, Para [x| < 1 sabemos que es:

(14+x)1/5 = 14 bet (1/5)(2—4/5))(2Jr (1/5)(_4é5)<_9/5)x3+“': H_%_%Jr%_,,_
1/5

Por tanto: (1+3)"" =14 15—+ 5(3)—0 — .-+, serie alternada y decreciente.

{ s /3 2T 3 -2
Asi pues, es \/;N 55 = 1.08 , con error < s5; < 107~ .

1/5 ; . . .
[Calcular {/; =(1-1 /> nos costarfa bastante mas esfuerzo, por salir serie no alternada].
Aunque una f sea de C* en todo R y su serie de Taylor converja Vx la funcién
puede no coincidir con la serie:

flx)=e"1 f(0)=0.
Veremos en la proxima seccién que esta f cumple f () (0) =0 Vn ; asi su serie de Taylor

es Y 0-x"=0, convergente Vx; pero, evidentemente, no coincide con f salvo en el punto
x=0.

f es analitica en x =0 si se puede escribir como una serie de potencias en

Def.
"1 todo un entorno |x| <r, r>0.

(deberd, pues, tener al menos infinitas derivadas en x =0). Hemos visto que senx, cosx, e*,
log (1+x), arctanx, (1+4x)" son analiticas en x =0 (las tres primeras coinciden con una serie
en todo R, y las tltimas en |x| < 1). La f de arriba es un ejemplo de funcién no analitica
en 0 a pesar de tener infinitas derivadas en ese punto.
= £(n)
[Més en general, la serie de Taylor de una f en un punto a es } fT(a)(x—a)” ;
n=0 :
haciendo x —a = s, se traslada el problema a una serie de Taylor en torno a s=0.

Una f es analitica en x =a si es igual a una serie de potencias en |x—a| <r;

e* lo es, por ejemplo, en cualquier a; v/x noloesen x=0 (perosien x=1)...].

[Acabamos con un tema més bien propio de una asignatura de cdlculo numérico, pero que con-
viene contar aqui para comparar con los polinomios de Taylor. Se usard cuando aproximemos
integrales].

Polinomios de interpolacion.

El polinomio de Taylor P, es sélo una de las formas de aproximar una f con un polinomio. El
P, es, como vimos, el que mejor aproxima a f cerca de un punto. Pero muchas veces interesa
encontrar un polinomio Q, que aproxime a f en todo un intervalo. Una de las posibilidades
de hacerlo es conseguir un Q, que tome los mismos valores que f en una serie de puntos del
intervalo. A éste polinomio se llama polinomio de interpolacién. Otra situacién en que es ttil
el polinomio de interpolacién es cuando sélo disponemos de unos cuantos valores de la f (por
ejemplo, esto sucederd cuando la f sea resultado de unas cuantas medidas experimentales). Es
decir:

Dada una funcién f(x) se llama polinomio de interpolacién de grado n
Def. | para los n+1 puntos distintos xg,...,x, al polinomio Q, que satisface

On(x0) = f(x0) , - Qu(xn) = f(xn)
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Un Q, arbitrario tiene n+1 coeficientes ag,...,a, . Se podrian de-
terminar con las n+1 ecuaciones lineales Q,(x¢) = f(xx) , k=0..n ,
pero veremos formas mucho mas cortas de calcular el Q, . Es facil ver

que @, es unico: si hubiese otro Qj, la diferencia Q, — Q; serfa un X0 X; X

polinomio de grado <n con n+1 raices distintas, lo que es imposible.

Hay varias formas de construir el Q, . Veamos la férmula de Newton. Ponemos Q, en la
forma:

| 0n(x) = Ag+ A1 (x—x0) + Ap(x —x0) (¥ —x1) ++ - +An(x—x0) -+ (=X 1) |

Sustituyendo ahora sucesivamente x =xy , x =xj ,..., X =X, , obtenemos el sencillo sistema
Ao = f(x0)
Ao +A1(x1 —x0) = f(x1)
Ag+A1(xn—x0)+- -+ A —x0) -+ (X —Xn—1) = f(xn)

que permite ir calculando los A de forma sucesiva y, por tanto, el polinomio de interpolacién.
En el caso particular (y muy comun) de que los x; sean equidistantes y h  h . B, h

1
(es decir, xgy1 =xx+h) el sistema adopta la forma mds simple: Xy X=Xth X, e

Ao = f(x0) , Ao +hA; = f(x1) , Ao +2hA; +21W°A; = f(x2) , ...,
Ao+ nhAy + - 4 I Al Ay = f () —

Ao = f(xo)

Ay = 3 (1) = flx0)]

Ay = ﬁ[f(m) —2f(x1)+ f(x0)]

Az = ﬁ[f()%) —3f(x2) +3f(x1) — f(x0)]

Otra expresién del Q, la da la férmula de Lagrange. Llamemos

| m) = (x—x0) - (x—x ) (x—xe1) -+ (=) |

Observemos que el polinomio [de grado n] g(k((;;)) vale 1 si x=ux; y vale 0 si x=x;,con j#k.
7o (x) 7 (x) T (X)
Por tanto: 0n(x) = f(xo) 7o(x0) +o+ () ACH) +o+ f(xn) (5]

[parece més cémodo usar directamente esta férmula y no resolver un sistema, pero su inconve-
niente principal es que si queremos anadir un nuevo punto hay que volver a calcular todos los
7, lo que no sucedia con Newton]

Como en los polinomios de Taylor, aqui también se puede dar una estimacion del error cometido
al sustituir la f por su polinomio de interpolacién @, . Admitimos sin demostracién que si
f€C™xg,x,] se tiene que:

fx)—0n(x) = ﬁ(x—xo)(x—xl)~~~(x—x,,)f<"+1>(c) con ¢ € (xp,xy)

Ej. Hallemos el polinomio de grado 2 que toma los mismos valores que f(x)=senx en 0, % y
.
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Sabemos que f(xo) =0, f(x1) =1, f(x2) =0 . Calculando los A; [h = 7] tenemos:
Ag=0,A1=2[1-0], Ay = 5[0-2+40] = Q2(x) =0+ 2 (x—0) — 5 (x—0)(x— 72) = hx(mT—x)

. . _ n=m/2)(x—7) x—0)(x—1) x—0)(x—m/2
A 1o mismo llegamos con: Q(x) = O((O—ZZ)EO—];) +1 (ﬂ/(2_0>gn/§_”) +0<(E_O>En_7;/2))

Utilicemos este polinomio para aproximar senl y sen?2 :
02(1) = 0.86795 , 02(2) =~ 0.92534 . Los errores cometidos estdn acotados por

E(1)] < H[1-0[|1 —x/2||1— 7| ~ 0.05 , |E(2)| < %[2—0][2—7/2||2— 7| ~ 0.04 .

Las aproximaciones son peores que las que vimos con el P; de Taylor.
Pero son mejores en 2 que las obtenidas con el de orden 5 (P5(2) =0.9333, sen2 =0.9093).
Siguen siendo peores en 1, més cercano a 0 (Ps(1) =0.8417, sen1 =0.8415).

4.4.5. Calculo de limites indeterminados

Es decir, del tipo | co—oo , 0-00 , g , 2,17, 0%, o | (los otros ya sabemos hace

tiempo).

Utilizando desarrollos de Taylor (en principio, para x tendiendo hacia a finito):

Introducimos una notacién para abreviar: sea g(x) #0 para x#a en un entorno de a .

. _ o flx) Se lee simplemente:
Def.| Diremos que f(x) =o0(g(x)) cuando x — a si lim ) 0 £ os ‘o pequeia’ de g.

Con esta notacion podemos expresar los desarrollos de Taylor escribiendo sélo aquello que
se va a utilizar para calcular limites (la funcién es el polinomio mas ‘algo despreciable’):

Si f es de C"*! en un entorno de a entonces f(x) = P, (x)+o([x—a]")

: : 1 Rpa(x Klx— :
(pues entonces |f"**1)(c)| <K para c € [a,x] = (x_‘(l),), < (n‘il)“!' —0six—a)
Ej. 11’116 senx h’rr(1) x+o(x) =1, pues o(x) es precisamente algo que dividido por x tiende a 0 si
xX— X x— X
x—0.
1.3 3
. — —x—gx + 1 , . .
Ej. lim > Zenx —lim bx 6x3 o)) _1 . Aqui no basta el P(x) (no se sabe hacia que tiende
x—0 X x—0 X 6
o(x) )
x3 )

[Es habitual (aunque impreciso) escribir unos puntos suspensivos en lugar de utilizar la “o0”; si lo
hacemos, tengamos en cuenta que esos puntos deben representar las potencias de x estrictamente
mayores que las escritas; no escribir ni siquiera los puntos suele conducir a errores, como sustituir
simplemente en el tltimo limite senx por x (infinitésimo equivalente que dicen algunos) lo que nos

puede llevar a decir que lim,_q x*;ﬁ = limy—0 *5* = lim,—o x% =0!].

1.3 3 1, o)
. —t X— x4+ zx” +o(x —5 3
Ej. i ST g SR e TS
x—0x—senx x—0x— [x, 6x3 +0(X3)} x—0 é+ 0(X3)
X

Si no conociésemos el desarrollo de tanx (lo hicimos como cociente) podriamos usar otros
conocidos:
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. xcosx—senx 1 L x— 3o —x+ i +o(x®) 1

Iim —— X —— = 1lim lIim — = —2.

x—0 XxX—S8enx COoSx x—0 X—x+ 6)(3 —+ o(x3) x—0 COSX

4
0
. chx—V1+22 1+ I3 4t o) - [1+ Lx —fx4+0( ] % ((:2) 1
Ej. lim— = 1im = lim -
x—0 shx# x—0 .X4+0()C4) x—0 1+ ( ) 6

Hemos desarrollado hasta que ha quedado un término que no se anulaba en el numerador.
También hemos agrupado en o(x*) todos los términos que no influyen en el valor del limite.

Las indeterminaciones anteriores eran de la forma 8 . Muchas de otro tipo se pueden llevar a
ella:

=1.

Ej. (1) hn(l)(l—i—x)l/x lime' 21 +9/% —¢ | va que lim log (1 +) :me+o(x)

x—0 x—0 X x—0 X

— lim 2x+x2—2x+2x%+o(x?)
2x—22+40(x2) X T =0 2x2 + 0(x?) N

Ej. (c0—o0) lim 2+arctanx  cos2x im 2+x+o0(x) 1-2x2+0(x?)
0 log(142x)  «x 0

N W

Hemos agrupado en o(x?) los términos que no influyen y utilizado unas cuantas propiedades
de la “0” de

demostracion trivial (y muy intuitivas, si pensamos que o(x") son las potencias de x mayores
que n):

M=o(x")sim>n , f(x)=o0x") = f(x)=0(x")sim>n,
Po(e) = o), o(¥Mo(x") = 0" ")
Discutimos ahora el uso la regla de L’Hépital (demostrada en 3.2) y comparamos con
Taylor:

. A 7 0
Si f(x),g(x)xjao (6 x_w:l: ) y existe el iﬂg( o , entonces  lfim ) = lim L0

La regla sigue siendo valida cambiando el a del enunciado por a*, a—, +

6 —oo.

No dice L’Hépital que si f'/¢’ no tiene limite (finito o infinito), tampoco lo

tenga f/g:

X oo 1 1 1
Ej. lim ——— = —; lim ———— no tiene limite, pero es claro que lim ——— = - .
J x—00 2X 4+ COSX o0 | x—oe D —senx p q Yoo 2 4 SOSX 5

Muchas veces hay que iterar L’Hopital, y es importante simplificar lo mas posible en

cada paso:

—tanx cos?x—1

Ej. (J) lim = lim = —lim
i (o) x—0 X — Senx )Ho(l—cosx)cos2 x—0 cos2x

1
1fcosy —2 (ya calculado por Taylor).

(sin simplificar hubiéramos tenido que volver a usar L’Hopital pues la indeterminacién seguia; pero
no nos lancemos a derivar sin comprobar que sigue el 8 6 2, pues podriamos hacer burradas como:

1 +cosx —senx , 1 1
m 5>— == lim = lim =-).
x—0 COS*x x—0 —2cosxsenx x—02cosx 2

Para calcular un limite indeterminado, si conocemos los desarrollos de las funciones
que aparecen en la expresion, suele ser preferible acudir a Taylor.

Ej. Los limites de la pagina anterior se complican por I’Hopital. Asi para el oo —oo :
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2c0s2
. cos2xlog (142x)—2x—xarctanx L'H,,  —2sen2xlog (14+2x)+ 5 —2—arctanx— -5
Iim Toa (12 = lim or =5
x—0 Og( + X) x—0 10g(1+2x)+ T+2x

y hay que volver a aplicar 'Hopital para deshacer esta indeterminacion y llegar al resultado. Méas pasos
habria que dar todavia en el ejemplo del ch y sh: segin muestra Taylor deberiamos derivar 4 veces
(salvo que descubramos alguna simplificacién intermedia) para llegar a un limite no indenterminado.

L’Hopital se puede aplicar en situaciones en que Taylor no es posible (cuando
X — oo cuando no conocemos los polinomios,...). Esto ocurre, por ejemplo, calculando
estos limites importantes:

b
Sia>0,b>0: lim[@log] =0, 1m 2" _¢ m = =0

x—0t+ X—00 x4 x—oo X

Para el primero (0~ [—o0]) el logx no admite desarrollo de Taylor en 0. En los otros
(Z), para x gordo ni logx, ni e” se parecen a ningin polinomio. Asi que L’Hopital en
los tres casos:

lim 108F = (== = g L
x—0t x7 4 i -0+ —ax—a-1 —ax— 4
) b b , b b
longJ{ 1/x H():(logx) _ [logx 0 LLHLH()@L: X 0.
x4 axa~1 x4 xa/b 7 e ae™ e™ | ew/b
En otras palabras (logx)? =o(x%), x* = 0(e®™) si x — oo, por gordo que sea b y chico que sea a].
g g
. P log (e*—1) oo/ e*/(e"—1) ¥ 0/0 2x
Ej. (0-0) lim [xlog(e*—1)] = lim —=—— £ jim —~ 2 —_|. lfm —— £ — lim = =0.
J ( ) in(I)l+ [X 08 (e )] )ci>r(r)1+ l/x )ci>r(r)1+ *1/)62 x—0+ e¥—1 x—lv%l+ e¥

En el primer paso necesitdbamos L’Hopital, pero en el segundo si hubiera valido Taylor:
2

X

x+o(x) —0.
. e* —arctanx e L’H e’

E. x 1/ = i 70 = 1/ —_— = “i: ”.
i (2) Jm log (1+%) o log (1+x%) xglc}o4x3/(1+x4) oF =

Aplicamos L’Hépital pues ni e* ~ 1+x , ni log(14+x*) ~x* si x gordo. Sin apartar primero el

arctanx hubiéramos tardado casi lo mismo. Era esperable que la e* 'pudiese’ con el logaritmo, pero
lo hemos calculado porque exactamente no estaba escrito eso entre los limites importantes.

Como dijimos en 2.3, para calcular limites, a veces es conveniente realizar cambios de
variable. Ya citamos los cambios de este tipo:

Teorema:

[t = g(x)] Si g es continua en a, g(x)#g(a) si x#a y h’r?)f(t) =L = limf(g(x))=L
=8 t—gla

X—a

Otros que se utilizan muchas veces (si aparecen expresiones que dependen de 1/x) son:

Teorema: [ (1) = lim /(1) , lim f(4)=lim f(r) . [Andlogos con 0~ y —eo].
t— xX—! —

=11 e

[basta escribir las definiciones de los limites para comprobarlo]

. t
Ej. Con el segundo teorema: (co-0) limx* seni = Iim M 1 1im - =
X0 x -0t 12 t—0+ 1
R . 1—e 3 32 +o(1?
Ej. Méas complicado: (ee-0) 1lim x2(1 7673/)‘2) = lim S — lim to(t) =3.
X—00 —0t tz t—0* t2
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Ej. (0°) lim x*= Iim e’ =1 ; (o) lim x'/* = Iim el°¢/* =1
x—0F x—0F

X—00 X—00
(sabemos que el exponente tiende a 0 en ambos casos). O jugando con el segundo cambio:

lim x'/¥ = lim (%)t =1, pues h’r(r)l+ =1 (el segundo se reduce al primero).
11—

X—00 10+
L VIEE -t T = a0 — [1420 + 3204+ L o
Ej. ilj(l)T (g)- Taylor: v e L’Hoépital exige sim-
plificar:
(420 P o3e’  [2d] e’ 32420 P oae” 1420 et 1
= - I
6x° 2x3 6x2 2

Aunque todo hubiese sido mds corto (L'Hopital, desde luego) si hubiésemos hecho el cambio

F=x.

. . . .. ., log (1 —
Ej. Hallemos ahora, si existen, varios limites para la funcién f(x) = % :
S X—X
2 3 1 1 o(x3)
x—S+ 5 +o(x) —x —5t 3t
limf(x) = (J) = lim—2—3 ()X gy 2265 £ too si x— 0F
x—0 =0 x— T 4 o(xd) —x x—0 —%‘*‘033)
1 1 _%
. P P = VA .
[0 L'Hopital: 1im f(x) = lim ——— 0 g L o g x 0*]
x—0 x—0 cosx— 1 x—0 —senx
, e . log(l4x)/x—1 041 log(1+x) (casi limite conocido;
)}glgof(x)—(jw ,laxmanda)—)}g& en/i—1 011 =1, pues ———~—0 o L'Hopital).
[No se podia aplicar Taylor (lejos de x =0), ni directamente L'Hépital: lim % no
xX—00
existe].
xil’{nﬁ flx) =« 7:;Tl r =—o" (1—senl>0), limite ficil que sabfamos calcular hace tiempo.

Ej. Hallemos para todo valor de a los siguientes limites:

Osia<?2
1 —cost 2 /24 o(r?
lim x[1—cos ] = tim LS _ g 2O )y Ga
x—00 [ L t—0" 14 .
cosia>2
-2 2 2 4 4 4 —cosia<V2
— 2—-1 1/2—a"/24
h'ng)e 4cosax:m%[a/ Jx*+] /x4 a*/241x* + o(x™) “J 13sia=va
- * )H oosia>\/§

[En ambos casos, por L’Hopital serfa més largo, habria que discutir varias veces si el
limite es o no de la forma 0/0 y serfa mucho més ficil equivocarnos en algiin paso.

Con lo aprendido sobre Taylor y limites indeterminados podemos abordar diferentes
problemas de secciones anteriores para los que nos faltaban argumentos. Por ejemplo, nos
aparecieron limites indeterminados en la definicién de derivada. Aunque los teoremas
de derivacion permiten calcular casi todas, quedaban atn algunas que no sabiamos hacer.
Ahora ya podemos con Taylor y L’Hopital:

Ej. Estudiemos si son derivables en x = 0 las siguientes funciones:

n(x) = arctan - , con n(0) = Z . Haciendo uso del dltimo teorema de 3.2 vimos que n/(0) =0 .
X

1y_z 2 r 4

. arctan tan (1) — 5 2t/|1

Ahora directamente: n’(0) = lim arctan (j2) =3 _ 1im 2 an()—3 _ tim 24T
h—0 h 100 1/t oo —1/12
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I(x) = log (1) 1(0) = 1. Como I(x) = 2% _ | la funcién  es al menos continua en x=0.
X X ox=0

Aunque no va a ser lo més répido, acudamos a la definicién para ver si existe I'(0) :

. log(1+h)/h—1 . log(14+h)—h . —h?)2+o0(h?)
1’(0):}1%%:%%%:;%%__

=

JExistird también I”(0) ? Siguiendo con la definicién, necesitamos antes hallar I'(x) para x # 0

() =2 (ERloe () gy gy ()220 og(Lbh) _ | _ g, 42/340(F) _ 2

(102 =,m 2(0+h)i = Pt ST ARE, T 3

Pero las cosas son mucho mas faciles gracias a los desarrollos de Taylor. Nuestra / es exacta-
mente:

2 3/3_,4
l(x):x—x/l-&-x)/? X/4+ :17%+§7£+ paratodo |x|<1 .

Como estd definida por una serie de potencias (o sea, es analitica) es C* y sabemos que:
)

10)=1,r0) =1 HO 1 _pmo=2

Otra situacion en que serdan muy utiles los temas de este capitulo sera en el dibujo de
graficas:

Ej. f(x)= e’l/xz, £(0) =0 . Comprobemos primero, como aseguramos en 4.4, que f)(0) =0Vn.

Para x 0 es: f/(x) = Ze /2, f(x) = [4 = §e 12, f(x) = [§ = 36 1 e/,

Lo P 1/’1 P —12 11 L e/ . 4 12
Entonces: f'(0) :]1:0 , (0 )—115130[(3 =0, f(0)= ]1136 = ;IEE,ZI e " =0, ..
[pues e’ es atin mucho mayor que ¢’ ( e’/e’2 = e”tzt—> e =0 ) y sabemos que "¢’ — 0]

—so00 t—o0
Para cualquier n , tras hacer h =1 , acabaremos en: F(0) = lim (polinomio)-e™ =0 .

Para hacer el dibujo observamos que: f es par. ~ cocmmma e

f crece para x > 0y decrece si x < 0. \ /
2

Hay puntos de inflexién si x = i\/; . [

f—¢e"=1 cuando x — oo .

Ej. p(x) = cos2xe®™* | z-periddica. Continua si x # Z + k7w .
J- P 2

p'(x) = [1 —sen®x] ¥ > 0 (kx inflexién horizontal). p

— 0:0=0,p — 1.0=0,p — O0-oc0:

x—mw/2t x—m/2t X—mw/27

L'Hopital: anx elan)c etanx

Opita — — — o

H—tan2 0 /o0 2tanx o0 /o0 X2 "
. . tanx . . et . . .
[0 bien, lim -———- = lim —5 =oo|] + —s =

wom/2- 1HANX i—tany i—es 1412
Ej. g(x) =x%e!/¥e ™ . g(x) > 0Vx .
Asintotas: six—0" ,g—0:-0-1=0;
Six— —o0, g—o00-].-00=00;

six— 07, g—0-00-1 indeterminado:
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2el:00;

lim g=1-lim¢"
x—0t t—00

Si x — o0 | g — 00-1-0 indeterminado:
limg=1-limx?¢e*=0.

X—00 X—r00

g (x) = —[x— 1]%e!/*e~* siempre decreciente
(x =1 punto de inflexién con tangente horizontal);
g(x)—0six—07; g (x) > —o0six—07.

g//(x) = ﬁ[x— 1][)C3 _3x2 Lx— l]el/xefx
+ —+— (3 6 1 positivas)

Analizamos el niimero de raices de P(x) = x> —3x* +x—1 : o .
— — —— (sin raices negativas)

— 342 —0six—1+Y2 V2 — 442
P/(_x)_3x —6x+1—051x—1i%,P(l—ﬁ)——2+§%<0
= sblo 1 cero real de P [en (2,3)] = 2 puntos de inflexién de g

Los tnicos valores sencillos: g(—1) =g(1)=1, g'(—1)=—4.

: — 4 oo log[l44/X] e o 8
Ej. h(x) =xlog(1+ %) . Impar. }gr(l)h—il_r)% T/ —(LH)—)%E% x2+4—0.
. e ) _ 1 8x : _ P lOg[1+4t2} 1z o)1 _ .
xh_)rroloh = (L'H) = Xlgrolox2+4 =0 [o bien (x=1/r) fll—g}oi —IILH; [4[—1—7} =0;
o (informal) h ~ x;iz = ;12 , pues log(1+e) ~ e si e chico].
x gordo
H(x)=log(1+ %)= 257 s W (x) = .
x—0F

W (1) =1log5— % ~0.01,H(2)=log5—1~—-0.3 —
existe un inico mdximo (en un x algo mayor que 1)
1 (x) = &—4}2 hesUen (—2,0)U(2,)
x[x244]" hesNen (—,2)U(0,2)
h(1) =log5~ 1.61, h(2) =2log2~ 1.4 .

Ej. k(x) = )% . Par. k — oo s x — co.
k(x) = x*/3 4+ 0(x*/*) = continua en x = 0 si k(0) =0
: o d; HOTY — 1im ShR
(y no derivable; o directamente k'(0™) = hllr(gl+ W3 = )
k(£1) =14e—em 1.2, k(£2) =272 —e 2|~ 2.9

K (x) =x"'3chx — 1x™#3shx = 0 < x = 3x (nunca)

[9x®+4]shx  2ch 6x  _
k' (x) = o3 3x4/)3€ =0ex= —9x2i4 =r(x)

Vemos si se cortan las graficas de r y th [ impares |:

7 (0) = % , r(%) =04, r(%) = 0.5 (mdximo de r), r — 0,
> X—00

"0)=1, (%)% 0.32 (%)z 0.58 , x:)o}

= hay un punto de inflexién para un x € (%, %) )

Por ultimo, con las técnicas para resolver indeterminaciones de esta seccién ya sabemos
calcular muchos mas limites de sucesiones (y deducir convergencias de series), gracias
a los teoremas que los relacionan con los de funciones. Recordamos que:
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lim f(x) =L < toda sucesién {a,} Cdomf—{a} con {a,} — a satisface que f(a,) — L

lim f(x) =L < toda sucesion {a,} Cdomf con {a,} — oo satisface que f(a,) — L

X—00

(los teoremas también valian si L era + 6 —oo) (en particular, f(x) — L= f(n) — L)
X—00

Ej

n—oo

— 0 porque k;% — 0, como vimos por L’Hopital (adelantado al final de 2.3).
X—o0

logn
na

. Sia>0,

[No es nada elegante aplicar L’Hopital o Taylor directamente a una sucesién, pues estrictamente
hablando una sucesion es una funcién que sélo toma valores sobre los enteros y claramente no tiene
sentido hablar de su derivada; se debe, pues, cambiar la variable n por x para indicar que lo que
se deriva es la f(x) que da lugar a la sucesién para los n € N; el problema es que si uno lo hace
‘mal’ puede llegar bien al resultado (pero que no olvide que deriva la f(x))].

Ej. /n— 1, pues {n} — o y x'/* =1 cuando x — oo (por la misma razén "/Tn+3 —1).
Ej. (1+a,)"/% —e si {a,} — 0 pues vimos que (1+x)'/* —¢ (también admitido en 2.3).
X—
2 . 1 _ 1. sht _ . t+o(t) _
1 sh- = lim & = lim —~ =1
Ej. n? Sh% — 1 pues {n°} — ooy et S P 0" ht
" o bien, porque {n%} — 0y, cuandox —0, % ix) — 1
3
Ej. n*—n arctanni2 — % , pues se puede poner como f(n%) con f(x) = xfa)rgtanx =2 /j3+”' = %
1
Ej. Zarctan% diverge, pues arctan% ~ % (es decir, araf;n(") — 1, pues m%xjol y % —0).
. log(1
Ej. Ylog(l+ n%) converge, pues log(1+ n%) ~ n% (ya que wxjo ly n% —0).
Ej. Z(—l)”nze’\/ﬁ converge por Leibniz, pues es alternada, f(n) = n2e Vi 0

72

4
[porque lim f(x) = [x=1*] = th’m ;—,: 0, o por L’Hopital (bastante més largo sin el cambio):
X—00 —00
X2 eV — 4x3/? JeVE — 12x/eVE — 24x!/2 JeV* — 24 /eVE - 0]

y es decreciente a partir de un n [ya que f'(x) = 3(4 — Vx)e VE<0 si x> 16].
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5 Integracion en R

5.5. Integracion en R

5.5.1. Definicién y propiedades

Sea f acotada en [a,b] . Dividimos [a,b] en n subintervalos de la

misma longitud Ax por medio de los n+1 puntos: M,
a=xy<x1<..<x,=b con xk+1—xk:1% =Ax. N m,
Hacemos para cada n las llamadas sumas inferior L, y superior U,: a=xX) X M x, X3 b=x4

my = Inf{f(x) : x € [xx_1,x%]}

L:"mAx; U:nMAx, con
" k; k " ,; k My =sup{f(x):x € [xe_1,%]}

Si ambas sucesiones {L,} y {U,} convergen hacia un mismo limite, de-
cimos que f es integrable en [a,b], representamos ese limite comun

por [Pf 6 [P f(x)dx y le lamamos integral de f en [a,b].

[Esta no es la definicién de ‘integral de Riemann’ habitual (ver Spivak), pero es mucho més
cortal.

El significado geométrico es claro: si f >0, la integral (> 0) representa el drea A
de la region limitada por la grafica de f, el eje x y las rectas x=a y x=»>
: A es para todo n mayor que la suma L, de las dreas de los rectangulos pequenos y
menor que la suma U, de los grandes; al crecer n , ambas sumas se aproximan hacia A
.Si f<0, L, y U, son negativas. La integral (< 0) en valor absoluto es el drea de la
region (situada bajo el eje x) limitada por el eje x, la gréifica de f y las rectas x=a y

representard la diferencia entre las areas de las regiones

x=>b.8Si f es positiva y negativa, la integral fff .
Ia A
| a \ g b

que queden por encima y las areas de las que queden
por debajo del eje x:

Con los teoremas que veremos, para saber si f es integrable y para calcular la integral
no necesitaremos usar la definicién casi nunca. Por ahora, sélo con lo visto, estudiemos
unos ejemplos:

N N2 A b e,
: =3 = st (= 1) 1 /
Ej. f(x)=x* x€]0,1]. =,
O /

Usando el resultado que vimos en un problema de sucesiones:

LI I n[n+1]6[2n+1] L, = [n71]6nn[32n71] U, = "[Vz+é]n[32n+l] Ly, Uy — % = folf .
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—1 six=a 1
Ej. gx)=¢ 0 sia<x<b . an—bn;“7Un=h%“:>ffg=O. a .
1 six=b s }‘ b
La g es discontinua, pero integrable. Se ve que la integral seguiria siendo nula -1 by
si cambiamos el valor 0 por cualquier otro en un ndmero finito de puntos de (a,b).
Veremos pronto que las funciones acotadas con un nimero finito de discontinuidades son siempre
integrables, asi que las funciones no integrables tienen que ser tan patolégicas como la siguiente.
. 1 si x racional . . .
Ej. h(x)= { 0 si x irracional < € [a,b] . En cada [x¢_1,x¢], Vn , hay racionales e irracionales.
Asf pues, L, =Y 024 =0, U, =Y 124 =b—a Vn= h no es integrable. 1
k=1 k=1 I
(hay extensiones del concepto de integral: & si es ‘integrable Lebesgue’ y su PRIy
integral en dicho sentido es 0 [hay muchos més irracionales que racionales]). | a b

Las siguientes propiedades son intuitivamente claras a la vista del significado geométrico
de la integral y se demuestran mecdnicamente usando de las definiciones:

Teorema:

Sean f v g integrables en [a,b] . Entonces: fPef=cflf,ceR; [Plf+e=f0f+ [ g.

_j‘ Si f o5 impar [*f =0 ﬂ Si fespar [ f=2["f .

[las dos primeras propiedades se expresan diciendo que ‘la integral es lineal’ (como la
derivada)]
La préoxima sigue siendo intuitiva, pero es pesada de demostrar con
nuestra definicién (ver libros). [Para f continua sera trivial usando
a b < los teoremas de 5.2, pero la propiedad es cierta también para f
integrable y discontinua].
Teorema:

Sean a<c<b ; f integrable en [a,b] = f integrable en [a,c] y [c,b], e fff: facf—i-fcbf.
Definiendo [ f=0 e ff f=—J,flaigualdad es vélida para a,b,c cualesquiera.

Los dos siguientes teoremas nos dicen que las funciones (acotadas) no integrables son
extranas:

Teorema: ’ f continua en [a,b] = f integrable en [a,b] ‘

Idea de la demostracién. Se puede probar que {L,} y {U,} siempre convergen (sus limites se
llaman integral inferior y superior de f) y asi f es integrable si U, — L, — 0. Sabemos que f es
uniformemente continua: la diferencia entre dos valores cualesquiera de la f en dos x,y € [a,b]
es tan pequena como queramos para x e y suficientemente préximos; en particular, lo es la
diferencia entre los valores méximo y minimo de f en [x;_,x], si el intervalo es muy pequeiio.
Asi, si n es suficientemente grande tenemos que para cada k :
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My —my < 3% Ve = U, — L, = i (M, — my)Ax < € para n grande = U, —L, — 0
=1

. . . . , . f continua a trozos
Ya vimos que funciones discontinuas podian ser integra- | (integrable)

bles. Una f se dice continua a trozos en [a,b] si es J

continua salvo en un nimero finito de puntos y en ellos | v o§§
. °

posee limites laterales.

[No lo son las funciones % o sen(%) en [0,1], defindmoslas como las definamos en x =0 |.

Teorema: ’ f continua a trozos en [a,b] = f integrable en [a,b] ‘

[dividimos en subintervalos de forma que f sélo tenga dis-
| e continuidades en los extremos; en cada intervalo es facil ver
| : que es integrable por ser suma de una funcién continua y

® de otra integrable del tipo de la g de los ejemplos].

> _ |~
N +

Como es 0 el valor de la integral de una funciéon como la g se ve que cambiando el
valor de una f integrable en un nimero finito de puntos, la nueva funcién
h continta siendo integrable y el valor de la integral es el mismo, pues dicha
funcién h se puede escribir como f+g con una g de esas y sabemos que la integral es
lineal.

[Hay funciones integrables con infinitas discontinuidades; por ejemplo, una f creciente y acotada es

fb)—fa)

integrable (pues My_; =my,k=1,...n=U,—L, = A , aunque presente infinitos saltos].

5.5.2. Teoremas fundamentales

Estos teoremas fundamentales del calculo infinitesimal relacionan las derivadas y
las integrales y nos permitiran hallar muchisimas integrales prescindiendo de la definicion.

Sea f acotada e integrable en [a,b]; para cada x € [a,b] la | f f existe (y es un nimero).
'drea'=F(x)

Podemos, pues, definir una nueva funcién: | F(x) =/ ; f,x€la,b]

Primer teorema fundamental del calculo infinitesimal:

f integrable en [a,b] = F continua en |[a,b].
Si ademés f es continua en un c¢ € (a,b) entonces F es derivable en ¢ y F'(c) = f(c).

(y por tanto, si f es continua en todo [a,b] entonces F'(x) = f(x) Vx € [a,b] )

Como f es acotada en [a,b], existen el supremo y el infimo de f en cada intervalo
C la,b].
Sea ¢ € (a,b) y sea h > 0. Llamemos:

My, =sup{f(x):x € [c,c+h]} , my =Inf{f(x):x € [c,c+h]} .
Entonces: myh < chJrhf: f;Jrhf_f;f:F(c—i-h) —F(c) < Mph
= [F(c+h)—F(c)]—0, si h—0".

Asi pues, F es continua en ¢ (cambiando detalles se veria para h— 07 ).

Sea ahora f continua en c¢. Si &> 0 se deduce que: my, < w <M,
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(v a la misma igualdad se llegarfa, de forma andloga, para h <0).

Como f es continua en ¢, Mj,m, — f(c) cuando h — 0, y por tanto w

fle).

—
h—0

[El teorema nos dice que, al contrario que al

~ jg f M jg F IJ derivarla, la F obtenida integrando f es ‘més

suave’ que ella. Si f es discontinua en ¢, F es
continua en ¢ (aunque F tenga un ‘pico’ en ¢ );
vy si f tiene picos, desaparecen al integrarla.

<

d/dx d/dx

En general, f € C" = F € C"!].

Ej. f(x)=e*") continua Vx= F(x)= [y f, G(x)= [ f, ... tienen por derivada f(x)Vx.
[F'(x) = f(x) también para x <a (si f continua en x), pues si ¢ <x con f integrable en [c,a]:

F)=Jof=Lr=Jr

Segundo teorema fundamental del calculo infinitesimal:

Si f es continua en [a,b] y f=g' para alguna funcién g entonces fabf:g(b)—g(a) =g

b
a

Como F'=f=g¢g = F(x) =g(x)+k para algin ntimero k. Como 0= F(a)=g(a)+k
= k= —g(a) = F(x) = g(x)—g(a) . En particular: F(b) = [”f = g(b)—g(a) .

Dada una funcién f, una g cuya derivada sea f se llama primitiva de f. El segundo
teorema dice que para calcular la integral de una f continua basta hallar una
primitiva de f (y no es necesario utilizar las sumas superiores e inferiores). Si g es
primitiva de f, es claro que cualquier otra primitiva de f es de la forma g+ K.

El conjunto de todas las primitivas se designa por | [ f(x)dx

(que son funciones y no un nimero como | : f; a veces se llama integral definida de f
entre a y b a esta ultima, e integral indefinida al conjunto de primitivas).

En algunos casos, hallar la primitiva de una f es inmediato y, por tanto, lo es
calcular algunas integrales. Por ejemplo, es ahora ya trivial calcular la primera integral
vista en 5.1:

1
. 3 3 o 3
Ej. _fol x2dx = 5 . :% pues % es una primitiva de x% ya que %% =x?;

(todas las primitivas de x* son [x’dx = %x3 + K ; si para el calculo de esta integral hubiésemos
tomado otro valor de la K # 0, habriamos, desde luego, obtenido el mismo resultado).

Pero en muchas ocasiones calcular primitivas es muy complicado. Mas atin, hay funcio-
nes de apariencia sencilla para las que se demuestra que no tienen primitivas que
puedan escribirse como suma, producto, composicion,... de funciones elemen-
tales, como:

x? senx e’ dx
[senx?dx, [e“dx, [*Mdx, [Sdx, [;%&

X ogx’

[V1+x3dx, [V1+x2dx,...

Si f es continua una primitiva suya es F (pero esto no sirve para calcular una
integral concreta); asi F(x) = [ysent?dt , F*(x) = [*;sent?dt , ... son todas primitivas
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de senx?; es decir, fsenxzdx =/ sent?dt + K . Las variables x, ¢, ... son mudas, pero no
se repite la letra del limite de integracion en el integrando porque podria dar lugar a
errores: F(1) es fol sent>dt pero no es fol senldx y a esto nos podria llevar la incorrecta
notacién [y senx?dx.

También hay funciones integrables sin primitivas (claramente no pueden ser conti-
nuas):

. 1six=0 1 . R
Ej. f(x) :{ 0six£0 0! no tiene primitiva (F(x) = [ f=0Vx no lo es).
X dt

De los TFCI se deducen las propiedades que habiamos adelantado parael | logx = [{

f(x) =1 continua si x > 0 = F(x) = logx derivable (y continua) si x>0y F'(x) =1.

T x
[De la definicién también se pueden deducir las otras propiedades: log(ab) = loga +
logb,...]

El segundo TFCI permite también probar con facilidad algunas de las propiedades ge-
nerales de las integrales vistas en 5.1, en el caso particular de que el integrando sea
continuo; por ejemplo, si F y G son primitivas de f y g se tiene:

7 1f +8l = [F+G|(b) = [F+Gl(a) = F(b) = F(a) + G(b) = G(a) = [ f+ [, ¢ ,
i f=F(b)—F(a)=F(b)—F(c)+F(c)—F(a)= [ f+ [ [, -
Pero recordemos que también son ciertas estas propiedades para las funciones continuas

a trozos. De hecho, sabemos hallar ya facilmente integrales de muchas f de ese tipo,
dividiendo el intervalo y aplicando los TFCI en cada subintervalo:

<x<
Ej. Hallemos fonf st f(x) = { c_olsx ’717(/)27<xx7<ﬂ7{'2 . IN

I f= foﬂ/z cosxdx+f,f/2[—l]dx = [senx}g/2 + [—x]g/2 =1-Z. 0|
[pues f,f/zf = f,f/z[—l]dx , ya que coinciden salvo en x = 7 |
También sabemos hallar Vx € [0, 7] la primitiva:
fgf:{fij;”dta0<j<”/2 :{ senxﬂ,OﬁxSﬂ/Z
o costdt+ [7,[-1]dt , m/2<x<T I+5—x,m/2<x<m
[funcién que, como nos aseguraba el primer TFCI, es continua también en x=7/2 |.
Como sabemos hallar derivadas de funciones definidas por integrales, sabemos hacer

con ellas todo lo visto en calculo diferencial: tangentes, médximos y minimos, limites
indeterminados,...

3
Ej. Hallemos la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de F(x) = ffl th4 enx=1:

F'(x)= xj‘:“ F'(1)=-1;F(1)= I %dt =0 (integrando impar) => tangente: y = —*31 .

[podrfamos (primitiva inmediata), pero no es ttil, calcular la F(x) = 1 log|x—4| —log3 |

|coss3|

Ej. Determinemos, si existe, el limite de G(x) = % féc T

dt cuando x — 0 y cuando x — oo
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El numerador F = [ es continuo y derivable Vx (el integrando es continuo) y es F(0) = f(g) =0.
Cuando x — 0 tenemos indeterminacién 0/0 . Por L’Hopital,
F'(x) |cosx|

lim G(x) = Ii =1 =1.
xil(l) (X) xg% 1 xgl(l) x2+1

Si x — oo, tal vez no valga L'Hoépital (jtenderd f a 7). De hecho, no hay indeterminacién,
pues vamos a ver (aunque la primitiva sea no calculable) que F estd acotada. En efecto:

\cosx| x 1 _
0< 57 < 2+1 Vx = 0<F(x) < [y 7 = arctanx Vx
arctanx
= 0< lim G< lim =0=G —0.
X—00 X—00 X x—0

En ocasiones se trabaja con funciones similares a la F(x), definidas por integrales de
funciones f continuas, pero con limites de integracién que son también funciones (deri-
vables) de x. Los TFCI también nos permiten derivarlas:

Si H(x) = f:(%)f entonces H'(x) = f[b(x)]b'(x) — fla(x)]d (x)

(para los x tales que f sea continua en [a(x),b(x)] ) (o en [b(x),a(x)] si a(x) > b(x)

[H(x) = 2 f— [49 f = Fb(x)] = Fla(x)], con F(x)= [,y regla de la cadena].

Ej. Utilicemos la férmula anterior para hallar dos derivadas de la funcién : K(x) =x 3x edr .

K'(x) = [Zedr+x[e "3 —e 4.2 - K" (x) = 2[3e % — 24| + 2:2[8e 4 — 27¢ ]
[expresiones vélidas Vx, tanto si es positivo como negativo]
Ej. Estudiemos en qué x del intervalo [0,27] alcanza sus valores extremos la funcién: H(x) =
foﬁ sent?dt .

Su derivada es  H’(x) = sen|[(v/x)? }W—O— Sze\‘})f , Vx>0.

ese punto se alcanza el maximo.

Maéaximo y minimo de H existen por ser continua. Los candidatos son los
extremos y los puntos en que H =0, es decir, x=0, x=7 y x=2x. Con
el signo de H' se ve que H crece antes de @ y decrece después, luego en

[No era necesario calcular H' para decirlo: estaba claro viendo la grafica de f(x) = senx?, pues hasta
x=m vamos anadiendo 4reas positivas y a partir de entonces quitamos dreas por debajo del eje x].

Distinguir cuél de los minimos locales es el absoluto exige saber cual de estos ntumeros es
menor:

H(0)=0 6 H(m)=[Y*"sen(?)dr

La grafica de la f sugiere que H(27) > 0, pero no podemos calcular el valor exacto, por no existir la

primitiva de f (ya aprenderemos a aproximar numéricamente las integrales en la seccién 5.5).

Ej. Probemos que L(x) = [ " logrdr es decreciente en [0, 1] . Como logx es continua en [1,3]
(valores en los que integramos si x € [0,3] ) podemos derivar la L ahf:

L'(x) =log(1+x)-1—log(l—x)-[—1] =log[l —x*] <0 si x€[0,1].

log x
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Era esperable: las areas negativas que aparecen son mayores que las positivas.
En este caso la primitiva si serfa calculable (por partes, como veremos), pero
es un rodeo tonto hallar primitivas para derivarlas a continuacién.

f2x dt

Ej. Precisar para todon € N en qué x>0 alcanza su valor maximo la funcién f,(x) = J; e

y probar que la serie de funciones Y f,(x) converge uniformemente en [0,e0) .

n=1

Como la funcién = es continua para todo x >0, es f,(x) derivable y su derivada es:

F10) = s — ks = )
n 8x34+6n°  x34+6md T (4x3+3n0)(x3+6n°)

x3+6n8 6

La derivada se anula tinicamente si x = n*>. Como el denominador es siempre positivo, la
derivada

es positiva cuando x < n? y negativa cuando x > n?, tiene f,(x) un maximo local para x = n’.
7 ( N S NS V) 3 __ 9
[Hallar f; es més largo: f,/(x) = (4313072 + <x3+6n6 7= fu(n%) = 398 T 08 = " 108 ]

La funcién f,(x) > 0 para x > 0 (el integrando es positivo) y su valor méximo en esa semirrecta
lo podemos acotar sin dificultad:

32 2n2 . 2n?
fa(n®) = et ,3fgn6 <2 :T%:ﬁ [0 bien f,(n?) < s ,th: 7]

(sabriamos hallar el valor exacto de f,(n?), con algiin esfuerzo, después de la préxima seccion).

o 1
Como 0 < f,(x) < fu(n?) < 6214 = |falx )|<64,Vn21,Vx20 yn;@converge,

el criterio de Weierstrass asegura que la serie Z fu(x) converge uniformemente en [0,o0) .

n=1

5.5.3. Cailculo de primitivas

Primitivas inmediatas (o casi inmediatas).
Cada derivada conocida nos proporciona una férmula de integracién:

— d. _ 1 2xd.
Ej. fcosz tramx,fshx—chx,f[4 ’;]2— = [ 32 =log|x® — 1],
(mds exacto serfa escribir tanx+K , chx+K , ... ; no lo haremos pero tengdmoslo en cuenta)

Normalmente al integrando le faltardn constantes que se podran calcular derivando de
cabeza:

Ej. IW éarcsen(3x) [x 5/3dx——§ =23 [ d

-1 X
4+x2 IW = zarctanz R

De la linealidad de la derivada se deduce inmediatamente para las primitivas que:
| S0 +g()]dx = [ f(x)dx+ [ g(x)dx , [ cf(x)dx=c [ f(x)dx|

Ej. [[5Vx+642senx—T]dx =4 [/x+6dx+5 [senxdx— [T*dx = %[x+6]3/2 —5cosx—%

Es falso que la integral de un producto sea el producto de las integrales por no serlo la
derivada, pero de la férmula del producto (fg) = f¢' + f'g obtenemos:

Integracién por partes: Sean f' y g’ continuas (para que existan las primitivas).
Entonces:
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J F@)g (x)dx = f(x)g(x) - [ f'(¥)g@)dx 5 [} f(x)g' (x)dx = f(x)g()], — [ f'(x)g(x)dx

Esto reduce el problema a calcular otra primitiva, que serd mads sencilla si f’ y g lo son
(o si una de ellas lo es y la otra no es mas complicada que la anterior).

Con la notacién | df = f'(x)dx |, la integracién por partes se escribe ’ Judv =uv— [vdu ‘

u=ux,dv=senxdx
—du=dx,v=—cosx

Ej. [xsenxdx = { ] = [xcosx — [(—cosx)dx = —xcosx+senx

Ej. [xe™dx=[u=x,dv=eYdx—du=dx,v=—e*] = [xe ™ — [(—e V)dx=—(x+1)e™*

[las primitivas de senx y e~ no son peores que ellas, pero la derivada del x si es més sencilla.
Otras funciones que mejoran al ser derivadas son los logaritmos (y las potencias de x no se
complican):

Ej. [/xloglx|dx= [ u=log|x| , dv=+/xdx ]| = %x3/210g |x] f%fxyz% =x/? [%log |x| — %]

Algunas veces conviene tomar g’ =1 (es decir, dv=dx ):
Ej. [logxdx = [ u=logx,dv=dx — du= %,v =x] =xlogx— [dx=xlogx—x

Ej. [arctanxdx = [ u = arctanx,dv = dx | = xarctanx — [ =7 = xarctanx — Tlog(1+x?)

Otras veces hay que repetir la integracién por partes:
Ej. [x?e'dx = x*¢* —2 [xe'dx = xe’e* — 2xe* 42 [e*dx = [xe? — 2x +2]e*
ul av! ul av!
Otro truco:
Ej. [ 18 _ jogxlogx — [ logxdr _, ploaxdx _ 11joy]? [se podia haber hecho a ojo]
Combinando las dos tltimas ideas:

Ej. I = [cosxe’dx = cosxe® + [ senxe'dx = e*[cosx+senx] —I = I = 1e*[cosx + senx]

ul dv! ul dv!
Ej. Curiosidad: [4 = [u:x,dVZ%Hduzdx,v:—% J=—1+[%;=720=-11

[no olvidemos que hay una K arbitraria aunque no la escribamos]

Primitivas de funciones racionales: | [ %a’x, con Py Q polinomios

Siel grP > grQ, dividimos: g =C +g con el resto R de grado menor que Q.

Sabemos que Q se puede escribir como producto de polinomios del tipo (x —a)™ [raices
reales] y (x*> 4 cx-+d)" [complejas], siendo m y n la multiplicidad de las raices [m =1 si
son simples].
[El problema fundamental es que (como vimos en 3.3), salvo en polinomios especialmente sencillos,
realizar esta descomposicién de Q es, en la practica, imposible por ser imposible hallar sus raices].

Se prueba que g se puede escribir como suma de multiplos constantes de funciones del

tipo:
1 1

x
(x—a)! " (24cx+d)* Y (2 +cx+d)

7, con 1< j<m,1<k<n (llamadas fracciones simples).

Para ‘descomponer en fracciones simples’ R/Q (para hallar la constante que acompana
a cada fraccién) basta resolver un sistema lineal de ecuaciones. Y asi, el problema de
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integrar P/Q se reduce, una vez factorizado Q, al de integrar el polinomio C y funciones
como las ultimas.

c o rat -6 452 —11x44 , _  R()
Ej. I= =I5

P S N v 6) dx (ya es 4 <5) . Empezamos factorizando:

O(x) = x(x—1)* (2 +x—|—2) [suerte hemos tenido] y descomponemos en fracciones simples:

R(x) _ é_’_ + + Dx+E At —x34x%—3x4+2)+B(x* +x% —2x)+C(x3 422 +2x) +(Dx+E ) (x> —2x*+x)

o) — x TxT T )2 22 x(x—1)% (2 +x+2)

. . o | n Dix+E Dyux+Ey
[Si hubiera (x—1)" escribirfamos - 1 +- (x Ty (@ +x—-2)", et 2 f;rz)n ]

Igualando los coeficientes de x*, x3, xz, x y la constante de ambos términos se obtiene el sistema:

A+B+D=4,-A+C—-2D+E=—-6,A+B+C+D—-2E=5,-3A-2B+2C+E=—-11,2A=4
Resolviéndolo: A=2,B=1,C=—-1,D=1,E=-1

1)d.
S I= 2y fdpode gl

x2+x+2
Las f G—a” son casi inmediatas. Mas trabajo dan las otras. Primero se busca un logaritmo:
f2x 2dx_ f2x+ldx_7 dx
2J X24x42 2J XK2px2 X2 +x+2

Y luego un arco tangente completando el cuadrado: x> +x+2= (x+ 3 ) +1=1 [(2 xt] )2 + 1} .

=
2/V/7 dx
([2x+1] /\f)

(x—1)dx

— _ 1
o dh log(x +x+2)— f

Por tanto: f

I'=2log|x[+loglx— 1|+ = 1 + 5 log(x +x4+2)— \ﬁarctan(l"\/;l)

Ej. I % dx= [(x—1)dx+[ m dx [de nuevo las raices eran sencillas].
x4 A B C _ AN+DE-D+BO+D(x-D+C+1)(x+2)
(1) (x+2)(x=2) — x+1 " x+2 ' x-2 T (x+1)(x+2)(x—2)

Cuando haya tantas raices reales, mejor que igualar coeficientes haremos x = @ para cada raiz a:

x=—1—--3A=3A=—-1; x=—-2—4B=2 ,B= ;x:2—>12C:6,C:f

|2 —4]
|x+1)2

[Para hallar las primitivas de las fracciones simples més complicadas [

—1= %xz—x—log|x+1|+§10g|x—|—2|—|—§10g|x—2| =1 [x2—2x—|—log

2+x+2)
se utilizarian férmulas de reduccién como la propuesta en problemas].

Cambios de variable:

Supongamos que queremos hallar una primitiva de [ f(g(x))g'(x)dx (con f y g’ conti-
nuas). Si F es una primitiva de f, por la regla de la cadena: (Fg)'(x) =F'(g(x))g' (x) =
f(g(x))g'(x). Asi pues, Fg es la primitiva buscada. Basta pues integrar la f y evaluar
el resultado en g(x). Si lo que queremos es la integral definida entre a y b su valor es
F(g(b)) —F(g(a)) . Por tanto:

[FEW) g @) dx= [fluydul,_ . 5 [2F(e(x)g (x)dx= [52) f(u)du

En la préictica se suele usar la notacién de diferenciales: se escribe u = g(x) , du = g'(x)dx
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y si hay limites de integracién es facil recordar que: x=a—u=g(a) , x=b—u=g(b).

En algunos casos la g’(x) aparece explicitamente y es muy claro el cambio que hay que
hacer:
Ej. [sen32xcos2xdx= [u=sen2x,du=2cos2xdx | =} [uPdu = %u“ = ésen4 2x

[en casos tan sencillos no serd necesario escribir la sustitucién, es fécil ver a ojo

que sen* 2x es casi la primitiva; derivdandola mentalmente se ve que falta el 1/8]

. 5 ax u:logx,du:@ _ rlogSdu _ .
Ej. J; “Og"_[x—eeu—l,x—SH;—logS = [} =7 4 =log|log5| —0 =log(log5)

[podiamos haber calculado la primitiva olvidando limites de
integracién y sustituir al final, una vez deshecho el cambio]

Ej. [e"V/e —ldx=[u=¢",du=e"dx] = [Vu—ldu=[u—1P/?=[e5—1]/?
u = chx,du = shxdx
sh?x = ch?x— 1
= —ule ™ +2 [ue “du+e " = [partes] = [l —2u—u’le ™ +2 [e “du=—[1+2u+u*le™"

= —[142chx+ch?x]e ¥

Ej. [shixe Mdx = [ } = [[u® — 1]e *du = [partes]

— 2
(o partes directamente: [sh3xe™“M*dx = [ v —us;xsil’fhxdx = —sh?x+2 [ chxshxe™ M*dx

= [partes] = —sh?xe~ " —2chxe™ " 42 [shxe™ "¥dx = —[2 4 2chx + sh’x]e M~ )

Pero en la mayoria de los casos no es tan evidente el cambio ni tenemos una clara du . La
forma del integrando puede sugerir hacer algin cambio u = g(x) . Para obtener entonces
la f(u) se despeja la x en funcién de u, se calcula el dx y se sustituyen x y dx en la
integral:

Ej. ffcos\/;cdx: [u=/xXx=u?dx=2udux=4—u=2x=9 —>u=3] :2f23ucosudu:
[partes] = 2[usenu]3 — 2 [ senudu = 2[usenu]3 +2[cosu]3 = 2[3sen3 —2sen2 + cos3 — cos 2]
Ej. [Ve'—Tldx=[u=e"x=logu,dx=%] = f@du = [Vu—1=zu=272>+1,du=2zdz]
=2 Fydz=2[[1 - 51;)dz = 20— 2arctanz = 2v/e — 1 — 2arctan v/e¥ — 1
[con un poco més de vista podriamos haber hecho directamente z = +v/¢* — 1 acabando antes]
Algo de practica sugiere qué y cuando sustituir. Para tipos particulares de funciones
(trigonométricas, con radicales... ) hay sustituciones tipicas que se sabe que dan buen

resultado (las veremos a continuacién) y que suelen conducir a la integracién de funciones
racionales de las que hemos visto.

En los cambios de variable las funciones f y g’ deben ser continuas. Si g aparece
explicitamente es facil ver que es asi. Pero si no aparece se nos podria olvidar y cometer
errores.

Como primer ejemplo de primitivas que se convierten en integrales racionales mediante
cambios de variable estudiamos: | [R(e*)dx |, funcién racional de e*.
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. . . R
Haciendo u =e* se convierte en la racional [ % , pues dx = % .

Bj. [ = [ iy = [[4+ 245 du = [ 9 — [ 5 = logu— blog(14+4%) = x— Jlog (1+¢>)

Mas interés, por aparecer mas a menudo, tienen las primitivas de funciones trigo-
nométricas:

Para integrar [ R(senx,cosx)dx , con R racional en seno y coseno, existe siempre un
cambio

[u =tan %] que la convierte en una racional, pero veamos antes una serie de casos mas
faciles.

PR . . en? 1 x = senx(1 — coszx) y se hace u = cosx
’ [ sen™xcos"xdx ‘: Si m 6 n son impares: - 5
cos“ T x = cosx(1 —sen ) y se hace u = senx
Si m y n son pares, se escriben en funcién del angulo doble: sen’x = % ,
COSzx: 1+cos2x

2

2 1 3 1 5

xcosxdx = [u=senx] = [(u* —u*)du = % sen’x— { senx
0 a 0jo

Ej. [cos*xdx = %f(l + cos 2x)%dx = %fdx+ % Jcos2xdx+ % J(1+cosdx)dx = 3" + sensx ”nz" s ”“4"

Ej. [sen’xcos’xdx = [(1 —sen’x)sen

La integral mas general ’ J R(senx,cosx)dx ‘ se convierte en cociente de polinomios ha-
ciendo:

, 81 R es impar en senx [es decir, si R(—senx,cosx) = —R(senx,cosx) |.
, 81 R es impar en cosx [es decir, si R(senx,—cosx) = —R(senx,cosx) |.
[coszx = 1+u2 , dx = 1+u2 ] , si R(—senx,—cosx) = R(senx,cosx) .

_ X _ Zu _ 2du : 2141
u=tany [senx = The »Cosx = 1 +u2 ,dx e ] , para cualquier R [como tltimo
recurso|.
. dx senxdx __ _ _ (_du __ 1 du ldu _ 1 _ cosx
Ej senx ~ J l—cos?x [ U =Ccosx ] —Jwa T2 u-1 2J url T 10g|u+1| 10g|cosx+l
x 2du/[141?] _

De otra forma: [ 4% o =[u=tan} ] = 1] = log|tan 3|

[ha salido tan fdcil por casualidad] [las dos expresiones de la primitiva deben
coincidir salvo K arbitraria (con pocas cuentas se ve que son iguales)]

. dx _ dx _ . [l+u du _

Ej. | o= gy = [u=tanx | = [ i = [+ [udu =log|tanx|+ J tan>x
3 4 . dx — senxdx _ _ _ du
Otro camino (mds largo): [ cos’xsenx J cos?x[1—cos2x] [u=cosx] =] w3 u+1][u—1] —
[peor todavia serfa hacer u = senx (también es impar en coseno) 6 u = tanj ]

s T__dx  _ _ _ 0 du_ _
Ej. Jo 1+cos>x [u=tanx,dx = l+u2 =1 2+u? 1 1

[resultado evidentemente falso: el integrando es siempre 172 | 1+cos’
positivo y la integral debia ser un ntimero positivo. T
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No olvidemos que en los cambios de variable las funciones f y g deben ser continuas. El
cambio hecho (clésico, como
hemos dicho, para este tipo de integrales) es vdlido sélo hasta /2 ; si es cierto que

T/2 _ dx oo _du o 1/V2du_ 1 u V2 T_ /2
= = —zarctan(— = — = &Y=
b e =0 2t f O tru/va? V2 (ﬂ) 0 4 0 2

pues el integrando es simétrico respecto ax =7 . Al e que nos ha aparecido (que como siempre
representard un limite) le daremos més seriedad cuando estudiemos las integrales impropias].

Primitivas de irracionales (las més simples; R funcién racional de x y la raiz que se
indica)

f R (x,vax+b ) dx | se convierte en racional haciendo u =+/ax-+b .

— /4 . _ 4 5
u=[14+x]/* x=u"~1 :f4(u8—u4)du=M—Mzg[l—&-x]wé‘—%[l—l—

Ej' f‘x[l +x]l/4d'x: d)C:4M3dM 9 5

x]5/4

También se puede hacer por partes:
Sl +x]V4dx = $x[1+x/* — £ [1+ 2>/ 4dx = x[1 + x4 — 18[1 + 2]/

f R ( > dx | se convierte en trigonométrica haciendo x =asenu .

Ej. [V4—x2dx=[x=2senu ,dx=2cosudu | = [4cos’udu = 2u+sen2u
=2u+2senuy/1 —sen’u = 2arcsens + 54 —x?

f R < x2 4+ a) dx | se convierte en racional haciendo u =x+VxZ+a ,

puesto que (u—x)? = u? — 2xu+x* = x* —|—a—>x-§—ﬂ—>dx—2—|-2u2 .

(El cambio u = +vx*+a no sirve de nada pues vuelven a aparecer raices al despejar la x).

21 1+u? 2d
Ej. [ F—[u:x—i—\/xZ—i—l,x:Mzu ,dx = 2+u’§ du) = [ 5% = log\uH ogﬁ
Ej. [ \/"dL =vxt+1 [Aa ojo! , antes de ponerse a calcular a lo loco, miremos si es inmediatal

[Las primitivas con rafces vax?+bx+c se reducen a las tiltimas completando cuadrados].

. , , . ;3 .
Recordamos que si las raices son mas complicadas (como vx3+a 6 vx2+a), las integrales, son,
en general, no calculables. Esto no quiere decir que alguna, en particular, no lo sea:

Ej.f\/l%—[ W= d e = = Vi 1] = 5 [ = Ddu= "5 4 = L~ 2V 41

[pero no se podria hallar la primitiva de [ \/ﬁ ]
+

82 Célculo I - 1.0.0




5.5 Integracion en R

5.5.4. Integrales impropias

La integral la hemos definido para funciones f acotadas en intervalos [a, b] finitos. Exten-
demos la definicién, primero para intervalos de integracién no acotados [a,) & (—eo,b]
. Como siempre que aparece un oo aparecerd un limite en la definicion:

Supongamos que fab f existe para todo b>a. Si existe el bh’m I : f sele llama integral impropia
de f en [a,o), se representa por [ f 6 [7f(x)dx y la integral impropia se dice convergente.

Si [;” f no es convergente, se dice divergente. [Andlogamente se define IPf= lim [ ub fl

[La integral entre a y b existe Vb, como sabemos, si por ejemplo f es continua (o
continua a trozos) en [a,c) ; como para cada b la integral es un nimero, tenemos una
funcién de b y tiene sentido hablar de su limite cuando b — oo; este limite (el valor de
la integral impropia) serd otro ndimero si la integral converge].

S ~rbdx _ . 110 _ 1 o
Ej. [ =1m[%=1lm[-1'=1m[l-1]=1 | deja un drea
i 3 hseo 1 6 ;HX,[ xhi ;Hm[ b) 1 1/x ™ infinita debajo
[la integral es convergente y su valor es 1 | N iR
Ej. 2= Jim [logx]? = Jim [logh] diverge T Nirea=1

En general, ffo % diverge si s <1 y converge si s> 1 [hacia ﬁ ]

[es inmediato comprobarlo; para los mismos s converge la [° % VYa >0,
pues f: e [ son dos funciones de b que sélo difieren en la constante [¢ ]

Jo ePdx | = é]}%[e“"]g = é}}ﬂ[e“b—l] ’ converge si a < O‘ [hacia —1 ]y divergesi a >0

ax

[Se suele abreviar [e*]; en lugar de Jim [e“"]g ; pero no olvidemos que se trata de un

limite].
Aunque no sepamos calcular la primitiva podremos, en bastantes ocasiones, determinar

si es 0 no convergente (como ocurria con las series; incluso tenfamos un criterio integral
que relacionaba unas y otras; los criterios de convergencia son muy parecidos).

Criterios para funciones positivas (los damos para la [, ; son analogos para fio ).
En todos suponemos que las funciones que aparecen son integrables en [a,b] Vb .

Teorema: | Si 0< f(x)<g(x) para x>a, [ g converge = [°f convergee [~f< [“g

0O<SFB) =[/f<[ie<[ g Wb>a=

F (D) creciente y acotada superiormente = F(b) tiene limite
si b— oo

(la ultima = se prueba como en las sucesiones).

[El teorema dice también que [° f divergente = [ ¢ divergen-
te, desde luego; pero como siempre, en este tipo de criterios,
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de que la pequena converja o de que la gorda diverja, no se sigue nada; e insistimos
en que es para funciones positivas: si una f cualquiera es menor que otra de integral
convergente, no tiene que converger su integral, ya que podria irse a —eo].

Las comparaciones con < son siempre mas complicadas que las hechas por paso al limite:

Si f y g son positivas para x>a y bh’m% = ¢ finito, entonces:

Teorema: | Si ¢ >0, [*g convergente < [~ f convergente.

Si ¢=0, [ g convergente = [ f convergente [es decir, [, f diverge = [;” g diverge].

Si ¢>0, para x>M es § < fE < 3‘ = 0<5g(x) < flx) < %g(x) y podemos aplicar el
teorema anterior. Si ¢ = O , para x > M es 0 < f(x) <g(x) y de nuevo el teorema. Ademas
estd claro que [ f converge < [ f converge.

vv

Si la funcién del integrando f no es positiva, como en las series, conviene considerar
el |f]:

Teorema: | [°|f] convergente = [ f convergente |[f se dice absolutamente integrable

en [a,)].

0< f+If1 <2/l = [ [f + /1] convergente = " f = [;"[f +|f1] = J" ] convergente

2
Ej. [y Ing dx diverge, pues si x > 3 es [loix] >1e [774 diverge.

Por el paso al limite debemos utilizar la parte con ¢ =0 porque el log no se parece a ningiin
x*:

2
[]0;1 ]Xz e Oe [3 % divergente = [5° @dx diverge (mayor que divergente).
X—00

2 oo
] dx=%[logx]3 , %

. 0 d . 7+
EJ- fo \/);C%TH . Cuandox—mo’\/ﬁwﬁ [es demr X/\l/;37x*>m ]

Como [{° ﬁ converge, la dada también (no sabemos a qué nimero).

[logx
x

También nos bastaba la definicién: f3°°

. oo 2 . . -2 _
Ej. ;e ™ dx (sin primitiva elemental) converge, pues ¢ =e¢* 2 L 0e Jo e *dx converge.

e~ ¥ X—00
O bien, por desigualdades: si x > 1 es e <e™*yde aqui:
2 e~*dx converge (& [¢° converge) = [“e* converge (< [¢° converge).
1 0 1 0
[con las integrales dobles de Célculo II se puede ver que [y e dx = ]

sent —

Ej. ["senidx~ [" 9 divergente [pues hm ( /x> = 11(1)1 1 ] = la dada diverge.
t—0"

Ej. [;° £ dx es convergente porque sl < 1+X; e fy 1+ —— converge ( ~ x% cuando x — oo )

143
Ej. Aplicando la misma idea a [;° “\e}xdx no podemos concluir nada, ya que fl dlverge
Pero [y %dx:fo + Ty = y ar , donde

Jaxl = JiE 1z ‘Sf}j;x‘ < f(]zr—l)ﬂ% <2 {\/ﬁf Ve 1]”}'
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La serie es alternada, decreciente y con a; — 0 , con lo que por
Leibniz converge (y por tanto la integral). De aqui deducimos que

Josenx?dx=[t=x>]= [ %dt también converge

(j a pesar de que f(x) no tiende a 0 si x — oo ! [esto no es como en las series]).
La segunda extensién de la definicién de integral es para f no acotada en un extremo
del intervalo:

Supongamos que ftbf existe para todo 7 € (a,b] . Se define fallf = lim ftbf si el
t—at
limite existe y en ese caso la integral impropia se dice convergente.

[ Andlogamente: ffif: lim Jaf ]
1—b~

(En vez de at y b~ se escribe muchas veces a y b; no olvidemos que la integral es impropia).

[No se pide que f esté acotada en (a,b], ni siquiera que esté definida en
el punto a; para que f sea integrable en [t,b], debe, desde luego, estar
acotada en cada intervalo de esa forma; por ejemplo, si f es continua en
(a,b] se tiene, para todo t, garantizada la existencia de la integral de f

]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
a

en [t,b], aunque el limite puede no existir y divergir la integral impropial. |

«olde o pldy ol . . : R
Ej. Jor 5 = IE%L 5= tli%i[? — 1] no existe (la integral impropia diverge).

f01+ % = lim [2—2y/t] =2, converge (y su valor es 2).
t—0+

En general, se ve facil que | | ub+ [xf’; T e ff [a‘i’; [ convergen si s <1 ydivergen si s> 1

([x—a]’ tiene sentido para x <a si s=1,%,...;si s=1 6 s=7 la funcién no estd definida)

Para este segundo tipo de integrales impropias existen criterios de convergencia total-
mente analogos a los vistos para las del primer tipo. Resumiendo (las de at) y sin
demostraciones:

Teorema:

Si 0< f<gen (ab], fb+g convergente = fulif convergente e f;ﬂfﬁ f;ig :

a
Sean f,g>0 en (a,b] y sea finito el lim % = ¢ , entonces:

x—at

sic>0, fab+ g converge < fab+ f converge; si ¢ =0, fab+ g converge = fab+ f converge.

b+ convergente = 'b+ convergente.
Ja g a g

sl cos’x cos’x 1 11 cos?x /x4
Ej. Jo+ <35 dx converge, pues 0 < <575 < <5 e [y -5 converge (o porque T o

1).

Ej. f27+ ﬁd—fg diverge, pues se parece cerca de x=2 a 27+ xdez divergente:

1/[¥*—8] 1 1 TA s
(= v =, 12 © L'Hopital.
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Ej. [5: 4 Cercade 0 el senx~x: l/lsf;x x:>01 . Como [, 4 diverge, la dada diverge.

Ej. La [57 S‘:}‘}xdx de antes, no plantea problemas en 0, a pesar de anularse su denomi-
nador,
pues se parece cerca de x =0 a /x que no sélo es integrable, es continua.

.ol 2 (logx)? 1/4 2
Ej. [y:(logx)“dx es convergente, pues S (x'/*logx) . 0 (lo sabemos desde 4.4),
X—
con lo que la nuestra es mas pequena que una convergente. Y podemos hallar su valor:
[ (logx)2dx = x(logx)? — 2 [ xlogxdx = x(logx)? — 2xlogx 4 2x = [ (logx)2dx =2
Hay otras integrales que reinen mas de un tipo de impropiedad: (%, [, [ ab; )
Cada integral de estas se dice convergente si, dividido el intervalo en subintervalos tales

que en cada uno de ellos haya una unica impropiedad, todas las integrales resultantes
convergen. Por ejemplo, si f es continua en todo R:

[=.f converge < [°_f e Jo_ f convergen y su valor es [ f= fgwf%—f:f

[esta integral no se define como Jim ffb f que podria existir a pesar de ser [_f divergente; a

ese limite de las integrales calculadas en intervalos simétricos [—b,b], si existe, se le llama valor
principal de Cauchy de la integral y aparece en matematicas més avanzadas].

Ej. [ _senxdx diverge, pues [; senxdx = Jim [1 —cosb] no existe (y tampoco existe ffw senxdx ).

[S1 existe el valor principal de Cauchy: A |/\ b /senx

VP [ senxdx = lim J?, senxdx =0 (el seno es impar)]. 7 ® \/lo
s oo arctanx oo oo dx arctanx/x+x> T
Ej. [o+ porwc il Ji" es convergente pues comporta como f; 5 convergente [ i T2 ]
. arctanx 1 P : -1
Cerca de 0 : e~ T con limite finito = [+ converge.

Como convergen las dos, [y7 converge.

Tl

Ej. [oi & = [} + [7" diverge Vs :
Si s> 1 converge la de o , pero diverge la de 0T,
si s <1 ocurre al revés y si s =1 divergen ambas.

.l . S . — 2
Ej. |-, i—f no es una integral normal y ni siquiera existe 1/x
. . . 0 S|

como impropia, pues no convergen ni [, ni f; . o

(y tampoco existe el VP de Cauchy de la impropia,

definido en estos casos por lim /o f+ I f1)

00 7. . 1
), pero [, diverge (pues ~ 1)

. (o] 2
Ej. [ —%x_ (2 converge (pues = ~ X
i V-1 I ge (p Vi T/ B2t 1 1+ 2Vl

Por tanto, la inicial diverge (insistimos en que deben converger las dos para que sea conver-
gente).

2 2
|_e—x 1 . ;. o 00 1—e* 1
5—dx converge, pues lo hacen [y (tiene limite en x=0)e [ (es 0< —=5—< 7).

Ej. [ot

Ej. I'(x) =[5t 'e7'dt . En x=0 converge siy sélo si x>0 (pues se parece a [5"t*"'dt ).
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. x—la—t x+1
En oo converge siempre: =51
t

00 dl 00 . . .
7[:;0Vx e /i 7 converge. La Jo~ inicial converge Vx>0

La I'(x) (funcién gamma) definida por esta impropia generaliza el factorial:

Cx+1)=[yrfeldt = —te]f+x /5 le ! =x[(x)
partes

y por tanto I'(n+1) =nl'(n) =n(n—1)I'n—1)=nn—-1)---2-1-T(1)=n! ,sineN ,
pues I'(1) = [ % 'dt=1.

Ej. oo 1 = lcoog”dx Plantea problemas en 07, 1¥ | oo . Para converger, deben hacerlo las cuatro.

Analizamos todas: En 0% : ~ [ 4

*10g(|logx|) S (diverge).

xlogx

En 1+~ [ & - ~ [ 2% (divergen ambas). En oo : S f% (converge).

5.5.5. Integracién aproximada

Como sabemos, funciones integrables pueden no tener primitivas elementales o exigir
un calculo muy largo. Pero en muchas ocasiones, solo se necesita el valor aproximado
de una integral definida (en otras, simplemente, cotas de dicha integral). Las U, y L,
de la seccién 5.1 (y algun teorema con desigualdades visto en ella) nos daban ya alguna
(mala) estimacién, pero serd més preciso utilizar series de Taylor o utilizar las férmulas
sencillas (sobre todo para los ordenadores) de los trapecios o de Simpson que veremos
al final de esta seccion.

Integracion de series de Taylor.

Estas series se podian derivar término a término (dentro del intervalo de convergencia).
Probemos que también se pueden integrar término a término en ese intervalo (de nuevo
como si se tratasen de 'polinomios infinitos’). Esto serd consecuencia de los siguientes
resultados:

Sea {f,} sucesién de funciones continuas que converge uniformemente
Teorema: . by 4. b
hacia f en [a,b] . Entonces [ f= ,}E{}Ja I -

Sea € >0. Existe un N tal que si n > N entonces |f(x)—f,(x)| < 3%, paratodo x € [a,b]

Sin>N, |} fx)dx— [} fu()dx| < [71f(x) = fal@)ldx < [} 55dx =€ .

Este resultado es falso si la sucesién de funciones converge sélo puntualmente (el limite
de las integrales puede ser distinto de la integral del limite) como muestra la siguiente

{fu}:
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2n2x70§x§1/2n 4
Ej. fu(x)=1{ 2n—2n%x,1/2n<x<1/n .
0,1/n<x<1 sk

La gréafica de cada f; es un tridngulo isésceles de altura n sobre el intervalo
[0,1] y vale 0 en el resto de [0,1]; el 4rea encerrada por cada f, es 1 para  2f
todo n. El limite puntual de las f, es f(x) =0 para todo x € [0, 1] ya que
para cada x, a partir de un N todas las f,(x) =0 y f,(0) =0 Vn. Estd
claro que {f,} no converge uniformemente y que se tiene:

0=fy fu# lim [ fu=73

Como consecuencia inmediata de lo anterior, tenemos que:

1/4 1/3 12

Teorema: | Si Y f, converge uniformemente hacia f en [a,b] entonces ff =Y fab fn

n=1

gk

Ej. Como f(x)=

sennx 2 sennx _ -
"3 converge uniformemente en todo R, es I f= Z Il ;

2n— 1]

n=1

Y en el caso particular de las series de potencias concluimos:

Si f(x) Zanx para |x| <R =
n=0

Jo F@)dt =Y [ ant"dt =Y ;mx" = agx+ G+ %xP -+ si x| <R.
n=0

Teorema:

Pues en [—x,x] sabemos que la serie converge uniformemente.

[Fuera de (—R,R) la serie no convergerd y no servird para aproximar niguna integral|.

[El conjunto de las primitivas de f serd, desde luego: [ f(x)dx =C+apx+ 4x*+ %x* +--- |.

Ej. Calculemos aproximadamente fol senx’dx (funcién sin primitiva elemental). Tenemos que:
x 2 10 _ 1,14 7 11 115
fO sent dt = fO[ 31 5!t 7|t ]dt X _@x + ]320X _Wx + - Vx

29p -1 _ 1 1 4.
— Jo sensdt = § — 35 + 3 — 75600 +
y podemos aproximar la integral con las sumas parciales de esta serie alternada decreciente:

fol ~ % — i ~ 0.3095 con error menor que ﬁ ~ 0.0007 <1073

fol ~ % — 412 + 1 320 =~ 0.310281 con error menor que 75600 ~ 0.000013 ~ 107>

Jo 24—+ 1355 — 7550 ~ 0.310268158 con error menor que gl & 0.000000145 ~ 1077

La misma serie de potencias nos da la integral para cualquier otro x. Por ejemplo, si x = 2 :

Ix 2endi— L — 11 L (converge mucho mds rapidamente, pues
0 T4 5376 7 2703360 2477260800 cerca de x=0 se parece mds el desarrollo).

También podemos ver que si x =+/27 (& 2.51) la integral es positiva (como sospechdbamos
en 5.2):

2/3
P sens2ar = BEE [1 22 axt a4 ) & 50412824354 2.4441.06-0.31 4]
Las sumas parciales de la serie entre corchetes van siendo: 1, -1.82, 1.72, -0.72, 0.34, 0.09,... (todo

va més lento ahora). Como es alternada decreciente (lo es a partir de tercer término) su suma
estd entre dos sumas parciales consecutivas, con lo que la integral es > 0. [Para dar el valor de la
integral con un error < 1072 se ve que hay que sumar 8 términos (dos més) y se obtiene 0.43].
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Como disponemos de su desarrollo de Taylor, aparte de las anteriores aproximaciones, podemos realizar
otras operaciones en la que aparezca la integral como, por ejemplo, calcular algtiin limite indeterminado:

i 3x [y sent?dt—x* Tm [ — g ]—x B b to(x®) o
xgl(l) arctanx8 o xl—>0 X8 %.X24 - x8+o(x8) - 14
, 3 [Ysent?dt+3xsenx?—4x3 242 2 1n2
(Por L’H més largo: l1m[1 +x19] Jo + - — |fm OSeNX"+6x A 127 ).
arctan 8x x—0 arctan 56x

Ej. Encontremos cotas racionales de I = [ f si f(x)= K2 (de primitiva no calculable).

Las cotas mas sencillas, pues claramente 0 < f(x) <1,son 0= [ 0<I< [l 1=1.

Podemos mejorar la cota superior hallando el méximo de f en [0,1]:
e>2.7
10

f(x)=2x(1 —xz)e_"2 = méximosi x=17y f(l)=e ' =1< fo] el <e! 57

Si comparamos en [0, 1] con diversas funciones integrables:

fx)<¥®*=1< 1x3](1) 1 (mejor que la anterior)

Fx) < e =1< —%e_"z]o =11-e']" <" L1 1] =2 (atin menor)
f(x) sze’x3 =1< —%e’xs]l = %[1 —e < 1-19= 3 (més pequena atin)

f)>xle ™ =1> [jxledx = — [x2—|—2x—|—2]e’x]] =2-5¢1>2-P=41
partes

Pero si queremos obtener cotas con la precisién que necesitemos, lo mejor es usar Taylor:
_(lf2_ 4,16 138 _1_ 1,1 1
I=fy[P—xt+3x0— P+ Jdx=3 -3+ -5+ Wx

D A (R SV R R . NP B S IS I |
=3-3=15<3-5T7 =gp5 < <I< <3 -3ty =a5<3

2 176 4

La cota inferior {5 es peor que la obtenida comparando, pero gz > ya la mejora.

Y la superior % es mas pequenia que la menor de las anteriores: m < ﬁ .
[Con un ordenador se consigue mucha precisién (I /0.189472 ), nosotros hemos conseguido sélo
deducir que ;772 ~0.186 <I < % ~ 0.205; pero nos costarfa poco sumar m4s términos].

Para aplicar cualquiera de los dos métodos siguientes no necesitariamos la expresién analitica
de f; nos bastan algunos de sus valores [situacién que experimentalmente se presenta en muchos
casos.

Foérmula de los trapecios: I
f(a+kh)
Dividimos [a,b] en n partes iguales de anchura >4 =h .
-a+[k+1]h f(a+[k+1]h)
Como aproximacién de [, ', " " f podemos tomar el drea A il
del trapecio T de la figura: j[f(a—i-kh) + fla+k+1]h)]. | : : - —— "
a ath o fh a+(k+1)h
Entonces f f serd aproximadamente igual a la suma de las areas del los n trapecios:
J2 f = A1 (@)+ flath)] + 41 (a+h) + fa+2h)] + -+ B[ f(a+ [n—1]h) + f(a+nh)] ,
2 f 2 BU(@) + 2f(@h) + 20 (a+2h) + -+ 2 (a+ [n= 1]h) + £ (D) y S €
a

Foérmula de Simpson:
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Una aproximacién mejor se tendrd si, dividido [a,b] en un ndmero par n =2m de partes iguales de
longitud h = % = % , en vez de sustituir cada trozo de f por una recta, la sustituimos por la pardbola

que interpola la grafica de f en tres puntos consecutivos:

X0 = a+kh, x; =a+k+1]h=xo+h y x = a+[k+2]h = xo+2h,

es decir, por el polinomio: Qy(x) =Ag+A;(x—xp) +A2(x —x0)(x—x1) , SR
con: Ag = f(x0) , A1 = {[f(x1) = f(x0)] s A2 = gz [f(v2) = 2 (1) + f (x0)] - TSRS

Integrando Q; se tiene tras algunos calculos:

j:jk[’;”]h £ [0 0y (x)dx = 2hAg + 202 Ay + 3H3Ay = L[f(x0) +4f (x0 +h) + f (x0+2h)]

Y sumando las m integrales anteriores obtenemos: 9000 —9o oo

fabfz %[f(a) +4f(a+h)+2f(a+2h)+4f(a+3h)+2f(a+4h)+ - +4f(a+[n—1]h) + f(b)]

Si se quiere utilizar con seriedad un método numérico se debe hablar del error cometido. Demos
algin resultado sin demostracién. La estimacién por trapecios es exacta si f(x) es una recta,
funcién con f” =0 . No es de extrafiar que el error dependa de f” . Puede probarse que:

Si |f”(x)| < M, para x € [a,b] entonces: | |error| < 5 (b—a)Myh?

Se prueba que Simpson es exacto si f(x) = a+bx+cx® +dx> y que:

Si |f™(x)| < My para x € [a,b] entonces: | |error| < 145 (b —a)Mah*

Se ve que ambos métodos mejoran, como era esperable, cuando & — 0, mas rdpidamente Simpson
ya que h* tiende més fuertemente a 0 que #%. Como las cuentas a realizar en ambos casos son casi
las mismas, serd mejor acudir a Simpson si tenemos que aproximar una integral (hay métodos
mucho mejores, pero también mds complicados).

4dx .
14x? (=m)

. s s . . , . 1
Ej. Poco préctico, para comparar y ver si funcionan los métodos. Aproximemos [

Trapecios: h=4%,n=2: Jo ~il+23+5]=4=31
h=1 n=4:[f~[1+218+2¢ 42161 4] ~ 31312

1
L n Jo~2[1+42+3] =1 ~3.13
o4

Simpson: h= =2 %]
h=1%,n=4:[j~ 5 [1+48+22+428 + 4] ~ 3.14157

2
1
1

)

Ej. Calculemos ahora aproximadamente _[01 senx’dx (ya estimada utilizando Taylor):

h=4% T. o~ 1[0+2senj +senl]~ 0.334  S. Jo =~ £[044seny +senl] ~ 0.305
h=3 T. folzé[0+256n%+2seni+256n19—6+sen1]%0.316

S. Jy ~ 5[0+4senk +2seni +4sensy +sen1] ~ 0.3099
h=1% T. folR\:ﬁ[0+2sen£+2sen$+---+sen1]z\:0.313

S. Jy ~ 1[0+4seng +2send +--- +sen1] ~ 0.310205
h=1s T. [y~ 03105 S. [§~ 0.3102683009

1 1

h=1s T Jd~ 031026839 S. [ ~0.3102683017
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[estos tltimos valores exigen, desde luego, o una enorme paciencia o un ordenador]
Como f"(x) = 2cosx> —4x?senx® , f*(x) = (16x* — 12)senx® —48x*>cosx” , en [0,1] es
If71 <6, [fP] < 4)dx* — 3| +]48x%| < 60 — |errorET| < 1A% ; \errorES| <1in

[Para aproximar la integral de 5.2, fo Tsent?dt , Simpson con n=2 y n=4 da,
respectivamente, 1.67 (la gréfica se parece muy poco a una pardbola) y 0.42].

Ej. Para la otra integral que aproximamos con Taylor I = fol e Simpson da unos muy buenos
resultados:
n=2— I~ Lt0+e /4 +e 1]~ 0191
n=4 — I~ 50+ e /104 Te71/4 4 2e79/16 1 e~ 1] ~ (.18951 |.
[siempre lo largo de Simpson es acotar el error (tampoco sabemos con Taylor si sale serie no

alternada)]

En los siguientes ejemplos (y en algunos de la préxima seccién) ademds de repasar temas ante-
riores estimaremos el valor de varias integrales utilizando Taylor, Simpson,... (u otras ideas):

Ej. Si f(x) = 83’;2 , hallemos de diversas formas racionales que aproximen la integral [ = fol f
con un error menor que 1072 (sin calculadora).

Parece intitil aproximarla si podemos facilmente dar el valor exacto: I= —log|8—x? \](1) = logg .

El problema es que, sin calculadora, no sabemos el valor de ese logaritmo. Pero por Taylor:
log(14+ 1) =14 —5l54 335 — - serie de Leibniz — I~ £ , con error < 735 < 1072
Podriamos también desarrollar primero el integrando y luego integrar la serie:

2x
8—x2

-b\%
J>\><

o , S o
X X X X _ 1 1 1 A 1
5 = Z 5] =§+5+d+—I=b+dg+ s+ _ZlnS
=0 ne
El problema de esta serie (que, desde luego, debe sumar lo mismo) es que no es alternada, lo
que hace
menos facil y mecdnico estimar los errores.

17 1
Sumando dos términos [ ~ 125 » €l error cometido es ann 3—2 [ ]

n=3

3782 <1072

Probablemente Simpson daria un error admisible con ya con h= % , pero necesitariamos acotar

la f®

lo que es largo. Probemos con Trapecios que hay que derivar menos:

=2 [88“22]2 L= 24;:)}(3] — en [0,1] es |f"| < 100 — lerror| < 33557 —

basta tomar h =3 — I~ [f(0)+2f(3)+f(1)] =3[0+ % +2]= 2 conerror <1072 .
Ej. Dibujar la gréfica de r(x) = x% y encontrar, si existen, los x en los que la funcién R(x) = [jr

3

con x € [0,00), alcanza sus extremos.

3431 (x) = _4x2[3x575x475x+3}

reC(R). r(x)—0.r(x) Z Osix Z 1./7/(x)=~ 117

e 1]
P =3x*—4x3 — 1 tiene 1 raiz positiva x; [++ —] y 1 negativa x_ [+— —].
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P(-1)=—-6,P0)=1,P(1)=2,P2)=-15 =x_c[-1,00yx, €][1,2]

= r decrece hasta x_ , crece hasta x; y decrece a partir de entonces.

x = —1 inflexién; en x = 0 no hay (no cambia de signo r”’); los otros puntos de inflexién los

darfan las raices (ya no hay més enteras y negativas sélo la —1) de 3x* —8x3 4-8x> —8x 43

(se pueden hallar haciendo z=x+1/x ). 0ox ~—
: : 1 X+ 2

Valores: r(—1) = —1, r(0) = —1 (Rolle confirma x_ ),

L r(2) =175

F(—=1)=-3,7(0)=1 (otra vez x_),...

A la vista de la gréfica de r: R decrece si 0 <x <1 [anadimos dreas negativas] y luego crece
[lo mismo se deduce del signo ya analizado de R'(x) = r(x)]. El minimo se da, pues, si x=1.

Aproximemos el valor de R(1) :

Por Simpson con h=1/2: I} = fol ra é[— — % +0] = f% ~ -0.480 (sin cota del error)
Por Taylor: r(x) = [x—1][1—x*+x% — ] = —14+x+x* x> -8+ si x| <1 -

Lh=—-1+i4i-1-14+ 4Ly

[en principio, nada nos garantiza que podamos integrar hasta x =1 (ahi diverge la serie de

r);

pero parece que va bien, pues la serie de I} converge:

S1=—-1<85~—-0578< - <} <+ <87~ —0.401< S3 = —0.3 (coherente con Simpson)]

Podria no haber méximo de R (el [0,00) es no acotado). Si la integral impropia entre 1 e
o fuese divergente (que no lo es pues r(x) se parece a x 3 enel o), la R tenderfa a oo;
si fuese convergente y tendiese a un valor I, mayor que |I;| , R tenderfa hacia I, +5 >0
(valor que no alcanzarfa); y si converge hacia un valor menor que |I;] entonces el maximo se
alcanza en x =0 (y vale R(0) =0). Veamos que esto iltimo es lo que sucede realmente:

En [l,) es f >0 . El criterio de comparacién por desigualdades da cotas faciles de la
impropia:

L=[r<|iZ5= arctanx?] 7 = 1[3 — %] =% < 0.4, o bien:

L< [ = [ﬁ - ﬁ}l =1-1=1<0.17, bastante mejor cota.

R(x) — fol f+ 7 f=L+hL<0, como se deduce de las cotas halladas = el maximo es R(0)
X—00

[Con mucho esfuerzo podriamos hallar la primitiva R y el valor exacto de ambas integrales. Lo
primero es factorizar el denominador, para lo que necesitamos las raices de x* = —1 . Probando
con a+bi en x> =+i o, mejor, utilizando las férmulas para raices de complejos del préximo
capitulo obtenemos que son (£14i)/v/2 . Asi:

— [¥dt _ X tdt — ...
R(x) = Jo T Jo [24+V20+1][2—v2t+1]

2
= arctanx’ — % log % - @ [arctan(xv/2 + 1) + arctan(xv/2 — 1)]

Con calculadora obtenemos: I} &~ —0.474 (buena aproximacién la de Simpson), I =~ 0.149].
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5.5.6. Aplicaciones

Areas planas

5.5 Integracion en R

Ya vimos que la integral no describe exactamente un drea, sino una suma de areas con
signo. Por tanto, para hallar el area encerrada entre el eje y =0 y la grafica de una
funcién f habra que sumar las integrales de f en los intervalos en que esté por encima
del eje y restar las integrales cuando f quede por debajo. Esto es equivalente a integrar

|f] . Ast:

3

Ej. Hallar el drea de la region encerrada entre el eje horizontal y la gréfica de f(x) =x —x .

Avea = [L 1= F=Jof = ~2fyf=2f5(x=2")dx=

mp.

lla [', £ (que es 0 por ser f impar) no representa el area rayadal

Ej. Determinar el drea de la regién acotada limitada por los ejes y la gréfica de i(x) =tan(x—1).

[Sabemos que la grafica es la de tanx trasladada una unidad a la derecha]
Area = jol || = —fol tan(x—1)dx = log|cos (x—1)| ](l) = —log(cos1) >0

(porque cos1 < 1 ; las dreas deben salir siempre positivas)

Maés en general, el area comprendida entre las graficas de f y g en

el intervalo [a,b] viene dada por

I21f-gl

tan(x—1),

1

i

t o

2 [P T2
1

Ej. Determinar el drea de la region encerrada entre las graficas de f(x) =x> —2xy g(x) =x .

Las gréficas se cortan si x> —2x=x < x=0 (y=0) 6 x=3 (y=3).
En [0,—3] la gréfica de g estd por encima de la de f , por tanto:
A= [ls=f1= o (e —at)dx =3

O bien de otra forma (més complicada en este caso, pero mejor en otros),
integrando respecto ay : y=x>—2x > x=14+/I+y—

A= [0 1+ VTHy— (1 —yTHy)]dy+ fg [1+VTFy—y]dy

3
= [$0+9 + [+ 30— 3] =3

0

Ej. Hallar (sin calculadora) con un error menor que 0.04 el valor aproximado del drea de la regién

acotada

7 _ 2 _
por la grafica de h(x) = arctanx” y la recta y=17 .

Y

hpar , h — %, h’()c)zix4 (crece six>0) —

1+

[x] o0

corta y =% sélo si x=+1 — Area = Z- Zf()l arctan(x?)dx .

Hallar la primitiva es posible pero largo:

_oraddx _
1+x4

[ arctan(x?)dx = xarctan(x?)

M2 .
\ /
/4
-1 0 1

[y los log y arctan del resultado no podriamos evaluarlos sin calculadoral.
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Con trapecios o Simpson salen valores desconocidos del arctan (y serfa largo acotar el error).
Mejor integramos el desarrollo de Taylor [se puede llegar hasta x=1] y utilizamos la serie
alternada que sale:

Zf()l[xz—%x6+%x10—%x14+-~}dx:%—22—1+%—-'~z% , con error < % < 2 = 0.04
Por tanto, Area ~ 1.571-0.571 = 1.00 con error < 0.04 (con ordenador: Area ~ 0.974991 ).
Areas en coordenadas polares.

Un punto P del plano de coordenadas cartesianas (x,y) se
puede describir ademas por un par de coordenadas polares
(r,0) siendo r la distancia de P al origeny 6 el d&ngulo en

radianes comprendido entre el semieje de las x positivas y
la semirrecta que une el origen con P. Unas coordenadas
se pueden obtener de otras utilizando que:

x=rcosB,y=rsen® < r=/x>+y>, 0 =arctan? [+7],si 0 (-5,7) [0 (3 3]

Para hallar el drea de una regién R como la del dibujo,
acotada por las semirrectas 6 =a , 0 = y la curva r =
f(8),con f(6)>0,dividamos el angulo B — o en n partes
iguales (de longitud A6 ). Como el drea de un sector circular
de radio r y dngulo 8 es r20/2 ,si m; y M son el minimo
y el maximo de f(0) en cada sectorcillo, se tiene que el drea
de cada uno de ellos estd comprendida entre m,%AG y M,fAG
— ):m,%AO < area de R < ZM,%AG. Como estas sumas son
erior de f? en [o, B] deducimos que:

Areade R =| L [B[f(0))%a6

Ej. Hallar el area de la region acotada por la curva r=3+cos0 .

A= fOM[3+COSG]2d9 = fozjr[9+6cos9+ L cos20]do = %

R 10 es el circulo de centro (1,0) y radio 3; el drea de este circulo es 97
y su expresién en polares es r> —2rcos® —8 =0 — r =cos 0 +/cos2 0 ;
la curva dada en cartesianas es muy complicada: x> 4+ y> —x = 3/x2 + 2.

Con técnicas similares a las del drea en polares se deducen el resto de férmulas de la
seccién:

Longitud de la grafica de f en el intervalo [a,b]: | L = ff\/ 1+[f(x)]) dx f(K

(lo natural es probar la férmula tratando las integrales de linea de Célculo IT)

Fanun==’

Y%
%,
%

longitud=L

[ a

Ej. Hallar la longitud del tramo de la pardbola y = x> que une los puntos (0,0)

y (1,1)

2
L= i VI+a2dx = [u=20+VT+a57 | = § V3Ll gy — o3 4 loe2ids o
1.48
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5.5 Integracion en R
Ej. Probar que la longitud L del tramo de y = x* que une (0,0) y (%, %) cumple % <L< 19—6 .
y=3x%—L= fol 2 V1495 dx (primitiva no calculable).

FO) =402 =14 304 = fad o si [0t < 1o x| < 5

f
1/2
T B TN A SIS T
[vélido por estar [0,1/2] dentro del intervalo de convergencia]
La serie de L es decreciente y alternada a partir de segundo término
—legi<S<<L< <=0 <2 172
De otra forma (la integral puede describir el drea limitada por f en [0, %] ):
area rectangulo = % < L area trapecio = % [es facil ver que f es convexa en ese intervalo].
[La acotacién L > 1/2 era clara geométricamente antes de hacer ninguna cuental.
Voliimenes (sencillos):
Aunque el instrumento natural para calcular volimenes il
son las integrales multiples que se estudian en Caélculo
II, hallamos algunos para los que bastan integrales de ( A(x)
funciones de una variable. :
Volumen de un sélido que se extiende desde x =a hasta x=»5b, conocida§ el area ﬁ{x) b
de cada seccién plana: | V = fabA(x)dx
Ej. Un sélido tiene base circular de radio 2. Cada seccién produ-
> X cida por un plano perpendicular a un diametro fijo es un tridngulo
- 212 oy (1
equilatero. Calcular el volumen del sélido.
P2
N A(x) = 4rea tridngulo de base 2v/4 —x2 = \/3(4—x?), V = Zf()zA(x)dx =
323
2 3
En particular, volumen de un sélido de revolucién engen- i
drado al girar en torno al eje x la regién comprendida entre
la grafica de f (f(x) >0) y el eje x en [a,b]. El area de cada
seccion [circulo de radio f(x)] es
A(x) = zt[f(x)]? . Por tanto, | V =7 [7[f(x)]*dx
Ej. El volumen obtenido al girar la regiéon determinada por
g(x) :}C y el eje x en el intervalo [1,b] , b>1 es V, =
Vp — m: el volumen del sélido infinito es finito (impropia con-
b—o0
vergente)
. . s . . . 1 b TN
Valor medio de una funcién en un intervalo; se define: | M = ;— [ f(x)dx M N
(si f >0, esla altura de un rectdngulo de base b—a o 13

y area igual a la limitada por la grafica de f)
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2m/w Ej. Hallar el valor medio de f(x) =Asen®x en el semiperiodo [0,7/®] :

/o
\/ M=2 fow/”A senwxdx =2 (el valor medio en [0,27/@] es 0)

Trabajo de una fuerza variable: un punto se mueve en el eje x sometido a una fuerza
f(x) funcién sélo de x. El trabajo realizado por la fuerza f para mover el punto desde

a hasta b es

T = [7 f(x)dx
0O —»b

Ej. El trabajo preciso para estirar un muelle una longitud » desde
su posicién de equilibrio es fé’ cxdx = %cb2 m ;|

Sea una varilla de densidad lineal variable p(x) que ocupa desde a hasta b. Su masa
m , su centro de gravedad x* y su momento de inercia [ respecto a 0 son:

m:fabp(x)dx , X" :ffxp(x)dx , I:ffxzp(x)dx

Distancia recorrida en el intervalo de tiempo [a,b] por un mévil de velocidad v(z) :

D= [Pv(t)dt
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6 Introduccidn al calculo en C

6.6. Introduccion al calculo en C

6.6.1. Funciones de variable compleja

Veamos algunas propiedades del conjunto de los nimeros complejos C={z=a+ib:
a,b € R}. No hay ningtin ndmero real x tal que x>+ 1=0. Para que esa ecuacién tenga
solucién es necesario introducir el niimero imaginario i: i> = —1 . En C estdn definidas
las operaciones suma y producto:

(a+ib)+ (c+id) = (a+c)+i(b+d) , (a+ib)-(c+id) = (ac—bd) +i(ad + bc)
Con estas dos operaciones C es un cuerpo: + y - son asociativas y conmutativas, existe
la distributiva, existen elementos neutros (z+0=z y z-1=z) e inversos:
Vz=a+ib 3 —z=—a—ib tal que z+(—2z) =0

Vz#40 377! :azi—bz—iazbﬁ tal que z-z7' =1

Se define diferencia y cociente de complejos como: z—w=z+(-w), &=z wlsi w0

[No se puede, a diferencia de R, definir un orden en C compatible con las operaciones anteriores].

Dado z=x+1iy , el conjugado de z es Z=x—1iy;y el médulo de z es |z] = /x2+)%.

Representando cada nimero complejo z=x+1iy como el punto
del plano de coordenadas (x,y), es facil ver que el complejo
suma z+w estd en el vértice opuesto al origen de un parale-
logramo dos de cuyos lados son los segmentos que unen z y w
con O = (0,0). El conjugado de z es la reflexién de z respec-

lz—wl

Z+wW

to de y =0. El moédulo es la distancia desde z al origen. La
distancia de z a w viene dada por |z—w| .

Algunas propiedades de demostracién inmediata son:

=z, 2tw=z+Ww, —z=-2,zw=2zw, z ' =), [zl =22, [z-w| =z |w|

Il

Mas dificil es probar (ver Spivak) que |z4w| < |z]+|w| (el significado geométrico es
claro).

Un z se puede describir con coordenadas polares: z=x+iy=r(cosf+isen6), donde
r=/lz| y 6 es el dngulo que forma el segmento Oz con el eje x positivo. El 6 no es tnico:
todos los 6 4 2km nos dan el mismo z. Cualquiera de ellos se llama argumento de z.
El argumento principal es el 6 con 0<0<2x. El 0 se halla utilizando que tan6 = )XC
y mirando el cuadrante en que estd el z.
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6 Introduccion al calculo en C

Ej. Para z=—2+2i es |z =2v2; como tan@ = —1 y z estd en el tercer cuadrante, se

puede escribir z (con el argumento principal) en la forma z = 2v/2[cos %” +isen %T”]

(6 con otro 6: z=2v2[cos UZ +iseniZ]).

Miés adelante veremos que si 8 es cualquier real: e'® =cos@+isen8 (complejo de médulo
1). Esto nos proporciona una forma mas corta de expresar un complejo en polares:

z=rel? donde r=|z| y 6 es un argumento de z. W
Las formas polares son muy utiles para efectuar productos y potencias: LS
Siz=rel? , w=sel® entonces: z

z-w=rse!®% = rg[cos(0+a) +isen(6+a)],
fei(e_o‘) = Llcos(6—a) +isen(6—a)],
7" = r"e"® = '(cosnb +isennd).

0+a

[Las dos ppimeras son inmediatas y la del z" se prueba por induccién].
Todo z=re"” #£0 tiene exactamente n raices n-simas distintas dadas por

Wz =/re! = /r(cosd +isend) con (b:w,kzo,...,n—l. @
[basta elevar a n y observar que si k =n,n+1,... se repiten los & ‘M‘
angulos de antes; vemos que las n raices estan en los vértices de un \ ’ VT
poligono regular].

Hagamos una serie de operaciones de repaso de la aritmética compleja:

Ej. Calcular i(ﬁ) . Basta hacer uso de las propiedades del médulo: || = ‘i‘lg’;ﬁi‘ = 17% =5.
[Vamos ahora a hacerlo dando un rodeo calculando el complejo que esté dentro del médulo:
1[32:?] = [[3;3][[22;}] = 3_8’;6”‘“ = —142i, cuyo médulo es, desde luego, v/5 ]

Ej. Calcular w=(1—i)% , directamente y en polares:
w=1+6(—1)+15(—i)>+20(—i)* +15(=i)* +6(—i)> + (=1)® = 1 —6i — 15+20i + 15— 6i — 1 = 8i

. 6 . .
r=v2,tanf =—1— 0 =2F (0 del cuarto cuadrante) — (2e!7%/4) = gei2!7/2 — gel™/2 — §j
4

Ej. Hallar las raices ciibicas de z = % .

Podemos hacer: z = Hfﬂ“ﬂ = 0381 — 3 1 4j = Selercan(4/3) O bien, ﬁ
0

T+i= Sﬁeiarctan(lﬂ) L1—i= ﬁ67i7n/4 = 5ei[arctan(1/7)+n/4]

[las dos expresiones de z coinciden, pues arctanx + arctany = arctan 1’:‘3 ]

Por tanto, ¥/z = v/5¢'¢ donde ¢ = w ,k=0,1,2 . Con calculadora:
0 = arctan? ~ 0.927 ; ¢ ~ 0.309, 2.403, 4.498 — 2~ 1.63-+0.52i, —1.26+1.151, —0.36—1.67i

Ej. Factorizar el polinomio real x*+1 (lo habfamos necesitado para hallar una primitiva de 5.5).
Las raices del polinomio son las 4 raices de —1 = 1e® que son v/1¢'® con o= % , %” , %Tﬂ , %” .
Es decir, z1p = @ [1£i], z34= 72 [-141i] , complejos conjugados dos a dos, como debian

(a las mismas raices llegarfamos buscando los 7 tales que z> = =i , pero serfa mucho més largo).
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6.6 Introduccion al calculo en C

Por tanto: x* +1 = [(x—z1) (x — 22)][(x — z3) (x — z4)] = [* — (21 + 22)x+ 2122] [® — (23 + 24 )x + 2324]
St 1= —V2x+ 1P +V2x 4 1]
Ej. Hallar las raices de la ecuacién z2—iz—1—i =0. La férmula z= 5 [—b+vb>—4ac] sigue

siendo
vélida interpretando +vb2—4ac como las dos raices del complejo (no tiene sentido decir

‘la raiz

positiva’ de un complejo). En nuestro caso: z= %[i:l: V3 +41i]. Trabajemos en cartesianas: buscamos z=
x+iy tal que sea z2 =x% —y?+2xyi =3+4i . Debe ser x> —y> =3 y 2xy =4. Hay dos soluciones reales

de este sistema: x=2,y=1y x=-2,y=—1. [En polares obtendr{amos V5ei?, ¢ = %(4/3) +km
k=0,1, que deben coincidir con +(241)]. Las raices buscadas son:
z=3[i+2+i)]=1+i y z=3[i-(2+i)]=-1. 3
Ej. Representar en el plano complejo los z que cumplen |z—i| <2 . \
2 b

Si z=x+iy, esto equivale a [x+i(y—1)| <2 & 2+ (y—1)2<4.

Los z buscados son los del circulo sin borde de centro (0,1) y radio 2
(claro, los z que distan del complejo i menos que 2).

Ej. Expresar cos30 y sen36 en términos de cos 6 y sen 8 utilizando potencias de complejos.
08360 +isen30 =0 =[]’ = [cos  +isen 8]3 = cos® @ —3cos B sen? O +i[3cos? O sen O —sen3 6]
= 0830 =4cos’0 —3cos® y sen30 =3senH —4sen’ O

[sale usando sélo propiedades reales de senos y cosenos de sumas, pero es bastante méas largo]

Pasemos ya a tratar las funciones de variable compleja. Una funcién f(z) de variable
compleja serd una regla que asigna a cada complejo z de un dominio un tinico complejo
f(2).
Como los reales son un tipo particular de nimeros complejos podriamos hablar también de
funciones reales de variable compleja, si f(z) es real para cada z, o de funciones complejas de
variable real (incluso las funciones reales de variable real vistas hasta ahora se pueden mirar
como un tipo particular de funciones complejas).

Ej. f(z) =22, f(z) =2, f(z) = f(x+iy) =xy-+ix son funciones complejas de variable compleja.

Una funcién compleja de variable real es, por ejemplo, f(x) =senx+ix,si x€R.

Funciones (importantes) reales de variable compleja son:

f(z) =|z| (funcién ‘mddulo’), Arg(z) =6, con 6 argumento principal de z (funcién ‘argumen-
to’),

Re(z) =Re(x+1iy) =x, Im(z) =Im(x+1iy) =y (funciones ‘parte real’ y ‘parte imaginaria’).
Cualquier funcion f de valores complejos puede escribirse en la forma f=u+iv, donde

u y v (parte real y parte imaginaria de f) son funciones con valores reales (esto no
siempre serd util). Por ejemplo, asi podemos expresar:

f@)=2==y)+i2w) , f(x)=z=x—iy

Pintar funciones complejas es mucho mas dificil que las reales. Podriamos dibujar flechas
entre dos planos complejos, o bien escribir el valor de f(z) sobre cada z de un plano
complejo. Las dos cosas estdn hechas abajo para f(z) =2>:
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—

Las definiciones de limites y continuidad son las de R sustituyendo valores absolutos por
médulos:

Def. (¢,0 €R; z,a,L€C)

limf(z) =L si Ve >038 >0 tal que si z cumple 0 < |z—a| < § entonces |f(z)—L| <E€.

—a

f es continua en a si Ve > 036 >0 tal que si z cumple |z—a| < § entonces |f(z)—f(a)| < €.

[Si un entorno es B(a,r) ={z€C:|z—a| <r}, que f

es continua en a significa que podemos encontrar un ’&’
entorno de a de radio 6 lo suficientemente pequenio de adio 5
forma que su imagen este contenida en un entorno de radio €

f(a) de cualquier radio €, por pequeno que sea €].

Teorema:

fy g continuasen ac C= f+tg, f-gy f/g (si gla)#0) son continuas en a.
Si f=u+iv (u, v reales), entonces f es continua en a < u y v son continuas en a.

Las demostraciones del 4+, - y / son iguales que las reales, ya que seguimos teniendo la
desigualdad triangular; para la otra: |f(z) — f(a)| = |[u(z) —u(a)]+i[v(z) —v(a)]| es pequeno
si y sélo si lo son |u(z) —u(a)| y |v(z) —v(a) .

Ej. Es facil ver que f(z) = constante y f(z) =z son continuas en cualquier a (por tanto, también

lo son
cualquier polinomio y cualquier cociente de polinomios donde el denominador no se anula).

Ej. Re(z)=x e Im(z)=y son continuas Va por el teorema anterior y porque f(z)=z lo es.
[O directamente: si a = p+igq a
x—pl,ly—q|l <Vx—pP+ly—ql*=|z—a| <€ si |z—a|<d=¢]

o>
Ej. f(z) =7 es continua Va € C: |7—d|=|z—a|=|z—a| <€ si |z—a|<d=¢ |

[o por el teorema y el ejemplo anterior: u(z) =x , v(z) = —y lo son]

[como se verd en Calculo II, una funcién de dos variables que sea composicién de funciones
continuas serd continua; asi serd ficil asegurar que lo es, por ejemplo, f(x+iy) = yarctan (xy)+
ixcos (x+y)]

Hay funciones discontinuas muy sencillas como Arg(z) en cualquier a
real positivo. En cualquier entorno de a hay puntos z en que Arg(z) es
casi 27 y por tanto |Arg(z) — Arg(a)| = |Arg(z) — 0] no se puede hacer
tan pequeno como queramos [en los demés a la funcidn si es continua; si
el argumento principal lo hubiésemos escogido en (—m, 7] conseguiriamos que la funcién Arg(z)
fuese continua en el semieje real positivo, pero la discontinuidad se trasladarfa al negativo].
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Def. | f(z) es derivable en a € C si existe el lf%w = f'(a)

7—

[Definicién exactamente igual que la de R; también exactamente como alli se prueba que
‘derivable = continua’ y los resultados para el calculo:

(f£g)=r=*g.(f8) =Ffg+rs.(1/g)=—¢/¢, (fg)(a)=f"(s(a)) & (a)
Con esto sabemos derivar polinomios y funciones racionales (mds adelante también podremos
derivar senz , cosz y e°, pero por ahora ni siquiera sabemos lo que son estas funciones comple-
jas)].

Ej. Hay funciones muy sencillas no derivables como f(z) =%, pues A lim Pt ) S TN e
z—0 < (x+iy)—0 Xy

x—iy
X+iy

cuando y=0 vale 1 y cuando x=0 vale —1; el limite no puede existir pues

el cociente toma valores 1 y —1 para z tan cercanos como queramos a 0.

[Sabiendo algo de derivadas parciales: se prueba en andlisis complejo que para que una f=u+iv
sea derivable es necesario que se cumpla: uy =v, , u, = —v, (ecuaciones de Cauchy-Riemann). Para
f(z) =x—1iy no se satisfacen, pues u, =1 vy, = —1. De hecho, la mayoria de las funciones definidas en
la forma f=u-+iv seran no derivables, pues es mucha casualidad que u y v cualesquiera satisfagan
dichas ecuaciones. Comprobemos que si se cumplen para una funcién derivable como f(z) =z> (de
derivada f'(z) =2z): uy =2x=vy, uy = —2y = —v|.

6.6.2. Series complejas de potencias

Comencemos con sucesiones {a,} C C de complejos, o sea, funciones de N en C [|-|
modulo |:

Def.’ {ay} — L si para todo € >0 existe N natural tal que si n > N entonces |a,—L| < € ‘

Para cualquier entorno de L casi todos los puntos de {a,} estdn dentro:

Sea a, =b,+ic, ,con b, y ¢, realesy L=p+iq.

Teorema: Entonces {a,} =L < {by} —py {ex} —q .

=) Ve 3N tal que sin >N = |a,—L| = |(by—p) +i(ch—q)| < € & (by—p)*+ (ca—q)* < €?
(by—p)? < €*=|b,—p| <€
(Cn_CI)z <&'= len—gql <€

dN;,n > N, = ‘bn—p| < %

<) Ve { Woon > Ny = len—q| < & = |a,—L| < |by—p|+|cn—q| < € si n >méx{N|,N,}

Como en R, una serie de complejos Y a, se dice convergente si lo es su sucesién S, de
sumas parciales. Una consecuencia inmediata del teorema anterior es:

Teorema: | a, =b,+ic,: Y a, converge < Y b, y Y ¢, convergenyes Y a,=Y b,+1Y ¢,
n=1 n=1 n=1

Y a, es absolutamente convergente si lo hace la serie real ¥ |a,|, a la que se le pueden
aplicar todos los criterios de convergencia de series reales conocidos. Se tiene también
que:
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Teorema: ’ Y a, absolutamente convergente = Y a, convergente ‘

Si a,=b,+icy, |an|* = |bn|*+|cal* = |bul,|cn] < |an| . Por tanto:
Y |an| convergente =Y |b,| y ¥ |c,| convergente = Y b, y ¥ ¢, convergentes

También se tienen aqui los criterios de cociente y de la raiz (iguales que los de R) y son

reales las sucesiones % y {/|an| cuyo limite hay que calcular para aplicarlos.
n

Ej. a, = sen%+i(2—|— %)n diverge, pues b, = sen% — 0, pero ¢, =2+ %)n — oo,
Ej. a,=(3+ %)n :an] =27"? = 0= a, — 0 [esto es intuitivamente claro y facil de formalizar]
Ej. Y (5+ %)n converge pues Y |a,| = Z(%)n es serie geométrica convergente

[como en R se ve que: Y a, convergente = a, — 0; otra prueba de que la dltima {a,} converge]

in
Ej. ¥ 1; no converge absolutamente (pues ):% es divergente), pero si converge:

R N (I I AR PR

puesto que son convergentes las dos ultimas series por Leibniz.

. T+ n . " 7+ n+1 3 3 .
Ej. Z( n;) diverge, pues |a‘a:|l‘ — | ‘7Jlr|i|n (n:il)3 :5\@ (njlll»—l)3 —>5\/§> 1, o bien,

porque {/|a,| = ig{g — 5v2>1 (que ¥ |a,| diverja, en principio no prueba nada).

Veamos las series de potencias complejas f(z) :i ap* =ap+aiz+arz>+--- , a,,z€C.
n=0

Se dan resultados como los de R con demostraciones (que no hacemos) calcadas de las
de alli:

Teorema:

A cada serie de potencias estd asociado un numero positivo R, llamado radio de
convergencia de la serie, que tiene las siguientes propiedades: si R =0, la serie sdlo
converge si z=0; si R= o0, la serie converge para todo z; si R es un nimero real

positivo, la serie converge para |z| < R y diverge para |z| > R.

Aqui el intervalo de convergencia se ha convertido en el circulo de con-
vergencia |z| < R. Sobre la circunferencia |z =R no se puede asegurar
nada. Como en los reales habra series que convergen en toda ella, otras
en puntos aislados, otras en ninguno... El calculo del R se podra hacer
casi siempre utilizando el criterio del cociente o la raiz.

converge

Estas series se pueden sumar, multiplicar, dividir,E igual que las reales y se tiene el
mismo resultado sobre derivacion:

diverge

Teorema: | Sea f(z) = i an?" para |z] <R = f es derivable para |z7] <Ry f'(z) = inanz”_
n=0 n=1

1

Y, por tanto, las funciones definidas por series de potencias vuelven a ser infinitamente
derivables (y también continuas, desde luego) dentro del circulo de convergencia. Un
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resultado importante y sorprendente, que desde luego no es cierto en los reales, y que se

prueba con técnicas mas avanzadas de calculo complejo es: I

>

Teorema: Una funcién f(z) derivable en una regién A del plano es
infinitamente derivable en A. Ademads, en todo circulo contenido en A
la funcién f(z) coincide con su serie de Taylor.

Definimos tres nuevas funciones complejas, que hasta ahora no tenian sentido:

Def. ezz)i z senz:i (—l)”ﬂ cosz:i (—1)”i vVzeC

= n! > = (2n+1)! = (2n)! »

El R de las tres series es o. Tienen propiedades (faciles de probar) esperadas como:
(senz) =cosz, (cosz)' = —senz , sen(—z) = —senz , cos(—z) =cosz ,
(e¥) =€t , e t=1/e*, et =¢%" , ...
Ademsds de otras nuevas como:
iz : 2 i z i Z ; z ;

e " =cosz—isenz, senz=1[e —e ], cosz = 1[el +e ]

[Siz =y real deducimos la prometida relacién que abreviaba la forma polar: e = cosy-+isen y].
No es necesario sumar series para calcular exponenciales: "™ =e*e” =e*(cosy+iseny).

[Ni senos: sen (7 +1) = 5 [el™) — e @) = _1I[e~lei® _ele=iT) = 1[e~! —el] (=seni) |.

D=

Las funciones complejas senz y cosz no estan acotadas. En el eje imaginario, por ejem-
plo:
sen(iy) = 5-[e ™ —e’] =ishy , cos(iy) = [e™ +e&’] =chy

[resultado cldsico es que las tnicas funciones acotadas y analiticas en todo el plano son las
constantes].

Lo visto para series complejas permite explicar situaciones sorprendentes de las funciones
reales. jPor qué si tanto e* como ﬁ son C*(R), la serie de la primera converge Vx
mientras que la de la otra sélo lo hace si |x| <17 Pues porque la serie 1—z2+z*—--.
de ﬁ ha de definir una funcién continua y en z=+i esta no lo es [esto sucede para
todo cociente de polinomios complejos (reales, en particular): el radio R de su serie es
la distancia al cero més préximo del denominador (en |z| <R es derivable y, por tanto,
analitica)]. También entendemos el extrafio comportamiento de la f(x)=e!/ 2 f (0)=0
que tiene infinitas derivadas pero sélo coincide con su serie de Taylor en x = 0: como

. 2 ., . . . .
f(iy)=e'/ = la funcién compleja no es siquiera continua en z=0.
y*)

n
Ej. Estudiemos donde converge: ¥ \Z/—ﬁ ) |“|Z+‘1‘ = %"[:1 —1=R. LICONV
Converge en el circulo |z] < 1y diverge en |z] > 1. ;Qué pasaen |z] =17 » ﬂ)NV 1
No converge absolutamente en esa circunferencia, pero podria converger co DIV
en algunos z de ella. Por ejemplo: K/
DIV
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siz=—1, la serie }, [7;1” converge por Leibniz; si z=1, Zﬁ diverge;

si z =1, converge, pues Z\% =Yy [;;i: +iY \}% y convergen ambas (Leibniz).

Ej. Desarrollemos en serie f(z) = i
Que Y 7" converge < [z] < 1y que su suma es I%z se prueba como en R. Asi pues:
n=0

o n,2n
flz) = %17[ L Zb Uz |*TZZ| < 1< |zl < 2 (distancia de los ceros al origen).

722/4] gn+1

[la serie no converge en ningun punto de la circunferencia |z| = 2 pues para cualquier z con
ese mddulo queda una serie cuyo término general no tiende a 0 pues tiene médulo constante

1/4].
Podemos desarrollarla también (dando rodeos) de otras formas.

Descomponiendo en fracciones simples complejas:

117 1 17_17_1 171 P (2" _ 1w 22" _ & (=0
214 = wles —mml = 8[1—z/21 + 1+z/2i] =3 Zb [(Zi)" + Gy =3 Zb 2 = ZO yrEs]
n= n= n=_

Dividiendo (las manipulaciones con series complejas, como dijimos, como las de las reales):

[4+22[ao+aiz+ @+ =1—4dag=1,a9=14; 4a1 =0,a1 =0; dar +ap=0,ar = — 1 ;...
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7 Problemas adicionales

Elaborar unos apuntes de una asignatura tiene la ventaja para los alumnos de precisar
qué es lo que en concreto se va a explicar durante el curso. Ademads les permite no estar
todo el rato pendientes de copiar a la mayor velocidad posible (con los errores que ello
produce) todo lo que se escribe en la pizarra. Pero tiene también sus claras desventajas.
La existencia de los apuntes suele incitarles a utilizar poco otros libros, que dan otras
visiones de la asignatura y que tratan diferentes temas con mas extensién, ejemplos,
aplicaciones o rigor (segin los casos) que en dichos apuntes.

Es importante, como se acaba de decir, consultar libros. El problema fundamental
de la bibliografia para un curso de Célculo de primer curso es que no existe ’el libro
adecuado’ a todos los estudiantes, pues éstos llegan a la universidad con muy diferente
formacién matematica. El ideal seria que toda persona de primero de Fisicas pudiera
seguir sin excesivo esfuerzo un libro tan bonito como el Spivak. Pero ese ideal dista
mucho de la realidad.

En teoria, en las asignaturas de matematicas del bachillerato se han tratado (estd
escrito en los programas oficiales) bastantes temas de los que se va a profundizar en
Célculo I. Por ejemplo: nimeros reales, inecuaciones, sucesiones, rectas, trigonometria,
exponenciales y logaritmos, concepto intuitivo de limites, derivacion, graficas, primitivas
sencillas, cdlculo de dreas u operaciones elementales con complejos. Segin esto, sélo
parte de los temas de Calculo I se verian por primera vez: todo lo relativo a series, la
definicién rigurosa de limites, los desarrollos de Taylor, las sucesiones de funciones, el
célculo de primitivas complicadas, las integrales impropias y pocas cosas mas (ademds
del cambio que suele representar la insistencia de los profesores universitarios en ’las
demostraciones’).

La experiencia dice que, aunque hay un porcentaje digno de estudiantes que si contro-
lan buena parte de los citados temas del bachillerato, hay otra parte (por desgracia no
muy minoritaria) con demasiados agujeros en su formacién. Para los primeros, los libros
clésicos de Calculo ([Sp], [A] o [CJ]) son el complemento natural de estos apuntes (el
[A] tiene temas ademds de otras asignaturas: Algebra, Célculo II, Ecuaciones Diferen-
ciales,...). Pero para estudiantes de menor nivel matematico es preferible manejar libros
mas elementales, como el [L], [St] o [LHE], que contienen muchos més ejemplos sencillos
(aunque no incluyen los temas més complicados del curso: diferentes demostraciones,
convergencia uniforme, impropias...). Los seis libros anteriores estudian (al contrario que
en el programa de Célculo I) primero las funciones (integrales incluidas) y luego las su-
cesiones y series. Los dos siguientes ([B] y [K]) tratan las sucesiones y series al principio.
El [K] es dificil de leer (y de encontrar), pero es citado porque de él se han extraido
algunas demostraciones.

Las hojas de problemas comunes a varios grupos de Célculo I y los adicionales de estos
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apuntes son mas que suficientes para el curso. Pero en todos los libros de la bibliografia
hay maés problemas propuestos y resueltos. Si algin amante de las matematicas quiere
problemas més tedricos y complicados, que no dude en enfrentarse a los del [Sp|. Pero
probablemente sea mayor el nimero de quienes echan en falta en nuestros problemas
ejercicios sencillos que permitan repasar los temas del bachillerato. En [L], [St] o [LHE]
se pueden encontrar cientos de ellos.
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Historia

1.0.0 - 1 de noviembre de 2007

= Primera versién publicada en Alqua —PPA.

Las siguientes tareas merecen atencion, a juicio de los editores y autores:
= ;Qué es lo que crees que podria y deberia mejorar del documento?

= Anadir més dibujitos
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Creative Commons Deed

Reconocimiento-NoComercial-Compartirigual 2.5 Espana
Usted es libre de:

= copiar, distribuir y comunicar piublicamente la obra

= hacer obras derivadas
Bajo las condiciones siguientes

Reconocimiento. Debe reconocer los créditos de la obra de la manera especificada por el autor
o el licenciador (pero no de una manera geu sugiera que tiene su apoyo o apoyan el uso
que hace de su obra).

No comercial. No puede utilizar esta obra para fines comerciales.

Compartir bajo la misma licencia. Si altera o transforma esta obra, o genera una obra deriva-
da, s6lo puede distribuir la obra generada bajo una licencia idéntica a ésta.

= Al reutilizar o distribuir la obra, tiene que dejar bien claros los términos de la licencia de
esta obra.

= Alguna de estas condiciones puede no aplicarse si se obtiene el permiso del titular de los
derechos de autor.

= Nada en esta licencia menoscaba o restringe los derechos morales del autor.

Los derechos derivados de usos legitimos u otras limitaciones reconocidas por la
ley no se ven afectados por lo anterior.

Esto es un resumen legible por humanos del texto legal (la licencia completa) disponible en:

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.5/es/legalcode.es

Aprenda como distribuir su obra utilizando esta licencia en:

http://creativecommons.org/learn /licenses

107


http://creativecommons.org/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.5/es/legalcode.es
http://creativecommons.org/learn/licenses

Creative Commons Deed

108 Célculo I - 1.0.0



http://creativecommons.org/

Manifiesto de Alqua

Origen y metas del proyecto

En 1999 fundamos el proyecto Alqua con el objetivo de promover la creacién de un
fondo de documentos libres de caracter cientifico que permita a cualquiera aprender con
libertad.

Al constatar la duplicacién de esfuerzos en la preparaciéon de materiales didacticos
para la fisica y con el deseo de compartir nuestros conocimientos, nos inspiramos en
los principios de libertad que rigen el movimiento del software libre para establecer
aquéllos de Alqua. Primero pensamos que lo que escribiésemos deberia poder disfrutarse
sin merma de libertad por las personas interesadas, y mas tarde decidimos organizar
nuestros esfuerzos para ayudar a otras personas que compartian nuestra vision a difundir
sus saberes mediante un esfuerzo cooperativo.

Para hacer efectivos dichos principios decidimos que los documentos publicados deben
ser libres en un sentido amplio: pueden reproducirse y distribuirse (gratuitamente o no,
es irrelevante) pero también pueden modificarse y usarse como base para otros trabajos.
A fin de evitar que estas libertades del lector-autor se restrinjan posteriormente, los
documentos contienen una licencia que explica los derechos que posee y estipula que
nadie que distribuya el documento, modificado o no, puede hacerlo de modo no libre.

Las ventajas de los documentos libres

Actualmente es ilegal compartir o modificar la mayoria del conocimiento cientifico
en fuentes impresas, que suelen ser inaccesibles para la mayoria de los estudiantes y
bibliotecas del mundo en virtud de su precio y se actualizan con poca frecuencia debido
a su sistema de distribucién tradicional.

En este contexto los documentos libres presentan ciertas ventajas.

Por una parte, en algunas disciplinas los documentos libres permiten facilitar el esta-
blecimiento de un sistema de mérito reduciendo las barreras de precio y disponibilidad.
El modelo de desarrollo libre para la ciencia se apoya sobre las libertades de distribucién
y modificacién. Estas se ven favorecidas por el medio digital, asi como por la concepcion
del conocimiento como un patrimonio comunitario. Todo lo anterior permite reducir el
coste del documento a una cantidad marginal y anima a que lo mejor se combine con lo
mejor para producir un resultado excelente a la vez que actualizado.

Por otra parte, en casos donde la evaluacion del mérito es mas subjetiva, los documen-
tos libres pueden aportar una base sobre la que elaborar con un menor esfuerzo diferentes
perspectivas doctrinales o estéticas, mutaciones, iteraciones y apuestas que incentivan la
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creacién como un aspecto mas del disfrute de la obra.

En suma, los documentos libres fomentan un acceso a la cultura mas justo y com-
pleto. Para algunos dominios del conocimiento cientifico el proceso de desarrollo libre
facilita la recombinacion, lo que permite la produccion de obras muy sofisticadas y com-
pletas mientras que en otros ambitos facilita la difusion de perspectivas plurales y la
experimentacién creativa.

Una nueva dinamica de creacidon y aprendizaje

Algunas personas que hemos conocido estan interesadas por este modelo de colabo-
racion, pero se preguntan qué clase de control tienen sobre sus documentos libres. La
respuesta es sencilla: la licencia esta disenada de modo que a cada cual se le atribuya
aquello de lo que es responsable y nada mas. Para ello, se incluye en el documento una
seccion en la que se explica quién hizo qué y cuando lo hizo.

Uno de los efectos més interesantes de introducir los documentos libres en el aula es
que difuminan la frontera entre quien aprende y quien ensenia. Los documentos libres son
un puente para establecer contacto con una comunidad de interés mucho mas vasta que la
del centro educativo, permitiendo el aprendizaje continuo y fomentando una experiencia
plural y transformadora: el criterio para participar en un documento es, solamente,
hacerlo bien.

Un autor puede pensar que distribuir su documento bajo un copyright que restringe
la libertad de copia es mds rentable que otorgar mayores libertades. Esto no es necesa-
riamente asi, por varias razones.

En primer lugar, libre no quiere decir gratuito. Una editorial puede publicar un do-
cumento libre obteniendo beneficio de ello. De hecho, es una buena idea hacerlo dado lo
agradable que resulta manejar un libro bien encuadernado. También los autores pueden
aceptar una compensacion de los lectores por su trabajo en un determinado documento.

En segundo lugar, la mayor parte de los autores son primeramente lectores. Cabe espe-
rar, pues, que para la mayoria el enorme ahorro derivado del acceso a muchos documentos
libres supere holgadamente el beneficio econémico obtenido de unos pocos documentos
no libres. La experiencia del software libre lo avala.

Finalmente, no se puede poner precio al beneficio social derivado de la existencia de
documentos libres. Gracias a los derechos que uno posee sobre un documento libre puede
adaptarlo para un curso académico eliminando lo que no es pertinente o es demasiado
avanzado y complementando el tema con nuevas aportaciones, desde ejercicios o diagra-
mas hasta apartados enteros.

Pensamos que las universidades u otras instituciones educativas podrian cumplir mejor
su funcién social poniendo a disposicién de la sociedad que las financia, en condiciones
de libertad, su patrimonio mas importante: el conocimiento.

El modelo de cooperacién que proponemos (que anima al trabajo en equipo aunque no
lo impone) permite abrir todas estas perspectivas y algunas mas. Alqua intenta ofrecer
los medios para esta tarea y relacionar, a través de los documentos libres, a los que tienen
saberes que comunicar y a los que sienten curiosidad por dichos saberes.
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Conclusion

Alqua tiene una tarea muy ilusionante y tan ambiciosa que sélo es factible en comu-
nidad. Por ello, pedimos a las personas que forman parte de instituciones o empresas
que colaboren con Alqua para que éstas apoyen econdémicamente el proyecto o patroci-
nen ediciones impresas y donaciones a las bibliotecas publicas. Ciertamente, los medios
materiales son necesarios, pero inttiles si, a nivel particular, no contamos con tu parti-
cipacién como individuo, aprendiendo y enseniando, para que los documentos libres en
marcha y otros nuevos alcancen los altos niveles de calidad a los que aspiramos.

Te invitamos a construir un patrimonio cientifico que nos pertenezca a todos.

Versién 2.0, marzo de 2003
http://alqua.org/manifiesto Copyright (C) Alvaro Tejero Cantero y Pablo Ruiz Muz-

quiz, 2003.
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El proyecto libros abiertos de Alqua

El texto que sigue es una explicacién de qué es y cémo se utiliza un libro abierto
y contiene algunas recomendaciones sobre céomo crear un libro abierto a partir de un
documento de Alqua. Si estas leyendo estas paginas como anexo a otro documento, éste
es casi con seguridad un documento libre de Alqua; libre en el sentido descrito en el
manifiesto de Alqua y las directrices para documentos libres de Alqua . Si has obtenido
dicho documento en un centro ptublico, como una biblioteca, entonces es ademads un libro
abierto de Alqua.

Qué son los libros abiertos

Los libros abiertos son ediciones impresas de los documentos libres de Alqua que
se pueden obtener en las bibliotecas u otros centros publicos. La particularidad de los
libros abiertos no reside en qué contienen (el contenido es el mismo que el de los libros
descargados de la red) sino en cdmo pueden utilizarse.

Al igual que los usuarios de Alqua a través de la red forman una comunidad de
interés que aprende colectivamente leyendo los documentos, discutiendo sobre ellos y
modificindolos para adaptarlos a propositos muy variados, los lectores de una bibliote-
ca constituyen también una comunidad. El ciclo de vida de un documento libre es de
constante realimentacién: las nuevas versiones son leidas, corregidas o quizéd bifurcadas,
lo que conduce a la publicacién de nuevas versiones listas a su vez para un nuevo ciclo
del proceso. jPor qué no abrir esa dindmica a la participacién de comunidades que no se
articulan en torno a la red?. No todos disponen del tiempo o los medios para participar
efectivamente en el proceso de mejora de los documentos a través de la red, que es la
aportacién diferencial mas importante de los libros libres respecto a los no libres. Por ello
queremos poner a disposicién de las bibliotecas libros abiertos que faciliten lo siguiente:

= El acceso de personas sin recursos informéticos al conocimiento que su estudio
proporciona.

= La posibilidad de contribuir a la mejora de dichos documentos por parte de la
amplisima comunidad de lectores de las bibliotecas, sin otro medio que un lapiz o
una pluma.

= La formacién de grupos de interés locales: compartir a través de un documento

libre puede compartir su proceso de aprendizaje con personas interesadas por temas
afines.
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= La constitucién, hasta en los centros que cuentan con una financiacién més débil, de
un fondo de documentos libres que cubra areas del conocimiento que su presupuesto
no permite afrontar.

iComo puedo contribuir a los libros abiertos?

Sélo tienes que utilizarlos como si fuesen tuyos, pero recordando que compartes tu
experiencia de aprendizaje con otras personas.

Por ejemplo, contrariamente a lo que harias con cualquier otro libro de la biblioteca
puedes escribir en los margenes de los libros abiertos tus propios comentarios: correc-
ciones, aclaraciones, bibliografia relacionada... Intenta hacerlo ordenadamente, de modo
que no interrumpa la lectura.

Si quieres compartir algin razonamiento mas largo, puedes utilizar tus propias hojas
e incorporarlas al final del documento, poniendo una nota donde corresponda. En este
caso, no olvides firmar tu contribucién con un nombre o seudénimo y, opcionalmente,
una direccién de correo electrénico u otra forma de contacto.

Cualquiera que pueda participar a través de la red puede incorporar tus contribucio-
nes a la versién que se distribuye en linea, con la ayuda de la comunidad de Alqua.
De esta manera abrimos el mecanismo de colaboracion a los lectores que no estan acos-
tumbrados al ordenador o prefieren no usarlo. La firma permite atribuir la autoria en
el caso de que los cambios se incorporen y establecer contacto al respecto. Damos por
hecho que al escribir tus aportaciones en un libro abierto estdas de acuerdo con que sean
libremente utilizadas (en el sentido descrito en las directrices para documentos libres ya
mencionadas) y por lo tanto incorporadas a las sucesivas versiones digitales.

Los libros abiertos pueden ser editados de modo que se puedan separar sus hojas porque
no hay inconveniente en que éstas sean fotocopiadas: no tenemos que usar la encuader-
nacién como un modo de evitar la reproduccion, puesto que no sélo no la prohibimos
sino que animamos a ella. Por tanto, una vez que obtengas un ejemplar en préstamo
puedes llevar contigo sélo la parte que estés utilizando.

Como lector, tu ayuda es necesaria no sélo para mejorar los documentos, sino para
que existan: hace falta imprimir, encuadernar y donar a una biblioteca un documento
libre de Alqua para que se convierta en un libro abierto.

Quienes tengan acceso a una impresora pueden ayudar a que los libros abiertos per-
duren en la biblioteca sustituyendo las partes deterioradas por el uso y actualizando
periédicamente el documento impreso. Para facilitar la tarea a continuacién propone-
mos un sistema de encuadernacién modular.

i Como puedo publicar un libro abierto?

Los pasos para publicar un libro abierto son los siguientes:

1. Imprimir la versién més actualizada del documento tal cual se distribuye en la
pagina web de Alqua, http://alqua.org
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2. Conseguir una encuadernacién modular — sugerimos un archivador de anillas con
una ventana o de portada transparente. Ello permite llevar consigo sélo la parte
del libro que se estd usando y anadir hojas con nuevas contribuciones.

3. Encuadernar el libro y situar el titulo, el autor y la clasificacién decimal universal
en su lomo y tapas.

4. Si puedes, adjuntar al archivador una copia del CD-ROM de documentos libres de
Alqua .

5. Donarlo a la biblioteca y comunicar a Alqua la edicién, escribiendo a librosabier-
tos@alqua.org .

Se trata de un proceso sencillo al alcance tanto de particulares como de bibliotecas y
otras instituciones, con un coste marginal que no se vera significativamente incrementado
por la conservacién y actualizacién puesto que se puede mantener la encuadernacién y
sustituir solamente las paginas impresas.

En conclusion

El proyecto libros abiertos, consecuencia de los principios establecidos en el manifiesto
de Alqua , persigue dotar a las bibliotecas de un fondo amplio y asequible de documentos
libres y a la vez facilitar la participaciéon de los usuarios en el proceso creativo del que
son fruto.

Tu ayuda es esencial para que el proyecto alcance estos objetivos.

(C) Alvaro Tejero Cantero, 2003.
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Calculo 1
Calculo infinitesimal en una variable
Pepe Aranda

descripcion

Una introduccién al cdlculo infinitesimal en una va-
riable, incluyendo analisis de funciones, derivacién
e integracion real, series de Taylor y un breve com-
plemento sobre funciones de variable compleja.

requisitos

» Aritmética bésica

http://alqua.org/libredoc/CAL1

Aprende en comunidad - http://alqua.org <

otros documentos libres

Variedades, tensores y fisica - Optica electromagnética - Ecuaciones
diferenciales ordinarias - Introduccién a la fisica cuantica, segunda
parte - Redes y sistemas - Sistemas Operativos - Geometria simplécti-
ca - Fisica del ldser - Analisis funcional - Geografia general de Espana
(en preparacién).

http://alqua.org/libredoc/

alqua,madeincommunity
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