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Prélogo

I dlgebra matrcial se ha convertido en una parte integrante de los conocimientos de matemiticas,
necesarios en campos tan diversos como la ingeniera eléctica, I pedagogi, a quimica y l2 sociologia,
asicom Iy estadistica y la matemntica pura. I propdsitode ese lbro de matries s, e primer lugar,
serir de complemento a los libros de texto bisicos, pro serd igualmente util como libro de consulta
para todos aquelos que por su trabajo  estudio necesiten unos conocimientos précticos de cilculo
‘matricial. Sin embargo, I teora expuesta e lo suficentemente amplia y completa para que este libro
pueda. ser utilizado de por si como texto propiamente dicho.

La obra se ha dividido en vintistis capitlos, s que por ell se alere I secuencia l6gica del tema,
,en cambio, s tende a aumentar la utildad de ibro como obra de conslt. Ademis,clo h per-
mitido’
iarios y de escuas tenicas e Tumlaizados-y f de s matrices e el o complf. Cada
capitulo comienza con las definiciones, principios  tcoremas pertinentes, ampliamente lusrados con
ejemplos muy diversos. Sigue, a continuacién, una coleccién de problemas cuidadosa y totalmente
reulos 3, por i, un consrale nimero e probleas propusios

Al comenzar el estudio del

para
b jan difultades al trotar
de resolver problemas te6ricos o al intentar hacer demostraciones. Ello, aturalmente, ocurre por falta
de madurez matemitics, pues n general <l estudiante, al iniciar el estudio del dlgebra de mavist o

L eV ik o 8 e e e o mgh & e Afon s B rapb
este libro fondo la teora prelminar y
de culquie capitalo— s proporcionale un seguridad suficent en i mismo en relacion con s ma-
teria tratada.

Los problemas resuelos, ademés de proporcionar una mayor variedad a los jemplos lustrativos
de los teoremas, contienen mis 0 menos detalladamente la mayoria de las demostraciones. Los pro-

solo require d
neiomnete, pero 1o i imporane son 108 michs eoremas daménal, cuyo esarrl slo
it was pas e, At gusas dmotaioes prrcn e y ot vy il -
guna debe ser estudiada con ligereza, pues precisamente la abundancia de tales teoremas e el dlget
clemental de matrice es lo que constituye un buen primer curso para quienes tratan de conseguir 1
necesaria madurez matemitica. Como el elevado nimero de problemas en cualquier capiulo hace im-
practicable I resolucién de todos ellos ates d pasr al capitul sigente, s deics una stencion e
al 2l El dominio d
o dria alumno s sguridad nessaria pra rsclhver después s demds problemas el |mm
irectivos

de la Schaum Publishing Compiny por su espléndida cooperacion.
FRANK AYRES, JR.
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Capitulo 1

Matrices

dispuestos en filas y columnas, encerrados entre corchetes,

[1 3 7] [‘ 3 ‘]

@ y ool

Las FR

va L !

e e - o bien la matciz ampliada con los
’ et

e

‘eremos com e aplican as matrice en elcion con stosssemas de ecuaciones La matiz (5)

s susceptibe de un interpretcidn aniloga, pero tambicn s pude considerar que sus s son,

sl s coornts de s pos (15,1 21,41y (7,6t sl

‘mensional. Otea

como, por cjemplo,

Misadelante

En la matriz,

)

los ndmeros, o funciones, 4 s llaman elementas de la misma. Bl primero de los subindices indica
Ta fila y el segundo la columna a las que pertencee dicho elemento. Asi, pucs, todos los clementos.
de la segunda fila s caracterizan,en esta notaci6n, por tener un 2 como primer subindice, y el sc-

el 5. Una matriz de m n

m o bien m x
(También se epresena a las matices por medio de paéntess, ),
libro s emplea a notacion enire corchecs,)
Lo mariz (1) s puste reptesniar csqumiment por et [a, % m b
4= m. Cuanda no existan dudas acerca del orden de una matrz, la repre:
e i et o i G 0

debaras, | | Enesie

MATRICES CUADRADAS. Cuando m = n, (L1 se lama
i una matrz cusdvads, I digonal prinipl €5 linca formada por losclementos . as,

Lo sumi de los e de In disgonal princpal de.u Ase lam
de 1o misma.




MATRICES

foar. 1
La condiién necesara y sufcente para que dos matrices, 4 = [a,]
= [y} ean guaes (A = B) s que tengan <l mismo orden y que cada o de los clementos
PRI gt e lptlind o plelest groni
o=by =12 L2
En otras palabra, dos matrics son iguales solo cuando una es «copiay de la ota
. Una matriz que tenga nulos todos sus clementos se lama mariz ula. En e caso

‘de que una matriz A sea nula y no haya lugar a confusioaes con fespecto a su orden, esri
simplemente A = 0, en lugar de la disposicién m x n con sus elementos iguales a cero.

Sean 4 = [ay]y B = [b] dos matrices de orden m x n;
T suma o diferencia de ambas, A £ 3, es otra matriz C = [c], de orden m x nenl quecada

¥ B. Asi, pues,
At B=[ay+by)

PR T I I [
Ejemplo 1. AR o e

2 340 3’ e
a4 = .
PREURITIR T B SR
12 20 3-0] [ -1 9
A8 -
0-(-) -2 45, 1aa

respesto Dos matri-

ces de distinto -orden no se pueden sumar ni resar.
i d f maties A e s iz e i onde e  cujs senestion s ey
los correspondientes de A multplicados por . Por definicién, ik es un escalar cuaquiera (de-

. que es una 1 x 1)la expresicn
kA = Ak sgniica Ia matiz obtenida al multipicar por k cada uno e los elementos de A.

1
Ejempo 2. Si4 - st
[

[‘ ’2].[‘ ’“].[‘ '2] . [’ ’J BT
PRNPY R PR B Pl P

- [41!) —5(—zy] n [—s m]

s -5 10 15

cular, — 4, que se llama matriz opuesta a A, representa la matriz que se obtiene al

mumww v da o el do A or o cocaie 1 o G kil G K gud o8
sus elementos. Cualquiera que sea 4, A + (~4) = 0, siendo 0 la malriz nula del mismo orden

Aasd =

Suponiendo que lss matrices 4, B, sean del mismo orden

@ A+B= (propiedad conmutativa)
® 4+6tO=itsn e (propiedad ssociativa)
() kA Bk ko

(@) B v e D o o A 5
a5 propiedades son consccuncia de las correspondientes a a suma de nimeros y polino-
s 1 g Sl D clls 3 dets e

1. Las matrices del mismo orden, o conformes respecto de 1: s s, bstcen 8
as mismas leyes de la adicidn que los clementos de que se com



car)

MATRICES

)" El producto 4B, e
i u‘,]‘ ot ot e

ﬁi«!u

@11, a3, apy,

5= % | e otra matrz de orden 1.x 15 € = [ay bis + @12 bay + By by + -+ ayn b
b
b
b
Eaoss, Touytug - 0] S fantbeih ag b+t [g’ ,,“nh}
b

3

una.matriz de fdert

s g ol comcpone e f e , o gt ik -
ductos obtenidos. Esta operacion se llama producto escalar de la fila por la-col

Howo 3. ) (234 [] raisen s
)

o
oo [T oo

o

producto AB, en st orden;de I matrz de arden m 5, = [a,]por otrade orden p x
B= [b“] es otra. matriz de orden|m x n, ‘c [ tal que evden= (&) % U Cotummas (6]
ool = ‘x:‘.“a.j. [ L2,
deincol =48
i d

el producto escala de la fila  de A por la columna j de B.

It
agy s +asgber
by b

45

= [earbartoaba

bay by
aaybis *asabar

a1bs tasabas

abassbin

ea1bs +ogabas

L, J [
el nimero de columnas de A es igual l A ol prodcto AB stk
ostssiete et by

con B)no i
ks 8 it definido).
Suponiendo

ikl wnfuvmc
e

e

lo que 4, B, C son matrices conformes respecto de la suma .|g=|m|u y pwdum

se tiene

© AB+ Q)=
() U+ mC= 1+ BC
) A®BC) = (ABIC

sin emburgo,
() 4B # B4, e lo generl,
(i) 487 no implca neseuramente que 4 =00 B =0,
) "4 2 4C o implca neosaiamente i B = C.

(segunda propiedad
(propieda asociativa)

Vi

(primera. propicdad dis

sributiva)
tributiva)

fanse Problemas 3.



MATRICES [eap. 1

Sea 4= [a,] una matriz de orden mxp y
8= [b]deordenp 4B,
deordent x py 1 visi I
Por ejemplo, las matrices 4 y B se o
dicados por medio de las lineas de trazos:

uxm) | o
r et .’_?"
= || Gaxr
Goxn) | axno)
By | 8] 32
2l hy
8= |8y b
By | Bae

2 [4,, T

Aylas filas de Bse sub-

p e de s u

cualesquiera no negativos (incluido el 0), de manera que my +my = m y my +ny

P T SRR T B (Y0 I
Az1Bis + AgaByy # ApaBys  AzsBap # AsgBas  AyoBos Cor oo,

o AB =
R e

FA s Bl B B

o aft 3ot s o i

HuaBos + sabas Aun‘.u,.l"]

" [E:ﬂ'[z:x]f;]{:]]: [:::][:]}: [;:;::]
11 +[231) [o)+(2) (s 4 2](2]] 423
o e '

Sean A, B,C, .. n matrices cuadradas, Descompongamos de [a misma forma cada una de
elas en cajas, como se observa en la matriz A con los drdenes indicados:

G0xp) | axp) 1o | axpsT A s Ais
I N ™
] |
oo | axpa) |- | Gaxpa) s
e s s,

La y
Angs oy Bugy By i Cayy Cany



oap) MATRICES

PROBLEMAS RESUELTOS
1 4] [z -1 zJ [u! 20 141 002 } [4 20 2]
2afsft 50 3| = Jse1 005 2001 | <5 52
va] Le2aa] a2 sseen s aeen) C liarn,

Ly e e I S
0 0-5 2-0 1-3f - |35 an
H b2 52 108 ot 0323

o s - o 7
o vussismaies 4=fo 4l 3 83 28| btar0= [} ] demmnw '+ 22020
¢ H

o

Sacpaiay -
Lamaz 448-D = ;.H “sif = |40 | - [0 0], contogue 2 pma,
" o=t o= Lo o) dedonde

“24-rm0,
2 o

dedonde,r=4,.... Portanto, D= | 4 -1| = A+B.
9 0.

" o
oy [a 5 8] f] - lss@ sl ()
H

o o
b 2 20 267
“ [ 3f l456) 34 36 36
1 1w -1 -1@) -
s o g
Yo [12alfo-1 10 7
E

hm.zmn]ar'n 1O 2430 1042004311 1(6) + 21 + 3=0)]
= (194 4 ~4]

“b - B -

@[t2] ' 1(3) + 21 +1(=2) 1(=4) + 2(5) + 1(2)] 3 8

S Ls 3] " Leromeaca scovomiam) * [ -n
i

21 -11] [5-3 1
o 1aflo 1zf={aTra|
vooll o) Liara

Se deja pra l lomao a demastracién de que A = A+ A1y A2+ A" = 40+ 4%,




6 MATRICES a1
5 Denpitar que:

@ E aabygrap * E ouby ¢ E oany

mhz”\;‘u s A

© & a2 bue 3 (3 anbutey.

©Fontd buny = F(d oy

@ F cuty e = ubrep t ety < Guhia  Gusyteuny
e

wide -}

EiE P o0t @t oro o) ¥ ogs + e b aze)

Pt iateit
PR P e i

2 i
[R5 Ja

quicre deci que g,
Tos clementos de cads i o los lemcatos de cada columna.
3 oalusy * bty Srace)
* sty bseags o) 4 aiatbssg sy ¢ s
abite ¢ isba  sshten ¥ m,nm‘awn.,m:

© 8 e E by

< (F b ¢ (F

2 b + (F ontaaden

6. Dutashomuries = [aJdeodennm x ny 8= ]y C - [e] e arennx p demossr
propiedad distributiva del producto respect de la suma, es decir, A(8 + C) = AB +

+ Coonby + by €apren

b+ ¢ Entones e clemento que perienes s 1 colum de A8 + €15

st tex)  silbagte) o e = sty = & subnge 3 sneg

T suma de los clementos que perenccen a la i 1 y columsa / de 4B y AC,

7. Demostrar Ia propicdad [a,) es una
g ful oo o b g
Lo o B £ 3 1 o 2 €

2 oy 5, b skt o s O 1 ot 4 e es
s

n.w oia Z by et nah ey & oaid e

‘AE awdwicy; * (2 oubraj (.detmz@- ot (E inbipiey

=
A(BC) = (ABIC.

Este s e clemento que perence & la il 1y eolumna ] de (AB)C; por i

8. Suponiendo que 4, B, C, D son matrices conformes demostar, por dos procedimientos, que:
{4+ BYC + D) = AC + AD + BC + BD.

Apticando ) 3 higo (1, (4 + BNC + D)= (4 + BIC + (4 + 8D
Aplicando (1) y licgo (e, (4 + BIC + D) = AIC + D) + BC + D)




car g MATRICES 7

00 i oo o12] fa1g
10/+[2f(312] = fo1of+]s 24| =634
01] |3 oot] fsael [oan

: .
(8 71(e 5 alla)) L Bl
PN Bt A SRR Sl G

% = oy oy
una transformacicn fineal de las coordenadss (vy,yy) en otras nuevas (s, 2. EI resultado de
eplcar o ransformacion a la fomas ddas

(@ibis # Buabat)ss + (assbia +oraban)i

B = b aagbet b (@2ibia ¢ dpabi)zy

14 Guabas)ny ¢ (aasbig ¥ agsbes)ey

R A MU [ H
() B e

e
somete o una umrammon i qmpind st oo oog e g
linedles de matriz




8 MATRICES [
PROBLEMAS PROPUESTOS

1
1. Sindo 4[5
s

@ Hallr A48

® Hallar 24

) Comprobari A+ (8= C)= (4 + B)- .
(d) Ml la matiz D de forma que 4 + D = B, Comprobar que D = B — A = —(4 - B).

Poranio, 4B # B4,

] s
5|, scobtene 48 =0 y 54 [ 22 12
e

(e i s 1] 2 11
13, Dadasasmatsces 4 =2 13 B=fo 1 11|y Celg -2 -1 1], demostar que 4B = AC.
45 -] 212 25 -1 of

Por ant, I guakdad 4B = AC no implica necesariamente que 8 = C.

1]
[“]‘ v et 3] s ane - aen
&

11
1. Dadss s matrces 4 «[2 0 3|, B
-1 2 4

15, Conlas matrics dl Problema 11 demostrr que A(B + C) = 4B + ACY (4 + BIC = AC + BC.

16, xpicar por qu,en genenl, (4 + B # 4° + 248+ By A — B ¢ (4~ BA + B)

@) Demosaas que

8) Aplicando los resulados de (0 demostur que ACB = CBA, 4% — B = (4 — BYA + B), (4 £ B =
S4B

0 Sen <1 ], cla e 1t e i e s ot ot .

S ACal Ak aqe ndpdp, ‘F‘z.‘,u_.my;[; ';].

e L 336
[ d :

0, Dadas s matrices A d orden m 1, B onden n x py C de orden 1 X g en qué ondiconesdep, gy as
y

sguentes: (o) ABC, () ACB, () A(B + €77
Sl @p=rimxg b1 imxp (e r=np=gimxq



1] MATRICES 9

20, Halle 4B, sindo

Blisiad et N

3, Sid = ]y B = [bJsondecndenm x ny C = []esdeordenn g, demosiaequetd + BIC = AC + BC.

= Sand

o)y B o) para (= 1,2, mif = 12, pik = 1,2, o). Reprsentemos por

B

suma de loscementos de a i/ de 8, s doi,

£ by, Demostrar que e lemeno de il de A

formados n tos Problemas 12 y 13

% &
Determiatia: a st rlacionado oo £, 0 bien 80 s relacionado con b
i) Refisa: a st elacionado con @ par todo vilor de .
(i) Smbrica: St e relaconado con b, b o st
() Tonsiiva: St e clacionado con by bl st con ,a et rlacionado con ¢
Selama relacin de eqialenci,
Denosira que of
de o

Jenia. Demossr que 1 pespendicularidad d ectas, por el contaric, no es un eacidn de cqui-
altac,

7. Demostrar que I conformidad espeto d I suma de matices e s relacion d equivalenci, mienras que
1a conformidad respcto e a muliplcacion 0 o s

2. Demostarquesi A, B, Cson matices les que AC = CAy BC = CB, e verfia: (4B + BAXC = CUAB 4 BA)



Capitulo 2

Matrices especiales

MATRIZ UNIDAD. Una matrz cusdrada A cuyos eementos a, = O para  » s lama riangalar
~Oparai < jseds lar nero.

Asi, pues,
B Gy By e

s una matriz riangular superior y

G 0 0 .0
o @ 0 0
Gy o oy o O | €5 una matiz rangular inferior

w00 . 0
0 s 00
Lamatriz D= | 0 0 @, .. 0 |, que estriangular superior  infeior, se lama.

00 0 .. oay
matriz diagonal. Se representa normalmente por
LEERE SOn

Véase Problema 1.

Si e esta matez diagonal D se verifica que ay, = = k, D recibe el nombre
de maric el s £ 1, . s 3 oo s ood s et por Iy

Por cempo,
oo

r[;ﬂ e L= foro

oot

etk por [ Se e ameftamete e, 41, +.£. 4 1, = ag (0.,
-1t s matrices unitaias tienen algunas de Jas pmm:dzds et 1. For

1)

mplo, 4« [; 4 ;] vl Iy A = A = Iy Aly = 4, omoficimene se pud con-

probar.



o1 NATRICES ESPECIALES 1

B son dos matrices cuadradas y
se verifica que AB = BA dichas matrices se llaman permutables, conmulatioas o que conmutan.
quesid i i también

con J,
Problema 2.
- B i y Bse llaman

s conicioes o o Ay Bou e qu
antpermutables o anticonn

o et A G mers a4 = 4, sendo & u nimro it s i s s p-
ribdica. Si  es el menor nimero entero y posiivo para el cual 4" = 4, ia matriz 4 tiene de pe-
riodo k.

Sik=1, est0 e 4° = A. La mateiz 4 sc llama idempotente.
Véanse Problemas 34,
Una matiz Al gue A = 0, sndo p n nimer ner y posv, e s notre. i
. la malriz

Véanse Problemas 56.

(ATRIZ INVERS; Ay B dos matrices cuadradas de forma que AB = BA
e Y s de A (Bl simera i
camente, la matriz A es I imersa de B, y e puede escrbic

12
Fjemplo 1. Como |13
12

e de a ot

trar, sin embargo, que si A posee matriz inversa, ésta es inica.
Véase Problema 7.
A B do maties cadrades dl miso ordn cays s son,rpeiuncas
Aty B 1 entoness, (4B)”
1 s o o de o s, que pose s, o gl o podoct
R bl

oblema 8.

Una matriz A tal que 4° = [ se llama incolutivg. Una matrz unidad, por cj:mplm es involu-
tiva. La inversa de una matriz involutiva s ella misma.

Véase Problema 9.

MATRIZ TRASPUESTA, La mat rapuso de o i 4 de it <0l mavi 4
{irspucsta de 4)deorden

14
I traspuesta de la mamzA:[: : 2] o A:[z 5]Ohsémse que el clemento a; de 4 (ila
54

ol e oy de 4 (s, o
mente, AyBykun lquiea;
BB ik Ly e i

Y b) kA =k

@y

En los Problemas 10 y 11 se demuestran Jos teoremas siguientes:
i

U+ B =4+ B



n MATRICES ESPECIALES fear.2

1L La maiez traspuesta del prodiucto de dos matrices s igual al producto de as tras-
puestas en ofden contrario, e decir,

(4B

Véase Problemas 10-12.

na matiz cuadrada 4 tal que A’ = A se lama siméirica. Por tanto, en
ot e [n”] simétrica s verifica que 0, = a para todos s valors de 1y de .

:

En ¢l Problema 13 se demuestra el eorema siguente:
Si 4 s una matiz cuadrada de orden r, la matriz A + A" e simétrica

Una matriz cuadrada A al que A' = —A sc lama hemisimétrica o antisiméirct. Por tanto,

i = yde).

023
Evidentement i Porcjemplo,A= | 2 0 4
-3 -4 of
s una matriz hemisimétrica y también 1o es kA cualquiera que sea el e
En e Probema 13 (con fgeas modiiccione) e demesis ol fcoema iuienc
V. Si A es una matrz cusdrada, la matriz A ~ A’ es hemisimétrica
De los Teorema IV y V se deduce
¥ Toda i e 1 it g 1 s i ol el
B =144+ A4) y otra hemisimétrica C = }4 — 4).
Véanse Problemas 14-15

MATRIZCONIUGADS, Sean a y b mimeros rals e = V= u expresion = 0 481 rpr-

yudu uno de ells es mmm 00 i S5 .+ b Sanpkio oA sl O
+h

Seanz, =+ bi ~ bis entonces, 7 = 7, = a — bi = a + bi, s deir, l on-
,ngm del conjugado de un nimero complejo z es & mistn.
iz, =0+ bi Y 2y = ¢ + di, ¢ tiene

6 2142 = (are) + (bl y 55 = (k) = (bl = la=bi) + (c—di
P

i) 702 =
.4 153 i coys dementos o, smeror ol o  ptr e 4
dedy

% -
1 2

Ay B las matri 3 deAyBykun lquiera; en
estas condiciones es facil deduci que:

(ac—bd) + ad+beliy 2, 57 = Tac—bd) — (ad+beli = (a=bie—di

(conjugada de A).

Eienpbo 2 8i 4|7 C | 7
e

© y @ @)=
Teniendo en cuenta i)y (i) se demuestran os teoremas siguentes:




car 2] MATRICES ESPECIALES 3

Vil
csdew,[l»ﬂ)fA-)B I
VIIL dl

iugadas plrir o A N
L traspuesta de A se repesenta por A (raspucsta d la conjugada de 4). Algunas vces se
emplea Ia notacion A%,
IX. La mitriz traspuesta de la conjigada de A (narriz ddjunia en sentido hermitico)
s igual a la conjogada de la taspucst, es desr, (4) = ().

Ejemplo 3. e Ejmplo 2

13 3 o[z s e 1
P micirs que 4'- @« s
[4 m] 24 [; z-i] 34 [ﬂ w] &

A= o)l que T i
Junta. Por tanto, 4 ser heitica simpre que a, = pata todos os valores de  y de . vidente-
mente, los elementos de Ia diagonal principal de una matrz hermiica han de se nimeros reales

1
Ejomplo & Lamaiz 4= |1+ 3 i| e hemitica

Si k es un nimero real o complejo, la matriz kA ses hermitica?

Una matriz cuadrada 4 = [a, ] tal que
tanto, una maltiz A s hemihermi

se llama hemihermitica o antihermitica. Por
ica siempre que nu ., para todos los valores de i . de /. Se

han de ser o nulos o nimeros imaginarios puros.
i1 d

Hienplo 5. La matz A = [~1-¢ 5 i s hembern
2 g

s kA bemihermitica i & e up nimero
ral, un mimero compleo, un némero imaginario pro cualquiera?

En el Problema 13, con ligeras mifiaciones, se demuesta ef (corema siguinte

X A+ T
Del Teorema X se deduce:

XL Tods son » om-

=40+ 7) i =i - 7).
CTA O MATRIZ ESCA Sean 4, 4, .., A, matrices cusdradas de drde-

T e
40 .0
g Sk Ot d

de Iy iz diagoral se llama sunia directa o matriz escalonada de las matrices A,
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MATRICES ESPECIALES [can 2
e
Bl 6. Sen 4y (2], 4 [; j] y Aos|20 s
149
10000
b1200 0
i P CEREER
“lovoraa
o020 s
oot
Enel thkml 9(b) del Capitulo | s: demualu que:
= diag (4 B g (5, B B donde 4,3 500
del mismo mdcn ,2, ) ¢ v:nﬁu AB = diag. (A.NK.A,B,, Lo AB)
PROBLEMAS RESUELTOS
s 0 u] [»(, by b [oubi ewbis o oub
0 g 0| (b b bin|  fobe Gabrn e b el producto
Puesto que I ABde

{070 o) oo e s.1J [este e s st

na matriz diagonal cuadrada de onden m. 8 (03 @3, G POT 078 cunlquiera B
Geonten e -1 abien mulipande b primers B e pr a1 sgund d 8 por s, 5
succsivamente.

Demostra que s matrios| [g :] " [; :]m.. permutables para todos os valors de , b, ¢,

N o Rl e e B o

2-2 -d]
Demostrar que | -1 3 4| es una matrz idempotente.
1 -2 -3)

2.2 - 222
S -1 3
123 123

Demostrar que si AB = A y BA = B, las matrices A y B son idempotentes

ABA = (ABA = y ABA = A(BA) = AB =
4B paa demosiar que B s dempotene

: liego 4% = Ay 4 es idempoente Aplicer



oAz MATRICES ESPECIALES is

119
5, Demostrar que A= [ 5 2 6 es una mateiz nilpotente de orden 3
-2 -1 -3

65 s ot ot e 2, demstar e AU £ 47 = . sendo n un entero posi-
tivo cualquie

Puesto que A7 = 0, 41 = 4* = )¢ tene AU + AP = AULE nd) = A £ 04" = A,

7. Sand,B, AB=1yCA = LE (cap
= Cl4B)y, por tanto, B = C. Enotra ks CullesB17)

8. Demostrar que: (48)"'

14,
Por definicion (48)"" (A8) = (ABYAB™ = L. Ahora bien

(B ATAB = B A
y ABE A7) = A8 B = A

Del Problema 7, (48) es dnics; lucgo (4B)"! = B

9. Demostrar: La condicion necesaria y suficente para que una mateiz A sea invblutva os que
(= AN+ 4) =0,
Supongamos (1~ ANI + A) = 1 - A% = 0 ligo 4% = Iy A es ol
‘Supongamos que 4 s invlut; entonees 41 = 1y U= AN/ + A)= 1= A= 1120,
10, Demostrar que (4 + B)' = A + B
Sean les mammlA = [ag] y 8= [h,]. “mc;uwmynhv que los-clementos de la fila iy columna j
de 4By (A-+ BY son, espetivamente ap by Y 0, +
11, Demostear que: (4B) = BA"
Sean A = (o] na matrz de orden m x ny B = [b,]de orden n i etones: € = Al = [ s e
orden i . I cemeno d iy colis e AB s = E -y e ampi oo 1 s
y colomna i de (4B).
Los cementos de la il de 8 500 by by .. by 3 10 G I columa i de 4 300, ...
Por o, e clmento de a B ) y columaa 1 de 54" ¢
Sy = Fowny -
Lucgo, (4B) = B4
12. Demostrar que: (4BCY = C'BA"

Tenemos ABC = (ABIC. Segin e Problema 11, (48C) = {(4BICY = CUABY = CHA
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MATRICES ESPECIALES fear.2

b= A+ 4’ es simé-

Demostrar que si A = [ay] e una matrz cuadrads, la mavrz B
rica.
Frinera demostacin,

Bl clemento de a 1§ y columa ] de A 5., e correspondint de 4" 0 100 by = a + . 1
g dln a3 s 4.y oropoloe e £ 0 ety =0y o
b= e B es simbic
s et

el roblema 10 s deduce (4 + 4 A A= A A de donde (4 + A) e simbirica

Demostrar que i 4 y B son dos matices cuadradas simétricas de orden n, Ia condici6n necesaria
¥ suficiente para que AB sea simétrica es que A y B conmuten.
BA. Entonces, (ABY = B4° = BA = 4B, de donde 4B

Supongamos que A y B conmutan, o sca, A
e simétrica,

Supongunos que 4B sea simérica, o sa, (48) = AB, Ahora bien, (48) = BA' = B4; lucgo, B
¥ las matsices 4 y B conmutan

Disosratque £ o s | 6 el o snfin (h:mnsxmému] yauesiPes
de orden m x 1, B = P'AP s otra matriz simétrica (hemisimetri

(PAPY = PA(PY = PA'P = PAP, de donde B

Si A es simétrica se tene (véase Probems 12), 5
e simlrc,

i A cs hemisiméirica, 8 = (PAP) = ~PAP. de donde B s hemisimética

nla necesaria y suficente
pars qué Ay Beean p:rmu\ubln esqued — klyB— by ‘para cualquier valor del es-
k
Supongamos que 4 y B conmuten; entonces, AB = BA y

U KIB = ki) = 4B~ k(A + B) + 1
BA KA+ B) 4 K1 = (B = kIA - )

Por tanto, A~ Al y B~ ki son permutabes.
Supongamos que A — k1 y B = kI conmutan; entones,

AB— kA4 B+ T

BA KA+ B+ 1 = (B~ k1A — )

4 = k1B = k1

AB=BA.y Ay B son permutabls
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P MATRICES ESPECIALES n

PROBLEMAS PROPUESTOS

Demostar que el producto de dos matrs rangulres superores (feire) s ora matrz riangulr supe-
i (nferor).

Deducir una Sl pars btar o producto B4 de una mati B de rden m ¢ 1 por ot A = dinla . 5.

. Ve Problema 1

Demostar e puede repre
sntar o kT, y que kA = k14 = diagl, k... K A, sendo e orden de 1 igal a nimero e s de .

s demostrr que 47+ 4"

P

e B
. (o) Demostrar que as maties 4 < |-t 4 5|y B = | 1-3-5| son idempotems.
1 3 5|

K
(B Con estas matices 4y B demostar que 5o se verifca el reiproco de Problema 4.

=l AyqueAB= B =0,

oo 4 [ 41 e s
et

pesram [-4 73 7] s
i

Demostrar que @) 4 =
1

11 4] 7 0 -]
@a=|231] y Be|-s w5 5| son maices penmuabies
-2

"2 -
3 72 5 s0 matres prmutates.
-1 -1

s 115 1713

eae

21

wetanse [1 ] [1 ] 1 mons s

Demosrar que s dnicas matrics permatable con 1 matrices cusdradas son n mtrices cusdradas sclares,

L He] IR P R

) Bl ol s s con bt G 23
1) Hallar todas Ias matice que conmutan con la matiz Gag(, s )
S5 e G ) s .5 ol
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MATRICES ESPECIALES fean2

s BIED [ pmen [ 520

Demosea que I invesa de una matiz dingoral 4, cyos clemenios e a diagonal priipl on todos disin

dienies de Ay en el mismo orden. En esascondicioes,
o

Demosear que 4 = 4 -
s =

ez iners de 1,51,

son involutvas.

I e B0
.  subdiisidn en cajs, demostar que 4 -l
[A, 4]" e 2 [u :,]

Demosearque: () (A = A, (b kAY = kA’ () A% = (A sindo p un nimero e y posiy

Demosear que: (ABCY" = €18~ A7 I, Hacer ABC = (ABC.

Demosrat ques la (4717 = A, () kAT = L A°1, () L% = (4”1P siendo p un mimero eniero y

posiv.

Demosra que toda maiiz real simétrica e hermita,

Demosirar que: ) () = A. (b1 14+ B) = d + B (e) icA) = £ 4, ) (4B) = 4.
Lo o

Demosrr g o) 4 = [1-1

b

& bermitca,

s e hemibermiia,

€18 e hermitia
) A es harmiica y B es hemibermitc,

Demosear que i A ¢ unt iz cundrad. (a) A4'y A°A son simércas, () A + A, AA'y 714 som ermficas,

‘Derosira que i s una matiz hermitia 4 unt vz conforme respeco de fa mulipliacién, s vria
e (DA o b

porBeic,
ot matiz ral pero hemisinéria.

‘Demostrar que: (o) Toda matiz besmiia 4 se pede representar por A = B + 1€, sendo B u mati ral
¥ hemismétia y C otra matiz real ero simévica, (B 44 s una malez el 5,y 50l si By C son

‘Demostarque s A B son dos matrices permutables, b I so0 4”1y B, A"y By A'y B

Demosrar qu, Ay B Ayn,
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7 MATRICES ESPECIALES 1

A R IS
Y NS

Demosraraie: @ | 1| |0 ® foa
ol o X e

Demostrar que st P

Demossque 4 s s i i i o o+ 60714+ dode .., 500
escalaes y p un ndmero entero y posi

Demostrar que toda matiz cuadrad  se puede escribir e a forma A
ica y € hemibermiia.

+ €, siendo B una matiz hemmi-
‘Demostrar que si 4 e una matiz el hemisimétic,  bien complea  hemihermiica, s mateices 414 son
hermitcas.

"Demostcar que el torema del Problena 52 s pusde cnunciar n los siguientes términos:

“Toda matiz cuadrads A se puede esribien la form A = 5.+ i, siendo B y C dos matrces hermitas

Defin i 0y B4 s i 4B < 05 04 - 1 WK ) 4° 'Y AE - 8.
BTy 5 s ol 04 = Do S st A poe

i 4 o s ks, ot i 40 +41.y 4= 0 on s G, 3 aue
Y+ A du-a=

1o mavie e e 4 e cumdrnds 4, demose e
mm WU )@ .

Ind. (@) e I aspuesta de A4™" = 1 obiener. (4”'). como inversa de A’

Flh ol e i permbls o () B33 0) gt 132
Sl () dg bl ) G, B sindo 4 das de clementos abiarios y b, ¢

sid e alla tods
pamuuh\n con dwllul. Az A
(8, B B) sendo By By .. B, de rdehes ..., espesivmente,  de lmentos
biarios
Sl 4303 418 s s i, 4.8 N s e . D e s

oty B Pt T o dors g

= by

ig(By, By, .. ) sendo Ay y By del mismo orden, (i=1,2,....3),

o A B dd, + 3, B Ak

3B
T eAB g A B i

B 2 13 o ik o DS et o sl it
para que Ia mauiz AB sea simérica es

Demostar que s A e una mariz cuadrada de orden ny B = rA + ol siendo r s esalares, 4 y B conmutan,

# ras, Demostar que

Seand
s matcics C, 1A + 5,8 500 prmutabes s, y solosi, 4y B conmut

A+ 5By G

q (a) 4 tene una | i
son nulos, o bien, (1) A i obien, (0 4

545 B e s e i 5 e i, O s
4B U= M4+ B)



Capitulo 3
Determinante de una matriz cuadrada

'PERMUTACIONES. Consiermos las 31 = 6 permutaciones de los mmeros entros 1,2, 3,
[E8Y) 123 132 213 231 312 321

¥ ocho de las 41 = 24 permutaciones de los enteros 1,2, 3, 4,

123 204 34 413

% B4 014 @
dads e &,
i e o s st e o) " permancin 5
(i), P sempo, en (.1, e permutcin 12 5,y e o by el inverin e
L0 g 12 s impa poru e el s vad verity, 8 pecde 11 2; . prmtain
318 e i pore el exhen dos cions, 1 el 1161 prcede 12 En (1211
permutacidn 4213 es par porque en ela xisten cuatro inversiones, l 4 precede al 2, el 4 precede
al 1, ¢l 4 precede al 3 y el 2 precede al 1.

62)

DE UNA MATRIZ CUADRAD

(3 A -
¥ un producto
o e,

de n de sus clementos clegidos de manera que solo exista un elemento de cada fia y wno de cada
columna. En este producto (3.4)los factore se han tomado, por comodidad, de forma que 0s
meros subindicessiguen el orden natural 1,2, ..., ; 1 Sucesidn que forman os segundos s
Gices,j, -, J € una de s ! permutaciones delos enteros 1,2, .., . (Para mayor fcildad
Podeacs Rpons e s sepidos s e dte ini e oein o)

a una permutacion  y de los segundos subindics, defni 1
Sgin as dicha permiacin i p o mpar. Por tal, el product 6on 4 S08

063) ity

e llama polinomio determinanie o, simplemente, determinanie de 4. y s¢ repesenta por |4],
1 suma de todos los productos con su signo de la forma (3.5) —términos de |A]—, que se pueden
formar con los clementos de A; es deir,

%) Wl - e gy oy oy,
en donde 1 sum se extinde s = n pecmutaciones ../, de o nteros 1,2,
El orden del determinante de una matriz cuadrada es cl orden n de la misma.

2



o3 DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA 2

DE SEGUNDO_Y TERCER ORDEN. De (36), para. 3
67 lq“ 2 e ot o s ot < oo
¥
L e R S,
oy o 0 * Gy gty ¢ Gt 4 o Gy
= s - s, - G
+ bt + Gty ~ Gt
= Ot gt~ B, o) 4 e - o)
:nuﬂanr‘n,.n,,”n,.n.,l
il o] 2 2l
Fenp 1
&Y
o [V e e

:
P R
@10 =2l e 206 - (208 - Bl - (=20} + olii-5) - 00)

wne i ot oy i, 1 i oo por ool 561

Supongamos que cada elemento de fa fila  (columna j) es igual a cero. Como cada término
de (3.6) contiene un clemento de esta fila (columna), todos los lummox de la suma serdn nulos y,
en consecencia

1. Sitodos los tkm:nm de una linea (fila o columna) de una matriz cuadrada A son nulos,
o dekminae 4

A
e g4 chycndo s okl e primera, segunda,
columnas. Por

Sidesum s i M= :sdmr‘alodo teorema relativo a las flas de
un determinant, le corr et s

et v m e S mulnphmndo  ead no e o lemoto d il
ide 4 por un escalr k. Como cada término del desartolo de 18] contiene un solo elemento de la
fla , habri un clemento multplcado por k, es decir,

-kl

Por consiguiente, - UG gy )



2 DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA fea.3

T 5 todos ol dc un o s o column)de n dcrnisant 4] s -

can por un xcalar pork s
! e p
Por ejemplo,
a1y hayy 035 iy aya a1 oy e ey
o howy 525 o G O [

B la matriz obtenida de A permutando s fias ¢ i+ 1), Cada producto del des-
arrollo (36) de || es también un producto de [B], y vicevrsa; por tanto, excepto 1o signos,
1 xprenin 06 o dessrol de . Temendoen cet o merionsde o s de

[B] antes de i + 1) a los subs
oo de o e o una i e o, o oot d (), 0 S s
es un término de [B], con o que [B] = ~ ||. As,
IV, Si B se obtiene de A p<rmumma dos lineas ,dym..m cuslesquira, [B] =  [4]
Consecuencia del Teorema IV cs:

V. Si B se obliene de A permutando dos cualesquiera de sus lineas, [B] = ~ 4]
VL. Si B sc obtiene de A trasladando una de sus lineas p lugares, [B] = (~1)" [4].
VIL i dos lineas de A son idénticas, 4] = 0.
upongamos que cada elemento de Ia primera fla de A se expresa por un binomio a,; = by,
46 (=1,2,...,n). En estas condiciones,
M < 3epn g O reroupony

= Fhoh MRS Bt Sh O

iy bug g e bug €1 Gg Ga e G
I G2y 02g Ozg o O
Oy g Ong e O L

En gencral
VIIL i todos los elementos de una lnea de A son igudes a la suma de p téminos, 4] e

puede exp
que ocupan el mismo fugar que la dada son, respectivament, el primero, segundo, .., p-simo
témino de las sumas, siendo el resto de las lineas igusles a Ias de A.

Dede o punt de v prici, o e de msor ilded nte:
o o i 3 e s o epondicnts
d ol mabiplndos o v 18] = |4]. Por eiemplo,

11 a1y oy stk o o

A

a o @

o0 than, oag Hhoss dag +hoca

‘Véanse Problemas 2.7

MPLEMENTARIO Y ADJUNTO DE UN ELE} Sea A una matriz cuadra-
ey (33) e orden n cuyo deternimante 4] vine dado por el polinomio (3.6). Sc llama menor com-
plementario e 4, o de [A] y se representa por My, al determinante de a matrz cuadrada de or-
den(n ~ iren 4 ¥tod i

L s thazg sy oo




cann 'DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA »

te se le denomina, corrientemente, menor del clemento a;. El menor afectado
G, (1P iy e s 8 o Bt 4y se epresenta por

Fimpl 2 Salamatiz A - [, 0 o
ol - I-,,« e L
oo o) oo o ea o

0 g 2 . g

=iy,

L |

Luego (38) s
14l

R e T e |
et e ¢ty
En o Pobema 9, s demuesry o terem s
4] iz (3.3), e iguala
o et v o (3 el 0 4] o o e s, s

09) M« et s ogug s s men - Bapsa

010 Ul - mgg s oy ey s Zay G4

Aplicando el Teorema VII, se puede demost
0 d s prduto 8 o o e i s (a0 oeaa) s i
cudrada A por los adjuntos de otra linea (Gla o columna) s igual a

Elempo 3. 5i 4 e matizdel Ejemplo 2 s tiee:

i Galer + ooy 4 oty = 4]
B P
i e
¥ Ol ¢ Gty + Gaallyy = O
Giglyy + Gpgllyg + Ggglyg = O
Ve Proess 101,
MENOR Y COMPI Al 1C¢ Consideremos la matriz (3.3)

y sea m de forma que (1 < m G Ramenin i s Tormad g s sments g s o
Tt o Y i -+ ¥ 1 formada por los de las s iy colummas .,
s+ -v . 56 Obtienen las dos matrices

o e
) ek .



DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA

feap.s

y
Ogeraer Herdmer * Biardn
28] ahEpeE o [SURNE mame i
Sipdas G n.in

que son submatrces de A.

Bl determinante de cada una de estas submatrces s un menor de A y la parca de menores
S J.| ‘ s
Apental Y irtrnein

se Hlaman menores complementarios de A, siendo cada uno de ellos el complemento del oiro.

o L | ass i
143 e FRRE v B [

son un par de menores complementarios,

Sean
X6 B b e by AR S
614 P ST Y] W

i

se llama complemento algebraico de

o] e
El menor con su signo (1) | 4,

¥ A s v compen s g
‘ Juavedn
e
o 4. o s o Bl 3, -1 531 -1 53 e s
de [AE]y a0 G421 L8] s o complemeno lehako de
1431  ifs o
o

Par = 1, (1) s vt a 47 [ ] b |+ o um clmento de 4. B mencn
complmentarc | 1| corsponde ] 1, |eon o oo de 1 seson anerior y f
complemento algebraico coresponde al adunto 5,

Un menor de A, cuyts clementos de la disgonal pricipl son tambicn clmentos de la dia-
conal procipal e 4, s lama meror princpal de 4. EI complemento de un menor principl

de A es también un menor principal d A el complemento algebrico de un menor prncipsl s
su complemento.



oy

Fiemgo 5.

2. Sumando

DETEAMINANTE O (8 AT CUADRAON s
ot ot oo e 4 ]

L e ARl

son ut par de 4 o
dedodt
rninos menor, menor compleméatasio, complement algebraico y menor prncipal de
e s o st oo o o b O ek s
i algma al determinant 4|
Veanse Problenas 1213

PROBLEMAS RESUELTOS

Segin el Teorema 1.

3 Sumando

cando el Teorema VII,

Ta segunda columna a I tercera, sicando ¢l factor comiih dé'eta tercera columna y apl

Labe Laaibee & s
Vhera| + [t bacbee| = wibsalisa] <0
e casbac vet

il fa i tiniac

segun-

day, finalmente, se trasladi la tercera fla hasta el primer’ lugar.
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DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA fear. s

(ST b el ek o0y gtby ot
brcs boves bves| = 2| b bee  beeey 2bgres byrey byec
[RONP ovtbises aptborey ontbatol a m
CECEY b b2 b o o
e I D 2t by 3
“wow . o 02 o D
@
Demostrr, sin hacer l desarrollo, que 141 = |42, 1] = (e, ) (e - ) (- 0,
LN

Restando I sund la e a primera,

sk 14
Il - @-op| @ e 1| pore Teorema Il
e
conloque @ - 4 o i —ava-a
Ahora e, 4] e e e oxden, go
0 4] = ks — ey - aphas —

Bl et bt st g il s 1 ) et
st éming s kel En consecvncs, & = —1 3 [4] = ~ asls - ) Obsrese e 4]
begepeiitis el

s una matriz hemisimétrica de orden impar, 2p ~ 1, su determinante es nulo,

Demostrar que

=0

amo 4 e emisiméti, 4
ama i, 4] = ]: por oo, 14

i ego o = |-4]
Al ¢ donde 4]

= (=177 14| = ], Abora bien, por e Teo-
o

Demostrar que s A es una matriz hemiica su polinomio determinante, |4}, ¢ un nimero real.
Como 4 e b, 4 = 4,y ] = W= 4] por e Teoema . Abora bie,
Wl Sep oo, - erl

e R

Por tanto, para que 4] = 4] s preiso que b = 0 lego 4] s un nimero real
1y
Entamavie 4 |23 0.
19

P R e R

] -

T EES T R ST B

,

e




ey DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA z

dados formar los adjuntos
siguen I ley

vz 4,
Escribi ey de s sgnos en wna mtriz de quinto orden,

9. Demostar que el valor de determinante 4] de una matiz cuadrada A de orden 1 e igual 3 la

na) de A por sus adjuntos respectivos
Realizarenos Ia demostacién para una i, Los téminos de (36) que contienen el futor ay son

@ T e
hora bi = Wddavs o L
(o) e pusde st & I formn
® L
en 1 que T suma s cxende 8 as ¢ = (1 1) permutacions de los entros 2,3,.... . Por ant,
o o o
© P e BT
[
A tshdando s ~
S Temem 8- o e 5 e & i s v a4
e, 0 B, e, eor M 00 a4 ek e
W s e 1 el b s, & o g v o dmc
como facor y todos los de (~ 1)~ Mnmn e T . Pt it b St =11y} son to-

s de 4] que tenen e fctr a,, Luc

o15) lal - -.,4<-nmh“u + ol
F e e B S N ]
T ol 4 ey 4 eyl
yaque (~17~1 = (~1y"! Para i = I se uhmne la uymu\n (3.9). E1 desarrollo (3.15) se llama desarrollo del
Seimivmte 4] por os demnton e i pri

il e decir, (39) para i =
andlog 3 Bl Tl ¥s~ 1 ugires
1a columna 5. Enonces,

| S = U V1 IR V1]
El clmento que perenece a L primera i primera coumna de B ', e menor de , cn b mati B s,
prciament, l menor de 6, en . Lucgo Ios erminos de

e A
50n todos los de 4] que conienen al factor 4, Por ant,

W Rl il - § e
e o donrolo 09 s (=



3 DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA fean.3

10, Sea ot el adjunto del elemento a, en la matriz

] de oxden n; demoser ques

L T L R e

s O gy b s

Koy por Al bacer sas st

St o V. e e O mlopt = = 1.2, a1 Delo T
s Villy VI s dedoceaue e d () gl A par by = 0 + i (= 120,135 4.
B sl )i de 59) i s e 1 6 e e 4
ssiuyen o Ky b

103
. Caleular:(a) [4] = Ix 04
2-51

34 5
© Al =] 12 sl (@ 141
254

8 25/ 98]
238 65
56 47 31

143
@ 14] = |-215]
324,

2 3.4
b 141 lfurs 3!
423

{a) Desarollndo por os clementos de a segunda colum (vase Teorema X)

102

3 04| = matio + ot ¢ Gl - e ¢ 0y ¢ (S
151

"l

1 A

1) Restando el doble d I segunda courns de I erer (éase Terema 1X)

lal =
©
! 3-30) 4-92) 5-30)] 0-2-4
Il - . 29 -
24 201Y 54202 ~4+29) 09 2l
e LEUREE Y
@
2 2 1-d] 2220 | -dein
14l = [s- 3| 5-11 3] 5-20-11) 11 3441
42 42 ]

g



cary) DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA| 2

() Sacando e factr comin 14 en a primera columna  teiendo en cunta l Teorema X en I educcién
e clmentos e las colummas restantes,

T ToE
l - fass - ui:uas I e
e [ et Bl e i
T
. u‘:z | a1 P T

12, Demostrar que p y ¢ definidos por (3.13) y (3.14) son ambos pares o ambos impares.
Puesto que e indice de cada il columna) s p 0 g, pero a0 ambos simultcamente,

PEQ= (42t (L2 = 2ol 1) = )

Abora ien  + g s par 1 som pares);por tanto,
Ba oo (17 = (<1 o 1o e ol 4 s

e uno de clos,

1234 4
618 91
13, Enlamatriz 4 = fa,) = 11 12 13 14 15|,  complemento algebraico de | 4] s
1118 18 20
2022 2 %
prsiana] giag ]
[ i Vv S [T (véase Probiema 12)
2t 2 2l

¥ el complemento alebraco de | 412¢]

PROBLEMAS PROPUESTOS

14, Demostrar que Ia pemutacin 2534 d lo emeros 1,2,3,4,5 s pa, 24135 mpar, 41532 par, 3142 ipar y
2314 par.

. 12,34 demostar o mind
impars.
3 4 e quito orden, Demosrar,
) e cuando 4 s dagoal, spesior o in . ] = e

&
1 s -1

nante de cads producto s 4.

], o e 4 844 494484 45 4 54 e o

18, Hallas, como en el Problema 1,

o |3m
Lo




0 DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA [ear. 3

1210
19. (@) Comprobar que [4] = |23 9
451

®) Uiamando |8l i de segunda colum-

i por 5, bl 9, Gomproaen & T 1)

€ Llsmando ] a deeinate abeid apri de | prmutando s coluns primer y e, bl
i & Tores

{d) Demostrar que |4| « ’ns + zu | (comprobacidn del Teorema VIII).
iss
12 1)
© - 23
a5l
colunna de los cleeatos corrspondintes d I trer coumna, Hallar [0] (comprobacidn 4l Teore
ma IX).
() Hallar e vlor ,en o detrmi ade
I segund. y o cudraplo d I primera i de Iy terer.
¢) Demost

e igul  trs veces 4] Comparar con e No debes conundine () y (¢

0. Sea 4 una matriz cundrada de orden n, y k un escalar cualquiea; demostar que k4| = K1) teniendo en
cuenta (36).

1 Do ) 814 V- E 21T
Si A es una matez hemibermitica, [4] s un nimeo real o imagiario puro.

2 @
ar s b i 2 s e A sl TV 3, o, dmse o ot
5 T i 6 oo

Demostrar ¢l Teorema VII. /. Permutar dos flas iguals y aplicar l Teorema V.

n
0. Demosiar: i dos lieas culesguira e una vz cudrada A som proporconale, 4] =
25, Demosrar el Teorema 1X teaiedo en cucnta los Teormas VIL 1 y VIL
%

Hallr el valor de los determinantes dl Problema 18 por fos procedimientos del Problema 11

a0

2. Aplicar (.6) para hallr | 4] = e

o continuacién, comprobar que | ¢

6,55 A = diagid,, 4,), sendo A, y A4, dos matsices cuadradas de segundo orden, 4] = |4, |+ 4}
3 23
2 Do i o bt el 5| U8 - o e
s s 1
43 -]
. Demost 10 1feel
de la columa de igual indic que el de Ia la. 043

3. Demostar; (@) $i 4 s wna matcic st 2 = % pr 4 .
() Si A e una maeiz cundrada de orten ny hemisimétc, 2, = (1" para 1 # .



car ) DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA 3

3. Dl s 4 0 Pk 8
o) demostar 4] =

0y 0]
(6) formar fa matriz € - |1ty |y demostar que AC =
s o

) Razénese por

[ byt min

cada una de las ilas, demostrar que [ 4]

@ atb| [ e
s siaceldearolo.que | 0 1 264 |7 42 0.1
e e
e avael lewan

o=l

ety nagsby ot b P
6. Demostrar, sin hacer e desarrollo, que [aby s, nbys mbreol = (4141 by by by

| o e
. D s e 0 xee[=0 g

loi b

e




Capitulo 4

Calculo de determinantes

METO s procedimientos de cileulo de los determinanes de segundo
e Capitulo 3. En el Problema 11 de dicho capitulo se expusieron dos
formas de aplicar ¢l Teorema 1X: (a) hacer que un clemento sea 1 0 —1, si el determinante dado.
0 tiene ningin clemento igual a estos némeros, (b) hacer que un elemento del determinante sea
igual a 0.

Para halla ¢l valor e un determinante de orden superio al tercero, el método general s ob-
tener, aplicando repetidamente el Teorema IX del Capitulo 3, a partir del determinante dado |4],
otro determinante [B| = |p,] que goce de Ia propiedad de que todos los clementos de alguna lnea
(fla 0 columna), excepto wno, sean iguales a cero. Liamando b,y este elemento distnto de cero
¥y 50 adjunto,

41 = 1|

" metor complementario de b,

n B
A continuacion, se opera de la misma forma con el menor complementario del clemento by,  se
sigue el proceso hasta que se obtenga un determinane de segundo o tercer orden

Ejemplo 1.
3 2 3%| T [s-am 2-3-n) s-31) e-u2)| -6 80-2
= =176 8 -2 5+8(8) 8 -2+8(8) 8 62

i Véanse Problemas 1.3

el caso de un determinante cuyos elementos sean del tipo del Ejemplo 2, se pucde seguir
la variante siguiente: Se divide la primera fla por uno de sus elementos que sea disinto de cero
¥, @ continuacion, se procede de forma andloga a la anterior para obiener elementos nulos en una
finca (fla o columna).

i,
[0S 10(!506760“‘ 10201 0,517 0,667) 10201 0517 0.667|
o752 7013 oo o2 05 asm ans| oo 0 0.3 —oaml
[0 0123 ~038 1
‘
0.49; 20757 0.240 0492 0.157

0921(-038410.104) = 0037
n



o 4] CALCULO DE DETERMINANTES 3

DESARROLLO DE LAPLACE. El desarralo de un'determinante || de orden n por los clementos
e una inea (fla o columna) es un caso particulr del desarollo de Laplace. Supangamos que en
Tugar d elegiv una fila e [A] sc toman m flas, iy s ... i Con estas m flas se pueden formar

1),

o .:.I

menores| 4111t

que son las combinaciones de n colummas tomadas de m e m. A parti de estos menores . de sus
complemenos algebraicas, se obtiene el desarollo de Laplace sguient:

| o gl ende]| | pror o i
@ al - 3
. R ] ol et
en done o+ oo+ ly £y oo I suma se extiende a las p combina-

bbb A A T Sy

Fiemplo 3.
2 3-24
322 12]
Hallr ] < | 375 2, wiizandolos menores d s dos primers s
-2 4 0
Dedn)

Il o ™™ AL )

SR o

A b gl
<M - Bl - e
s : i

B | i
25| 7 2ol ol

=MD - (8 ¢ CB-12) ¢ (-1K23) - (148 + (-9

Veanse Probiemas 46,

DE UN PRODUCTO, Sean A y B dos orden n; en estas

condiciones,

“2) 48] = |4 18]
Véase Problema 7.

DESARROLLO POR LOS ELEMENTOS DE LA PRIMERA FILA Y PRIMERA COLUMNA.

Sea 4 = [o] una matrz cuadiada G orden 7 entonces

3 E B e A
) | & £ i

siendo o, ¢ adjunto dl lemento 2, y ) el complemento algebrico del menor

o g

e

DERIYADA DE UN DETERMINANTE e 4 o vt - o] de e uos -
entos son funciones dervables de 1 variable v. En estas condiciones:




u ‘CALCULO DE DETERMINANTES e s

1. La deivada de 4] con respecto s , - 4 s igsal a suma de o n determinanies que

tinea (il
por sus derivadas con respecto a x,
Heaplo 4
¢ w3 =o1o0| |Eeral |F e
HIEE [ R R
o oxo-2 o x ol doxal lor
R
Veas Probema 5
PROBLEMAS RESUELTOS
27314
1-20) 4-20) 3-2-0 10-20] | 32 12| - -oag Ve Ejmplo 1.
g . 3234
2 a0 5 2 4 0l

Por supusto o 5t 1 i fom d conepi ueunod s emenos s =10 1 or o,
e e e e d s,

1o- s Lot 2ea 100 0
NIRRT C|2sa
242 < faean|
FR 21l
548 320 4-2) ~8-25) 5 4o
B R B o I
1o 130 83 -5-3-5) 1o
=5
0 e
3 Hallr 4] = lm [
12 203 0
Mulipicando I seunda i por 14 1 I erera s or 1+ 21 abene
0w Al |oow wa| |oow e
avnuenll = il = 2 0 seif s |2 o sei | fos-twasw
FRRTEI B PSS B Pppeyes
]
o-ui 2o

de donde 4] = 6.



a4l CALCULO DE DETERMINANTES 3

4 Defui e sl d Lapce ¢l dermimte 4] = ] de oo wilzandomesors e
ordenm

Fidndn
RS S T R

g, o v an e s e . o s
.. Por o, deigls e i~ 1) 5 Uy 20+~ (o= m)= 1y 4y - fo = o 1) i
i el s s\nlwmmmr]nmpnmmﬂhsArulﬂwn:nlt,dw
ey +s + i+ 1 i G s solomns e o - s s e
S ormar &
o lgido ot pusa 3 ocpu <l exemo sperior o,y 30 complmnt sghricn ouprd
3 e 4] namerode vos

0000001 = i+ 4+ e+ o+ s -+ o i+ 1} s vl it de s
o+ s Por covent,

dante] | e

Al
a 2] e s it s (<190 o

nidn o
Gt

= )t teminos de 4]

dalugars

Lo A partr de estas las podemos seecionar

|
CRE

Supongamos que se mantienen s s Blas i

A1) r-mr)
ltios m. Cada uno de estos menores,

o
‘muliplcados po sus complemento slebracos, dan Tugar & (s — ) érminos de 4], Ahor bie, pusto
o

F
bl

Al

i
serhdh
a1 suma e cxtiende  as p combinacionss de s -

la

o bt

e de ls o
1234
s Halle 4] = {28 1) emplando las menors de las dos prmeras coumnas.
1412l
o ] et 3 ] e 1]
L i P R B R R

SN A - e

<
6. Siendo A, By C tres matries cuadradas de orden n, demostrar que

|49 - taltal

es[Bl. Por tauo, segin o desarall de Laplace, [ = 4] 8]

7. Demostrars o |45} =l4]- 2.
A= [a]y
i, = by, Segin o Probem 6.

C =[] = AB, s de-




CALCULO DE DETERMINANTES fear.4
AT T S R
N ]

< lalsl

(LI

e |Plala T segunda por by, ..., 1 ené
sima por b, resula

by la seguoda por by, 2 ok

Sumando I columoa {1+ 2)
sima o by, se obtien

le| -
i
el .l,,ﬂ‘/\p. 17l
mlnseplnd |1 = =1y
jreae-emvietie | (- 1yS2C] Por tanto, [P = (=1P(= 17" ViC] = [Cl, de donde
AC\ VH\ 141+ 18l
mmnﬂ
a1 a = ), iJ 3, x. Entonces,
|

] = @3aza01s + @y2nny + G1sttay = Guidadss = Guandas = @ty

§ represenando a 2% a, por i



) CALCULO DE DETERMINANTES 3

Flal = cironnnn ¢ aimon + choutn + ol + S+ iamn

* S, 4 Sty 4 sty ~ Shomie - Siiute - S
- e - Gt - Sotutn - Saenon — Shussy - hoien
iy ¢ S 4 0o + 0y Gty + St + Gyl + 2y ol

0 922 @ma| o3 aig uia| + [any azp an)

o 430 | o3y 230 03] 933 332 )

segin el Problema 10, Capitulo 3.

PROBLEMAS PROPUESTOS

5. Caelar:
1579 -
w2011 E
@ | 2aral e © Y
113l . :
uul ‘:':
2016
OB e I @ sl e
2421 23|
2 -

10, Demosirac que |4°4] e un nimero resly no negaivo, siendo A una iz cuadrads de orden .

i

Hallar
de las dos primeras columnas

o s [0 [1] ,

Teniendo én cuena que |42

bl
it [ M] ; A,[w AM]
—ating aysin oot by

jendo en cuena que 4B = | 8] cxpesir 6] 5 + o} 2N+ 6 4 B+ b) como
i o

#

A 18] demostar: (f + a6} + 62 = by = ash + lay +

IERREN
00021
0101032 1| porfos menoes de las res primeras las.  Sul, 720
oos321
054321
554321

Hale



» CALCULO DE DETERMINANTES.

12121
00111

14, Hallar 110 0.0 por los menores de las dos primerss colummas.  Sol. 2
001172
12211

18, Sindo 4. 45 matries cuadrads, apiar el desurolo de Laplace pars demostrar que:

|dingidy A A)| = Aol 14)
o3 05 530
by by by bl
16 Dot 0% | ol ks d s do i s  demos g
oo
o ] |70 % ol o o o [ oo A
b ] [ b o] [20 0 48] Lt bl
o 4
. 18

K> dn, sendo 0 ura matriz de orden .

1 En A= v+ vt + o e o A8 35110 PO o8 NS G0
S oot s s
(A oy - 3 el

e donde s o compleeno g el mror | 1~ 1

19, Lamando s, al adjunto del clemento o, én a mateiz cundrada A = [0,] de orden . demastrr que.

s 01y py LR
s 0ag ) Py o oiz o
. 2 < - By
o o o o P ony o o
A
Ind. Aplar (43). |

. Hallr I decivada de los deteminantes siguentcs:

Pt T
@ o[22 2 ©
0 ez

Sol. (@) 25+ 9e7- 8 ()1 - b 4 2074 12 (6=

21, Sean A y B dos matices cusdradas de onden  reals,sendo 4 regla y .= A i hermita, Demosuar s
elcion

B = A+ a8



Capitulo 5

Equivalencia

La caracterstica o rango de una matriz no nula 4 es

guila

4 1), sics que existen
La caractcistica de una matriz nula es 0.

140 sendo 4] =

12 4]
Bjemplo 1. L carsctrsica de A = [2 3 4] s 1 =2 ya que |}
b5 H
Vease rotiens 1.
Una matriz cuadrada A de orden 1 se lama regular i u caracteristica r = n, s deci, 5 su
e s dik d i 4] # 0. En caso contraro, 4 recib,l nombre de singular, La
iz del Ejemplo. 1 ¢s singular.
el ualdad 48] = J4][8] s¢ deduce:
El producto de dos o mis matries cuadradas egulars de orden n cs otra malrz e
gilar! ¢ producto de dos o mas matrices cuadradas de orden n ¢ una matri singulr s af
menos . de ellas s singular.

TRANSS Son s operaciones con matrices que no modifican
i su’orden'ni $u caracterstica. Son transformaciones =|~mennl:!, las siguientes:

) L prmai de 4 S 1 1 e 52 reprens o
‘permutacitn de Ia columna i y a columna j, se Wnu por K,

@ B pmd\ulu de 1 fila  por un escalar .

por i)
El procucto d todos los clementos de I coluna  por un esclar  distinto de cero se repre-
senta por ().
() La suma de los clementos de I fla  con os corespondicates e I i, multiplicados por
un cscalr k, se representa por (k).
La suma de Jos clementos de I golumna { con os corrspordientes de I columia j mlt-
plicados por un escalr k, se reprsenta por Kifk)
Lo transformacione de tipo H se laman transormacines elementles de fila  1as rans-
fomciones de ip K deomin, oo el d o A s, €
neral, ransformaciones elemenials de linea.

precisan
demnan B e s et Uy e ranfoncionés v alan o g de 1 mar.En
1 Problema 2, se demuesira que tampoco modifican su caracterisica

INVERSA DE UN ELEMENTAL. La inersa de una transformacion
y ecto de sta e decir,
o

sobre A se aplica
»



EQUIALENCIA fearss

123
EHeopo 2. Sead < [455
759
123
3 p P 8=l210
75 of

+2) sobr roduce 4.

Hyi(42)sobe 5,
Por tanto, Hy,(~2) y Hay(+2) son transformaciones, lementales merses,

Las transformaciones elementales inversas son’

w0 B by K - Ky
@) B Ry K = K/
) Hh = By Kighy = Rty
Por tanto,
I

La invérsa de una transformacion clemental es ot transformacién clemenal del

misino tipo.

MATRICES EQUIVALENTES, Dés rmatrices 4 y B se denominan equicalentes; A~B, siuna de
ls e e de I ot camo conecaeni 2 teslonones e
rpeledalarbesyiety i koot

Bl 3, Aplando sbsivamente s ransormacons clenetales s (-2), B8, (1),

vas ] [z hiza o Jraen
D e R e S PR [ LR R
PR [ TR T PARTAR Y o PO

i e sos e s it o it ot

it
secilly quef ciulo de;los. dtemiartes:de s diveros, menores de, .y
{2 Viase Problema 3.

EQUIVALENCIA DJ i una maire B se d6ice de mmmmm s
O munm. A
prescntan este ipo de equivalencia.
Cunlguin maltiz A no i de caraceristicd # s cqiaenia, e la gon un iz
i € o ue
@

i de i 3
Joo oo gt 1 pehatison o %

03 5\ pnm:r elémiento distintd'dé tero en Ta 4 {111, 2. ., r) és 13sea jila-columna,
Hemento: .

© /,</, s 4
(d) EI nmm dun:nm dmmm d& o de la’ !blﬁmnlq,, ¢

2. 7) s clemento |



car. ) EQUIVALENCIA “
Para pasar de A a C, supongamos que , es el indice de I primera columna de A cuyos ele-

mentos o son'todos nulos.
(1) i ay, # 0, mediante la transformacitn H,(1/a) sc puede reduci a 1 cusndo sea
)" Siay = 0, sendo g, 0.5 gl o irormacin iy s procd oo )

(i) Se aplican transformaciones de fila del tpo (3) con 0 spropistos de 1 s
i pas i 5 lods o Gk e 4 I comtn

i losclementos 10 nulos solo s encuentran en I primera fla de 5, entonces & = C. En los
demi s sl e bl s o n g o0 e 1y + sl

Hyllby)
lmm:mn se aplica (i) para. hmr que mdm lox dzmﬁ: =!=m=nloi de la columna j, sean ceros.

matriz
I En los demé teel
ala matiz C.

Fiemplo 4. Mediante transformaciones d la Hy,(~2), Hyy(1); Hy(lS1: Hys(), sl ~3) sobre a matiz
A del Ejemplo 3, rsuta

vz ] iz 6] Jraa 4] 120w
4= ]2 a s sf~oo salvfoo 1 sf~|o o1 -us

a2 sa] oo sa] oo s 5] oo o
- ¢

que gorade laspropidades (o).

Viase Probiema 4.

A e ity e Sl
iz 4 de caracterstica r > 0 se puede e ey

" Wil ua

au s Laman forms ormals. U i o e i ropa foma nermal

Com s pueden aplica tanto las transformaciones e fla como de columna, o dlemento |
o1 prines i oheno n I st aner s pstc S s s s
i primera fila y de la

Andlogarnte, o it segundl ila se puede levar a I segunda columna, y as sucesi-

Por cjemplo, la serie de transformaciones Hay(~2), Hyy (1), Kay(~2) Kou(1) Kua(=4) K.
K5 1. Kol s 2 46 Bl 3 condn [ 0] e e 1 orms
normil

Véase Problema 5.

MAT) La matriz que resulta de aplicar una transformacion elemental de
linea (fla o coluring) a la matriz unidad 1, reibe l nombre de matriz elemental de liea. Las m
trices clementales las representaremos por el simbolo empleado para la transformacidn que da
ugar a la matriz en cuestion.

it it 1] =
i

o
10 d]

ity =[a 1 of
o0 4.

104
Kb, o= [0 1 k| Kt
0

IXE!




@ EQUIVALENCIA fear. s

Toda matriz elemental es regular. (;Por qué?)
E1 et d plar ua sfomacién emenal stz A d orden 1 150 pede
covegui mulipicando una
T e o ot s o ko AL 6 SA W 8
i kbt ), ohedon ¢ 1a e dement]  urespoient , 8 conlius-
cin,s¢ maltplca Ao o e, pi
i efectuar ur
formacibn o } obiciéndos e~ Kcnmxpnndlcme va i e

plica 4, por la derecha, por K.
oo d[i2d] [r8d]
01 0|[s 5 5] = |45 6| que se obsene al permutar s
poofliss) 129

T29) [100] [729
s iy v 45 4 <1801 0 1 9 {8 8. gl e
201 [289)

1o primers columaa de 4 con ¢l doble de a tercera columa.

127
Elemplo 6. Sea A = 45 8], g
78 9]

SEAN A 2 0OS MATRICES EQUVALENTES. Reprscaanospo f Ho . . i i
X, s matrices clementales de fla y columna correspondienes a la transformaciones cle-
mznhles de flay columna que transforman 4 en B, siendo H, la primera transformacidn de fla,

Hy asegunda, .. K, I primera trnsformacién de colurmna, K 1 segunda ... En estas con-
diions.
62) HyooHytHy A Ky Ky K= PAQ = B
siendo
63) P, HyH oy Q=K K
Por tanto,

111, La condicién necesaria y suficinte para que dos matrices A y B sean equialentes
es que existan dos matrices P y  regulares, como las definidas en (5.3), de manera que se v
sifigue Ia relacién PAQ = B (reacion de equivalencia).

EET

Elenpo 7. Sea A = (2523, Hagtet) Has(-) A K- Kou(-Kas=2)Kegt)-Kath)
121

1200 [101d] 1009 [100d] [1o0d]

Cfrearaed Lreefeiool [oioal forostfotoo

LA o oroffoore[foor offoore[fooio

ELeL b oo looouffpoo i) looorfloooy

Pucsto que toda matriz ¢s equivalente a su propia forma normal, se deduce

g PyQ.
como las definidas en (5.3). tales que PAQ = I,
Véase Problema 6.



cap 5] EQUIVALENCIA 4
INVERSA DE UN PRODUCTO DE MATRICES ELEMENTAIES. Sean
PeH. e H oy Q=KiKK
tas matrices defindas en (5.3). Como cada una de las matrices H y K posee inversa, y la inversa
de un producto s igual al producto de las.imversas en orden contrario,
54 PUaHTCHPLLHY Y QKL
Sea A una matriz cusdrada regular de orden n, y P y  las matrices defnides anteriormente
que verifican la relacion PAQ = I, En cstas condiciones,
3 A= PTHPAQIQ™ = P71, 0"
Hemos demstrado, pues, el teorema siguiente:

rig

V. Cualquier matsiz regular se puede expresar como producto de matrices clementales.
Véase Problema 7.
Como consecuencia, resulan estos otros teoremas
A ot wia i i, o crcietain el s 2 b o 24
e Ysual a Ia oo
ye

I caracteristica de ide con la de A
ECTO DE LA RI
En ¢l Problema 8, se demuestra ¢l teorema siguiente:

VIILLa condicién necesaria y suficiente para que dos matrices A y. 8 de orden m x n
sean equivalentes s que tengan la misma caracterisica

Un cojunio d s de ot m ¢ 4 ke oty el de mnuwes respecto

solo una,
el conjuto canéic: m nvaxrwes (Slifmmﬂn it el i, 10 oo cast.
nico en donde  puede tomar los alores 1,2, ..., m, o bien, 1,2, .., m, segin cudl de los dos

subindices sea ¢l menor.
Véase Problema 9.

AR, Sea A una matriz de orden m X p y caracterstica r.
Segin ¢l Teorema 11 existen dos matrices regulares Py © tales que

1, 0
v []

~INQ™". Sea B una matriz de orden p x n. Se trata de hallar la caracterstica

Entonces, A4
del producto
6 AB= PINQB
Sepin el Teora V1o cartetic e 4ot f g de Q"33 Abors b, s e
Ia matriz NQ™ B son las r primeras filas de Q"B y mr fila de elementos nulos, Por tanto, la ca-
ikt de 4B 00 puede e wperor o, e e W cariteaio de A”Anilogamént, I caee
teritica de AB no puede ser mayor que la de B. En consecuencia:
IX. La caracteristi del producto de dos matrices no puede ser superor a la aracteri-
tica de ninguno de sus factores
Supongamos que AB = 0; entonces, de (5.6) s¢ deduce que NQ™'B = 0. Esto requiere que
las  primeras fla de 0! estén constituidas por elementos nulos, mientras que los elementos
de las restantes pueden ser nimeros cualesquira. Por tanto, la caractristica de fa matriz Q'
¥, én consecuencia, Ia de 8, no puede ser mayor que pr. De aqui el teorema siguient:
Si I caracterstica de la matriz 4 de orden m x p es r y i la matriz de orden p X n
es tal que AB = 0, la caracteritica de B no puede ser mayor que pr.



EQUIVALENCIA [car. s

PROBLEMAS RESUELTOS

P e—

L@ Llanclm’s\icud:A:[rzﬁz]esl va que
12 4] W

) Lo comctrsion de 4~ [1 2 5| 52,30 que 4] =0y [2 HE
2 4 )

02 4]
{e) La caracteristica de 4 = [.; 3 5];5 1, ya que [4] = 0, los nueve menores cuadrados de segundo
069,

orden son nulos, pero 10 50 mulos todos los elementos.

linea no alteran fa de una matriz.

2 Demostrar
Sl oo oracns d il ddo oo derih o e sdogocon

bt s o U 0 4 i s i S 8 s o o 3 et 4
menor cundrado, cualquirs, de Ja mateiz A de orden
Qe

una transformacin de i, y represetemos por (8] un
411y por 5] o menor cusdrado de B que ocupe la misma posicion

5|~ R

0
cudrado

enelcsa (i), 15 = ~ K] Isfes.
de A de orden [r + I)y.wtwnsllukm& fiuala o,
los clemenos

IR = 0;en clcaso

Soeiy o s I mgcdo or . ol 8 5
& (otro menor cuadrado de A de onden 7+ 1) = 0% k-0

Porotra

i)

As, puss,
o
n teansformacién lemental de fla no modifca 1a caractertica de una matrz

3. Dada la matriz 4, hallar Ia matriz cquivalente By, de a inspeccin de ésta, deduc Ja caracterst-

28 12 q [i2d [12d
@a={21sl~o-salMoralora| s
21 losg) forg oo
Las rnsformcionsefctuads o o213 -1/, =14 o -1)La curacerisica 3
30 o2 ag

1230 [i2 ad) iz sd)fi 2
2a32| fo 0 a2 fos w3l fos-asl Joioss
b d - 8 g ~ - + 6.La crceri
L 3213 Jo-4 -83) fo 0 -32] fo 0-32f [0 0-32 Efandiiaal
o o-19] o 0 0o

sa7s] [o-¢-ns) [o-s-ns

T T fto 0 fio o
@d=fo i valo s walod 1] - b Landedsiae2.
tez il i) oo oo

ot
tslomasionsde o st o s sl s e ol
Cuand s acionles no comvene, en geera, mezdlar 1 transforma-
bemal i




cars) EQUIVALENGIA 4

4. Halar la matez candrica C equivalente de fila de cada una de las matrces dadas 4.

o2 Joo 102 fooro o fooso 2
s loo 11 4] loooraf looos

o013-4) fo113 4] o113 4] foroo 4
wa-forze o forze offooraz fooras| o
@4 No250 2| oz 2[oors2|Jovo0 o
o113 of [pora-g] [oora-af [pooo o
12230 i 22 10-23 4] [i003 9] [io00
wax|ra2sol o tooaiorooaloroontl forooaf o
0
.

i

o
2436 o
pi-egl o
S, Reducir las matricessiguientes a forma normal.

1206 [t 20-§) [t 006 Lo 06] [1o 0 6 [to o4 fioo
@4zl ser2fvoar sfvo-ais|~or-as|Moi-a siMor o of~or0
232 8] lor2 3] lon2gf o2 719) loonaf bou-g loorgf
- lyol
Las transormaciones dementales son:

M), s Kan=2). Kes(); Koo =23 Kaal2). Kusl=85 K111, Kagfn)

02 3 4] [23 5 4] [135 4] [1s54] [1o06] 1006) Tro0d] 100
235 4|Moa 3 af~or 3 af~|oase|~ozssl~{orsef~forool~{oroo]
ssia1z) [ennena] [onsnaf loasa) lo2aa) loxae] loroof [ooo]

1 0
oo

Las transformacones elenntles son:
B K Hog(-2) Kan(-9 Kap(-5), a0 Kot

i Kaa(=3). Kag(=4): Haa(~1)
6. Rt [3 -3 3] forms sorm 4y el s o Py 0, s e P, = .
T
oo Ak 4 i g o i o i
ottt e e s

1a0 0 1000 1232
0100 IR 0100
0010 0010 0010
0001 ve 00 <0001 .
123-2100 1232100 1000100
2-21 3010 0-6-5 7210 0-6-57-210
3041001 0-6-5 1301 0-6-37-301
RV EE ifs s -1
016 00 0116 -5/6 s
0 010 It
0 001 0 0 0 1 obien
1 000100 1 0 0 v100 NP
0 157210 0 1 0 0210
0 0 001 0 0 0 0-1-1



% EQUIVALENCIA [eap. s

11 41 -1
o 1000
o -1/6 -
ol 0 [0THES8 Ty pagiefo 1 0of
i e 0o

0o 0000

Por consigueate,

s
- ot 4] st o st

134
Las transformaciones elementales Hy,(~1), Hyy(~1); Kny(=3), Ky(=3) reducen 4 a Iy, es decir,
e (52]
I I3s(=1)* Hyy(= 1) A" Ky (=3) Ky =3)
Deis 4

106 M1od] [1od] [i30]
trof Jorof Joro] Jorol
por] Liood oo foos

. e I condicion necesaria y sufcente para que dos matrces 4 y B de orden m x n
ivalentes es que tengan I misma caracteristica.

Sidy i
 vleaes atr s. Recprocament, i A y B son equialenes, existen dos matrioes regulares P y 0 les que.
ST FAGFo s, gl Teoega VI A 3 2 1o It misms i

9. Un conjunto candnico de marices no nulas de orden 3 es
10 0 10
b [’n"n‘]:axu. ]:ﬂ‘:]:nna
b0 o 000

Un conjuto candaio de maiis 10 il de oden 3 4 e

00 d a [ood q oo
[CRORS CRR T S hO I (] S Vo I (R R
o o1 pooo o000

de v i condnds 4 d nden n y it 1 g e itz 5 formd or
e Qs o o 0 4, 4 s 7y de B'es igual o mayor que ry

Hieas cuyos elementos son Gambién nulos, Evidentemente,
nerzi-n

de donde se deduce, 1y > £ + 5 1, como queriamos demostar.



=

&

B

4 s “
PROBLEMAS PROPUESTOS
PPN (ESL DN E N F i N R K
de las matrices. L L PR -1-3 2-2|
: 2 e
Demostrar que las matrices A, A", 4 y 4" tieaen la misma caracteristica

Demostar que b matiz candnica usa iz dad 4 queda
por 4. i

Hallr I matiz cannica equivalete de il de Ias matrices siguenes

0 e T PR Y FR R R

:;;;;,- i
Y e i I (R 1 S SRS

Hallr o Torma, normal d 1as mateics de Problena 14,

e R o R

1214
Sindod - f23 4
M

A i e Iy e M M0 (41 omprtarque s roducto i it cospoc-
e aniamacin de

Ch

@

pars cada u i
@) Halar as imverss, K52, K5(-1), K 0), d:ln(mllnmdzmmukid:\ apartado (4, Comprobar que
ars ca uns de s mates ¢ erifa ' condin
o 14
=40 50 Hid = |1/3 00
0oL
(o Demosr g K= . K1) = Wi 3 ) = i,

) Demostar g . R el prod
v, 6 s i clcenia &

(0 Hallar 8= Hyy < H3)
) Demostrar que BC = CB.

Loty
oot

Do . () 453 24 o el 1 2t e ot s 5 ot
487 Bt M1l s e b s b £ 0. et

sip e A, PA, AQ y PAQ tienen a misma
LSt 3 ot s o d s somen

o [ i ] o e i 270, e i il



B

B

L @)

. Demostrae que i A es una matiz e ordes 1, 5 ), de carcteristics m,

EQUIVALENCIA fear. s

de I relacin de equivalencia es 1 + 1
1) Dot e e 6 e e o o o o o i m et
acibn de equivalencia e ¢ menor de os nimeros m +

124 4]
Dadalamatiz A = |13 2 5 de caracterisica 2, hllar wna matez cundrada & cuarto orden, 8 # 0, tal que
B =0, 2

Ind. Segui Ia demostacion del Teorema X y tomar
o0d

KL Pt
sindo ,b..... b imeros arbiario.
Sabiendo que a iz A del Problema 6y B de Probem 2 son equaletes hallr P y € de forma que
= PAQ.

Sabiendo que la caracterstias d I matrices 4 y B de orden m x 150n 7, 1y respetivamente, demostrar
Que I caracerstica de A -+ B 00 puede st mayor Qe £ + 1y

Sad Ly
e Tos scis ipos disinlo de matrics B, demosira ue. 4B} = 4] |8}

- e

Sandy
61 i ambas son reglares, apliguse (53) y el Problema 25 pra demostar que 48] = 4] 8

. Demostrar que la eqivalencia de matries e na rlcidn de equivalenci

Demostrar que 1 forma canénica equivalente d fla de una matiz A regula s 1,y reciprocamente

.. Pones un cemplo d una matiz que o e pueds rodur.

Indicar cmo s relz, sobre una mauz culquica 4 1o trsfomacin H, mediaicuna suesion e rans
formacions de i de los s 2)y ().

mateiz A" s siméiricay re-
sl Enunciar ol teorema en ¢l caso de que I carateristica de A sea menor que m,



Capitulo 6

Matriz de los adjuntos de una matriz cuadrada

fen sentido o hemitico). Sea A = [ay] una matriz

‘cuadrada de orden 1 y o ¢l adjunto (menor complementario con su signo) del elemento a;; por
definicién;

@y Gy Oy

u

61 adjuntaded ~ aggd - %2 %o o

Gin Gan G

‘Obsérvese que los adjuntos de los elefnentos de I fil (columna) i de 4 'son los elementos de la co-
lumna (Rl 1 de la mateiz adj A

12 4]
Ejmpl 1. Enlamatiz A= [23 2
554

6 G2 Grgu -3 Gys L Gppx b Upped, Oay

Veanse Problenas 12

Aplicando los Teoremas X y XI del Capitulo 3, e tene

L | i e

© PRI L) | o
P

cdiog(lAl, |4l .l = 4l = @esnd

2 Enla matis 4 el Bemplo 1, 4] = =7 hego

T2 4)[6 1 -] 1 0
aan = fasalla-sie) ot of -
BRI | R 00

Tomando determinantes en (6.2)sc obtiene

©3) [Al-Jagsal w 14" = lagsal.ld]
Por tano,
1 S| 4 s una matiz cuadrada reglar de orden n,
©4) Jagal = 14

9



E) MATRIZ DE LOS ADJUNTOS DE UNA MATRIZ CUADRADA fear. s
I, Si 4 es una mtriz cuadrada regular,
Aladj 4) = adj A) =0

Sila s de At menor g 1= 1, ] 4 = 0.1 cartca dedesn
Ia correspondiente de adj 4 es igual a

Véase Problema 3
MATRIZ DE 10S ADIINTOS DE LN PRODUCTO. < En ¢l Problem 4, s¢ demuestra
1L Si Ay B son matices cuadradas de orden n,
©3) ad) AB = adj B adj 4

MENOR DE UNA MATRIZ DE LOS ADJUNTOS, En el Problema 6, s demuestra:
A,'J.v :

V. Sean)|

un menorcuadrado de orden m de a matizuadrada A = (0]

de orden n‘ l-wm “h 1;-. complemento en 4, \u ‘:l menor cua-

v

drado de orden m de Ja matrz de los adjuntos, .d; A, cuyos elementos ocupan la

misma posii en ad A que los e | A

En estas condiciones,

(©6) uh\

,).\

o] = evlar)4

sindo s = iy tigs o bin bt it ot

Sien (66) A s una mriz regular

+Jn]
1 i
Para m = 2, (6.7) se transforma en
w0 .
(©8) q Mo (-1t |4 | 4;
e |zl

E P

+ 1l conplment igbsico o | 42|
Param = n ~ 1, (6.7) toma la forma

) S Dt

(—n“’w i

Puam=

(67) toma la forma (6.4). *



car-g) MATRIZ DE LOS ADIUNTOS DE UNA MATRIZ CUADRADA st

PROBLEMAS RESUELTOS

o it s e 4-2 1] & -1
. o ] T [-c o

HEHE
24 oy
2tz de s agoos s 4134l | (19 [13)]13 I
14 18
13 |12
HEHNH ;J
3. Dada la matriz A de orden n y caractecistca  — 1, demostrar que la caracteristica de la matriz
de sus adjuntos, adj 4, es la unidad,
O s by g et okt s it
el oo i o e s At
X 6 Cople 5. s Gl 6 e 64 comp i, # - 1< 1) 1- o o

[ipuiesv iy

4. Demostrar que adj AB = adj B adj A.

De (62), aBatds = |aslor ayaman
Como AB-atiB-adid = AB-aaiByaiA = AdBlnadia « [8lcd sty - Jallalr o asle
y (4B adiA)AB « saiBlodi A8 = asB-lal- 1.8« |Allasmrnl « |48 1
= datuce AB - s s
5. Demostror que adj adi A) = |AP~*+ A, s [4] £0.
D (62 y (641
sd - atidid) = dogcladial, [aasal. .. Laayaly
amed a1,
bor o,
Acstidatiaaidy = [0
Ll wgearay = 144
¥ weaid) = 474

e

6. Demosirr ol egrma:Sean, 45| menor cudrado de orden m de 1 matis cuadra

R R
P .

da A = [ay] de orden n,

l menor cusdrado de ordes m d adi A cuyos clementos ocupan la misma posi



sendo s = iy biy

MATRIZ DE LOS ADIUNTOS DE UNA MATRIZ CUADRADA fea. 6

Jaosefusa

[T o] R 70

ittt

b
*hd %ihk Shde i"\)lu g Bk il
RS S A LSS 9
Cinsy Mde T Made | " Oy | [Hade Yade i
L R LR 9
Pink Pinda ¥ T T ¥
VOhdms " Sudn
00 0 G en " Sy
i
000 s T S
[ ——
odu o | Jeordee ol
fla Ji e
Demestarque:5i 4 don 2, de [T———

drado de un polinomio de clementos de A,

Por definicion, 4] es un polinomio de los clmentos de I masz 4; slo tendremos que demosir shers
que, en las condicions dadas anterormente, este polinomio e un cusdrudo perfco

0d |
aoff

Bl tcorema s cierto para n = 1, ya que s 4 4

Sopongamos que s i a3 = consideremos I iz herimécs A = s, a2k« 2 Des

3
IR w— [ ot
b o




ang MATRIZ DE LOS ADIUNTOS DE UNA MATRIZ CUADRADA 5

s

L Si A s una malri cusdrada de segundo orden, demostrar que ad)adj )

Entonces, como B es una matiz emisimétricade ordn 2t seg Ia ipdess, |3 = 1, sedo f un poinomio
de clementos de B,

Liamando &, o adjnto de lemento a de 4, segin e Provema 6 df Cupitlo 3y el desarcolo (65)

s ahe Gove ket

= lal-lsf
[ A

0 Gpan
T zs 0

Por ol part, Gk

O s poriam,

Ll < s dedonse 14l {%}’

que e un cadrado perfco

PROBLEMAS PROPUESTOS

Hallar la matiz de os adjuntos G la siuintes:

e
ZoE,
()
S
e

Com

o i o s de s s i o i .
e e o s v s gl oot

e} La matiz de los adjuntos de wna matiz triangulae s otra matrz tangulr

Escrbi unt matez 4 # 0 de onden 3 de forma que 1dj A = 0.

I propia matiz A
Denos
Democuar que s A e na mtiz simétic, i o ¢ 4.
Demosirar que s A e una mtic hemitis, i Lo s i A

Demostrar que i 4 dj 4
gin que n sea impar o par




®

. Demostrar que s 4 e una matiz cuadrada de orden nycarcterisican o ~ 1, B,

MATRIZ D LOS ADIUNTOS DE UNA MATRIZ CUADRADA [eap. 6
iS¢ puede cnunciar un teorema anilogo al del Problema 16 para las matrics hemihermias?

e e e i Sy
o'

P - o . 1 L 1, 1 el i | et 3l
0 W) = 16 3 b o b

ol KKy

s O
K dondehes o |0 L e verihos
Al A =l K K K

Aplicar el método del Problema 19 para. halla Ja matsiz de los adjunos de

g
2333
iz A de Probem . Capinlo S ()
(o) s A el robima . Capivlos 4 |23 2 2
ITER
e T 22 g
Sk |-1 1 o o [ %73 3
IRRE
Sy
ey
eer orden y SC) u

[a]yB=[k-
matiz C; en esias condicons, demotar
Sladj A) = SadjB) y 8] = k- Sadi )~ 4]

Demostar i A es una matrz cvadrada de orden , ad (adj 4

e,

] 1, = 1,2, ) o matiz rangular nferor cuyos clemetos so o ndmeros del wiingalo
oy e e

Detiir b, = (1%, y comproka, para n = 2,3,4
0 why = Ggh - g

Sea Bl mtiz obenida supiniendo cn 4 sl {y p  as olumas ¢ demosr
4 o
9% Ly
G By

siendo e adunto el demento a n 4]



Capitulo 7

Inversa de una matriz

MATRIZ INVERSA. Sean A y B dos matrices cuadradas de orden n de form que A8
o csm cnmhcwlws, H s la matiz inversa de A, (B = 4™'), y reciprocamente, A es la iny

e bl 1 et v
1. La condicién necesaria y suficiente para. q\ve una matriz cuadrada A posed inversa

e que sea regula
Lo, de s s g d nden s . (Vs Probkena 7. Cailo2)
- A una matrz singular; I igualdad AB = AC implica que

). es la matriz disgonal

LA INVERSA de una matrz diagonal regulr, diag (k.
diag ko, ey V)
. A, som matics regulares, I inversa e la malriz escalonada 0 suma dircta
P i e
diag (47 A7 AT
Mis adelante veremob los métodos para calcular I inverss de una matriz reglar.

INVERSA DE LA MATRIZ DE LOS ADIUNTOS. De (62) se deduce, 4 adi A = J4[-£.Si A es

una matiz reguar,
L R W)
a4l .h,w an/ldl

1)

G/l /14l e/ 4],

124

Ejemplo 1. Del Problems 2, Capitulo 6. Ia matriz de los adjuntos de 4 [y
N




56 INVERSA DE UNA MATRIZ a7

INVERSA DE LAS MATRICES ELEMENTALES.  Supongamos que e reduce la matriz cuadrada
s e 1 e S, ot St 4 o a3

Hyoo By Hy A KooKy K= PAQ =T
Como A4 = P"+ 0", segin (5.5), y (B)" = B, resulta
2) A= P = QP Ky Ky K Hy s Hy o Hy

Ejemplo 2. Del Problema 7, Capiul .

1od[1o0] [i-aa][io=]
kK, = | orol|-iiofacfo voffor of -1
fofLoorf o oorffoo 1
130|105 [ 106|104
Poruno, A« Kt = o 1offor of|-11of| ovof -
o orJloo if{ooifl-10n

imicamente, transformaciones de fila. Haciendo Q = 1 en (1.2) se deduce,

03) s H.o o H,

Bs decir
I i1 mati A e soluce o I iz st na ucsn de tanstomacioes
de fila, Ia ms 1 es igual al producto

e e

Tiogh 1. Bt e s i 1 3 (P P——
e de fla para reducir 4 3 1
Escrbiendo I matiz [41,] y efectuando las transformaciones de il que redcen 4 2 Iy

s tine
e -

sgin (1.3). Por tanio, A se ha reducido 3 Iy, y I matsiz s b transformado en

733
1o
0
Viase Probiema 3.

JAS. * Dividamos la matriz
ok o s s il et s

CALCULO DE LA MATRIZ INVER
A = {ay] deorden n,y s imversa B =

by by
x0) 1 pxg) mm oxn
- - S| siendo prgan

| o s | B
(9xp) ! (gx) Mxpv»thq)



ol INVERSA DE UNA MATRIZ s
Como AB = BA <1y, se tiene
0 Aabis Aol =
04
@) AP+ e

U3 i) Bridss ¢ Brodyy = 0
) Bty o Bunyy = 1y

Entonces, siempre que Ay sea una matriz regular,

By = £ A
-

siendo £ = gy = Agy(A5} Asa).
Véase Problema 4.

Eala prctc, o sl tma Ay decndd - . Fas bl 4 st proceiniensy
siguiente. Sea

o[ @ B e o @ @
a-fuz) a [:; o “’} e

Después de hallar G se subdivide en caja G, de forma que Ay = [ayy] y s aplica (1.5) obte-
Az = [au],

nidndose G
¥ asi sucesvamente.

TNt T

[:j] ‘"’[;]' Ax=(13) y Anp= (4], Enestas condiciones,

R C

ettty + 11- 0031 w

b+ A it + [ 4

|
B = =iy < [-10]

Bo= 7201

-9
P L I e

! LY S
ot

Veanse Problenas 5.6.
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INVERSA DE UNA MATRIZ SIMETRICA. En el caso de que Ja matriz A sea simética, o
o o go pars sbter -1 paeisde 2 A solamte s cesn bl 4 1) v cn
Iugar de los n* que se precisan en el caso

Si ¢ obtiene alguna ventaja en caleular A~' mediane un producto de matrices cementales,
debe tenerse en cuenta que las transformaciones qwe realicen han de conservar la simetri. Esto
sequiere que dichas transformaciones se efectien decir, une transformacion de fila

epida iumedatanenie por a misma Handlrmac de somma. Por Gmpl,

06 e b
b boc.
LY L
a0
o
I Ia diagonal principal se sustituye por un 1, e par de trans-

Tormconsson 1813 0o, E e, ok o 1 e g,
por lo que este procedimiento e poco recomend:

El mejor método es aplicar Ia subdivisin en cajas, ya que cntonces la expresiones (15) se
reducen a la forma (7.6),

(AR Al AT A, By =B
8

Uit )™ Ba=t
siendo £ = sz = Au (A Aua).

Véase Problema 7.

Si la matriz A o fuera simétrca, se piede emplear ¢l método anterior para determinar Ia in-

versade A
que
an a
PROBLEMAS RESUELTOS
Demostrar i aria Ade orden n posea

ivera & que sa g,

Supongamos e 4 s iz g, St el Teorem IV el Capitalo 5, cxiien dos matics e
lares Py 0, de forma que PAQ = 1. Po.anto, A = P~' -0,y de aqui I exitncia de 4™/ = 0+ P.

- ia de A+ 47

e gl .. i A foerasngila, b carcterts-
e de AA™1 i menor que 1, e conscvenia, A s reg
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o8 0 s 1) 5 o[22

291 ves
() 'Si A= (123 entonces, |4l <18, adja=| 7 1 -
512 < s 1
24 314
3 wall3e 52
3. Hallar la inversa de la matriz 4 -
25 23
451014
245 2i100d] iz 1 n00d] i 2an 1) 12000
i . Js s aiorool se 210 100l fo ow2-11-32100)
7 fesaatooro[Tes 2o ool 11 -s) i)
s ieiooot] Jesuio00af foms w0l 2 00y
123 1need] fiomnyonead
Ao rei-si —iaugl
b sa2-tivn 10
055 10! 2001
10013 -1-20] [io01si 112 0
ot LJoro-i-e 2 10
001 ool foo1-2i-3 2 o
000 sino-w0 31 ovo 1! 2-2as s
1000)-20 2 -5 198
ool wen w5 s
oorol 12 o5 2
poot] 2 2 w5
= LA

23 20 —a4/5 -18/5
1012 w5 1
v ws s
22 w5 )

Lo imersa s 47 -

) AuBy + AiBy =1 (i) Bydyy + Budyy =0

i ) ) A =0 ) Bty + Bk = 1
wites By B By 3 B

on lasincog-

B = =& i) y de ) By =

Se By = £ De ) B = UK de
At By = Al Ui ()

Finalmente, stsityendo en (iv)

AT My + M = 1 dedonde {= Ay = (AT M
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237
5. Hallrl inversa dela mauiz 4 = |1 33 2| por ol método de s subdivis
1t

1
1
2
f

i
@) Tomemes G, - |1
2

2
3
‘

;
] e i
:

] oty taew
L e ST e | AR e R
f:An-w',‘um=m»|m[;]-!—:1 y €
e st [
40 :]

b= it < 3[1) o

B £ [,

)

-t By By,

Andy - M2 -3 2),

—

]. y il

Por o, £,
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133 i
14

mmmm,.:[;;w.w_mmm.,
Lod s BEEE

Do Enpl 3, e de et < 00 1 [143]- 8 8 572 (1 7 D) oruo.
oo i3] S

7] [05] [ 703

= B < |1 o)Joos| e 0]

T ) R

i pes, Ay de orden (1~ i e singular, o pr-
inquierdo

o yose
para obtener 5y, despus, hllar 4”" aplcando a 8" una transformacion adec

2
7. Hallraimerss d 1 mai st 4« | |
2
21

Consderemos  submariz Gy - | 13 2| deforma e

[ [ s 2l )

o [vsas] a/s ][] | [0
Abors bin, A[ 2 m]‘ fnm-[_m m][z], [,]
i) = (-G 2 Y] s 2]y e en
B

i B4t 0 i SRS W N B

B = S s ]

b
B R CE I N 5|

1A I IR 71 o
Aboratien, Ay = | 5 -1 5|, di < | 25| €< Lwss) €7 - (sl
-5 53 -2
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v il
Porunio, 8y, =

121 )

PROBLEMAS PROPUESTOS

8. Hallar las matrics de los adjunto ¢ inversa de las sigintes:

1241 2 3 4] 1279 1E00

sad e fisq [
siimas @kl s 3l ol s-s-ul @fa 3} @

9. Hallar Ia invesa de la matiz el Problema ) como wa suma diecta.

10, Hallar las inversas de las matrics del Probema § aplcando ef método de Problem 3

o] peed pead [1rn]
|t 234 plrae lease
. dem, par s i (o Lo e g
e e T R R R A R
hoisss]  feaes ¥
2 PR B
11 -6 4 ERRENCI
iz awal ) e
B0 i 2 | 2
PR 0 a3
3020 15 25 ]
a1 W n
& HTTD N @kl 12 oo e
il 15 12 6o

15 -1 -6 -1 -1
12, Aplicar el resulado del Eemplo 4 para hallar b nversa de I matiz el Poblema 114) or el método de
subdivisidn en cajas,

1. Halk i ), a1 1)




o INVERSA DE UNA MATRIZ @

1209 [orad
14 Hall, por el méiodo de o subdiisiGn e cajs, s 22-0a| g li1as
invesas de as matrics siméticas Gl af ®lazas
2112 fasag

1aaa] s d

1ot 1 14 4]

Rl P I B

-1 22 32

15, Si la mlrz A s replar, demostrar qué la iguidad 4B = AC implca que B = C.

16 Demostar que s s do mates replrs 4y B on e, i o s s matis
O B Ay BT Ay B e ) A A A B
1. Demosir que s 1a maiz g 4 s it tambi o s u imers A”
A= T A = U
15 Do i o i i el .2 n prmtle, i i ) 4
o4 inévicws . ) (4B (84" i3

15, Una matiz A de orden m  n posee inersa por o derech 851 AB = 1,y posee mrsa por ln isquirda C
5 CA = I Demostar posen iners por

Ind, Aes3ylasubmatriz = f1 4 il ™!, Una inversa por la.
)
de 4 es la matriz de orden 4 x . 4
Al L
R

11 1]
341
134
boo

341]
23 Demosrar que 4= [1 4 5 9| no iene inversa por Ia derecha ni por I izquierd.
2iss

®

Demostar que s 4y | #0, ¢ e

s il g e A
e 4" Vsl | daz - Aaa il
25, Suponiendo que |+ 4] # 0, demostrar que Ias matiss (1 + 4)° ¢ (1 = 4) son permutabes.

26, Demostrar el aparado ) del Problema 23 del Cuptlo 6.



Capitulo 8

Cuerpos

‘CUERPO DE NUMERGS. Un conjaio § de nimers rles o comples formado por cemeios

sustraccion, m

Jos forman un cuerpo de 1 fectuar s
Cacn vt (e por oo o s s 201 oS

i
se obtiene otro mimero que también pertencce a .
Ejemplos de cuerpos numéricos son los conjuntos:

(@) Nimeros racionales,
(b) Nameros reales.
{¢) Nimeros de la forma a + by/3, siendo a y b racionales.

(d) Nimeros complejos a + bi,

El conjunto formado por todos los nimeros énteros y l correspondiente a todos los nimeros.
de Ta forma b,/3, siendo b un nimero racional, no son cuerpos numeéricos.
CUERPOS, Un conjunto S de dos o mis elementos escalares a, b, . .., en el que se definen dos

operaciones llamadas adicion (+) y multipiacion (-

. forman un cuerpo F cuando s¢ verican

las propiedades. Respecto de la-adicién:

Ay
A

4y

i

s

Uniforme: a + b es un clamento de F irico
Conmutaiva: a + 5 = b+ @

Asocata: a + b+ €)= a + ) +

Exitencia de demento neuro: ar 1d clemento o peine 8 F st v -
mento neutro, cero, de forma que a + 0

penemcenren s
i oo i 1, oade o, o que a + (~a) = 0.
s

Repeco de b muy

M..

My,

M.
My

D.

D;.
b,

b es un clemento de F inico.

bel
Existencia de elemento neutro: Para todo elﬂmnln a pcrlew:wmc a F existe un ele-
mento neutr, unidad, 1 % 0, de forma que 10 = a1 =
bvero): Par 0 pertencientc a F

==

Distributiva respecto Prigheta
+ )= ab + ac.
a+ bl = ac + be.

Ademis de loscuerpos numéricos resefdos aterormente existen olros como, por femplo,

los conjuntos siguientes:

Plx)

(e) Cosientes 2% de plinorios de x con coeficentes reles.

o

(/) Matrices de orden 2 x 2 de Ia forma [a A] siendo a y b némeros reales,

Este

coms L, Ex ot gl o 4 ol st da o determinante con dos

Nl Al Pemais e G ST G e S D .20 = 0;
. D

10 e necesariamente

6
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de forma g pertnece
a T en estas condiciones. S es un subeonjunio de T,
515y T son doscerpos y s unsuboniuiode 7. cionees S un subcuro d T or

por lesy del que
constituyen os nimeros compljos
MATR(Z DEFINI, CUERPO, Cuando todos los clementos de una matriz A pertenceen
in cuerpo_F diremos que «A std deinda sobre 5. Por cjemplo,

R .,
’ [.,. ) P

defiida sobre el de os complejos. En este caso, la matriz A tambié sobre el cuerpo
Tamate

de o nimers compleos

: el kNt ko i £13 e £ ok i
i ‘manera: i
racionales, ¢l cuerpo F sera ¢l e los mm\ms mmmks yno =| o s s ddeln

e o que dnpnéi e alanda s s e sl ccciion
pertenecientes a F. Por ejemplo;
LI s divac o o e il Vi Bl G
8 4'e ot i gl vk o et
1 crien s maciees .y 0 deids o F de forma qve PA = Ly e/
esti deﬁmda Sobre F.
i A st definida sobre el cucrpo de los nimeros racionales y tene de caracteristica 1, ésta

o sabre el correspondicnte de los nimeros complejs.

Decir que 4 et defnida sobre  presupone que F*es f menor de los cuerpos que contiene a
todos los elementos de a matriz dada.

En capitulos posterires ser necesario a veoes restingir €l cuerpo; por ejemplo, limitarlo al
de los mimeros rales. En otros casos, por el contrario, sré necesario ampliarlo coma, por cjem-
ol

sobre

desir
de caracteritica dos.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Demostrar qué el conjunto de los nimeros cumpl:]m forman un cuerpo.
omprobar que s cunplen las ondicones A, — Ay, My = M y D, = Dy. Bl emento newro (4,) & 0
y s s (4 1, -5 B . df o o e e conpin o oyl ) 3
b, e producto (M) e (o + bie + di) = (oc — ) + lad + bel; o inverso (My) de a+ b Des

L.k L e _ W
i A
La comprobacién del esto de as propiedads s deja como efrcico para el alumno.



cussros oy
PROBLEMAS PROPUESTOS * .. (%)
[ s dela forma  + 4,5, send :
1 ol s S it it e

Demotar e o o d o o s ine como iy s oo gt

0 N d o .+ 0, o . ot i
€ Nimeosde I o -, s . s, s

| [t e

e, Dem

cundiadas e sgundo orden e o orma [; -f]mn 09 imero reses.

2Por qut o forman un cuerpo todas las matrices cuadradas de segundo orden de elementos reales?

noit n conjnto n o e M

i btk i) cil e e 1, o R i 4 ot
e

(ot 9t g s 44y sl i S e
1) Blomt e ko ke s, 1) 125, loabelano con elemento

C] H m,um de todas m ek ‘cuadradas de orden n definidas sobre un cuerpo F forman un anillo no
abeliano con clement u

) i ot a5 nimes
i, o m il seian o st idad,

+1.del conjunto?

‘abeliano con'elemento unidad es un cierpo?

e : P s
" o .t R
la derecha?

sac vay

ortnde o3, 1] s ., 0 i s Cosids o i sompo 4+ 810
o -

i ] como s e e carpondn e anbos s s no d s e g

o
imagen de[? %] [0 4], 02
o et o 7| 0 e ;
:

) Demostrr que

Do g e e it K o ey i 0.0
) (Cull s I imagen del compljo conjugado del @

0 400t 1 e v e b i [} ‘]

Todo lo ntrior costuy n ekl de Gomorfon enie dos cerps.



Capitulo 9

Dependencia lineal de vectores y formas
_memm-;mm de nimeros reales u., x) repeeena n puto ¥ en o phnu Este mismo par
tos en a forma [,
m\iu OX (véase Fig. 9-1).

Xy s+
e )

Koo

(e o)

Ll

Fies1 Fig 02

g Dol 3 1= [ ) dos s i dtes, o suma
obedece, por definicion, a I regla del paralelogramo (véase Fig. 9-2), es

EAEIE RE A T
Considerando a los vectores X, y X, como matrics de orden 1 x 2, a suma vectoril anterior
cquivale a1 sum de ambas mtrice segin I ega dadaen e Capil 1. Por otra parte, 8 6
un exalr cuslquiera,

kX = Dk, ko)

que es, sencillamente, el producto de un vector por un ndmero real que se estudia en fisca.

VECTORES, Se lama sctor n dinensional X. o cecorde ordenm defiido sore ,  un conunio or-
denado de n elementos x, de F, como, por cjemplo,

o1 § S PR |

Los clementos 11,33, ..., x, se denominan primers, segunda, ..., enésima componente de X,
respectivamente.

Mis adelane veremos por qué s mis convenente eseibir las componentes de un vector en
columna, cs deci, en Ia forma,
5
5
o) X e sl = |

e (1) 0.)eprsntan i scon, s que 1) oectorfly 0.)un

le considerar 4 una matriz A de orden p x g dei-
b e 8 ot el:m:mos Pt ‘componentes de un vector de orden g),
o bien, definendo ¢ vectores colums

&
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Un vector cuyas componentes son todas nulas se lama cector nulo y sé representa por 0.
vectores fila (columna) y el por un vestor
se hallan aplicando las reghas del dlgebra de matrices.

Ejemplo 1. Consideremos os vctores de teree onden
Nelat4) Koe(22-0) Zamlotad y Kesl-d-06]
@ -3k, = 2ls
O 20 e = 202230 (-4
O W=y Xo = 0
@ W= Tar ke
Los vectores de este ejemplo son vestores fila, Obsérvse que i ¢ emplean vectores columna

se llegaria  los mismos resultados

DEPENDENCIA LINEAL DE VECTORES. Un conjunto de m vectores de orden n definidos sobre
un cuerpo F,
R .
5 LA B

R |

son linealmente dependientes cuando existen m elementos de F, no todos nulos, ky, ks, .
e

©3) Kb bk s et X,

En caso contrario, los veetores sc llaman linealmente independients.

Bl 1. Conrano st o ) Emplo | Sein (s vstors 4, X, son i
vectores Xy X3y Yoy
do e cuema. ().
Los vecores X,y Xy, sin embargo, so linealmente independints. Para demosrarl, haga
mos I hipdiesis contrara, es decr,

Wy bty = (342 ke ak- %) < [0.00]

En esas condicones, 3k, + 2k, = 0. &y + 2k = 0, ~dk, — 3k = 0, De las dos primeras
se deduce k, = 0, or anio y = 0

ol vector X de rdn 1 vcor o 0 e rden s et dependicns
Un Yector X, €5 combinacion lireal de 0105, X, X .., Xe. si existen los clementos
I sllirah oy iy
Xer = BNt b s ke
TEOREMAS FUNDAMENTALES, Si en (93) k, # 0, podemos despcjar

Hitra —%Il,x,wuh.,x;,'hq)(uﬁ»».k.)(.l 0 bien
04) K= skt st sk s ey
Por consiguente:

oo ou el e, ki b o s pusde it
como combinaci el & 1o ores.
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L S metors st . s s et ndepeintes, minas que f con-
Kooy se pude
K

ol 4 1o ndepcntimes o

a9

expresar como combir
s g X Koy Xy

Flemplo 3. En o Ejmplo 2 os vectores X,y X, son lineament ice
enes, satistacendo la elacén 21, ~ 3¥; — Xy = 0. Es e

son lnalmenie dependy
Xy=20,- 3K,
"L i entre Tos m veetores X, X, .., X, existen 7 < n vectores linealmente depen-
dints,los vectores dl conjnto ttal son fncalmente dependientes.
Eemplo 4. De (), Ejemplo |
dgdepmp bapcmmby el il ot ol Vease Problema 1.
IV, Si la caracteisica de la matriz
R
05 4 ngn
O2)esr< | Jineal
independientes, y cad uno de los m — én lineal
de estos r vectores,
‘Véanse Problemas 23,

La condicion nesesaria y suficente para que los vectores (9.2) sean lincalmente de-
pendintes es que Ia caracteriica de la matriz (0.5) de los vectores sea < m. Si a caructe-
sisica es m, los vt
B Sl g i 8l

i ¢l conjunto de vectores (9.2) es st .mpmmeme el e or-

Junto del mismo.
EORMA LINFAL de i, .. o dfni Fes u plinonio e ipo
Fan < omvan s iom

08
en el cual los coeficientes son elementos de F.

Considerenos un sistema de  formas fnals en  variabes
o= o sn st
b= ot on st oy

o1

* 4 Oy

¥ su matrz asociada

Si existen elementos de . Ky, ks, ..k 10 todos nulos, de manera que

[ Y A



0 'DEPENDENCIA LINEAL DE VECTORES Y FORMAS [

s fornas ) e L et ipndenes; s, coty s o s e
peniies, P o, dgedenc eal de las formas (0.7) equivale a la
oo o Tk o b Yo vt e 0 4

Elemplo S, Las formas f, = 2x, — x3 4 36 fy = 3y + 263 + 46, fy = 4, — Ty + , son lineslmente
2 -
dependicncs, ya que n caracteistica de A = |12 4|cs igual 5 2. En ese caso concreto,
h-%h-f=0 411
El sistema (9.7) es necesariamente dependiente (indeterminado) i m > n. {Por qué?

P'ROBLEMAS RESUELTOS

1. Demostrar que si entre los m vectores ¥, . X, existe un subconjunto, por ejemplo ¥;,
Xav..., X, siendo r < m, que son ki dependientes,también 0 son ls m vectores dados

Por hipbiesis, k¥, + ks¥y 4+ + X, = 0, no sendo nulos todos os nimeros k; entonces,
R A R A B

¥ como no son nulos todos los escalars k, el canjuno total de vestores es lcalmente dependint.

Demeairoue i junto de m
exactamente, 7 vectores que son e odeptadials  qut cadh mo b lon
e puede expresar como combinacion lncal de dichos r vectore.

i
il i gl e et e /e cusntas veces fuea necesario, se puede cone

0 e 0 i e i el . o, b 4 sy e 1
i e Ea e oot

A . [

R
Consideremos shora un menor de orden (7 + 1)

5 22w g

R ]

ERE—

01 242 e e 304

una il y inchicas
410 respectivs acuntos e os lmentos g s - G Ty O cO-
Tumna de V. Enlonces, wain (.10},
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R gt 4 b b = O (020
¥ por ipbiss b b+ 3 bexrg thoiangg =Y s 0
¥ por oira dels por cimplo, la que ocpe
aneriomente de mancry que i
Kot bt 4 b kg = 0
Por consiguicnt,
byt ¢ boag s ot bt bt = 0 (=12

¥ sumando para todos los valors de 1,

By bt kK by < 0

by =84
For ol 1 gt e o i . o -3, o
uno de el ¢ pude cxpresar medine una. combinacion I de 1y, Ty, 1,

denh s de o el o 0 i
ambos caso, pues,Jos X, son combinacién iealde los linealmente nde-
e R e s

3. Demostrar, mediante el cileulo matriial, que cada uno de los sistemas de vectores

Xi=(2.3.1,-1]
(@ ¥ ® XN=[2.3.1.-2]
Xo=[4.6.2,-3]

es linealmente independiente. En ambos casos, determinar ¢l mdximo i d yectr
lincalmente indcpendientes y expresar 1os otros como combinacion lineal de ést

|'| 2-3 4
{a) de ls riz(3 -1 2 1fes 2; por tanto, hay
[ [ 2
P e I |1
li-s
T P

Ko

), L camctersica de Is matrz |2 3 1 ~2 es 2; por tant, hay dos vctors ineslmente independintes,

respectivamente. Por tanto,
w2 -2,




n DEPENDENCIA LINEAL DE VECTORES Y FORMAS fcar.

& bl L0, P02 Y RO z)ymz 3 ncum s dl i Los pts 4 £, ¥
nadas determinan un pl

=y
T
s Syer -0
0001

Sustituyendo las coordenadas de P, en el primer miembo de () s¢ iene

2341 2340
INEE] tito 24
1231] 7 |i2ag L:4) Sei 0
0001 oot G
234
Por anto, P, et siuado en =, Obsirvese que l caracersica de (73,77 =1 1 1] s gl a 2
123

0 que pasa por el origen siempre que I caractertica de a matrz d sus coordenadas ca gual a 2
ostar que Py 10 estd conteaido en .

PROBLEMAS PROPUESTOS

§ Dimiurm amdim
. Xyt €5 ]mnlm:nz kpenm:mn e e
40 ok

6. Demostar que la cxpresidn del vector X, del Problema $ cs inica.

nd. Suponer que Yovs =%

5, yeonsdersr 3

. Do e o i ey s o e 52 e bt dpenes
que la caracteristica de la matiz 9.5) de los vec
. Suponer que s n vetores son lnalmente aumms a foma i - e 04 B0 0) e
delaflaiel [
o reciproco, véase l Problema 2

. Dt f e uno o o e o s vt oo sbre oo e o ke e
Tl
o nepeabne 3 epreelog e vsacs Gom o el 5

%l - (s
G leoLany %« [214) X - (21-23]
@ 1= [Lasal ® ©
o % - lasl X - (0.056-5]
: : %os lus-s) fo (otoet]

Xy e 20k, P

Sol ) Ky e B- Ny 6
LAy O e sg-on, By M-ty



) 'DEPENDENCIA'LINEAL DIt VECTORES ¥ FORMAS ”»

pendientes? £ 1

1. obien ¥, = etores |
e i, (1 e o o

11 Dinodin g il o clbr it o o o0 ' on s dpdieniss o
st senido, los vetores X y 0 se considean proporcioals
i o £ 30 2 S K = 0 by A0

10 Demostr e o v X, (U1 # 410 K lod =y by L2 e e

i Gt s o v de o s s .ot o
o

o o
#) Demosrar que os vetore X, = [1,1+ 41}, 4 L=y Xy = (0.1 =212 = ] son fnal-

diats sobe o cuerpo complfo

(3. Esudir a dependencia o independencia lineal de o formas lineles:
Jot Bmmt 2ot n By ety 25

AR RS M-
S R, R

Seys By Dege Bra

Sol @) 3~ hy- o =

14 Consiirs I deendecn o indepndecis s el st ¢ pltomios
B med e e e -
o o
i o
o o
8 s
G nal que . et .
B 2tVaE A see 3
) P BT
[T ORE R
S Weri0 B AP0 g
% - 1]
o e[ it o
Kty + Ay = 0 waf.
abed
i que o cxnctiic d I mate /¢ | s e e 3, Obsreseque o i M, M, My
B
« e e cuao compones

i o e o w5



DEPENDENCIA LINEAL DE VECTORES Y FORMAS fears

123 [219 03 3]
Demostrarque (3.2 4. [3 42| y |30 6| son lncabmentc depenienes,
1aa| 220 o043

[ —

Sabiendo que os vesores X, ... ¥, de orden  son iealmente independietes; demostar que Ia oodic
i necesaris y suficinte para que 1os vectores i, V..., Y, seado = £ X, ean lineameote inde-
pendientes s que 4 = [a,] 2 uns matez regolar

Sabiendo que I caractersia de 4 e r, idica cmo se puede formar una malriz reulr B de manera que
AB=[C, €., .0, 0], iend0 €, ... C, un conjunto dado de columnas lneamente inde-
pendictcs de 4.

. Dados s puntos (1, 1,1, 1), (2,3, ), £32,2,2,2)y 2,3, 4,5,6)de un espcio de cutro dimensiones:
@ esty,port
e st e o por o e
1) Do e et e [, 7, P, Y 1, por s, e s s -

i o
0 ookt e P51 e O

F R Y
en donde K, son clementos de F.

. Considear as matvices I, 4, 4%, A%, A* y véase el Probema 16.

Halar s ccuaidn de minimo grado (éase Probema 22) que e ssecha por
18 i -
@ 4 ® 4= @as|
11 b i
S @ =240, ) £-24420 20, (@ A1-2401 0
En osapartados 8y () dl Probem 23, mulipicr cada ccvacionpor A°*pur cbsnr (4)A°! = 1~ 14,
21— Ay,ent lamaizd”!

(04~
s pucde exprsar como un polinomio en A cuyos codicienes sean excalres pereneientesal uerpo F.




Capitulo 10

Sistemas de ecuaciones lineales

R 1

i 4 Gt o Sty = e

agt Gy oty = b
enel cul 1os términos independienes k) per
4 un cuerpo .
Se llama solucion del istema en F, todo conjunto de valores de ls ncdgritas ,,
pertcocete  F, que satlgan mubocamet 4 m uacioos duda. & f s e 31
ina compaiile; n caso contario s incomparible. Un sisema compatible puede

%

Dosistenss d oot Tt s n ismo g F, s gt de iy
obtener un

e do o, ()l o coma g s ottt de oy ) urar
Resolver
consise en_ sustic el sistema dado. por otro. equivalene.

SOLUCION L. Utiizando esta notacion, e sisema de
e e 1) st o I ora
s @r e oy
(03) [T
LTS
o bien de manera ms compact,
(103) ax
siendo A = [a;] Ia matriz de los coeicientes, X = [1, %3, ..., 5,5 ¥ H = [y by ooy ol
Consideremos ahora la matriz ampliada con los términos independientes del sistema (10.1),
DT
(104) N B O]

Gu g - Gunhe
{Cade undde s S g 104) v epecdn s d by oot c-
nes de (10.1); para leer Ja ecuacién de una fila basta con aadir apropiadamente las incdgaitas y
os signos + ¢ =.
7



% SISTEMAS DE ECUA ONES LINEALES a0
resolver el sstema (10.1) por medio de (10.4) e sustituye A por a maiz canénica equi-

Pua e
valente de fla C del Capitulo 3, aplicando transformaciones elementales de fila. Para llo ¢ opera
sobre todas las flas de (10.

Ejemplo 1. Resoler o sistema

Por consguent, fa solucion s e sistema equialente de ecuacione: ¥, = 1, ¥,
Con Ia notaion vetorial s escribe en I forma ¥ = [1,0, 1]

TEO] Qo o iz 4 de I coclnes e semt (01)
reduce a a forma canénica zqmwlenlt defla .o e e el iz 1]
ala matiz [C K], siend ol S camcisinded s b e m.;
de € contienen uno 0 El primero de

L ob-
s o i e s Wl 5 3 3. 0 i commgide & ol CApuu-

Sikyyy = koo o e s (01 ynwmplubley;u i e foroadn
pem conjunto arbiraio de o de 5, <. con los valores que resulen de x;,

e Porcrk i, ] o I it s W T Al oy
T ool b, 4.0, 1, adén comapondicnt e

O+ 05 4.+ Oy
y ¢l sisema (10.1) e incompatible.

k30

n el caso de sr compatbe, s matriees 4y [4 H] tenn Ia misma caracteistc; i e in-
compatile, dichas carseersticas son distnas, Por anto,

1. La condicidn necesaria y suficiente para que un sstema, AY = H, de m ecuaciones
lineal 5 ible e5 que I 1 ampliada con
o términos independientes tengan la misma caractristic.

1. En un sistema compatible (10.1) en el que r <  se pueden clegir 1 — r incGgitas,
matriz d

Al asignar vlores arbilraios a estas i — 1 incdgnitas, s olras 7 quedan perfectamente de-
terminadas,

B
Eempo 2. Enclsisema | 50 3nt x -2 s

26, ¢ 8- 20 =50 = 10



capi) SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES i

1204 6] fr2-3-4 6] [1o-n-s10
Ua - 1312 4|~fo1 ¢ 2-2[~fo1 4 22
2s2-s10) fo1 432 00 010
To-now
~or woaf- cn
00 010

st sl e dion e

4-3=1
do . nimerculqe =10+l y =
—da hmhmﬁndz\hmmmn:dudu e prs, = 0+ g ik
xu=0,0bien X = (10 + 1la, =2 — 40,0, 0]
F
lo 1), st pert

asignados bl pertenccen a &l aquellas infinitas soluciones del sstema, Sin
embargo, e sistema tine infinias solucones sobre un cuerpo 5, del cual F s un subcuerpo, Por
cjemplo, el sistema del Ejemplo 2 tiene infinitas soluciones pertenecentes a F (cuerpo de los ng-

que a sea un
ciones rales i a ¢ un ndmero real, € infinitas soluciones complejas i s un nimero complcjo.
Véanse Problemas 12,

SISTEMA NO HOMOGENEO DE ECUACIONES. Una ecucion lineal
ant et an=h
enla que i # 0 se llama no homogénea. Un sistema AX = M se llma sistema no homogéneo de.
Iy

En ¢l Problema 3 se demuestra el teorema siguiente:

I Un sistema no homogénco de  ecuaciones con n incognitas tiene solucion dnica
cusndo la cractristica de u matriz A de los coeicents e igual a , s deir, siempre que
4] 0 (matriz regala).

Ademis del método anterior veremos olros dos procedimientos de resolver un sistema no
. AY = H.El

cido método de los determinantes.
{a)Solucion por Ia regla de Cramer. Sea 4, (1 = 1,2.....,n. 1a matez obtenida a partir e 4
susttuyendo la columa  por I de teminos independientes. Entonces, i 4] # 0.l sistema

X = H tiene solucion (nica dada por

4 14 In,|
10.5) ST e - By ot
g il Tl Jai
Veéase Problema 4,
I
e F s B bhe
[ — ‘pando g e Crres
s RGeS s
ot -t 2
St
205 T
aal,
[0 i)
HHE
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255
e i .
el = |35y - =is
22
215§
Tioa
y [V e
B
N L " g
] T ]

) Sl o s matie s s S o e b i e 1, -
ucidn del sistema AX = H viene dada po

(106) AT AX=ATH obien X=ATH

ER 230
Ejemplo 4, La matrz de loscoeicents del sistema | xy + 2 4355 = 6 es A =123
3 w20 31

Dl Problma 26), Cpia ?, 4™

SISTEMA Una ecuacidn lineal de la forma
(07 an o+t =0
s llama. homogénea. Un sistema deecuaciones lineales con n incdgitas
(08) ax
s dowuinn st homopbes b sackue. il s (04 i bk costcinte 4
3 aamplte 40} n=n=n Iz i carcersa ot tanio, ol ks o sempte conpile
Ontmea 0 cloio o culgur cay por e

nombre o mmudn mmr
iz A E etiaie
i reg\l Pl X . 1a sol
i S ot e A e < n e Teorean 1 sgura I eicna i lcions s
de la trivial. Por tanto,
IV. ' La condicion necesaria y suficiente para que (10.) tenga solucién distnta de la
il e qe o carceeo de

ondicien necesaria y ra que un sistema homogéneo de n ecuaciones
mmwsgmu s e slitn pemgds vl e ue 4]
SVl ckractciaica e 10 £ <., sl e, asclament, 1 — sl

e i o epoicpte S fod oo s cin s ot o v S
1,y cada una de estas combinaciones lineals s una solucion.
éase Problema 6.



car 1) SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES L]

SEAN Xy y X, don soluciones it 4 e AX = H. Entons, 4K, = H. 4K, =
M )= AY = s un soluci, disira de 14 vl de AX =0.

eciprocamente, i cuqis, it de vl e s X - 0
s mluclbn mlqnwn m sstoma A = H,ctoees X = X, + 2 s tambin s o-
lucion de A deAX=0.%,"

pleta de AX A
VIL Si el sistema no homogéneo de ecusciones AX = H es compatibl, la solucién
nco AX = 0

més una solucién particular del sistema AX = H.

Bjmplo 5. Resolver o ssema de mmn{‘jj*z”h * 4. Hagamos 5, = 0 entones 3, = 2

. ax -0
oA st i, Lusgo sl compet el i
{7710 1 il sendo it Ligo sl ol
a0

' ol o oo, 208

- [
Jhis B iy i o 3 ki o e oo, S ek 0

Pyl pikig i

PROBLEMAS RESUELTOS

Bt om-lnt mtdm o< 1
B R T M
35 4 2 dn - S 9w = 8

L matsiz ampliada e

1
win - [,
5

e
cin complea &5 x, = 1, %y =
Bt omednton s S

2 Resolver |25, + 35 - m- 25 = 2
1

=y Sy = Ll 0y 5 b
2,3y =0 %= -3, % = b o bien X = [1,20,0,

IR, -
11215 1121 8] Mo s
H = f2s-1-22{~|o1-5-4 -s|~ Jo1-5-4-8
45307 lot-s-a-n] oo o 0-s

La dlima i coresponde I couaion 0, + 0+, + 0, + 01, = =S5 portanto, lssema s incom-
paible y care de solcion.
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[

3. Demostrar que un sistema no homogéneo AX = H de nesuaciones con  incbgnitastiene solucion
dnica. siempre que |4] #

T it v [m] e rduce 8 [m o 5 o o o

K= HaL- B
AR Com vt i b, L3, P bt s i o
Deducir la regla de Cramer,

Sa o st o homogéno de e

n sz +azgns ¢ Koty by

Lamenos d .
ek ccunionde ()Pt sy o RUNGS Ot S -+ G ot 3 mkndo o  miembr, ¢
vt

T T TR PR

que, sgin los Teoremas X y X1 y el Problema 10,5 reduce 0

[T
[ i
[41xs | o 1A dedonde %3 =
I : ol "
b ong s o
Moltiplicando ahora lus ccuaciones de (1) POT #;3, 3z, . . ., Gz, fEspectivamente, y sumando,
[T
23 by 0ag e agn 14
ows = < U dedonde -
LB i . 14, T
O hn g e Gnn
oy e
891 i gy by i
Mlxn | e dedonde 1y W‘
am O ey b

24 ,105110 u

P A
5. Resoler el sisema de ceuacones 1 %7 0% T4 T T pallando lainversade e ma-
i de los coeficentes. AL il
2ot 2a 25 dm < 2
Sohcin:
215 10 120 0 -1
il alwms e
Laimversde 4 = (2272w LTI S poran,

12 23 PR
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120 420 0, ~120][. § 2
PR B Y S B PV

T0)-15 35 -5 40| 8 )
58 -nll2 5.
Vs Eemplo 3.
utmemtn =0
6. . Resolver el sistema de ccuaciones | x; + 3% ¢ 223 + 4z, = 0 .
R
Solulin:
111 1110 YUY
Uu = 132 40[ ~ o2 130~ fo2130
201-10 0-2-1-300 00000
11110 10440
~ Jordtof ~ ford 3o
00000 000 00

solucicn compieta del sistema.es x, ~ha — b, x, = b, Como I caracters.
R i e e
dienes, =3.b=1 ¢ obine

H=0 = -

meln=l ¥ ne

Bedx=l

Qué se puede deiracrca del par de solucones obenida si ¢ hace = b e 1y a= b= 37

Demostrar g orden Tos adj

B o o s e
Como J4| =

A0 UE =01

tos de los

X, del sisema
i tiene una solucién linealmente independiene, a que I carateistica de A (4)

P el gt e et
Y=k,

Sabiendo que f;, /s, - -, f son formas linealmente independientes defnidas sobre un cuerpo F,
de n variables con m < n, demostrar que la condicion necesaria y suficente para que las p formas

lincals
e Bk geLa.p

sl et g i s ) e tkn 5. ¢

Las formas g son lineameate dependiente s,y solo si. existen los esalares 4,45,

4, pertencientes
& F'y 10 todos nulos, de manera que

kst egy b by o w R

e ud

il b v o aph

¢ .
¢ Eagh ¢ (F et
¢

G 20
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Como las formas / son lnalmente independientes e téne

3
R R PR
= i 0%ip.
Ao oo T . o g e oioms o i % gy 0o
(ot
9. sS4 =[a] deordenn. =)
# 0 de orden n de forma que 4B = 0.
Lianemos 5,8, ... B, los etores coumaa e B. Pos hidiss, 4B = 4B 0 Con
o v b i ot e A8 0, 0
Oasbit+aigbart o Hasnbee = O
@a1byt + Boabat+ . ¥ danbnt o
Snabig +anobyr + o ¥ aunbnt o
i 4B, = 0,48, =0, :
i solcion.
PROBLEMAS PROPUESTOS
10, Hallar tods s sluciones e fos sstemas:
5 By
@ meneni <1 @ {25 von-2m =
Vg e

Sob @) % 1420 b 430, gy ma,

1. Hillar odas 1as solucones o tiviles de os sisemas:

Rropen
o—

[} R o b CR R

% %+ 2+ 3

- b3 2 0 R ik K
® fsntan e o0 T et Sk e
0 Tay - 4= Sr =

T SR

PR

Sol (o) = -3a, %<0, 3520
) 537 oxy =z

@ s o rdh, 550
@ 88




cap.10] SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 8

12, Poner de acuerdo I solucin de 1000 con ot dada por = ., = d.x, =

. D4 - [ } .]‘m..,u.,,m.mm.ﬂm.m.mw i o
HH
o s 8 s s X =0
" i st i s s

o s e

15, Sea AX = 0 un s n incogaitas y

il de 4 s solocidn de AY =0,

16, Resolver (enendo cn cuenta el Problema 15) los sistemas de ccuciones:

o[ m-mram 0 Ym0 2+ I b an = 0
. i i 40 4 0ny

127
o8 de la ercera Bl de [2 5 6
o 0o

S @) 1= =27, 2350, %
. i ax
engan de caracteistca 3, y que Ia forma canénica de a matriz ampliada sea
10 kg b big e
01 baa by s
000 0 0
domtec . m Siorde . B = 5053 b ol X = e 4 L0 oo ke
i de ciendo x, = I, 0,
il )(,‘ e a5 £ Tt it it
[ 53X+ 52X, uni combinacén linel de las solucones de Problema 17, Demosiar

X, + e
ora xolu:mn el i 0 Yo it b L B o, eido

19, Demostar l Teorema VI, /nd, Razonar como en el Problema 17 con ¢,

Demoss que i A s i, e ot m i 3. ot s de ordenf ¢
cancteisica r; de manera que A veifca que ry 473 S p. Ind. Apliac l Teorema V1

. = [a,]deortent x n
Y it formados con. s
cuesq I
S
i Sop s s dos s s on et s de o e

= pudyy + puyy (=12  Tos determinantes de sundo orden

iy + Pusa

g Im e )
0 s 0] oiq s
22 scrbicun empl del teorema dl Problema 2,
n Adeordeanesn -1,
cate us adjtos s veifan I relacons sigienes:
@ e, 6 G ay

siendo (i k = 1.2,
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Bl

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

'
H
1

Demostrar que B =]

:
4
L] IS,
;
H

o
o
o
1
0
0

11 100
12 010
21 001
321 000
i3 2 000
233 oo

(e 10

Deducr, de B = (4 ), que el

Demost
n siscmsde 1 > e o o g i e, oo miion, 4+ acions T

mente independienes. Demostrar que cuando son 1 + 1, ¢ sistema s incompatt

Si ¢l sitema AY = H es compatble y de caracterisica r, para qué valoes de s puede reslver?

Problemas 17 18 8  ssema

ampiiada, tenen la para demostrar que i las
matsics, pliad, del- ogénco AX = inctgaias

Is i ry 8 Xy K. s sistems,
se veriba

FIEIPR AR AT 3

sendo "

54 =1, na solucin completa.

En un cusdrpolo elrico, ntre I tensidn £, y I inensidad 1 d entrada s corrspondicates funcones de
ién

slida, By e I, ciste a reac

B = okt

Rt v R A R

e [ 500 - [

Despjar, asimismo, los valores By ¢ Iy € Iy 1, ¥ Ex

)

AX= Hoon H £,
ax=

4
K4 0.deordenn.

T A i
Resolvr el sistema de formas fineales AX = [2 72| poniendo las 1 en fncion de as .
IR % )
Escribir Ia soucidn del sisema 4°Y = ¥,
Sd AX=E, (=1, nd
]
sad X conm <, ¥ =, (i

1 -
Lamando X = [y k... k]

demostar que
B4k 400+ koS,
e una soucén del sisema AX = K.



Capitulo 11
Espacios vectoriales

Mientras no se adviera lo con-
traio, sempre qu hablemos de un vector nos referremos & un vector columna. Para especfcar
sus componente, scribiremos [x,, ;... x| Bl simbolo () indica que los lementos s dispo-
nen en columna (traspuesto del vecor i),

F
cusndo al aplar ot apeaci s dos el declos mulu Otf0 vector que también per-

tenece al conjunto. Anlogamente, un conjunto es cerrado respecto de la multiplicacién por un es-
ok, coamdy ] alcr ity opeacin s U wilor colyues s OB e o peensionts
al conjunto.

Ejemplo 1. (a) El conjuno formado por (6dos 1o vectores [, ,,x,] dl espacio ondimrio que tenen

por un sclas i
por un esclar  (real) se obien ot vctor cuyas componenies son igules (petence 3l
conunto).
1B oo fornado por s o s [y -] 4 sl ordaio s o
especto a a sumi y 2 I mltplicacén por un escal

ESPACIOS VECTORIALES n oot de vt e oden n s soe un cuep
run escalr se
Por ejemplo, si X, X;, (w S00 vectores de orden n definidos sobre un cuerpo F, el canjuvh
o formado por todas las combinaciones lincales

ay KK+ haky 4o bk, (kg pertenece a F)

s un espacio vectorial sobre F. Los dos conjuntos de vectores (a)y (5)del Ejemplo 1 son espacios
vectorales. i

spacio vectoral. (El espacio (11 ineal)
El conjunto de tados 1os vectores V,(F) de orden n definidos sobre un cuerpo F se denomina
espacio vectorial de n dimensianes sobre.

SUBESPACIOS. Un cojunt e vctores de ,(F) e lama subespcio de /(P si ¥ cs cerdo

V,(F); ¢l conjunto 1, Ejem-
Plo 1 e5 un subespacio (recta) del espacio ordinario. En general, si los vectores X,

e otV £ e e porddss b cor ol e vy
un subespacio de ¥,

espacio vectorial  esti gencrado por 105 vectores Xy, ¥y, ..., X, de orden n, cuando
() todo X; pertencce a ¥y (b) todo vector de V'es una combinacion inal e (11.1).0b-
sérvese que n0.se exige que los vectores X, Xy, ... X, sean linealmente independientes.

Elemplo 2. Sea el cuerpo R de los nimeros reaes y Xy = (1,1, 1T X, = [1,2:3]: X, = [1.3.2]'y
o 32 1] vecors delrr xten ol eyt i 5™~ (8. U vr it
[a:b.c)' de S se puede expresar por

8



ESPACIOS VECTORIALES [ear. 1t

EREERE R
B R R ” N PR AR TR
ERERE 2R
YA que el sisema de cuaciones que resula
R b = e
W PR TR TR R

PR TR A

ible. As,poes, Ios vectors X,. Xy, X, Yo

Los 43X o Insic gl g h bt v )
desmee wnlm» 3 lodos ks s Y, Ry sendo 3
end

il v
. Ve Prslens .

Se llama dimensitn de un espact vectoral ¥ 8 mésiri: o de

S
vectores linealmente independientes, o lo que e igual, al minimo nimero de vectores inealmente

Dt i el ) G WAL oo upmu o
nario como un espacio puntos (0, b, ¢). Aqui
s e h i gk Bt R i e et

Un espa por cuer-
0 P et 3 6. Cud Y 1o 80 lugar de'V3(F) esribiremos simplemente, ,(F).
denomina base de un espacio vectorial V() todo conjunto.de. vectores linealent
e, Cad e oy pos e i uns combiaién o e

) tiner
(. o s o s i ol s R 0 S Bl FORETS A
o g

Ejlo 3. 2
5, de s pusde expresac por

R

R A A A

B

PR
B s ¢ cuions e e { 71¥ 3% < B erenci e st ) ene
L U

solcidn . Los vectores 1, X, forn 1 bsede 5, Lo vetoe ¥, Xy, ¥, oo forman
Los Teoremas 1V i, En paticular, o Teorema IV

s¢ puede estableceren los,éminos Siguientes:
LIy, Xy, .., X son un conjunto de veclores defindos sobre un cuerpo F, y r es
s ancieia iy matiz de sus componentes de orden nm. sc pueden clegir de con-
Estos umespacio Vi) alcusl

e 1o 0 ko
Veanse Problemas 23
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De gran lplmén sonJos teoremas siguientes: -

N 3y« oy Xy 50N < 11 vuxem linealmerite independientes de orden 1

espacio mn, o A B i T que con
o Koy o lurnun un cmu\mm hu-lm:m.: lependiente, el constituido por los vec-

tores X, + X, forman una base de ¥,(F).

Véase Problema 4.

I Si X, Xy, ..., X so0 m < vectores de orden n lincalmente independientes de-
finidos sobre un cucrpo F, los p vectores

Vom o Bkl sty i

son linealmente independientes si p > m o bien si p < m, cuando Ia caracteristca de.(s,]
esr<p.

IV. S X,, X, ..., X, son vectores de orden  linealmente independintes deinidos
sobre un cucrpo £ 1 condeion nécesari y sufciente para que Ios vectores,

Y - ’z’n‘,x, (=12 m)
sean linclmene indepedientes s que Ta ez (o] e Teglrs -
La condicién necesaria y suficiente para que dos subespacios,

10y ) de ) et s e vestrde ) e a5 y e
ments s dei, utndo cada wno de elos s un subespc

Véase Problema $.
UNION E DE DOS ESPACIOS. Sean V(F) y VA(F) dos espacios e
S denomina i, remin d¢ ambs <l conjnt Vectores X + ¥, sendo X un vetor

VAF)e ¥ uno de VA(F). B
e e o por V(P), La dimension s de cspacio union de dos
csp.lcm( vetorales 10 pued ser mayor que a suma de sus dimensioes.

\ i mu.l de aam-

b o b ko !

o7 T et o enton S s loes e o3 5 1. B
interseccion de dos espacios vectoriales es un muevo espacio vectorial que s¢ llama. espacio nter-
seccin y que se representa por V3(F). La dimensién del espacio intrseccion de dos espacios
toriales no puede ser mayor que fa menor de las dimensiones de cada uno de ellos.

e S VAE) P s o spicis i ¢ i d s spacios V1) ViF)

se verifca, 4+ k
Ejemplo 4, geneado po X,y X, de Eempi oot Xy y Xo
Pusto que n, Y 7,
e 400 s e 17 8

Ahora bien, 4X, — X, = X,. it 1yl b L) e
adopor X o epc s d Ol e o e
e e 2, AT e 3 e Lo 1 s it e

Véanse Problemas 6,

NULIDAD DE UNA MATRIZ. Dedo un sisems homogieo de cousiones, 4X ~ 1, s
Tores soucin X forman un espaciavctorial denominado epaco o 4. La dimesin e e
i que 3¢ e po N s T lsd 5

Teniendo en cuenta ¢l Teorema VI del Capialo 10
+ VL SiNyesla nulidad de 4, l sistema homogénco AX = 0 posee N, soluciones, Xy,



8 ESPACIOS VECTORIALES fear. 1t

Xa .., Xy, lincalmente independicnte de manera que-toda solucién de AX = 0 es combi-
nacion lineal de ellas, y toda combinacidn lneal de ells es una solucién

nulo de A ¢s un Iquiera de N soluci inde-
pendm\lzs G sitemn Y =0
Véase Problema 9.

VIL. Dada una matsz 4 de orden mn, de caratertica  y nulidad N, s verfca:
12) ok N=

LEYES DE LA NULIDAD DE SYLVESTER. Sean A y B dos matrices de orden 1 y caracte-
isticas 1,y 73, tespectivamente; entonces, |a caracteristca y nulidad de su producto 4B satisfa-
cen las desigus

Wzt -n
13y Naa> Ny Na> Ny
Nay s No+ Ny Véase Problema 10.

_BASES Y _COORDENADAS. Los vectores de orden n definidos sobre un cuerpo F,
0,000 E=[010...0F, ...,

Elvector 1,esel vector unitario
JHésimo. Los vectores unitarios, Ey, By, . -, By et v ol e 7P
Todo vector & = [3,, . -+ %] de V,(F)se puede expresar de forma nica mediante la
‘combinacién lineal

T TR U S

de vectores unitarios. Las componentes x, X, ., X, de X se llaman coordenadas d
de a base E. Mieniras no se advierta lo contrario, supondremos que todo vector X ik deide

base.
Liamando Z,, Zs, .., Z, otra base de ¥,(F), existen los escalares nicos i, a;, -

enccientes a , tales que =
b )i‘ @l = aly bl 4 s oy

Estos esclares son s coordenadas de X respecto de a base Z.§i ¥, = [ay, @, ., &]' e tine

g X2, 20 B =20 Ky

en'a que Z es Ia mairiz cuyas columnas son los vectoes de la base Zy, Zs .., Ze

Elemplo 8. SiZ, = [2,-1,3),Z; = [1,2, =11, Z3 = [,
e un vesor 6 74(F) i 3 i b,

1) s s e V(P e = 012,37

X - any < |aoeallel < |o] ¢ mear

eferido 8 base . it i
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n Wy Wi, ..., W, ot base e ,(F). Supongamos que Xy = [by, b, ... b de ma-
nera que

s X =W Wy oo, Wy = W Xy
De (114)y (115), ¥ = Z+ Xy = W+ Xy, con lo que
(116 Xo= W2 Xy = PYy
sendo P = W12
Por arto,
VIIL' Silas coordenadas de un mismo estor de ¥, F)son X y Xy con respecto a do
bases de V,(F), existe una matiz regula P, determinada exclusivamente por dichas beses

y dada por (116), de forma que Xy =
Véase Problema 12,

PROBLEMAS RESUELTOS

1. El conjunto de todos los vectores X = [xy, x, 5. %], sen
s ¥ e ¥, (P, i e b G ssors e chipaisy o pmd\l:ln e
un vestor por un escalar arbitrario s igual & Otr0 VEGtor cuyas coMpanEes SuAn cero Y, por
tanto, periencee también al conjunto.

(KR}

Como Ia caracteristica de la matriz 22 0] o igual a 2, Tos vectores X = [1, 2, 2, 1],
‘o

2

(XX
X, = [3,4,4,3]'y X = [1,0,0, 1] son lincalmente independientes y generan un espacio vec-
toral VA(F)

Dos vctores cualesquiea de fos dados son lncalmene independietcs:en consecuenci, podeos tmar
Xy Ko Xy Xy 0 Xy y 4y como base del spacio V()

e igual 2 2 os veetores £, = [1, 1,1, 0],

Como Ia caracterstica de la matriz

IR
1312
1200
0 -1 -1 -2

=[43.2-11. %, =
o espacio V(P

2,1,0, 1]’y Xu = [4.2,0, ~2)' son linealmente independientes y

L base pude estar formad por do vetores cunlesqiera de los dados, except por el par Xy, s

4. Los vectores X, Xy, Xy del Problema 2 pertenecen a un espacio V3(F). Hallar una base de dicho
espacio

0,07y X, = [0.1,0.0) o bien ¥,
X X X

L b d it oo i s fomds g K s = 10
Xoy = [1234] y Xy = L3683 que s caraciefica de fas mtrces
R
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Sean ¥, = [1,2, 17 o = [1,2, 30, %y = [3 = [0.0,1)', ¥y =[1,2, 5] vectores de
VAP, emsiar due f paco genrads por X, X x, el generado por Y, ¥ son déntico.

s, s I, g, 1y son Isamate eyt minn e

For oo st gt sy dedos Gt Sx i 4 T Al
g s v haplo 130,
" Bor owa part, 7, = 4, — 48, T = 2y = 7, = 27 Lieg tod vetor

v
or, o i et £ Aum,m v;m 3 odo vt &ty 15
5 vctor ¢+ )Y — {4+ 24V, de 5V En consccunc, los dos espcios s0n

t«) Sl pcor = [ xp ] e o o VA(F) generado por X, = [1, =1, 1]'y

3,4 -2 s
% 13| ]
R R
% 12 \
®) six= [n, o Rk Ytk generado por X, = [1, 1,2, 3]’y
Xy = [1, 0. =2, 1]’ la caracteristica de Ja matriz
a1l
%1 .
5 | wimala2 Cono o 40 seprsbwaue| s 10 < 2xean-n oy
gt il
%11
50 10f = xt 2
PER

tos problernas procban que 10do espacio V() se pue r por el otal de as solciones, def-
rigeod il iprebibisd s O sy phomt oty i oomiberd
independientcs-y. deinidas sobre dicho £.

Dot que o 14733 V1P i Lo i unién ¢ interseccidn de los cspacios vectoriales
VAF) y VAF), se verifica: b+ k =

Sl 1 = i o i APy el spacio union e & propio I Por
Yk

e s = Se dja e o alumo I demostacion orrespondinte s o
der
Sl e .1 K W KL i V40 5 of T 1,
it o vl Vi V... 1o o s £, x, o o ol o
Yo vt 7., 7, m s e . V. i genran ol epaci VA
o s s o s S 5 Vi
¢ 2 B
(1T PR S I T
: . '
e v 3 omte ont Rt

vt piver it s 416118 e o s 47, ot o s perncn
VA A b, o X, i VAP, g = o

e @)

s
Pero o setores 1.y s veiores 7 s Fcalinent independientes con 10 que o, ay = < =, = by, =
b 1y~ 0 por consiviente, o vtores ¥, los wetores -y ox Vectores 7. consitayen u conjinto
e et e o V. B s condions .=k = . 5o dsmos
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. Consdrnos s () qe e uns b frmade g o et £, = (1,2 A ?
{11, 11"yl espacio ,V3(F) qu ine un bes formada por ¥, = [3, 1,21 ¢ ¥, = [1,0.
11T
Como la caracteistica de la matriz de componentes 2 11 0| e igual a 3. e espacio unidn es
3121
V). En  base, se pueden tomar los vectores X;, Xy € .

(Como i+ k = 5+ . e epacio inersecitn es V4(F), Pars allr una base o iy mis que igualar s
combinaciones fineales d los vclores en las bases de (V3(F) y 1V

XY= Yy Yy
avboa

Tomandod = 1 para mayor sencler yresobviendod 20+ 0 - ¢ = 0seobienca = 18, = ~47%,¢ = =20
Wbzt
Por tano. aF + BX; = [ 1, ~23, ~13] s una base del espuco itrsecion. Bl vector [3,2.1] o5 tam-
én una bas
(REN]
02214
9. Hallar una base del espacio nulo de A = || 0/
1133

ots o
Consdeno o st d s 410 e s st iy

01T y[2 1 =10

de estas ccvaiones.

10, Demostrar que: 12 74+ 1y e

Sponpno qus 4 e e forms { ] L s s d AR s s B s B

po A Pioblema 10 del Capiul 5, I caracteistica
e AB & a2 1y
Sopetpas ahon e v d G i, s e s s s 11 de

HiPor qut)

o en la base £. Hallar sus coontenadis respecto de ot base
Ty Z= {10

1]

{
!-n R

1 Xy by b ot e e don

[1
\
|

N}
Hi




ESPACIOS VECTORIALES [
Soludn: (. Expresando () por X = [2,. 7. Z, ]y = ZXy. e ten:
|

Xpow 2% e | 1ar offef = foral
RN

13, Sean Kot coondenad o un i vectr st de s do s 2,

[1, 1,07,
2= [1,0,17,2, = [1.1, 1] y W, = [1.1,2], W, = [2.2, 1] W, o
iz P de forma que Xy = PX;

1o
seumz,ll‘lqzsrxm [ IR AR P
212 EER)

o
wocuna P vz - 32 11| s
00

PROBLEMAS PROPUESTOS

e el
- ot
o T o vt 5, = 5= 5y 5o Tt s vt o 5
1 Todo b v o 10 Too o s con 5y 55 s
(0 Tod o vt con .
Sol. Todos, excepto (d) y fe).
14, Demostrar que [1,1,1,1] y [2,3,3.2)' forman una base del espacio V3(F) del Problema 2.
15 e it o s gt o s e s s e s
T b o s
v [110a]
(123457 [1101) "
oluanl o ol el
[ERRERT; (23 oty

Sol @) (b @), 722

1117y Xy = (3,4, ~2] generan el mismo espacio que ¥, = [9,

11y X = [3,4, ~2]" o generan el mismo espacio que ¥, =

16, (@) Demostrr que los vectorss ¥,

5,17 ¢ ¥y = [-17,-11,3].

) Dot e o s 7, = 1.
(22 - e =431

D oot e o e e VAP, cunlqier vetor Y del
e cxprsar como combinacion ol i de X, ¥

5 A
i, Swponer ¥ - 3 aiki = 3 bk
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"

P 2o e o i e 0 e P 1. Dot ot i
por consiguinte
cos dados,

19, Apoyindose en I demostracion dada en ol Problema § del Capitlo 10, demostrar el Teorema 11

S BLSAII0L00 0OLINILSLL ]
i on de dimen-

0. Demi g d aorendope [, a8
0.1

2, Sl o e 2 L1252, .12~ 122, s o o s
m[n] 0,17, (0 [111]"
s (A 7 0 a1

s coondenadas d los vctores

2= L1 2, = (2,11,

2. Hallr, con respeco a  base 7,
Ay m[nn]
Sob @ [-2-1I1, 8 (=67, -21, (e (=132 ~1A)-

Halla una matiz P de forma

A
2= (010)" Zo= (1100 Zo= [123)
B=[L10), Baliaal. R=l12a)

®

Demostar que si P, e un soucitn de AX = b & 1yp s una soucon de AX = A s

do H = [hy b -
Ihd. = hE, ¥ RE 4 b

e lama e
i cohinna e A,y e e po todas s combiacions lndes d ls s de ey

s de B.

con n incogntas sea compatibl es que el vetor H pertenezca al espacio columna de 4.

q frrad
21, Hallar una base del espaco mulo de (@) [0 1 -1, ) |1 212
o pesy
Sol @) {1 =1 =11 ) (1L =L -1 [1.2 -1, <20
Demcscs @) Nux 2 He N2y ) KMt Ky
R

5] Condrse o 20 s e dl Pt 1.

I mariz A = (X, X5 1,015

» o
A contnuacion resave el Problema 5.



Capitulo 12

Transformaciones lineales

DEFINICION, Sean ¥ = [x: %3, ¥ = [y 35, .. 0] dos vectores cuyas componen-
Tes estin Mmdu s 0 e, Sopane e S SOORB 7 ¢ ¥
vienen dadas

Nom ok oty e aEy
(121) Bty gty ¢ o
o=t ot
o mis brevemente, ¥odx

siendo A = [a,] una matez definida sobre un cuerpo F. Entonces, s relaciones (12.1) son las
de una transformacidn 7, que aplicada a un vector X del espicio V,(F) o convierte en otro ¥ del
mismo espacio y que s llama. imagen del prim:m

Si (12.1) transforma ¥, en ¥, y X,
(o) tnnoma kY, en kT, o & o alquiera, y
() o .5 Xy o7, 873 Sl 4 s ecares i P s s,

1a transformacidn sc flama fieat,
1 4]
Ejemplo 1. Consderemos 14 tansformacion vl ¥ = 4X = |1 2 5| en of epacio orinaro (K1

10 d)[A] o]

fa) L imagen de X = [20.5] &5 ¥ 12 5)f0] = 27| = [iz.2ra7]

Puesto que 125 0[~[0 1 0 15| X = 135 00/5.-7/5)
13| foor s

S 20X =[O0 - Bt it ¥ =
coa] . en gl o ¥ 4] Por tanto,
e it 1 (11 o e o cos
s s 110 s e 1 o S o ot 3 1 s el o
imigenes de dichos vectores. Véase Problema |

9
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Una transformagion lineal (12.1) se Yama reular i las imégenes de diferentes vectores
son vectores distintos Y. En caso contraio, la transformacién s denomina singular,

La condin nceri y suficin pirs que uot normci el (121 en
egular es que la matriz A de a transformacion sea regul se Problem 2.

1. Una transformacion lineal regalar transforma vectores inealmente independientes
(dependientes) en vectores linealmente.independientes (dependientes). e propiema 3.

Del Teorema 111 se deduce:

V. L imagen de un espacio vctorial ¢A(F). respecto de una transformacitn gy
for (121). 65 un espacio vectrial ¥4(F), s deci. I dimension del spacio vectoril 3 un in
ariani. En paricola, Ia transformacion ¢ ura apcacion de V() e i mismo.
Sl mateiz A es reguar, la inversa de (12.1).

X=a"y

transforma el conjunto de vectores ¥, . ¥, cuyas componentes son las columnas de A
s verores a I bse, 4l espaco. S s, b, de g ransormacion fa
Los vectores uniarios £ de ¥,(F) s pueden transformar en un conjunto de 1 vec
tores linealmente independientes de orden n mediante una transformacion lineal regular, y
reciprocamente
$i ¥ = A transforma un vector X en otro ¥, Z = BY twansforma ¥ cn 7
ez lm\s!ormn Zen W, entonces Z = BY = (BA)Y trensforman X en Z yW = (CBAX
transforma X er

Vil. Dados dos conjuntos cualesquiera de 1 vectores de osden n lincalmente indepen-
e it e tafrnacin e gl Qo Vaadorms o st s un oo
0 ¢n los del o

ASE. Rt de b 2. s 1 < 443 st V41
Supongamos que sc cambia de bise  lamemos Yy ¢ Yy as coordenads de Yy ¢ ¥y, respciiva-
mnic, e a nueva bas. Por cf Teorea VI, Capitlo 1, et na matec e o foma
que Xy = Xy ¢ ¥y = PY; 0 bien haciendo

=00 Y K=t
Por tanto, Ya= Q7Y = QMY = 040K, = By
en donde
122 5=07 0

existe una matriz Q para b cusl B = Q= AQ. las matrices A y 8 se llaman semeiantes. Ho-
mos demostrado. pues. que
VI Si ¥, = AX;. respecto de una base dada 7. es un teansformacion fineal de V,(F),
Vo = By e st tansormaion nel, v eeidsa o base - o matrices 4

y B son semjnies.

Nota. Puesto que @ = P~ (122)se puede escribir en la forma & is adelant sc
s 5~

O
udiarin s matrices semejantes, Al scribremos B = R~ AR en lugar de 8 = S
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117
Eiempo 2. Sea¥ = AX = 1 2 1[¥ wo transormaci lneal refeidn 3 I bse £, y W, = [1,2,1],

<1 e b () il s s s g

Wy=[l-1.21, W,
v = 02T et d s W )Mol I s ol T 31y
UK Tend e e f sl i aprtado ), bl en

13
1

Vi
Sevene ¥ < (7,51 - 2 -t -1 deconter™ - 31 2
5o

4 ot v - (0 2 ot b W an £y 1 LA
L imagende ¥ o5 1 = AX = [9,5. 7] qe, eerida 1t base 0, s Yy = W1
09,199

21 18

% Y @ - e Ho o -uly

35 21 -1
mv,:.;. 10 -uffsf- |2 rlsm

Vease Prolema 5.

PROBLEMAS RESUELTOS

b @) ol indormacion sl Y= AX que tanstome £y e ¥, = 1,2, 31, £ en
L L2 y By en Vy=[2, 1, 3] il
) Wt imigenes de X, = [1, 1, 1], ¥, = (3, =1, 4] y %, =4, T
(6) Demosrar qu X, 3 X, como s ks, o neents g
(] Dot o 2 s Tyt ot s et gt

193
(o) Segin el Teorema 1, A = [Y, Y. 1, 1 couacién d I vrnsormacin el s ¥ = 4%« |2 1 1[x
22 9
1o a[v
) Laimagen de X< {1001 5 %y [2 11| |1 < (o) La imagn de o5 7, = (89,197, y
s s
o imagen d X, e 1, = (1,13, 27

1 4] d
o) Lacarctrsticn de [X,.X,] = |1 =1 |es2.asicomo e 1, ¥,] =38 Por tano, X, y ¥, yambitn
) s 19
s imigenes, son linealmente independictes,

0 Podmos conpar s crcittins de [,y 1) e (1, s ) i cnbrg, omo 1y = 4, 4.,
¥y 4 ¥y, resula que ambos conjutos son lincamene dependienes,
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2 Demostarquc b contcin s i ar que una trormacin vl (121)sa
regular es que

‘Supongamos que 4 es una malriz reular y que los transformados de ¥, # X s0n ¥ = X,
o i, 44, = %) .l o e b e ool 41 = Dl
G o il ¥ = X, - X Eslo 6 poube 5 3 st 0 ] = O, en o 0 I it e gt 4 o
uoa matriz regulr

3. Demostrar que una transformacion lineal regular transforma vectores linealmente independientes
en vectores linealmente independientes.

St e s o T A% =12 .) e o vtrs e ntpmtins Ty
. it unos esal

by
¢
P R )

obien : Ay

Akys sl sy

Como 4 o=
e T i T e i B e e

4 Clora sformacén s, ¥ AX, tanforma 1= 01,011 6 3.3, 11, = 1, -1, 17
en 3,0, — 2, ~17 en [~2, 7, ~1]' Halla ls imégenes de E,, Es, £y y escribi la
i 20 o

asbe ce1
SeaaX, + 8, + oy = Eysetiene| by 26 < 0, de donde o =
avb-ceo

3,11 + 3.0, -2 + §[-2.7

S =12, 2] Anke
o o

0+ 2+ 1y s imagen
o i en AR S 1] i e By s e 1
formacién s

1 d
2 3af
ERE

= nnyy

=

112
Sabiendo que ¥, = AX; =[2 2 1] X, es una transformacidn lineal eferida a a base Z del Pro-
12

blema 12, Capitlo 11, halla a misima transformacion Yy = BX reerida a la base ¥ de dicho
1

problema, e
el Polema 12, Capitlo 11, Xy Xy < | 2 1 3. Porunt,
-2 )
ERE:
5o coafy - oox
21
2 140
. R TR LA A A R %

[
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PROBLEMAS PROPUESTOS

6. End Probiema | "
4 en vectares nitris,

7. Aphano i b, bl e e s = 1,1, 2. ) i X o
imagen
S 85T, 6 (-3 -1

8. Estudiar of efecto de las ransformiciones

X e ¥ = k.

5. Estblec (1,237, E;en[3.1,2)'y Eyen [2, 1, ~1]- D
¢ v mm i ot e e s o e et (1101 y 302
ol mismo veetor
10, Supnind que (121 s g, donor g 1 X ... X o e epndines, i o
son sus imigenes 1, V.. Vo
i Apkasdod Teema I,
o ot i e b e i,
12 Dada o ransformacién fneal ¥ =| 2 3 1|, demostar que (a) e singular, (5 as imdgenes de o vetores
laws
s oty . 110 o Rl gt (A e
imagen e V(R es ViR
i
15, Dol o e g e que (o) e sngular, ()1 imagen de todo vector del

s
espaio V3R] generado por [1,1,1]'y [3.2,0] estd sitadu en Vi(R) generado por [5,7,5]
14, Demostrar o Teorema VI
Ind. Sean Xy ¥, =1,

o conjunto ¥, en

) los conjuntos de vectores dados. La tansformacién 7 = AX eansforma
¥ 2 BZ ransforma E, en Y,

15, Demostrar que los deverminantes de dos matrices semcjunes son igules.
24

16 S

A¥ ={3 2 1| una ransformacion lineal reerida a u base £,y Z,
i

1,00), 2 = [1L,0.11,2, =

11,17 una mueva base Subiendo que X = [1,2, 3], resecto de Ja buse £, demastar

(@) Y= [14,10,6 s I imagen de ¥ respcto de Iy tansformaciin,

) Las coordenadas de Y respecto d by e base s0n Xy = [~2.
Yo=[8.4.2].

141y las correspondientes de ¥ son

too-q
11 0f=(Zuza )
SRR

(©) Xy = PX e ¥y = PY, siendo P

@) ¥, = Q1 AQK,, sendo @

110
17, Dada Ia teansformacion lineal ¥y = {011 [ Ky, respcto a I base W2 0, = [0, ~1,2], W = 4, 1,0]
1o
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320~ i et e 252, = (= 3= (18 -1

7,=[.2.1]
B
Sty 22 sl
R

a ranst tingal ¥ = 4X. 4
y08 vectores e transforman en ef ector aulo, Hallr of espacio ulo de I ransformacion

12
@) el Problema 12, () de Probems 13 0¥ =2 4 6.
16 )
Sol” () VA(R)genesdo por 1, ~1,1]
) VA(R)genersdo por (21,11
) VAR)genersdo por (2,107 y [3.0 -1

s

= A transforma todo vetor e un espac vctoia 7 n un veetor de mismo espaco, 2 s denomina

Toraes que s indican respecto e s transormaciones siguentcs:

Lo
@1 e |t 2 aly Vi gmendoporl, 107,V srendopor[2, -1, -2y Vpsendopr[. -
229
iR
007 = {12 1[X, gt por (11,07 ¥4 gnedo g [1,0, -1y [2, 101 O guc
121
todo vector del espacio ¥ s transforma en si mismo.)
o109
TR
@rs v 2 gemndo por (11,111
@ve] &b b o vt e por 1,17
e s
. Seconis b om0 L3, s
i de o e 12,1
{0 Dot s de o
{5 Dot s Ry n s d gt d e

i Pt ol il oA O b
0 Do a5 1o o e e pride s ok

s it s L%y
i s s e P = 73 e - bl
- (6 £, Eu B P70 = (£ " A

By B




Capitulo 13
Vectores definidos sobre el cuerpo de los niimeros reales

FRODUCTO INTERNO DE DOS VECTORES, En este c:mlu]u, todos los vectores que se
def

considera o sbr l g de o i s, y V() s el s de ads
Nl oy sl - T Dyl dos vsors
Peimcines  V,R) 9 prodato e 4, por it
[LEX) XY = my ey s s omn
Ejemplo 1. Dados s ctores 1, = 1.1, Xy« 2121 Y= (121

20X

Nota. I producto interno también s¢ defne con frecuencia por
) XY L Xv . ovx

La notacidn mis prictica es X'¥ ¢ Y'X; ahora bien, X'Y ¢ ¥X son matrices de orden
110V on simr i e . Y @ o it de Ia matriz. Con este conve-

w1 v (5.1 Algos st epresstas X 7 por 1.
B a1 B o products e s T ot et

El producto interno o escala, asi definido, goza de las propiedades siguiente:

@ KXy = Mok Kokl = KA-Ka

132 ) KoKt Xy = RpeXa X = Kok o Kok
(© Bo X KooK = XKoo Keokow Kooky o KpoXe
VECTORES ORTOGONALES, Dos vectores X ¢ ¥ pertenecientes a V,(R) se laman ortogorles

‘cuando su producto interno es nulo. Los vectores ¥, y X, del Ejemplo 1 son ortogonales.

MODULO DE UN VECTOR._  méuo de un vecor X perenint 3 V(R) ¢ epresta
por 1]

133 WXl = VEX = VEZ+mem

Eiemplo 2. Del Eiemplo (01, [1,/] < V. Véanse Problemas 1-2.



i) VECTORES DEFINIDOS SOBRE EL CUERPO DE LOS NUMEROS REALES w01
Teniendo'en cuenta (13.1) y (13:3) se puede demostrar que
R v

Un vector X cuyo modulo sea la unidad, | ] = 1, se lama vector nitario Por ell,  los v
tores clementales £, les hemos llamado vectores uniarios.

(134) X =+ op

DESIGUALDAD DE SCHWARZ_Sean X ¢ ¥ dos vctores pereneientcs a V,(R); entonces,
133) <4

2 i, e midlo gl rodicto o dedo velors el gl oo s, o
do de sus mod

Véase Problema 3.

DESIGUALDAD DE MIN . Sean X e ¥ dos vectores pertenccientes a_¥,(R); entonces
(136) I+ ¥l < 0+ v

ORTOGONALIDAD
e ot < 1. sunce vcrpeuauul.m 3 :.x‘ + t]Xx
estas condiciones, 2, m (e + Cats + X)X,
implica que ¢

X, vectores o mios

0. Esia condicién

¢

1. Todo conjunto de m < 1 vectores 1o nulos de orden n mutuamente ortogonales es
linealmente independiente y genera un espacio vectorial V7(R)

Un vector ¥ es ortogonal  un espacio vectoral ¥2(R) i es ortogonal  todo vector de dicho
espaco

11 Siun vector Y es ortogonal cada uno de los vectores de orden n, X,, ¥y ., Xo
es ortogonal al espacio generado por llos.
Véase Problema 4.
UL Si VA(R) es un subespacio de V¥(R),sendo k > , exise al menos un vector X de
VA(R) que es ortogonal al espacio VA(R).
Vease Problema 5.

Como s vectores mutuamente ortogonales son linealmente independientes, un it

ol E(R)con > .0 pele concss s d m s et g
famos g o o < vl uvnens acapons e un o ik o
eckn n cspaci Vi), Qe 5 un subspaiode (R Segin o Teoem 1, cxste

uiles
oo vctor e V<(R) g 5 orcgona alcspacio R) Tenemos a7+ 1 vecorsde V()
‘mutuamente ortogonales y, repitiendo el razonamiento, se liegaria @ a conclusién sigucate:

=

o espacio vectorial V7(R), con m > 0, contiene m, y solo m, vectores mutua-
mente mlngnmlcx

Doscpcis vestarialesson rtogomales oo estor dounde s artogoal 3 todos
s el .y riprcamente,Por il e geradopor o vl X, = 1
1,1, 0] e ortogonl al espacio genrado por los eetores Xy = [1, 0,0, 17y
AT it e sl sy &
deab e




0] VECTORES DEFINIDOS SOBRE EL CUERPO DE LOS NUMERDS REALES e s

1 coninode s s et orogonles s de e sl o
VAR sty o e oo TR
Vease Problems 6.

At et X 0 I pude ssocar n ctor o s mis qu i s compo-
nentes de X por su médulo ] i
ol vector X = [2, 4, 4], se dividen cada una de sus m...pa..mm por sa modulo [X] =
A6 16 = 6, con o que resula el vector unitario [173. 23, 23]

i base de un espacio V¥(R) formada por dos vectores mutuamente ortogonaes se lama
buse ortogona i estos vectores e la base on untarios, I base se denomina arionorma, Los vec-
tores clementles o unitarios forman una base ortonormal del espacio ,(R).

Véase Probema 7.

METODO DE ORTOGONALIZACION DE GRAMSCHMIDT. Seo X, £ ... Ko ot v
ores de una base del cspacio V7(R). Definien

Los vectares unitarios G - 1.2, s00 mutuamente ortogonales y forman uni b

atonamal de V31

it 5. s e s S, b s s g6l ) 4 v
e 6 st I condida o s elors
Bl 8 el sl




ear 1) VECTORES DEFINIDOS SOBRE EL CUERPO DE LOS NUMEROS REALES 10

Sea Xy, Ky, X, uma base deun espucio 17 (R)y supongamos que X, Xy Xy (155 <)
£0 kel nﬂogmu!!x Apiando o o dc G- Schnidl w putdc hallar una base
Pt

ortogonal, ,
puede e 7o s.nns:gm:me

VL Si X, {05 3 <in) s estoes s et rtogontes
de un espacio wm e e X n dicho espacio,
e orma qu o comunio Ty o - A consituye na' bk rondrmil

TR Xy un conjunto de veetores reales de orden n; la matriz
i G crposicn 3 w  defiic

M

Xk Ky S0 A BRI P s
B Ao -3 T X

13 G, v o
v, \, A, x7 A A,,X, Foaos XoX,
s v que i codin et y s par e o vl duds s muiamen
ortogonales es que G sea una matrz diagonel

En el Problema 14, Capitalo 17, se demiésira l teorema siguient:

1. P o oo s 11010 s
dad s cumple s,y Soo s, Ios vectores son lncalmene dependies

MATRICES ORTOGONALES. - Uns matriz cuadrada A se lama ortogonal si

(139) A4 = a4

e decir, i

139 A=
(1301 el o o koo 1) it o s oy

unitasios mutuamenie ortogonle

Wi W -1
Fjemplo 4. Dol Ejmplo 3.1+ |10 26 0| e ocogonal,
WA N2

Son facils e demmostrar los teoremas sipuienies

VIS b etz cindeads A deorden 1 os eriogonsl, S ectores columns (1] for
el espacio 1(R). y reciprocamente

iy una base ortonorm

i ortogoral son matrices ortogonales

IX. La isersa y la traspuesta de uny

Jes < ot malriz ortogail

X, B produsto de dos o mis matrices or

XI. B deteminaate de v watsz oriogon

TRANSFORMACTONES ORTOGONALES.  Sei
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VECTORES DEFINIDOS SOBRE EL CUERPO DE LOS NUMEROS REALES fear.
una transformacion lineal en V,(R), y el par ¥, e ¥, las imégenes respectivas de X, y Xy De (13.4)
se deduce,

D N [ A Y A e ]
y

R 1T

1

- it

Comparando los primeros y segundos miembros s¢ deduce que s a transformacién (13.10) con-
serva los modulos, también conserva los productos internos, y reciprocamente. Por tanto,
XIL

Una transformacion lineal conserva los modulos si, y solo si, conserva los pro-
ductos internos.
Una transformacion lineal ¥ = AX se llama oriogonal s su mattiz A cs ortogonal. En el Pro-
blema 10 se demuestra el teorema siguien
XIII.  La condicién necesaria y suficiente para que una transformacion lineal conserve,
los mdulos es que su matrz sea ortogonal.

W INE -1
Ejemplo . La transformacidn lineal ¥ - AX = [1\/3 <28 0 [X es ortogonal. La imagen de
NG IAE NG

Y=(abces
b e

[\ﬁ ViV

el mbdulo de ambos vectores s V7T BT

. Si la transformaci6n (13.10) es una transformacién de coordenadas de Ia base £
4 I base Z, esta dltima es ortonormal si,y solo si, A 5 una matrz orlog

PROBLEMAS RESUELTOS

Dados los vectores X, = [1,2,3]' y ¥, = (2, 3, 4], hallr:
@) su producto interno, (5) el modulo de cada uno de ellos
2
128)|-s

.

@ Xk« XKy = @A U = 8

f
- Daall| = we
3

G I - XX XX luego 4] =
Il « 2+

=0+ aw = 2, e 1) = VE



car 1) VECTORES DEFINIDOS SOBRE EL CUERPO DE L0S NUMEROS REALES

2. (@) Demostrar que X ={1f3, =213, =23 ¢ ¥ = [/, =13, 23] sou ortogonales,
) Hallar un vector Z ortogoral a X ¢ Y.

203,

s
fa) Xo¥=XY=[13, -2, -25] [—I/3]= 0, luego los vectores son ortogonales.

13 203 0 |
) Seecrbe [X,1.0] = |-2/2 <173, . halln los adjuntos 27273, 13 de s lementos de a o-

- = (S22 15T s oo eomon ¥,

mostie . desgualdad de Schvare: S5 X ¢ 7. son {ectores 0l Espacio, V,(R) se veifica
\'{ Vs -1

e, o e e vl e o o ¥ n v o, S, s, e o
e cllos e cro. Entoess, s a s un e

Take? = oXer)@xer)

< oo o oo o)
oz + @ o o G B

o Sl axy s W20

o b i

Seetoprs o comgriatn,
W - P <o

conloque X7 < 1

4. Demostrar que i un vector ¥ es ortogonal a cada uno de los vectoresde orden 7, X, X,
es ortogonal al espacio generado por el
Todo vetor generad por s vctores X ¢ pucde expesac or ay¥; + gk + -+ + g Ko Por tnio,

o

Ve aEeY b mle

(@b agty s s o)

Jague XY =0, (1= 1,2, m). As, pus, Y e orogonal a odo vctor de spacioy, por defnicon,Io s
En particlar, i L tame

i Lo ¢ 2 dicko espacio.

quest Vi(R) conk > h, Yde ViR)
que es ortogonal al espacio VA(R).

% VAR Y Hour VAR) Con-

Xk,
sideremos 5 vetor
® PRI, R W L R W

Bk n it ho-

mogineo de 4 cesaciones lineles



VECTORES DEFINIDOS SOBRE EL CUERPO DE LOS NUMEROS REALES. fear. 13
P A A R IR T O A T A}
L A A S (S AREEE (R A
R AT A xA P
+ 1 incognias, ay, a5, .. Segin el Teorema IV, Capitlo 10, este sisema adrit solcién-distinta
e il Al sk o et m 5 Ol v m sl g & g1 06 TS o8

o bas (R) . por tanto, & dicho cspacio. ;Por qui?)

un espacio V3~(R) inico.

s, i base del espacio V3(R). Los vetores X de orden n ortogonales  cada uno de los
e i T g & i

0 PETR XIS A

oo s 1 o cmens ki it d b i d o o o
ma f)es por o, hay n —  solucones (ectores)lnealmente independientes que generan un espa-
G0 VIR (Vi Teorems VI Caplul 10

VAR)y Vi R) e el spacio
nulo. con lo que e espacio unidn s ¥,(R).

Hallar una base ortonormal del espacio Vy(R), siendo X = [1/6, 2/6, 1/6].

1/2)' de forma
VAT

Obsese ue X e un vector uniar, Tomemos ot vt uitaro, ¥ = [1/3,0,
aue X7 = 0. Como en e Poblema 2. se dedu l eree vector de I e Z = [14/3,

Deducir las ecuaciones (13.7) de Gram-Schmidt.

mutuamente ortogonalés, que se trata de hala.
@ Hacemos ;- X,

o

Hacemos 7, - X, b ¥, Puesto que ¥, ¢ ¥ deben ser mutuamente ortogonaes.
Bl s Kekye Beah = Beps ahik s 0

de donde a « Luego ¥, « 1, - ’4

Bdy
A

(e) Hacemos ¥, - Xy s a¥y+ 6Y;. Puesto que ¥, Vs, ¥y deben ser mutuamente ortogonales,
D A A AR S A e}

Bt = Bk s abety o b Xotatyty < 0
Porunio o, Bty Tk oy gty deksy,
ok B, T

) Se continda de esa forma hasta obener Y,
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9.l b ortoormal e o 4 sendo s o el mismo s formad pr s
L K =[2, 3y =L 1).

Tomemos ¥, = ¥y = (2131 Entones,

n - Brarar - femispusl

-2
Norlaoda s vetors ¥ e
[T ANT VAT, eV snE VY, IAGINANEY
‘que forman la base ortonormal pedida.

Demostrar que en una transformacion lineal la condicién necesaria y sufcente para que se con-
serven los médulos es que su malriz sea ortogonal.

Lieemos 1 o s d 1,4y e sformacin o 1 = 4
Supongamos que A €5 wna matiz riogoal e forma que A4 = . Eno

o Bl KR s ORO0K) < XX = Kok

. sepin ef Teorema X1l se consevan Ios moclos.
il

Entoness,

By - Kk

o cual quiere deci que 4 es una matiz otogona.

PROBLEMAS PROPUESTOS

Dt £ (2111 - 21205 1
o) B roducto salr i
5) I o de cads et

6] Un vcor orogoual s o vetors X, ;i 2y 1y
AP S A

12 Comprobar (13.2) uiizando vectores culesquiea de ¥R\

1. Demosar (134)
L2347y < (111 )b Y2 = 2.3, thvstr e an o

Vi) i etn s vt A

(a) Demosir qe 2 o perence l cspcio ViR

) Suponicndo que W = aX 4 67 1 <2,

15, 6] Demostrar que un vectorde ) e orogonala s msmo iy ol s, se trat de un vestor o
b1 Demosrar que s X, X, ¥, constitoyen un conjnto de ectores e orden n 10 nulos y lineamenie de-
pendients, y s verifin que X, Xy = X, Xy = 0, los vctors X, y ¥ son lincalmente depenienes
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;- s

E

B

B

®

VECTORES DEFINIDOS SOBRE EL CUER"0 DE L0S NUMEROS REALES [

4 s otogonala pacio V(R) S los ek
tores de ura base del espacio Y

Demostrar que si dos espacios ¥}(R) y VA(R) son orlogonales su interseccidn es el espacio, VI(R).

Demostrar I desiguadad, de Minkowski
Do e 15+ YT % (U1 11 apand 1 dbsigmad de Sehvac

. Demostar que [ + Y] =[] + [¥] 5.y solo i, X ¢ ¥ son lincamente dependienies.

Normaliza los vectores del Problema 11

Sot. (1B, 2/ UVBY. (373, 173273, [aABLANEL ~$VE T

. Demostra que los vetores X, ¥, Z del Problema 2 forman una base ortonormal del espacio V;(R)

@) Demostrr que si X, Xy, ...

obtenidos al nomalizhr 44
o it Joson os vee-
tores unitaios obienidos al normalizaros.

X son linealmente ndependientes, arbién 1o son 1os vetores unitaros
fos.

Dm0 514 = 1,eadn 4
juta en |
5, S50 e it toporal 4] =
0 de su adjunto en [A].

. cada o de s clementos de A e igual o opues-

Demostrar fos Teoremas VIIL IX, X, XI.
Demostrar que s A y B son dos matrices permutabiss  C s ortogonal, s malrices C'AC y C'BC conmutan,

e A" (6 A & i ¥solosi, las

i i @
fineas (Flas o columnas) de. A son ortogonales.
Demostar que s ¥ ¢ ¥ son dos vectores de ordén I matriz XY+ VX" 6 simétsica.

Do Q.. 0.,60-08 e e 3 5 s o do s, v
X (4Y) = (4K

Donon i s ...« o i s oy X = £ e severifea: @) X+ X, = e (1= 1,
Zem): 0) XX = 6 £ et s

Halar b oo 4 ey ok x,,h/ﬂ .z/r WL ) [202)
Sol. (@) Xy [0. 1A INVEY:
O .0 ST, [ae 4/‘/’1]' lmul'

Hallar una bas ortonormal del espcio V() aplicindo ef método de Gram-Schimid,torando o vetores

dados ¢ orden

@ (1-10). [2-1-2]" [|4—1.4!'

® luaal laa (o

© T2-101: [s.

S (@ 8V, -N' n] Wz/s V28, -a/3). (<273, =213, -1/
(b [3VE 0.4v2T, (ool (32, 0/=fval™ 1!
(© [2vB/5, V375, 0T (V375 255,01 (g1}

Hallar una base ortonormal dl espacio V(R). sendo, X, = [1, 1, ~1]' y X; = [2,1,0.:
Ind. Tomar ¥, = X, y hallr ¥, por f método de Gram.Schmid, &Y, por el método de Problema 205

S0l 1V373.V/3/8, VA/8Y. IE 0 4VET. [VE/8. ~Vo/s. —VEss]



car. 1) VECTORES DEFINIDOS SOBKE EL CUERPO DE LOS NUMEROS REALES 10

. Hallr wna bse oronormal del espacio VR, sendo X, = [7. =1, =1]
34 Demospor oo s 00 1.2 341 112 T 5.4, oo
depenn
® D + Acs g, matiz B = (1~ AN+ 41 e ortogonl,
36, Aplar f Proems 35 pra hallar'a mati orogomal 8, sndo
017
o5
(qu[ } Wl
50
210
12 -
S @
wift )
W Ap.sendo s 8" s orogonsl
¥ cnsorna
e P AP o ey Ty« DY e Coplal 13 Deess o 6.4 ooyt i o By
eonmene, Bemesratin b4 oo X
3. Demostrarquesi A s matizotogoal 1+ Acs g, mati B = (1 A + 4)"es emisimétic,
0B ot ol X ¥ de dos vestors X = [y 5, ] ¢ ¥ = Ln.»,-h] el espaco 1R 5, por e
a n par
ncdn, e vstor 2= X x Y = [z, 5] skndo anﬁw.
2: ”
o compncs o o s de s s e 1 s ol de [x,‘ I3 n], 3 demosir:
(o) E1 produco et de dos vectores fnealmnte dpendinie e ¢ e
) o vl s e s & st s s
—rx
X k), siendo & un excalr csbirs.
41 Dados los cunto vestores W, X, ¥, Z 0l espaco V4(R). demosirr

@t + etz
R
e

wmnaan - 111
1

@ waran = 83



Capitulo 14

Vectores definidos sobre el cuerpo de los niimeros complejos

NUMEROS COMPLEIOS. Sean x ¢ y dos nimeros reales e i la unidad definida por = —
Todo nimero de la forma 2 = x + iy se llma nimero compljo. El mimero real x es la compo-
nente real m parte real) y el ndmero realy, la componente imaginaria (o parte imaginaria) dl com-

lejo x +

L condin nesariy st s g dosnimros compeios san lguales es que ten-
gan las mismas componer © imaginari.

L condic
esquex=y=0.

necesaria y suficiente para que un nimero complejo sea nulo, ¥ + iy

conjugado de un nimero complejo = = & + iy € otro complejo = X+ 1y = x — i
s o e o1 5 A o o s

F= X4 Se des
se vrifia

EI talor absohto |2 del nimero camplejo = = x + iy e [<] =
duce de forma inmediata que para- odo nimero compleo, 2 = X + ity

41 Hzld oy

vi Sea ¥ un vector e orden n Gefinido sobre e cucrpo de o ndmeros compejos C. Todos
os et s sablos forman o s esor C), Pust ue 1R <t un subeuerpo.
cat un el o latos l g de eores ) ol s de s corespn-
dicns del Capl: 13 para clores sobre u cupo

a2 T € V5 [ v ] o vetoes de ,(C); ) produo in
temo (o escala) e, por defncion,

(142) Yy=gy

S Bk R

EI producto interno as definido goza de las sigients propiedades:

@ £4 () XYY X=2RHT)

®) (X ¥=ax-n siendo R(X - ¥)lacomponenteealde Y- Y.
(43) (@ X-(en)=cX-1) @ XY ¥X=20x-1)

@ X-(r+2) sendo 1Y ¥) la componente imaginaria

© ez K=V K+ de X

Véase Problema 1

El médulo de un vector X viene dado por \x JEE = X iy o N
Dos vectores X ¢ ¥ son ortogonales i X+ ¥ = ¥ X =0,
Los vectores de V,(C) también cumplen la mm\m de Minkowski,

e P s+ 101

asi como a desigualdad de Schwarz (véase Problema 2).
(145) -y <4 vl
Ademis (véanse Teoremas 1V del Capitlo 13), se cumple:
1o
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L i
‘mente fidependiente’y,"por tanto, genera un espacio vectorial V2(C).

Siamton ¥ e rtogonal 3 cud o e o s de orden Ky, 1
o orlokmul al espacio generado por dichos vectores
VHC), conk > h Xeavi(C)

L Si v
qu o anmnar al espacio VA(C).

IV Todol espacio vectorial VF(C), m > 0 contiene m, y solo m, vectores mutuamente
ortogonales.

‘Unabase de V7(C) formada por vectores mutuamente ortogonales se llama base ortogonal.
Si los vectores mutuamente ortogonales son unitarios, Ia base se denomina ortonormal.

METODO DE GRAM-SCHMIDT. Sea X,, X, ..., X, una base del espacio V7'(C). Definimos
Ko x
o,
(146) A e
LK
s conficions, s etors uaaios G, 4= 1 2 ., ) consigen s b
2l
ortonormal de V(C).
V... Dados los vectoes unitarios X, X, .., X, (1 <. < m) mutuamente orogo-
males del espacio ¥y'(C), existen en él los. veﬁmrts unitarios X“ 10 Xeoz oo X, (obtenidos
por el mélodo de Gram-Schmidt)de forma que X, Xy ... X, forman un bés ortonormal.

Sea X,, X, un conjunto de vectores de orden n con clementos
complejos. La matriz de Gmm s, por definicién,
Koy Xty e 1] ERA
Loty Xty o 11y ELEL

ks Ky e Xk XN Tk - Bty

wn ¢ -

Se deduce de forma inmediata que la condicidn necesaria y suficente para que los vectores sean
mutuamente ortogonales s que la matriz G sea diagoral

En ¢l Problema, 14, Capitulo 17, se demuestr el teorema siguiente:

B
4 i [6]:2 0. La igualdad se cumple 5,y 10 s, Ios vectores son s 6
pendienes.
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e ot g i S (174 =
triz unitara son vectores

MATRICES UNITARIAS. Uns iz s 4
5 (4) = A~". Los vectores columna (i) de una ma

A nrlcgmm\cs
Paralela Capitalo 13, e ienen los

10 Sop s coiunon () dom s capinds \m\um e orden n forman
‘una base ortonormal del espacio ,(C), y reciprocams

VIIL L inverst y a traspuesta de una. matrz unitaria es otrg matriz unitar

IX. I producto de dos o mis matrices unitarias es otra matriz unitaria

X, Bl valor absoluto del determinante de una matriz unitaria ¢ fa, unidad,

TRANSFORMACIONES UNITARIAS, La transformacion iucel

(148) Y= ax

siendo A una matriz initari, se llama transformacion wnitari.
X1, La condicion necesari y sufiiente para que una transformacion lineal conserve
v, por tant

XII. Sea ¥ = A una transformacion de coordenads de a base £ en otra Z; a con-

PROBLEMAS RESUELTOS

1. SiendoX = [1si~i 1] € ¥ = (2430, 1-20i],
(@ hallar XV y VX (o) comprobarque X-¥ +V-X = 2R(K-Y)
() comprobar que X-Y = 7-F (@) comprobar que X:Y = 1-X = 200 )

2451

= D-infiai] = aen@es ¢ i0-2 4 20 = 1o %

@ X

ke P = (280020

) De (@ TF confugadode | Y-X.68 143 XY
(14304 (1-%) = 14 = 200) = WD)

(XY srx
=6 = 20 = 2000)

@ Kroyx

43 - (1=

Demostrar la desigusldad de Schwarz: (¥ ¥] < ] [¥].

Ot ol o i L gl Wi 14 et S B L v
tores 70 malos ¢ un ndmero el e

Tkt e« S .'nx]’.wxh‘mf 20
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e,
su dcriminantc ca negativo,
R S0, conloqe K1) < -]

S ¥ 0, e thene -]

1
Entonces, (et nswn 1= - 7] = 120 11y sepin 143061 et
X+ Y] Por tnto, (X~ Y] < [X]- [¥] pea todo X ¢ 7. i

3. Demostrar que 8 = (474 e una matrz hermitca cuslqiera que sa s matiz cuadrada A,

(B = (@A} = (A7) = (A4 = B con To que B es hermiin.

4 Siendo A = B + iC una matrz hermitic, demostrar que lacondicién necesaria y sufcente para
que Ja matrz (4 sea real es que By C no conmuten

Como B+ C s hermitca (B & 1CY = B +IC; por tnto,

(A= OB +1C) = B+ ICNB + )= B +HBC + CB) -

Fsta matiz s el s,y solo i, BC 4 CB = 0.0 bien BC = —CHB; en conscuenca, I condicén e necesaiay
suicente s 8 y C son antconmuttives.

o

Demostear que si A s una matriz hemihermitca, +id s hermitica.
Consideremos B = —id. Como 4 es hemihermitc, (4] = ~ 4. Por ano,

(B = (A = A = i) = —id =

PROBLEMAS PROPUESTOS

Do o vt £ 2L = L1 AT Y K= 01 - 2

Sol. (@2 =30 -i m/./f uy( 1-843-1)

7. Demostrar que [1 4+ 1,4 11, (41— 0] y [+
sonaes

{1,31 son linesmente indepenientes y mutuamente oro-

8 Demostrr ls relacions (143),

Demosrar la dsigualdad de Miokowski

0. Demastcar los Teoremas 11,

. Deduci las relciones (146).
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12 Teriendo en cuentt las relciones'(14.6) hallar una bise orogonal de ¥5(€) i o ectores s

(@ (011, (140,01 (111
& (o027, (20-22007, [1-40.i]

Sol. (@ [0.5v2.~4vaY. (30 54T [

it ¢

L Lo, L

Vi m‘ 3]

808 (1 =5 6ew

VR AT v e

13, Deriostrr da sobre el cierp de s &
bkttt o

) e did T e

14, Demostrar ol Teorema V.

15, Siado 4 una iz et i o, denos
(a) 774 es dingonal i, y 50 s, Ias columoas de A son vectores mutvament orogorales,
B b iy pletibidpe ik ot

16, Demosrar que si X ¥ son'dos ectores e orden 1,y 4 una aiz cuadrada de ordenn, e veria: X+ AY
XY,

17, Demosirar los Teoremas VILX,

Dem
e unaria.

Aplicar ¢l Problenna 18 para formar una matiz unitai, siendo (o) [ i

[ 0w -1
B -2 1o 0-w
5 10

e e
iz
o oalw e

-4 -
20, Demostar que s A y B son dos matrce unitarias y del mismo orden, las marics 4B y BA son también
unitarias.

21, Sigaiendo e Problema 10, Captlo 13, demosirar el Teorema XI.

2. Demostar que s 4 s una mteiz niari 3 hermic, e v,
asi
[
B Demosrarque | —f 1T ;—% s unitaria,
b %
24, Demostar que s 4 s unitarn y 8 = AP, sendo P vna maiezreular, PB-" e i

25, Demostar que i 4 ¢ uni

in € 14 A e una matie reglr, B = (1~ AN/ 5 Ao embemitin



Capitulo 15

Congruencia

MATRICES CONGRUENTES. Dos matrices cuadradas A y B de orden n definidas sobre un
cuerpo F s laman congruentes, ., sobre F, s existe una matriz regular P de forma que

s B=PaP

con locual

L par

de tener la misma caracteristica
Sila malriz P s capresa mediante un producto de matrices columna lementales, P s igual

al producto, n,orden coniraro, de as mismas malricesfla lementales; s deir, A

del transforma-
cidn clemental de columna.

MATRICES SIMETRICAS. En el Problema | se demuesta e teorema siguiente:
I Tod iz i 4 it sbr n g . ettt o congoen

sobre F,
s 5 s s o Ao

Ejemplo 1, Hallr una mti g

P de cleentos racionales de forma que I matiz D = P AP sea i
gonal, sied

120308
235 0
15800
15108

Para reducie 4 D tnemos en cuena a matiz [4 1]y ballamosde aso a mati P Api-
camos,en primer Iugar, s ransfomiciones Hyy(~2) ¥ Koy(~2) & comimuacion. Hy(—3) y
K31 . fnsiment, Ay (~2) y Koy(~2) de esta mavee se anulan los dementos de 1a pi
e e o s s o d I g il o conss g1 s

pifcacin efetuando primero s tres rnsformacions de flay,ato seguido, s s correspon-
i 6 cohuinn. S 1 Wandore e s i i, s G Q1% o
ido agin ero
1
2
[
2

(T3]

s
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1210 -1
o1 4
o, »
Pon 00 01
oo 10

La matriz D, reducida de A, no es tnica. Mediante otras transformaciones, como por ejemplo,

[1 000
’ o-100
)y Kbl matsz D pasaa !
)y Kuth, pas W

1000 @ 100D,

ene 972 90| o exs

nes Hy(3) y K;(3) se obtiene 300l No existe, sin embargo, un par de transformaciones ra-
0000

susi
de la diagonal principal sean nulos o positivos.

MATRICES SIMETRICAS REALES, Supongros gue e redcs, el tnsomacions
clement

i e e diagonal de D dependen. ot ¥ P, segin veremos el
pitulo 17, ¢l
e de 4.

Pur e

e un s de tandormacossdemtals de I misma iy o del

pmwdln s egevs . spliando ldnsadiouidemist bl
fa misma fla 5 A g ol il o fouded
o i i cry san L1 0 b 1. Por
Unn i B e s congrent, sobre el cusspo e los
némeros reals, con una matriz candrica de a forma

13
(152) c.- |o
o
Bl entero p de (152) se lama indice de Ia matiz y 5 = p — (7 ~ p) recibe el nombre de
signatura.
Henplo 2 Kany Hll Kl 152 bt
1000y 1000l [io ooy 1000
i & (07100 2 100) ¢ Sl ey
0 0s0i0 401 {2100
o000t -1-iro| oo ooiaiaino
e donde /40 = . Por tano, I caacterisic £ de A e 3, el ndic p = 2 sgnatura 5 = 1
m

., Dos s odss de e s sibcies s s congrats b o
cuerpo de los mimeros reales i,  solo i, tienen la misma caractrisica y el mismo indice,
e, 5 Bevn gl caracee y s

A conjunto de todas

el ip (152 foman uh counts anbrio, epeta de 1 congrenci, co o milies cvada.
das simétricas reales
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SOBRE EL CUERPO_DE LOS NUMEROS COMPLEJOS se verfca:
‘Toda matrz cuadrada de orden n siméirica y compleja de caracteisica 7 es con-
gruente, sobre el cuerpo de los nimeros complejos, con una matriz candnice de Ia forma,

[
o B

Ejenpo 3. n, Ejeplo 23 obis
1o 001000l fiooo;
01 005 20if ¢ Joroo
an g £ I < ot
W& oioda 00| © Joosoi-a ioo (01
00 0oi-i110l Jooooi 1110
de donde RAR
Veanse Problemas 23

V. La condicidn necesaria y sufcente para que dos matrces cuadradas de orden 1 si-
i ol Gt e i, de b il o o
a misma caracter
_MATRICES HEMISIMETRICAS, i 4 es una. matriz hemisimétrica, se verifica:
(P APy

e

~AP = ~PAP
Por tanto,

VI, Tods matriz B = P'AP congruente con una mateiz hémisimétrica 4 es tambitn
hemisimétrica.

En ¢l Problema 4 se demuestra el teorema siguinte:

VII. Toda matriz 4 cuadrada de orden n hemisimétrica definida sobre F es congruen-
te, sobre dicho cuerpo F, con una matriz cannica de la

(154) B=diag (D, Dy, s Dy 0, .-, 0)

siendo D,

[" ']‘ (F=1,2 ;1) La caractersticn de A es 1 = 21
. Véase Problenna 5.

VIII. Dos matrices cuadradas y hemisimétrias defnidas sobre un cuerpo  son con-
‘gruentes sobre dicho cuerpo si, ¥ solo si, tienen la misma caractristics.

E1 conjunto de todas Jas matrices del fipo (15.4) forman un conjunto candnico congruerte,
con las matrices hemisimétricas cuadradas de orden .
Dos matrices cuadradas de orden n hermiticas, 4 y B, son con-
rentes en sentido hermitico [H C1. o conjunivas, s existe una matriz regular P tal que
55) B=FaP

Por consiguiente,
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IX. Dos matrices cuadradas hermiticas de orden n.son congruentes en sentido hermi-
tico (conjuntivas) s, y solo i, una de elfa se puede obtener  parir de la otra,por medio de
una sucesion de parcs de transformaciones clementales formadas cada una de elas por una
transformacidn de columna  la correspondiente transformacién de il conjigada.

Una matriz hermitica A de caracteistica r es congruente en sentido hermitico con
una matrz cansnica de la forma

o |
1s6) [ I AV
0 o0

El entero p de (15:6) se lama indice de A'y s = p — (¢ ~ p) recibe el nombre de signatura

XL Dos matrices cuadradas y hermiticas a orden 1 son congruentes en sentido her-
ki oty o, 4 10, s s i o' s s it
terisica ¢ igual signatura.

La reduccidn de una matriz hermitica a Ia forma canénica doel
it e of P ot e adsatde o s e i
jones lementales. EI caso-dudoso.se-considera-en ¢l Problems

‘Véanse. Problemas 6.7

MATRICES HEMIHERMITICAS; Sea A una matriz-hemihermitica; entonces,

(PAPY = (PAP) AP
Por tanto,

XIL._Toda matriz & = P'AP congrucnte en sentdo hermitco, o conjntive, con un
matriz hemihermitica A es también hemihermitica.

Segin o Prblm 5, aplulo 4l sz = i b 1 i 4 s hemier-
i, Dol Tmema X i 40 i i s et Pl

b
B - ¢+ o ~hyo
W0

Entonces, 1P < AP < FAP < C, confocul

- W0 o
s Bee Bapie fo ity
00 o

Por tnto, 3

XIIL. Tods matriz A cusdrada y hemihermitica de orden 1 s congruente en sentido
hrmbiey»confntiscon o i 137 o1 el . caciten e 4 yp oy o
dice de —id:

XIV. Dos mairces cusdradas ¢ nrdzn 'y hemihermiticis, A 'y B, son congtucntes
n‘enido hermie o counta: i 0k, tenen n i a3, adems,
son de igual indice

Véase Pre

a g,
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PROBLEMAS RESUELTOS
1. Demostrar que toda matriz sintrica de caracterstica r defnida sobre un cuerpo ' se pucde re

i v s igona Qe e, caclumente, ementosds s digonalprinco] G 500
distintos de cero.

‘Supongamos que Ia matriz simétccs 4 = (1] 1 e dagonal. Sy, 0 podenos i a matiz 4, -
e un sucesin de pares de transormacones clemenals dl tpo 3 (v transformacion de i sepuda de
1 i i e o] » o s

G000

0 by b b

0 by by

Supangamos que, sigiendo este proceso con by, ey ., disinos de cero, legamos a la matiz

w0 o
o o
0 o
T TR VR
000 0 K b o b
0000 b bse e b
Pt  Siaigunode

Ty

noans :nlumm e ipo 1 para

desputs de apliar

byl e gl eyt
" sredce,

: de ot fom, wdcvmmmnr R vl oy

o
s

»

Reducr la matriz simétrica 4 = Iz 3 5] ala forma canéica (15.2)y a la forma candnica (153)
Obener, en cada caso, la matriz P que efectia la reduceicn.
122100 [vooyaod [iooriao] fioo

i i i
il = feasiorofcfoaiizio|gfoaofano|clozo
255001 o rri-2on] foozi-aaa| oo-1i-210]

- 017
Par e 152) ¢ e
1oo1oal [1o0; 1 0 0
)= oz o f-a ] €lor o] ay3 bva WE| - (€1P)
o-riaie] fooal a2
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127 2
Wit
Wi o

conloque

Pars dedueir (153) ¢ tene 5
LT U
oi0t-aE I 4| .
001l %

o171 = [ci?’]

conloque

L i
4 b0
1i a-i wed
10
Wi i £
-t emb o0
1o o o o] fieoit e o
T W e 5 s
o seint 1ea a1 1w 5oy
DLEss s b
- Ter)
1w
T
conloque poefod
a-n
00 &

feap. 15

Demostar que toda matiz cuadrada A de orden n hemisimétrica, defnida sobre un cuerpo F, de
caracterstc

2 es congruente, sobre F, con una ma

dedo 1< [ 8] 02
o

Si 4 = 0, enonces, 8 = 4. Por el conrario, s A 0, algn a, = —a # 0. Pemutando I fla { on la
i oon I segunds s

B e dleg(DD,

D000

0,

Multy. o sbora I primers flay I primers co-
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e
in
Jumi por 1, s obiene| ~1 0| |y de s, por ransformaciones cemetalesde il y cour dl a3,

Do

o A

i Fy = 0, educin b teminados i o foersasl, e contnia el proseso con F, hasta llegar B,

5. Hallar wna mateiz regular P de forma que P'AP esté e la forma canonia (15.4), siendo
0024
4o o=
-2 -1 0
1= 320
Comoais 40, -
002 411000 020 411000
o con I segunda en | © 0 1310100 pur obieer 20 -1 21 00 1 0
ioa2iontn 1oaiaron
-32.0i0001 -2 3 0i0001
o i
ementos e s do primeas flas y e las dos peimeras coumnes.
010 204000 010 0¥ Fo 0
So-t2ioonal |-l 0o e
01 0-joto0 vo0-5i-k1 00
223 0l0001 005 0i-1021
Malipliando, oiment, 1a teera la § 1 terers columa po —15 rsla
TR TTRA)
“to0o o o o],
00 01l 10-s 00 o0
ootiobiot 0 21
V2.0 v 4
porconsgvene 57+ | 075 0| pap - dnai0, 0
IR
0eo 0 1

Hallar una matriz regular P de manera que P'AP sea una forma candnica del tipo (156), siendo

1oa-i-aed
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i -
100 o
¢ efor o L
£ -3 Vi
1
o T
Vi
- 7]
1
13
conlo que pos 2
a oam °
g I
VB VB

Hallar una matriz regular P de forma que P/AP esté en la forma candnica (156). siendo
1w 2-a 7
4 = |-a s -
208 -2 13 .

1owE 2w a0d oo
4] 1-% 5 -4-2 io1o|#C )0 o
203 -2 13 {001 0-50{-2-5% 01
tooy 1i00l fio oy 1 oas
Hlomw si oz 1|8 om0 o f 2 1
050 2w 01 0 052t a-a ki Y
1
ran
o
[ci7)
7
conlo que b o
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8. Hallar una matriz regular P de forma que P'AP csté en la forma canénica (157), siendo

Poa
R FE R
[T

(]
Consideemos a matiz bemitiea H = -4 = | =i 0 2-i
[N
R
Lamarizegiar P = [0 1 1| elque PUP- dlt
0 1o

Por tanto, F4P = ding[i.i,-i |

PROBLEMAS PROPUESTOS

9. Hallr una matriz regular P de forma que PAP esé cn la forma candnica (152), siendo

R 01 1o
m,[‘-zl wa-fsaal @asfiod @as]a 2
2 o 01 240 I

. W -4 -1 )
s xnu’:[;:] @rforal wrs | Wl e
000 1 o LI

10, Halar une matsz egulac P de forma que PAP st en l orma canrica (153), siendo

o W v o2ed
@4 2l ot | 1
wae [ o :
Ee
la-n Nz asn
ol o a-anE es-am)
0 @i

. Halar una matriz regular P de forma que PAP st en la forma canics (154, siendo

wfoood @ [o1ad
L O I i

N e
@ foord @ oo
St L0

ooor 0o 01
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12, Hallr una matriz egular P de forma que-PAP esié en I forma canénic (156, siendo

o R
L

was [ ] wafisg] @aefi s s

2 sa

L Ll R i

Sol. (@) P [" ‘] mP=fo 1 -5 @P =0

1 13| 0

13, Hallar uns matiz regular P de forma que PAP esté en 1 forma canénica (157, siendo

[T
wa-[1 o
BV
o 1 a-owE -
9 0 1
+ e NI (=0T I
wrfon - @r | i 2T T
a0 1 o C

=

Sl marizd + [ s e o s s s s e

€ de sequndo orden suisfag la e

CDC=Desque fc]= 1.

siméricay eal de indic . Demstrr aue 4] > 05y soo i n — pes

15, Sea 4 una ez & orden . regul
un nimero par.

F

St g A K Al Sk g o i e,
Ind. Considerar P = BB siendo BAB = 1 y demostas que PAP = 4”'

Siguiendo el ruzonamiento de la demastracion de Teorem 1. deducir (156)en efcaso e marices ermiticas

. Demotrar que i 4 € B matrz 4 e siméica (hemisimétria) i  soo i, B e simérica (hemisimética).

endo S s s 3 T T i e o s (5 4 THS =T e
7, donourr e PSP § indo

s+ TS T)

15 - 117+ 1SS = THS + 17T

5 1is - s
is=Dylmilebe e, e 6t s hemméi
N P s T

21, Demostrar que la congruencn de matrices cundradis de orden 1 e una recion de equivlence



Capitulo 16

Formas bilineales

. Una expresidn lneal y homogénea respecto de cada wino de fos conjuntos
O 5 1 )0 T T s Bl sl P

Ay + 20y - 13xs = Aoy + 150y, - Xy
es una forma bilieal en la variables (x,, %) ¢ (7,
T o o e ] o R s 0 O e
[N = eamy b agmn e s aan
T G e Gt
O b e b Gy
o mis brevemente

(16.1) fon = EE oy

ey

CORTRENC A

g [xm ﬁ] S I
R | £
- Xy
siendo X= (x50t T A= Loyl € V=Dpugotal.
La mauiz A de dela forma y I de A s a carac-
tersica de 1a Torma.
Véase Problema 1.
Ejemplo 1. L forms hilcal
o[
LRI S
xay

15
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FORMAS CANONICAS, Spontats e s i suies x do (S1) 4 dign ot I
‘nuevas variables u mediant Is transformacien lineal

162) w - é‘a‘,.u,. (= 12.m 0 X=BU

a yse sustituyen pos o tineal
(163) % - §<,}u,‘ (= 12em 0 Ve CV

s ot oo

(BUYA(CY) = U'(B'AC)V. Aplcando ahora las ransformacio-
s o 0 T 11 17 ¢ oo s s o Bl en s vt ol
x@ v L ey

Dosformas e e Ganat e s 3 o o, s v Voot shguer
que transforme una de ellas en la

'y Bde orden m x F
son uqulwknlel sobe i curp s, ¥ ol e s s

PyQulesque

Lo
o = b,
Haciendo B = P'en (16.2) y C = Q en (16.3), la forma bilineal se reduce a
e vewow - [;r g}y T —
Luego
1L Una forma bilineal cualquiera, definida sobre un cuerpo F, de caracteristca r s
ot e S e ks s e o o b
candnica w0, + vy +++* + w1,

Flemplo 2. Sea la matizde la forma biinesl X4Y < X[ 1 1 o[y del Eemplo 1,

0ot
100 1oo

p 010 010

b e Loo .

wn S101100 101 100

" 110010 01-1-110
001001 00 1001
e
T

1-1 0] 1o
Porunto, X« PU = [0 10lU ¢ ¥ gl o1 |V rduwen xava
00 1
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Las ecunciones de s transformaciones son

ne o ow y ne mew
e u " "
; Ve Probens 2
_TIPOS DE FORMAS BILINEALES.  Una forma biineal & vy, « X4 se llma

inéica sinéiica
ooty s A s | Pomsinética
‘hermitica alternada. hmnh:m\lnu

TRANSFORMACIONES COGREDIENTES. Consdeno ans o sl X4 cu los dos
conjuntos de variables 7.). Cuando estas variabes x ¢ y e someten
¥ misma tancormactn, 2o v s e cogredintes o bien

I varible s han transformado copredietemene.

L Si se somete a forma bilineal X'4Y, siendo A una matriz cuadrada de orden , a
las transformaciones cogredientes X = CU ¢ ¥ = C¥, aquélla se transforma en la forma
bilineal U'(C'AC)Y.

Si A es simétrica, también lo es C'AC; por tanto,
V. Una forma bilineal sometida a transformaciones cogredientes de las variables sigue
siendo simétrica

v. inales sobre un cuerpo F son equivalentes respecto de las ransfor-
o cordimte do b b bl , s it o congivnich e diko
cuerpo .

Del Teorema 1, Capitulo 15, se deduce:

VL. Una forma bilineal i
‘maciones cogredientes regulares de las variables a
(165) a +am + ooy,
De los Teoremas 11 y IV, Capitulo 15, se deduce:
VIL Una forma bilineal simétrica de caracteistica r se puede reducir mediante trans-
formaciones gogsedientes regulares de las variables sobre el cuerpo de los nimeros reales a
(166) X RN = Gy =
¥ sobre el cuerpo de los nimeros complejos a

(167) Xt

Véase Problema 3.

TRANSFORMACIONES L CONTRAGREDIENTES S bt i de f sl s
uando

Somelen 2 la transformacion X = (C~')U'y las variables ya ¥ = CV,
dw!us v-mhls e aes ngreione s s varabes 3 b o conirges
tement
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VUL 5 et o ot A, oo . ot sy de oo o
a las transformaciones contragredient ¥ = C, s transforma en la forma
sl D(C- O,

IX. La forma bilneal X'7Y Xy + o+ 5, se transforma en i misma
w0 ;o o confnto G vasable 5 wnsores oot

'DESCOMPOSICION EN FACTORES DE LAS FORMAS BILINEALES. En cl Problema 4 sc
demuestra el teorema_ siguiene:

La condicion necesaria y sufcente para que na forma bil
descomponer en factores ¢s que su caracersica sea la unidad.

eal 10 nula se pueda

PROBLEMAS RESUELTOS

S

1218 128
L %3, + 253 = 1957, dmy s e - = | % Wl - x v
4 25y, = 1350~ ok 157 = [:.u][A " 4],7! [7“5 4}

2. Reducit %y + 25y + 355 = 2+ 259 = %) ¥ Ty + Jxg% + 3%y, + 45y + %y 4 forma
antais,
Ve
Lt e ko 4 = (32213 Do b 6, Copne 5, o s s
s0en
PRTARVE
Ly 8 0-1/6 =5/6 /6
Bulaa ol v on ) o e 10 - [ ]m..m.\.n..mm.
S
oo 0
r—
1,4
P
PR - e b
XetUobialn e wewm ¢ V:Qobim
P "
- .
b XAY 8 e,
1208 B
3. Redce la frms s s Y47 |2 3591 por i d tansformacions o
y
tens

gredientes a (16.5) sobre el cuerpo de los nimeros racionales, () (16.6) sobre el de Jos nimeros
reales  (¢) (16.7) sobre el de los nimeros complejo.

122210 -] 12210 -1
0 b o ik
@) Del Efempl 1, Capllo 1, s tansformaciones eakes ¢+ & "l v= [0 2 2y
00 1ol 00 1 o
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redcen XCAY 8 sty — bty + ity

1521 1 -5 2 -1
0 2 11 02 11
o2, Capilo 15, I tassformaciones liedes X = o v
) e Eiemplo 2, Capi 8 R T R S
b oo ERE
reducen XAY 8 ity + ity = iy
) Dl esulado ¢l iemplo 2 Capil 15, s pucde obener
10007 1 000
cloroni-s 2ok
£looioiaiog
00001 -1 -110)
125 (R
Por o las transfomaciones ineales <0 2 £ Mgy 1@ 2Ly egucen iy
00 01 000
A L)

iy + ts

4, Demostrar que una forma bilineal f(x. ) sc puede descomponer en factores i, y solo si, su crac-
teristica es 1.

Supongamos que I orma s puede descomprer de aners que
SSagy + Ghnden < Ihgxy

Qe por o, a, = ¢, Brdetement, 0do menor desegndo oden b 4 = [}, como, pr fmpo,
ag o] [ety s a8
g o orbj by olay o

s igual 8 cxo. Luego I caracertica de A cs 1

is 1
1a forma 8 U(BACY =z, Ahoa b

ciones

R U B

comvern €8 (S S = fi) . por o o) s st dosmpons o .
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PROBLEMAS PROPUESTOS

s
(@) Bn = 2uy3s + 3531 + %9y = Sy = %y - Fayg = ¥y
Jrsdd  Jaid [i13 3
T R et ST S
I e
[ IR E————

12 1] 1
@ rfas v v @ r{s 10 aly afomacanons 1661
24 1
1-2 -7 1 -3 -v/3/3]
sesloi s weso vl
0oy oo VAR

;
o 80,6, e s oot i e i a4 145 ]
ransformacion que convierte X'A, ¥ en U'A,| L

ol

X WB. ¥-0GY

8. Inteprtar ¢f Probema 23, Capiulo 5, en fucion de un par d formas ilneaks

119 e
9. Hallar la transformacidn contragredieme X = (0 1 1[0, Sol ¥ |-} § v

o1 [
. s dec, X = PU, Y = B,

1. Demostar f Teorema 1X.

2 S 47 1 o o vl e 4114 U o ol s g, e
que cuando
oo 5. oien ot D s

8 Problema 4, Capilo 15, xeru
¥ = PV que reducen una forma bilieal altemada de caracterstica £ = 2t f form candnica
o s = ¢ gt - gty
14, Hallar as formas canénicas de s formas bilinals herias y hermiias allrnadas.
Ind. Veane (156) y (157



Capitulo 17

Formas cuadriticas

_EORMA CUADRATICA. Todo-polnomio homogéne del tipo
) g = XX = ;" 3 agusy

en las variables x, %3,

Eiemplo 1. = 5} + 261 = T} — 4ryry + Brye e un forma cundrtica n I varibles 3, x, . L
‘whato i

producos —4x,%, ¥ 82,5 para formar 10s IROS @(5€y%, G35, Y Gystyty Oy, Por

aremos o téminos de los productos e forma que d = a. Por consiuinte,

[ L
1o
< xfa 2olx
Con

La matrz simétrica A = [a,] s Ylama mairi de I forma cuadritia y I caractrist
i ila < i

en caso contraio, se llama regular.

La transf lineal o F, X = BY, convierte Ia o
cusdritica (17.1) de matriz simétrica 4, sobre F, en la forma cuadritica
172) (BYYABY) = Y(BAB)Y
de matriz simétrica B'AB.

Do lops ot o i s o 3 0 Yy liome e
s0lo s, existe una transformacidn lineal BY que, junto con ¥ = I¥, transforma una.
de las formas en Ia otra. Como B'AB es mnm: con 4 s¢ tene:

L La caracteistica de una forma cuadrdtic es un invariante respecto de las transor-
macons eplres de s b
foma cadrns defitas e o F s it st dicho
T e o s e
Del Problema 1, Capitulo 15, s¢ deduce que una forma cuadritea de caracersica  se puede
reducie 8 la forma

3 bt hd ek hAO
It
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en la cual solo figuran los términos de las variabis al cuadrado, mediante una transforma
e ¥ = BV, La matiz e n prodco de s denenils otmna B prod
e orden contrari, de las mismas matrices clementales

2
<2 2 0|X del Eemplo 1 aa forma (173)
o

1 ai0d] io oy o]
seiene [41] = |22 0jorofcloma 8] 210
woariont| o smizeon
)
'
Portamo, Xx 8V [0 14y e qa om0l
$oy Véanse Problemas 1:2.
N_DF reduccién de una forma cyadritica a la forma (17.3) se

pnad: Jlreis — pord wia e Lagrange, que consiste, en esencia, en formar repetidamente
cuadrados pe

Eompod ¢ ¢ 4 3 - T - dur, ¢ Bury
e amrgl b2 -
- aginam a2 8 2 - 0 -
-yt - At - 2

=y agaa T - At 10 + 0

(q-tring - 2t + 08

s il s 5 s
Poumo, o s w- g obm ”e
P B »
reduoe'y 8 57 - 7oyl 0t
Vese Prbim .

‘Supongarios qué la forma cuadritics real g = X'AX se
reduce o orma (17.3) mediane wn taslormac de Jos coeficen-

por et 1 P ¥ columba de ipo 1, que transforma g cn

TP G g o S TN L el

en la cual los términos con coefciente positivo preceden a los de coefciente negativo.
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La transformacién regular

o bien

transforma (17.4) en la forma canonica
) R R o )

Por consiguiente, como el producto de traasformaciones regulares es una. transformacion
regalar, se deduce:

. Tod fom: ono, s ol o, g s sl ol
i

5, el quer
Y i du T e &
b mmq.x,m.w B s redio 3
A+ o i et = s o AR ¢

z,wa n; ¥ 1t vnlormacin reple 1= 0 = iy 7= inlf2 e ¢ 0
by
Crabintndo s randodons ¢ ol o trmac ol el
PERTRE PR i
i tan A
% o e obim X - |0 4n bl
o vs o
n b

e g8 =l ud - 8 L forma cunddtin e de caracerisica 3¢ ndice 2.

LEY DE INERCIA DE SYLVESTER.  En el Problema 5, se demuestra Ia ly de inerca que dice:

IV, i s aplican dos transformacione rales y reglars a una forma cuadrtia real
se obtenen dos formas candnicas (175) de I misma caracteristia ¢ igual idic

indie 00 de s rans-
formaciones clementales que produce (15.2),

a e enve o nimes de s posivs gt 7 = - ) n (119 s
Vs Sgrnre e o contlicn Com o &8 Tero 1, e

'Dos formas cuadriticas reales en  variables son equivalents sobre el cuerpo de
o s ¥ 50l0 s, tenen la misma caracteristic ¢ igual indice o bien Ia misma
caracteristca ¢ idéntica signatura.

FORMAS  CUADRATICAS COMPLEIAS. Suponginos qu s e s forma it
compleja X'AX & la forma (17.3) mediante

T R )

(= o2 m)
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e : T30 1
b el
reduce (17.3)a
e Aede g
Por consiguiente,

V1. Toda forma cuadritica de caracterisica , sobre el cuerpo de los nimeros com-
transformacion regular o

pleos,
candaica (176).

VIL. - Dos formas cuadriticas compleja en n variables son equivalentes sobre el cuerpo.
de los nimeros compicios si, y solo si, tienen Ia misma caractristic.

DAS. Unt foma cudrin el y e, = V4
con 4] %0, i i i
pucs, e lcuepo e os nlmeros els s puede rdoc una orma cudriia defida pnsmvl
aytyi+ee+ ) >0,
Una forma cuadritica real y sngular, g = X'AX con [4] = 0, s lama semidefinida posivoa
8 camcitony ol i o igmen 7 < 1. B v de o s s
se puede reducir una forma cuadritica semide ay+yi4 4l r<nypna
tod s dc lrsde s bl » itio o il 420,

3
‘puede reducir una forma definida

€ decr, 7 [ En:lcntmn de los mimeros reales e
gtivaa -3 - 5} ¥ para todo conjunto de vllulu de las variables x (distinto del
trivial), g < 0.

Una forma cuadedtica real y singuar, g = X'AX, se llama semidefnida negaria s su indice e
0,st0.e5, < ,p = 0. En el curpo de losnimerosreales se pude reducir na forma semi-
definida negativa a —y3 — 2, y para todo conjunto de valores de las variables x (dis-
tinto del trivial), g < 0.
videntemente, s g s una forma defnida (semidefinida) negativa, — g es una forma deinda
(semidefinida) positva.
En las formas cuadriticas defnidas positvas se verifca:

VL §i g= X'AX es una forma definida posiiva, entonces 4] > 0.

MENORES PRINCIPALER u.. s o 4 Ml i o] s
los le-
aato d a diagon] d 3 menoe pisia d a4 10 o i ety

En el Problema 6 se demuesira el teorema siguiente:

oda matriz simétrica de caractristica r tene al menos un menor principal de or-
o o o

ATR!CES DEFINIDAS ¢ SEMIDEFINIDAS, Li mariz 44 ink forns cusdebin 1
ma defnida o semidefinida segin 1o sea la forma cuadritica

ki e A S 3 5 S et

X
tar C tal g

itz s 4 de a1 3 semidelita o o, o
s, existe una matriz C de caracterisica 7 tal que 4 = C'C.

Véase Problema 7.
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XIL Si 4 s una matrz deinda positiva, todo menor principal de el es positvo,
Véase Problema 8.
Xl Si 4 s una matriz semidefnida positia, todo menor principal d ells es nulo o
v

FORMAS CUADRATICAS DE ORDEN REGULAR. Sea 4= o) wna i sintic de
ipales

finida sobre un cuerpo F, y consideremos los menores princi

ok o o o
an.) L e e ! R R A L
ot e Gg; @i Gy

En el Problema 9 se demuestra ¢l teorema siguiene;

. T iz a4 e sy g s e g, e
asy 1Y Doy san ulos

g |

A e una matriz simética y gy # 0, pero p,-y =0, entonees p,-;
¥ o tienen signo posiiv.

Ejemplo &, En l forma cuaditica 11X,

120, pa=0, pa ]

St 40 ntormacie X+, dupra

1111
izl
i ¥ ¥
" 1214
2249
el =11 0=l . Bor e, e el e 1 6 0n
nulos simulineanéot.
Una matez simétrica A esth no
sean nulos o i s I XX
A Ejemplo 5, a forma regular; | i
s e mimo cmlo & de ot e

Del Teorema IX se ded ne al menos
o principal cuadrado de orden r, disito de cero, y cuyos elementos se p\l:d:n levar al
extremo superior izquicrdo de 4. EAlonces, p, # 0, 56100 p,y, = prv; = 0. Segin
el Teorema XIV, la £ primerasfls y las  primeras wmmna! = s arensr 0 o e
menos uno de 105, ¥ 7,3 ¢4 distinto de ero. Si -, # 0 p,- = 0, aplicamos el método
ot e de e 5y s i ot s B P,y asisuce-
sivament, hasta que M quede regularmente ordenada.

VL. Toda matriz (forma cuadritica) simétrica de carscteistica r se puede ordenar
Setilaments, Véase Problema 10.

XVIL Una forma cuadrética real X' AX es posiiva si,y solo si, su caracteistca es n
¥ todos los menores principales de la sucesion son positivos

/XYL Una forma custetion s XA e arceristic 7 s semidfuida posivn
iy 50 i so poiis odos o menors priniples de o iSO s B
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METODO DE REDUCCION DE KRONECKER. Este método de Kronecker para reducir una
orma cuadrtca a ol en Ta que solo existan los términos de las variablesal cuadrado sc basa en
ol teorema siguinte:

XIX. S

AL St kA Gl o G S o
y caracteristica , se puede reducic acion regular sobre dicho cu

e Torma g = '8b on s an menor 0 A e oo 3 e e o exem .
perior zquierdo de 5. Ademés, existe una transformacion lincal regular sobre ¢l cuerpo F,
que reduce g @ Ia forma cuadritica regular ¢ = ¥'CX, de r variable.

XX S5 g X4X o e formd candtn ugular de n variables definida sobre un
erpo F, ¥ 1=t # 0, Ia transformacin

Tt M
E

obien
10000 €
010 .0y
P e

000 ... 1 85

000 .0,
et a5 g o o0l qu e b pesto de s n
drado de una de as variabls

Fiemplo 6. En la forma cwadrties XX = X[ -2 2 0|X. s =0,

L
4 0
ransformacion regular
Bt tlen s - 10 4]
Bt oty s -t obe X=lo1-sfy
el S 002
reduce XX 2
o[ 1-2 41 o-

o 1|22 offor sy -
R R

enla cusla varisble y, apares dnicamente clevada al cuadrad,

XXL. S g = XAX cs una forma coadritica reglar, definida sobre un cuerpo . y
0, pero 4, #0, Ia transformacion eguar sobre dicho cuerpo F

B Gnarna t G (512 00m2)

ey
100 .00 typ
010 .0 typy

0 1 G
0.0

.
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APy

rdue ga 5 E gy + 20,
&

La ransformacion siguiente

»or ot
datugara B X 0u5is) ¢ 20 0prdsh = ), en la cual est aisados dos téminos

al cuadrado de signos contrarios.

Fiemglo 7. En a forma condica b
xax = oxlzaafx
131
T By = 0, erotg = -1 4. La transformacion egur
Bt ot oyt Gy 1]
" Gy oben X = [0 0ty
Boe o tap 01 o)
redce X4X 8
toolfiad]fi 1 g 1o
vl oallaesf{o oalr = rfooalr < vay - g2y,
21 of[131floa o 01 0)
La vransformacion
N 1o o
wr ow-u  obe V- |0l
e weaw 01t

1od)[io 10 0]
coufforalz < Zloz ol . diaeg
oroffon 1 002
Del Teorema XIX
« d g vednwu . XAX, 0 g e un e oo gt de
orden .y el sto 105, Segin el Teore-
ma XVI, 4 s puede ordenar r:‘nlmncnl:
Siy #0. X
78) Pt
et = 010,y 0 petando s dos dlimas sy s do s coluoas
s obtienc uni mateiz 0 18 Cusl ., = %, -, # 0- Como p,_ # 0, ¢ puede aplicar e Teore-
24 XX, ot 9o et s (v o isdnds
179) Doty Vi + % ot

que serin de signo contario, ya que, segin ¢l Teorema XV, p,-. ¥ , son de distinto signo.
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Sip-y = 0ya,,,, =0, entonces (véase Problema 9) ., # 0 y se puede aplcar ¢l
Teorema XX1 para porer de manifesto dos téminos al cuadrado

(17.10) 2, pdi-1 = )

que tiene signo contrario.

Este proceso se puede repetir hasta que Ia forma cuadritica quede reducida a otra en la o
20 haya mis ue tminos clevados ol cudruco

o s
permanecia o una i En (179)y (17.10) e ve que

B3 hon oy petnan na et st v ds Sat, Pt G0 S
de gy, o1y .-y Por consiguiente,

XL e sl uo foma s de ordn el g = X'4X  forma canb-
nica por el método de Kronecker, el nimero de términos positivs es igual al de permanen-
cias de s o comspondiee 8oy sgtitos el e o e ag signo en
I 4 Pae -+ P €0 12 que s hay algin cero se puede considerar como positvo.
e B P couberesi e e ol i mbene e
Véanse Problemas 11-13,

DESCOMPOSICION EN FACTORES DE LS FORMAS CUADRATICAS. Se X'4Y #.0 wa
Tormi e cochcientes
Sopoine. o T4% o dosotupons on o e fovms
0] NAX = (arm o e )i b o4 bt

i los factores son linealmente independientes, existe al menos na munz[ ]q\m e regu-
4.

lar, Numeremos las varabls y los cocficientes de form que [:i :ﬂ @ [;: ;:]
La iranformacion regulsr
Y ot
Yo = bbbt by
.,
reduce (i) a yyy, de caracteristica 2. Por tanto, (i) es de caracteristica 2.
Silos factores son lincalmente dependients, exise al menos un clemento a; # 0. Numeremos

redcs (18 2y de carcerisin 1. P ano, () o de st 1.

dproummlm o la caracteristica de X'AX es 1 6 2 se puede reducir, segin ¢l Teorema VI,
1 forma y} o bien yF + 3, respectivamente, cada una de las culesse pueden scribi sobre l
«cuerpo de los nimeros complejos, como producto de dos factores lineales.
Por comsiguiente,

XXIIL L condicion necesaria y sufiente para que una forma cuadritica X'AY # 0
de coefcentes complejos admita una descomposcion en dos factores lineales es que su ca-
racteristia sea 1 < 2.
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PROBLEMAS RESUELTOS

129 4
: 235 8
1. Redusi g X238 Sy alaforma 7.3
28 105,
Del femplo 1, Captl 15,
1aaiapiood] [uooo
y1 .23 s siorool fotoo 5P
W= o s smfooo|€lo0uo Lo
2sm0-si0001| [0 o000

12 9]
2 Reducie = XAX=X[24 8[X a la forma (173)
28,4

Po o, I taforpacon x:ry-[;-:.;} P T M)
o1
3. Reduccion de Lagrange.

(0 0 = 260500 102 T+ sy 12y B, ¢ gt B - 165,
< 2l 2 g2 82 1943 204 oyt~ B - 162,
- 2 B35y 25) + (g0

502 4 1908 - 2007 4 My, — B3, - 1635, - 22 435,420

- 2y 20— 3 2t - 92
© Bl 320 - Sl 20

542 B 20

Por tanto, l trasformacin D wkegs a7-nlesd

B
2
7
2 =
(b Para 1 forma cuadrtca 6 Problema 2 ¢ obine

g e 62 s+ 4] = (42020 4 B
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@ e )
¥ s bt
L L 1 TSR VY P R ST
141] [T 14 '
Ao 1412 30 2=[0 voltammior=|o 1 Tolres bl
I oo oan) fo-in
i

4. Aplicando el resultado del Problema 2,

[ERIREY]
Wglos ofes 1l
0021 044

tetel

Por tanto I transformacidn X =

i
‘ﬁi\ﬁN' .
0 -1 i3

1= 0 122
Qr=l0 &y2 -ky2|Y reduce g=X'|2 4 8|X alaforma candnica
o Wi s

trans-

Ren-n
a

formaciones regulares

@ LR AR S it i

y

[ SR e

se verifica que p

Supongamos g > p-Sea X = FY I tranformacin due ds uga o )y X = GY 1 que da lugar .

Enonces,
bum ¢ vt x4 binn
bxy ¢ baarg 4 oo+ b

v el . -

(A USRI SO

y

fam o
enn + s

-4 o
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reducen, espectvamente, ) () . Por consigiat,

) Oyttt bed’ £ o ettt
= ottty = o 2 e

G g ¢ e bt

Gt s e = e (et )
Consiterens s -4p < xvacions
L B o gt gy 70
bt gy by < 0 S st Gty * 0
[T —— SRR S Al

Seqin l Teorema IV, Capial 10, existe o solcit 50 Uivia (1, ..., ) e, sustiida e (i, nos

b bty 2ox 4 )
2t gl e e (et F e+ ut,.u*»f

o e fuig
oty i

matices regulare, n contra de I hipdes, Por tanto,
Ia hipotsis d gu g < p, ¢ leg ambien 3 uma con

6. Demostra que toda malr simétrica 4 de caracteistica 7 posee i o menor pricipal de
orden r distinto de cero.

los  primeros lugars,y o mis 3
Abora, i

‘menos de las e coumnasPor tanto, resut Iy matriz

Sty Sy, Sty

ot iy

U el

cuyo extremo supeio iaquierdo s ceipado por un énor o ulo qu e, evidentnente, wy menor prini-
palde 4

7. Demostrr que um mateiz sinéirca el A de caractrisica  es semidefida positv si. ¥ solo
i, existe una matriz C, de caracteristia r, tal que 4

e [ ikt
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i e foma e = Z,8 oo = = M A = FLD = BN~ B
= N,B; enonces, a caracterstica de C s 1 y A = C'C. como queriamos demost

A=cce
Sr S o et sk 0t

Nes dg e dy 00,000

S ) B G o B i A W RO
ciendo CE = B = [b,}. como BB

Bl o e s na

(= st )

en donde d; e posiivo . por consig

e, I matiz 4 s semidenida posiiva.

8. Demostar que i Ia matrz A es definida positva, todo menor prinipa de ella-es positivo.

Seag = XAX. princpal de 4 Jesla matriz 4,
e a forma cuaditica g, deducida de g baciendo , = 0. Ahora bie,todo vlor d g, para un conjuno o
i . v ano, postv Ay s deini

postn,
@l

matie A dos, s, ... flas, y Ias coumnas corespond
Sgin o Tooena V1 5 .y 5 s o v odo mor prinal e ot

Demostrar que toda matriz cudrada regul
o columnas sorspodients,d o G -1 5

. se puede ordenar permutando ciertas
3 10 sean nulos simultdneamente.

Bl teorema se verfica cvando A s de orden 1 6 2. Tambidn e cumple cuando A s de orden n > 2y
40 # 0. Supongamos s, = 0; entones a) algin 0, () 0 bin todos 05 2, = 0.

B S o € o S e £ bl ey 0 0

Como ] Pemuando s s y
=1 $0.06
66w e
Lo, 0 i .
(o iy Al A TR
[e—
Obsrs qe st desis ambi f Terna XY.
002
; arer]0 18 1
10, Vobera numerar s varislesde foma que ¢ = X4X < X8 1 3 1y s rgua,
[T

Setine py = 1, py = 0,py = 0, py = =4 py = =3 Como py = py = 0, py % 0, cstdiemos I ez

00 7]
02
B={0 1 3|de s Eladintop, =
3 24

]
234,

| o 4 g b sy e
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columma con a tereea se obiene

0201
2431
Flos v afr
i

11, Reducir por el método de Kronecker g =

TR ok ke e
e, teodri un temino.

Enestecaso,py = 1,7y = 1,y =

postivo y tres negativos,
Como todos Ios p # 0, aplcando reptidamente el Teorema XIX se lga a la forma reduids

Pobarl * e ¢ B * py

123 1]
12, Reduci por el método de Kronecker ¢ = xdx = x|2 &2 3x
1325
_—r Asere
1219 1219
wage|l)) o b s 3] /0 Conn it s al:
2629 0000

40 tomare:

R R N A R A ]
121 9
2 41-1
13, Reducir por el método de Kronecker ¢ = X| 7§ | T |X
2-12.1

Eneste 350,90 = 1Py = 173 = 0,py = =, p = 27 I forma reducids tendei dos érminos posiios

v s 3 I ———

reducida s, segin (168) y (169),

Ronol + Boam oD ¢ parard + A 4 Sl - Sul - 2]
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14, Demostrar que para todo conjunto de vectore reales de orden 1, Xy, Xy, -

170 A 1 R 2 A
Kk KX kK
]

Bk Ak e Hydy
:n donde la condicién necesaria y suficiente para que se verifique la igualdad es que el conjunto

ado sea linealmente independientc.

() Supngns e s st o st s X 5, .., 51 0o,
z= i Xx#0y0<Z z.u Xt (x X = QXM = X0 X)X = XGX.
Gomo e forma cadrt s e posos, (6> 0.
) I K
10 todos o, ds forms e . por o,

Nk Xyl Xy s AR X =0 (=120
Bl sistema omogéeo de ccuncones
XXk £ Xy Xaxg £ b XXy =0 (=12 p)
e una soicib 50 vkl = Ky 1= 13 b ¥ (6] = 0.
Hemos demostado que 6| 0. Para demostcar el ecproco de (8 suponenos que 6] =
atonando s o iversoa () btine X, € = 0, = 1,2....,pl sendo & = £ k¥, Po o,
Bt = 220,80,y s o ddos ;s o deennc

PROBLEMAS PROPUESTOS

15, B én notacién matrical las formas cuadritias sigientes

@ g t12 B 2-enged (O - 2 ke By < By

e [ a-ad V3, 9]
S (3 x[, J]x ®xf-s 0olx @ x|2-2afx
o 01 343

5

Eserbic e desarrllo de I forma cuadrdtca en 1, ¥, X, coya matrz es

Sob 22 = a5, + 2 ¥ 28 4 B = 52

17 Retce or o e e b 1y or I rdui d L
oy i o1 oo i
@ ¥|2 6-2(X AA)X" bad b ¢ (© X1 11y (@ Xlo 1-2lx
4 -2 18] ’lj' 2170 12 3
sial
R s @b @it

 Haceren )y 4)

m ot
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o
8t Dot e [} 11 1} 2] e s s e i et
(9 Denostas e b s i de o fornscndr s s

15, Demosia gu sobe o cuepo e s o reles o+ = 4} + ity y 95 4 264 24+ s -
Gy ~ By, son cquivalees

J s deini i

po real con 1 (~1),

. Do g 08 0 Pl 1.t P CF e = R, o &
o, demostar ¢f Teorema X

Gukar(=Kerl).

22, () Demstrar que i dos formas cundritias reles e I mismas variabe son dfndas positas, umbikn
o-es 0 suma

) Demostrar que i 4, e ura
D %1 X K EDIORES

5y
o+ 4365 foma Gfidd positv e s Varisbles ,, ...,

. Demostar que s C s una malrz sl y regular, CC es deinida posita,
i, Considerar YIX = Y'CICY.

an Ia demosrcion del Teorema X, fnd. Consiear DAD = .

= it los 47,

Ly By €

Denosar

i mati CB s ortogoal.
1. Demosrr que todo menor pricips d un mati A sideid posi sl o meyor que .
B Damostar que axf ~ 2y + e e eida psioa 5, 3 s0l0 8, 0> 0y ] = ac 4> 0,
2. Comprokar el o de I transfomcidn en os Teoemas XX y XXL.

0. Aplcando e mé \ tans
Tormar en forma candnica cada un d la sguicnes:

o] " o0 0
x| D1t wx] ooy wx]
a1 :
221
L aa 0ai
oo Lo
3 | ey
x|~ 3-3lx (dw)(’Z‘!zx x| 2e 2 ® X X
o3 i it
2550 1231 1111
. ) e e s vl s b ) s o o Pl 1740
Sob 0 5y, 7 A e

) 4 - 167 1657 16: 57 + 1287 - 1287
R e 0 Ve (0.
@ 52-n @ 4215717017
30 Demosrar que ¢ = x| 63 — 0] = 3 = x5y + 2+ D3~ T, + 95 s pusde
desompone e fctores.



Capitulo 18

Formas hermiticas

FORMA HERMITICA, La forma definida por

as.1) bow FHX - Pz‘/_; [
o e o o A o g o S

ma. Si dicha
caracteristica es 1 < n, Y pliplyminm Shasis: 25 s hizeio o e

Si Hy X son matrices reale, 18.1) representa una form cuadrética eal; por tanto, los teorc-

Tos del capitulo anterior y sus d con ligeras va-

riantes, son Ias ali expuestas

Bk, e para el par de pro-
ductos hyfyx; y hy¥px,

hEig + hE = bR RgRE (g
que es ml Por cunnsulenu.

nos de una forma hermitica son real
. i regular X = BY reduce la fomey WA (18.1)a otra forma her-

(182) (BYHEBY = FEHBY

Dos formas hermitica en las mismas y solo s, existe una transfor-
i e i ¥ = B gl it oin T = 75, ohoun 0l 1 i o e
FHB y H son conjuntvas (congrientes en sentido hermitio), s tiene:
racteritica de una forma hermitica s un invariante con respecto a toda trans-
formacién regular de I variabes,
Dos formas hermiticas son equivalentes s, y 5olo i, sus matices son conjuntivas
(congruentes en sentdo hermitico).

REDUCCION A FORMA CANONICA. Una forma hermitica (18.1) de caracteristica r se puede
reducir 8 fa forma diagonal

(183) BRn b s 8 b ki kA0 yral

mediante una transformacién lineal egular X = BY. De (18.2) se deduce que B es un producto
de matrices columna clementales y que 5 cs el producto, en orden contrario, de las matrices fla
clementales conjugadas.

[véase (15.6)].

(184) T b T b e s By - Tt — o0 = Bty

146
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de a transfor-
macion qu= o i o ¥ um

Solo'i, tienen
Ia s caacterisiva e iua i & i o st e ¢ éntcs T

IDEFINIDAS. Una forma hermitia reguar
Asi, pues,una forma

i i, s o pi G 5+ 4+ S Y oo connto
00 trival de valores de las variabies
U foroa s sogir. 7, V. s s 8 s s
s indice son iguales, es decir, = p < . Una forma hermitca semidefinda positv se pucde
S s 1 i oo conn o il e lorsd s v
iables
T m  de e form b 113 s dfids posiie o s psi
segin 1o sea la forma hermiica correspondiene
Una forma hermitia es definda positiv si, ¥ slo i, exste una matiz regular €
al que H = CC.
VI Si H es deiida posiiva, todo menor principal de H es positivo, y reciprocamente
VL. Si H es samideinida positiva, todo menor pricipal de H es nulo o posiiv, y re-
ciprocamente.

PROBLEMAS RESUELTOS

1oL 2w
L Reducie {12 5 ~4~2i|X a Ia forma candnica (18.4)
203 4435 1

Del Probema 7, Capiulo 15,

1o
[
205 —g0u

Por tano, la transformacién final egulr

1T 4T
x s fooaym o -wm
o NB N

vod] Mooy 1 oo
pioluclor ol G NE NG
0o 01 | - VTS AT,

s reduce 1 Torma hermiia dada  fu, + s = T
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PROBLEMAS PROPUESTOS

2. Reduci a forma cannica as siguietes:

A U oaew o]
oi @Fua 1 sl
w2
IS
i [RER
» r[ ;]x @ ¥t 0 2-ifx
A PR

Ind. En (8), muipca Ia sgunda ia de H por  y sumar 4 la primea fla.

o cr-mns o
sal mxr[u e ]v B =T

u»h‘/'i[’l ﬂy T

1 1eays
LIV | 25 P

0 o

©

1 LONE AT
@x=[o B BTV i - G
5

0 0 Wi
3 -8 vem,
1 [t er-mn]fn ]
so. x=L] i
ol
1w 1 i
4 Demostar que ¥ 11 6 -0 X e definida posita y ¥{1-i 35 (X essemidemida posve
a1 s
5. Demostr los Teoremas V-VIL
6B Josandogos s "
aricas
0 omom oy
[ i
% Do (5 b s o on| < - & Ege s dudmode e ieligy
L ban

Ind. Aplar (43).



Capitulo 19

Ecua

n caracteristica de una matriz

4 il eidomacitn o

INTRODUCCION. Sea ¥ = AX. sendo 4 = [aq]. (i = 1,2
Engenerl, b

€n 0tro ¥ = [y, yy.
b X
pertencciente a F 0 a cualquier olro cuerpo del cual F sea un subcu
“Todoyeor X que o conere et ic mistormacon enl veor Y, dei, todo
vector tal que

] reaconado con el prinero por dicha mmlmwbn 1.......a;

9.1 Ax=n

se llima vecior intariante tespecto de fa tansformacion.

ECUACION CARACTERISTICA. De (19.1). s¢ obtiene

" T | Y I
92 -4 = i-px o [ e Amem B o
San —ane A=an |57

dicn necesaria y sufiiente para que este sistema’ homogénco de‘ecuaciones (19.2)
tenga solucion, distinta de I trivial, s que

Ky g
w3) [T e
;i A S
Bl 1 polinomio que sl
teinico i 4. La ecuscion g(h) - O e
) oy S e, by i ioicasde .S b

istica, entones (1 T
ponentes de,los vectores inariantes o caracieristcos asociados a dicha raiz:

s aices caracterisicas se llaman, normalmente, valores propias 0 autoralores; los vectores
caractersticos cortespondientes son los ectores propios o autovectores.

224
Elemplo 1. Hallr {65 Vloes propid y g vetofes propios e I matrz [; 3 .]
Ay vy
La coucibn aracterisicas | -1 A-3 -1 [+ ¥ 78 #1105 70 cups
“2a09

i son A=A Aot
149
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Paa A=dy=5. (192)se tene

32 ][ 01 ][
o 2aflmf=0 obm [10-|[w]0
R ™ 00 of|s
32 -i]
e -1 21 u-qumlmudzﬁhl 101
-1 0o of
= 3, = x, = 1; por ant, aociado con ¢l valor propio . =

el epacio vetoral mnwdluxnwmimidn o 111 e vr T A e
este epacio ¢ un vector propio

Pam A= Dy 1, (192) s ene

obin xt2utx 0

<o s ot
(2. ~1,0)

iy

Veanse Probemas 12

TEOREMAS GENERALES, ~En ¢l Problema 3 sc demucstra un caso partcular (k = 3) del teorema
general siguente:
S sonlon vl propos s s iy o Yo 1
som 10 vetares ropio, no uls,asiados 4 aquéls, dichos vetores X son nealmente
independientes.

(n=3) del teorema general sguient

1. L devda d ordn  de 90) = B © | o rpsto 4, o iz
ot d crlen 1 o gl S de o s les de orden n — k
de la matrz caracteristia cuar MR iy
Consecuencia del Teorema 1 es:

ML Si &y es un valor vmpm de multiplicidad r de una matriz cuadrada 4 de orden
¢l rango o caracteristica de la matriz A,J — A es igual o mlyor que n — 1,y la dimension dzl
Spaco vectorisl propo ssocido s gl 0 menor qie 7

Vesse Problema §

En partcular

1", Si, es un valor propio simple de una matriz cuadrada A de orden n, ¢l rango o
caracterisica de I matiz A ~ A e gl .71 1,y dimensin dlepicia vetoril -
dado e

2 B4 [ : .]a,.ﬂ.n.in,...w.,mmm,m. PTSN

Bl vector propi (1, 1,17 asociado al valo propio A = 5, ¥ s ectorespropios [2, —1, 0] y
1,0, -17. lincamenic independiets, ssociadas al vl ropio miipe %= 1. formn un
conjunto Tinealmente independiene (vése Teorema 1)
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espaio ectorial propio ssociado l valor propo simpe = 3 e de dimensidn 1,y ¢l o

ciado a I iz .= 1, e muliplicidad 2, e de dimension 2 (vianse Teoremas Il y I,
ambién Problema 6.

omo todo menor principal de A" es igual al correspondiente menor principal de A, segin
(19.4) del Problema 1, se tiene:

IV, Las matrces A y A" tienen la mismas races caactersicas, e decr, los mismos
alores propios.

simismo, como todo menor principal de 4 es el conjugado del menor principal correspon-
diete de 4, resulta

V.. Los valores propios de 4 y de A son los complejos corjugados de los valores pro-
ios de la matriz 4.

Comparando las ecuaciones caracteristicas, se deduce:

VL St b o o s oo de o i it 4 sy
k un escalar :nl\qnl:m iy Ky S s reicessaracerstins o el prpics e
la matriz

VL 4, son los valores pmploldz\lna mattiz cuadrada A de orden 1,

kmm it cuatqum, Ry =k hy = k. .y = k son s raies caracterstcas o valores
la matriz A — kI

BV Proticma 7 3¢ demsin of torems igene: .

VILL Si e un alor propio de una mariz A regula, 4} es un valor propio o raiz
canacteisica de adj 4

PROBLEMAS RESUELTOS
Siendo A una matriz cuadrada de orden n, demostrar:

094) 60 = WAl = N4 aNT ety

b+ A

donde s, (m 1,6 1 l)' veces a suma de todos los menores principales cus-
o et 5 1 i s

Exprescmos /4] en' formi

Moy 0y [ ;
[ 0= :
O-om 0-am o A<am)
suma de 2 e scerdo con el Teoem VI, Capitlo 3.
Oy vl (-7, ¥ lumnas (= 1
ol el e v s ot o e S
s de 4.

Después de un ndimero par d pemutaciones d flas Y columnas coniguas e lega a determinante
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i e % |
s gy Sy |

Setene "
o~
- e
Portamo, W -] = A= 50 40X 7 12 ! ;
R, Ko i, K 4.De Kodan Xy
son linealmente independienes.
por T todos
nulos, de maners que
0 SRS LR < b
Moltiplcando () po A y recondando g AX; < A X, i 5 cbieoe
@ ol mAts b cadle T ek ahals 4 asdoks T 0
Malipcando (i) por 4,
) Gt T N8
Las ccuacione ), i), ) s pusden escrbi en I forma mateicial

e
™ FSREVIRW] | 1 B
LSRN | )
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Del Problema 5, Capitulo 3, s deduce e 8 = |As Az Aol 4 Oipor tato,exise I mariz invera 5"
PN

ayXs]' = 0. Pero esto exige que 4, = 0 = gy = 0, eacon

Maltipicando (v) por 8" s obiene [0
2 de I Bt

En resmen, X, 4, Yy son vctores incalmente independietes,

4 De g = M-Al = | -os A-mg  —am| seobtiene
i
1 0 0 A-os -az el [A-os —ma -yl
ey 001 A-mp -opa + o 1 0 | 4+ | ~on A-ogs ~nf
RS —aay —ogz A= ol 0 ) 1
e I e T e
~oag A-ag| ~ag; A-asg] —ops A-ag|
L e s et b e 4
1 I Aoz —omg
SO Y
= 2lh-a) + (A-ape) + (N-agall
e e e 4
o= o

También ¢ = g0 = . = 0.
Dcmuslm que si A, es un valor propio de orden de multiplicidad r correspondiente a una matriz
le orden n, ¢l rango o caracteristica de la matriz A,/ — A es igual 0 mayor que n ~ 7,
e o 48 apao HeaR PO Ll ol i
Ay ssuna i dela s #0) = ,d i, 40, 0,

Como (k)= ¢y}
J70 3 0 Abo ko s o s ol o 1 A g
— s amenos 1 Sgin

2,
6. Halar los valores propios o rajces caraetristicas s espatios vettoriales propios de la matriz
del Problema 2,
Los valoes propos son 1,1, 1, 2

G [ d
[TV T O (] PSR s
d e 15 sl pogio o o o 2.3 <231
o oo s
Bl {1 e zﬂdn.um(rlklmlwﬁp!lmnulﬂci

1o s a|™ e
R I L
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7 Dzmmmr que si  es un valor propio no nulo d= la matriz cuadrada 4, regular y de orden n, en-
nces 4] s un valor propio de I marr

Del Problema 1,

o "y gy

sabgiae et = o
e donde s, 1= 12.,.m = 1) (=1 vece  suma d tdos s menores prneiples uadrdos e rden
ideay

let-aga] = i
endonde 5, /= 1.2,
Jied

CSET L St e o]

1) s (=1 veees 1 suma de todos s menoes prncpaes cuadrados e oden
D64y delas defniones ey Syt S 1 sy 8= O Ml 5, = (1 A0
¥ lass 4] = A1 g

- A] = PR Y a7 s AT A s
y

e
oy 4 B U
Ml M

W™t -agg A] = 0"+ u(mw .
Abora bin,

JHh et b st
yoeln

arydly

s

AP d™ e s

Por tano, |4l e un valor propio de adj 4

8. Demostrar que la ccuacién caracteistica de una matiz ortogonal # e una ecuacidn reciproca.
Se tene

= Wi-pl - WPl < J-each

e PRl - e
=Pl e P = e

PROBLEMAS PROPUESTOS

9. Dadas as matrices siguinte, hallr sus valores propis y una base dé espcio vstorial propi.

@ vl
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@ 2[00 0, [4-10)
o Bt 40
0.1, [,

Loy
@) 1,010,401 [1.-1,0,0]; 5. l05.12)
1 lL2aa; L4

0, [z,

10, Demostrar que i X s un vetor uitario y 4.

R, s veifeas X'AX =

. Demostar que os valores prop
ctors propios asocidos son Ios vectores unitarios o leeotles

12, Demostar los Teoremas 1y VI,

13, Demostar el Teorema V1
B SR A e~ 0 b0 A A = k= AR = L K~

" Liiid,
A

1t [ oot ety < s i 1
1 i it i :

1 '  rdesus valo-
s propios son mlos.

1 o Wy 50 s G ik 1 45 g b 4
B e s s vlres o

18, Demostar que By A™'BA, siendo A y s matices el roblena 17, enen los mismos valoes propis,

partir de la exprsidn [\l — A~!| = |-~ — ),

QU Uy 1 s 1y som los valores propis de a matiz A"

19, Siendo A una matriz cuadrada de orden n demost

I3 3y X, o0 un vlor propio y n vetor propio ssoiado de . entonces XX, = (PKY(PX) = RAX.Y,

u auesid # £ propioy X, e
i X,
2. Demostea que el valor absolto de fos valores propios de que una malrz unitara s |

2. Deduci, aplcando el Teorema 1,
ol
(17 veces I suva e fos menores princpaesde orden n — 1 e 4

70 = (171 vces I suma de os menores priniples de orden 1 de A

LR
U, Aplcar f robiema 23 siendo

G dm o dd@n e g

pera produci (194)



Capitulo 20

Semejanza
", definidas sobre un cuerpo F, son semejantes
sobre dicho cuerpo si cxiste una matriz regular R\(ambién definida sobre £, tal que
@ B = KR

;
o -
i

;
] s comns

B
QR0 fad] [
of fbayfies| = o o
dlbzdliagd ooy

), de la matriz B es tambitn la ccuacién ca-

2
3
2

son semejnts.

La ecuacion caracteristica (1 ~ S)k — 1)
racteristica de A,

=Ses ¥ =[1,0,0]y
= [1,1, 11" ¢s un vestor propio de 4 sodadoon e mima vxlul propio
i pln:l alumno Ia demostracion de que ¥, = [7, ~2,0]' Y
parde veclmtspmnw!. Tl decsaton do b g2 s Sl = 1, mieniras
que ¥, y 00 par de o proics,nlmeneindpendines, e o
iz A ssocindos con 1 misma raiz 1. =

E Ejemplo 1 ilustra los siguintes teoremas:
1. Dos matries semejantes.tienen los mismos valores propios.
Véase Ia demostracion en el Problema 1.
L. Si ¥ s un vector propio de 8= R~'4R correspondiente al valor propio % de la
scuncion caracteritia de e X RY vt propi de A corespondi
mismo valor propio A, de

Véase la demostracidn en el Problema 2.

MATRIZ DIAGONAL. Los vaores g s ana s A D = i 0 0. )
son o elementos dé su digonal pi

Una matriz diagonal tiene !MIIDI! n vzcm:u propios linealmente independientes, Los vec-

tores unitarios £, forman un conjunto de tales vectores, ya que DE, = a.E, (i )

omo consecuencia, se deduce (vc:nw las demostraciones en los Problemas 3 y

.

ropis namene i

V. A

de orden n tiene n propi
dientes es mnz;:nm 4 una matrz diagonal.

Vease Problema 5

En ¢l Problema 6 s demucstra e teorema siguiente:
Sobre un cuerpo £, la condicién necesaria s m para que una mairz Cuadra-
uni, matiz diagonsl s que A/ ~ 4 sc pueda descomponer
aictors b £y qu lipdedd cde wlor .l o espacio

nulo de Al ~

156
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. La matrz del Pro-
blnnnﬁ c.m tulo 19, es un zwllp\o Ea ditha i, imension e spci nlo ¢ A ~ A,
correspondiente & la raiz triple % = I, es igual a 1

Sin embargo, se pucde demostrar que:

matriz cuadrada 4 de orden n €s semejante & una matriz tiangular cuyos
lementos d la diagonal principal son los valores propios de .

Véanse Problemas 7-
Como casos partculars se tien:

A es una matiz real, cuadrada y de orden 1, cuyos valores propios son todos
reales,exste una mariz ortogonal P de forma que P~'AP = P AP es una malriz trangular
y sus clementos de Ja diagonal principal son las rafces caracteisticas de A.

e B 410

VIIL Si A es una
1 de vl

ey
s triangular y los lementos de su diagonal principal son las races caracteristcas de A
Véase Problema 11
Las matrces A y P~ AP del Teorema VII s¢ laman semejantes respecto de a ortogonalidad
o semejantes ortogonalente
ices A y U*AU del Tearema VIII'sc laman semejanies uniariamente.
BLES. Culquier matriz 4 semejante a una matriz diagonal s¢
Tlama, y es, magmmlmble B Teorema 1V s fundamentl e o estuio de alanos s e
trices suscepibls de diagonalizar y se verk en ¢l proximo capitulo.

PROBLEMAS RESUELTOS

Demostrar que dos matrices semejantes tenen Ios mismos valores propios.
Scan A y B = RVAR as s semcanes; cntones,
o MoB s M-EUR = BEAR-RUR « KUO-AR
y
=8 = (Al R s -]
Por tnto, Ay B tinen Ia misma cunidn aractristia 1o mismos aloes propos.

2 Demostir ques ¥ o an vt oo g &
7 es un vector propio de 4 cortespor

AR correspondiente al valor propio i, enton-
e al mismo valor A, de.

AR; luego
AX = ARY = RBY = RAY = JRY = 1,X

¥ X s un vestor propio de A correspondiete al alor propo 4.

Demostrar que una matriz cualquiera A semejante a una matriz diagonal tiene n vectores propios.
linealmente independientes.
Rl g O b . )= B Lot vt ool B, £ . By o e

3 ores
prois de . Segin Tt o vt , = K5 o e prapios s 4. Como s matiz -
gular, sus vectores columa son fnealmente independient
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Demostrar que si una. 4 de orden niene propi i
dientes es semejante a una matriz diagonal,

Xii ko oK
loespropios A, . o e forma Qe AY, = A, (= 13 |n) S\ R = (4, Ty K,

AR UK A el = Dot de )

000
= Dty [0 %0 0
00 0 ik

Portanio, R-MAR = diagih ke Ap)

5. Un conjunto de vectores propios linealmente i
wlo 19, es

L (1,0,

una matiz dingonal

6 Demosargue o codci sty it a6 iz ot 4 s arten n
o o, b o Ty T iiad e o o oo B s
el espacio nulo de 1/ —

jal a la dimension
Supongamos, en prime fugr, que R VAR = Ging (D .1 = B,y que K de sasraces son igues
ah, Entonees, /-

i e dc o oo o o1 0 ) = At bl — 4= N~ DR g b/ 4
el misma s k. y Ia i suidd, &, gue 3/~
" R

s sendo 1 <11+
dos aquélo,
e 1 i A o Tl o

L Yo Ve o ot et o o
LS,

0] (@sXas + ooz & o bonry Xirg) + (g3 Xar # agXag 4. ¢ Gargdory)
ot Gl dasalen § b sar i)
Como cada vector ¥, = ¥y + 0¥+ Ky = 0 1,2, ...} un vctor propi, sgin

Teorema tanto, los vec-
tores ¥ consituyen una base de ¥, Y. segin f Teorema IV, 4 es semejantz 4 una matriz diagonal.

Demosiar que ce-
i s ol i 8 W A
osal de 4y Xy a0 vestor popio de Ry To-
s 1, 3
7140,

o +0.L A0, AX, =1, y
10711, Ahora bien, &t el primera columna de 05,0, 606, v 0. ... 0. Por tanio,
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s [
i G [D 4‘]

siendo A, deordean ~ I

Comn 1= 07401 = - M - 0740, 14 s s s i e
que s s carceritin de A, 0n b, T . A $11 = 2,y = (1] y o teorema queda Gmosrado
wn 0=

S, ahora, X, n vectorpropide 4, corspondicteal ilor .. Tomemos 1, com primers sohumna de
[ 0. Eness
condicons
s 82
siendo Ay de orden n — 2. Sin = 3, Ay = [, y el teorema queda Gensoskrido con q,g,.[[; ;’]
Repitiendo 14 march ntror al ménos 1~ | ves 3¢ bt
i olfe 0] [ @
R o Q"[“ 97][" ‘7'] [ ) VI
deorma que 0”140 s il + .
8. Hallar una matriz regulr 0 de forma que Q' AQ!sed una matez tiangular,
J R
-1 5
Yl v
40 s
En st cam, [ = 4] = (4 ~ 1)~ 4) o valors propos so 1, 1,2, ~2. Tomemos e et pro-
pio[5,5, ~1,3]"
e olumnas i formada por vetores untaro, e dcir,
500
L sioo
Fioio
1001
En stas condicons,
100 5 -9
NEREX] 4 o5 o [
s[10so v G4 sl oo
300 g 1

$0g
Ui alor propio de 4, s 1 y s vestor proio saiado &[4, 1T, Tomemos 0o = [o ' n],
kot

Lo " » -5 @) [y 5]
aoes ¢+ o w0y G s g [0 m e < [T
o o - g ol

0

- f 4
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o
cof - FH eoaR 3
L4 o 0 0 2 25

9. i existe una ma-
triz ortogonal P de forma que P~'4P es triangular  susclementos de l diagonal principal son
los valores propios de A.

)

hipbesis,también

iados  elos. Como en l Probema 7, i 0,

i A
de 0, una matrz

ortogonal P, cuya prmera columna es proporional a I correspandiete dé 0. Por anto,

P

o 4

sendo A, de onden n = 1y Ju,d, ., Iy us valores propis.
Fo o marz 0,

A s 82
Py
o 4

Reptiendo el proceso, s llegari @ a matriz ortogonal

1B ol

siendo P~ AP riangulr  cuyos elementos de I diagonal pincpal son los valres propics de 4.

sctor propio de 4, orrs-
E

10, Hallar la matriz ortogonal P de forma que
41
27 R TR 1
23,
sea tiangular y ¢uyos elementos de Ia diagonal principal sean los vlores propios de 4.
B 1{Col 4 s g o 7 i e s 1 1
0.1,

o
10d
Tomamos 0: + | 0 10| aplcando el método de Gram-Schmide s obiene
1oy
WI o i1
n 0
vt o
Por tano,
wio il aa|[waowme] fioo o] pp
wro aafl el farya o g ooav s -



e — o
At vl oo e 0, v o st s+ [ 1]

e bten, slcanto l método de Grum ek, I matic ovtogons = | V% 2 VB por i,
Love wyal

= o wE

] WE AT U]
v nT

s una matszortogonaly P14

princpal sean los valores propios de 4, siendo
545 —1+i 64

R

248 -1+ 3%

M4 (=B 5 1-34 2P

=, 1,1 o v o s o i [ g n].m
'
ki G o i

INT NG -]
[ RO
T INE

Abor e,
RETL IRy
vty = foo1-i (@+30/3)

b st

con To cual, para  matiz 0, clegid, la matrz pida es U=

n Pde forma que P "
prncipal sean s valores propios de 4, siendo
3o ]
4= s
113

101, \N[L—z 1
B bl i b Lk ML M k) 54
W WEAE

0N R
LR

s obiene P~14P = diag
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n

H

8.

3

. Sean B = diag (8, B, C = dag (B, B,) 1

SEMEIANZA [cap. 0

PROBLEMAS PROPUESTOS

5l o P o o 1 s o e
lors propiosde 4, sado A . matiz de los Problemas (o, (1, (), ) el Capial 19

m/' 13y3 /3] VG INT -G
Sol@ [T vyT sl @ |V 0 e
o T -WE T
VT 0 1] T -INT AT
@l 1 o @ [INs o 2]
WTo i W T

Expicar por qué | Estudiar

o itlo 19,
 iknen elemenos de la diagonal principal los vlores propios corrspondintes

. o1 i el Probens ) ) Cullo 1, bl s s U s o g U340 w2

rngalar y cuyos clementos en I digoral picpal ean os valors propos
o WT e vz o -z]

O R T oo 10
Lz -t hE 0wy

Demoscar que s A e una matiz el  siméicay P es ortogonal a matez P~ AP e real ysimérics.
Modifcando convenieniemeate ¢l Problema 9, demosra e Teorema VIIL

Sindo B, y €, matics semefantes para (1= 1,2, ... ), demostar que

B g (B By B) Y €= dg(CyCrn G

son semejantes. nd. Supone €, = Ry B, y formar R = ding Ry, Iy ., R0

g 1, ), con I, 1y del mismo orden que B, y By, espec-
tivamente, y R - [10 ’x] Demastar que R™18R = C para probar que 8  C son senaes

Gt il b 9 e = G, B, e v b
72 obtenida ordenando B, segin o

Demostar quesi Ay s
Ind. Sea PAQ = N; cntonces PABP™! = NQ™'BP™! y 0™1BAQ = 0 BP"IN. (Vésse Problema 15, Ca-
plula 19)

ndo dy hy.., A, s A A,
At v 1o misma ccvacion caracerisic,
7 g = 3
e
b »
vados & potecia .
O 3 3 = 4
Demostar que o semearzn es un relacidn de aquiainci
2 2 1] 2,711
Demosiar que |13 1|y | 02 -1 tienen los mismos valores propis, ero o son semejnts,

21 s 2



Capitulo 21

Matrices semejantes a una matriz diagonal

MATRICES SIMETRICAS REALES, L s s defids st ol o de s

ero el yas erficas sbr | d o complis e puedn s onfamete, undue
o 1o s por st A 1o g o b & s i v b
guientes

1. Los valores propios o raices caracteisticas de una matriz simétrca real son todos
rales.
Véase Problema 1

1L Los vectores propios asociados a los valores propios de una matiz simétrica real
son mutuamente ortogonales.

Véase Problema 2.
Si A es una matriz real y simétrica, los B, del Problema 9, Capitulo 20, son nulos, por tanto,

I 1.4 v s comdrnd iy e de o, coos s i son
By By oy st una matriz orogonal Ptal que PAP = o8 (s - )

De este Teorema 11l se deduce:

12,8 un vl propi de e de mulipeidad 7, conspondite s un iz
simétrica real existe in espac , asociado a b, de dimensicn r,

EI Teorema [l aplicado a una forma cuadritica real die:

“Toda forma cuadritica real g = X'AX se puede reducir, por medio de una transfor-
macion ortogonal X = BY, a la forma candnica

ey PR
siendo r Ia cracterstica de Ay, . .., ) sus vlores propios disintos de cero

A, pues, I caracteistca de g s igual al nimero de valores propios de A distintos de cero

Qe represety a ccuacion caracteristica 11 — 4] = 0, sgin I regla de Descartes,
VL. condicion necesaria y suficiente para que una. mimz ‘simétrica real sea definida
postiva e que todos sus valors propios sea posits

SEMEJANZA ORTOGONAL. Sea P una matiz orogonal y B = P~*AP; entoncs, las marices
ByA Como Pt = P dich s

ey El Teorema Il se. imismo, e los términos
siguentes:

‘matiz simétrica real 4 s semejante ortogonalmente a una matriz diagonal

cuyos clementos de la diagonal principal son los valores propios de A.
Véase Problema 3
Ondenmoloslores i ey iz s sl d el fomi o 2 s
L maiz dia . . b 5 8 i malrz Gingonal st . Todas etas -]
Ia semcjanza

nnugcml

VI La condicion necesaia y sufiiente para que dos matrices simétricas reales sean
semejantes ortogonalmente <» que tengan los mismos valores propios, es decir, sean see-
jantes,

163
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PAR REALES ] e:

IX. Sean X'AX y X'BX dos formas cuadriticas eales en (¥, %)y X'BY dei-
i gt otonss, e uns sl sl el y el X = 0V que reduce

xax
[P RS SN

RAR+ 40

yXBXa

siendo 4y I rees de B — 4] =0
Véanse también Problemas 4-5.

Paralelamente a los toremas relativos a las marices reales simétricas,
e verifican los siguientes:
X.. Los valores propios de una matriz hermitica son todos reales.
Vease Problema 7.
o veirsprpissiads b e propios e na i b on
mutuamente ortogonales.

XL Si e
existe una matrz unitaria U de forma que O'HU = U'HU = diag (1 by, .., o). Las
matrices H y U™*HU se llaman semejantes wnitariamente.

XIIL S es un valor propio de indice de maltipliidad r, de Ja mateiz hermitca H,
existe, asoviado a , un espacio vectorial propio de dimension r,
Ordencmos los valores propios de la matriz hermitica H de la forma %, Sy S
iz ding by, Do, oo M) 51 i

LSk

fticas con respecto a & jaria. De esto

s deduce el teorema siguiente:
IV, La i psary y s prs gu do it s s s
s propios, s decr,

MATRICES NORMALES, - Una matriz cuadrada 4 de orden 1 se llama normal i A" = A'A. Las
les incluyen a lus diagonales, simétricas reales, hemisimétricas rales, ortogonals,

hermiticas, hemihermiticas y unitarias.
Sead i g nomal y U una matiz unitas sgamos que

supony
(24 02U 04U = OAAU TATY < 000

XV, Si A esuna matiznormal y U una mateiz unitaia, I matez & = 0'AU es norml.

0'AU. Entonces,
7= BB Por tanto,

En ¢l Problema § se demuestr ¢l teorema siguinte:

XVI. Sea X,
entonces, X s tambiéa un vector propio de 4 correspondiente a valor propi %,

En ¢l Problema 9 se demuestra ¢l teorema siguiente:

XVIL L v suficiente para g Asea semeante
itrioetio o oz Aagoedves Qv A mais 4 24 Aorzel.
Como consecuencia se deduce este otro_teoréma:
XVIIL. Si A es una matriz normal los vectores propios correspondientes a los valores
Drvmo: son ortogonales.
Véase Problema. 10.
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XIX. S, s un valor propio de a matriz A, e indice de multiplicidad r, la dimension
del csp-cm vectorial propio asociado es r,

iy propios, es deci, s, ¥ Solo si, son mj.m.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Demostra qu los valores propios de una matriz cuadrada A de orden n,real y simétrica, son todos

‘Supongams que i + ik es un valor propio complejo de 4. La matrz

B= {4 = A){0h = R = 4] = (= AP + KT

1 A singl al que BY =0

XBY = K = AFX + XX

O AV~ A + X =0

Bl vctor (4~ A)Y es real; iego, (4 ~ AW)'{(H ~ A)X) 2 0. También XX > 0. Por consiguiene,
¥ 0 exsten raies compleas.

2 Demosrr que o vestore porios socados o vlre proios disitos d un i 4 i
y real son mutuamente ortogonales.
22 : yide

Sen ¥,
4. Entonces,
A <MY,y AT=hK. yumbin XY,

X,y hakids

Tomando traspuesias

XX =Mty Y XX, =Dty

Por tanto, A ids = A Yits ¥ como &, # du, Xy = 0. As, pues, Xy y Xy son ortogonales

3. Halar uns mavz otogonal P de forma que {47 s disoraly s cemetas de s dgoml
principal sean los valores propios de 4, siendo
72t
4= |22
121
La cuacén canetrisica e
PR |
PRESIUE Pouemn-m = o
D
cuyas s 00 6.6, 12
ERERIIM
Parheg, setene | 2 -4 2| || = 0,05 % - 2545 =0y cscogemos como vesores
-2 tfs

s ety g = 10, 1y = 1.1 - Fa = 208y =

2] ¢l vetor propio asociad,
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Tomindo I forma normalizada de estos vetores como columnas de P s¢ e

WEOWT W
N O »1/\/'!
AT AN

Se dej como cjercico al lumno Iy demostracén de que P~ AP = dig (6, 6, 12).

fear. 2t

y ¥ X'BYesde-
e s it s \mnsl'cnnmdn tineal, ey regular, O i VA ki
i + YXBX 3y} 43+ oo b i 5000 oy, by - Iy s races de o ecuacion
chmtedsicn P~ Al 0.

Segin l Torema VI et una trsnstormacid ortognal X = GV que redoce 'Y
0 VRO + el sk s )

S0 i . o vl propis odos posiies)de B
S - s, ANV . I Enoms ¥ = HI s )8
]

L LR I )

L tunsormacion ortogonal 1 = KY reduce Iy forma cusdritea ral W(H'GAGH)W &

VURHCAGHOY = Ayt hpd s it g

dody by ooy HGAGH. Por o,
gular, X'= €Y = GHKY, que reduce X'AX @ Ayt #2034+ + bl y XBY 2
Yo'

GHOY = YRTIY < yegle syl
Puesto que paa todos los valores de A,

KHCOB-AGHK = AKHGHOHK - KHCACHK = alagh ). X) - tisghs ks
g Ay K-Ag. o A-A)

Se deduce Qe Ay ..., Ay Som 1 e de [AB -] =

Del roblema 3, la transformacionfneal
WE WE s o o
¥ - | o ws anffo s o [v
~NZ W3- ans]lo 0 12V
12V3 132 1eV2
. 0 32 -1V2
U3 1aVE 1eVE)
L
e g - XBY - X [-2 10 22X a T
t

X -

La misma transformacio reduee
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Por = o
Ayt 442+t forma cusd e
B = A= 360~ 12— 17
6. Demostrar que toda malrz A realy egular e puede eirbi e a forma A4 = CP sendo C una
iy s s potin 3 P o mab g

i

oo it i ol 0 e ot 0 O b s
Sean 8, = diag (Vh, Vs, .. /) ¥ € = 08,0 Como C es una maz simétrica ceinid positia,
- am”w‘o" = OB s om0 -

£ CAC = €I~ L s e P soregons
At 4 . sl i e i $ s o gl B

7. Demostrar o os valores propios de una matriz hermitica 5on lodos reales.
A X defor

PR
e o e e o o

quesi i
entonees X, ¢ un Vetor propio de A correspondiente al valor propio 1

Como A e nomal
T

RE = AR -4+ 4t
= WA -n

demaner e — A s vl P it BX, = (1 0, 0 g
ey« KR8, - BaEt, < ERYEX) <0y

sl ues, X, un vetor propio de ' coespondinte o valr propio’}.

Sl -

‘Demostrar que la condicién necesaria y suficiente para, que una matriz cuadrada 4 e orden  sca
semejantc unilariamente a una mateiz diagonal es que dicha matriz. A sea normal,
Teorema Vil Capitlo

e b b bunes b
0 d b bona b
2 -8
000 Mo i
0o o o i
Segin el Teorema XV. s normaly, por
nade B8 es T,y of comspondiene de BB’ ¢s
Maks ¢ bughia ¢ biabia # o ¢ bunbin
N dabfyz = 0, Razonando de

Por anio, 8 = ding (A dl. R

ambién e normal
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et
10, Demostrar que s 4 s l jios cortespondi B
disintos son ortogonales.
Sean dy, Xy y Ty X los valors y e ot 6 1 s dl 4.
AX, =3, 4K,

ks, 00 o 8. 4%, = o 4
tomando 1 taspucsta. conog s = bt b £ At
quera deme

Enonces,
n, TAX, = X, 3.
frakt o Cotat 1M

s, 1,
¥ como Ty # B, Kids =0 que ¢ 1o que se

1. Sea la cbnica 3} ~ 12xyx, — 4xf = 40, 0 bien,

o xax = 2 [E - W
e
refrida 3 105 cies coondenidos recangulares OX; y OX;.
L couién crsctrin de 4 es
.
o At

(YR} A-men = 0

Par s s astsins = 31 = 5, tomams 3, 21 y 2 3, spetvament, como vt
[awm e
ol e
e sornaizados, La transomaidn X = PY e ) 8
,[wﬁ »z/\/ﬁ}[x j[:/m wn} ,[s u]
v P [ [ MY
aNT AT L6 -] lanTE ST

b -4
La cénica es una bipérbola.

Obs
e que,segin el Teorema VII, s obiene ¢l reulado tan pronto com se halle 10s valores propios.

0 pruhl=m= e pope S A o 'y o
acin de s I

I
e ejes dl:spuéx e la rotaeion. Vamos a ver,sin justiica fos pasos sucesivos, el ylp:l delas dos
matrices de trensformacién en la citada reduccion de la ecuacién de una cuidrica con centro.

Consiermos asypercie 957 4 217 + 253 + 475 = 2~ 1y + 25 =9 = 0y las s st

' 5 1y Al
R
102
a=oal yo8-
126
i 2 o]
B

respectiament, con los téminos de segundo grado y con todos o términos.
L ccuacion carateistica de 4

o
[V ] o
Z\ x

Lok vlorss propio o et propis s, soidos, o

fﬁv’]
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Aplcando ncamente tassormaciones clemenales de s, H£)y H,(4) con ] 44,

T — m{

Xy +1e0

1y = 0,2 = 4o bien C(-1,0,4). De D, s obine d =
a-1,04)

s obtene la slucidn x = —

por comsigieate,
R4 AP A4 4= AV - 22— hm)

Las couaciones de a trashién son = ¥ 1, y Y., 1 =44
b R por £ e .6 o
a rolacion d s a as dicciones pricipaks
] W3 NE AT
Y| s rds . wraAWE W weE
< o -INT N

PROBLEMAS PROPUESTOS

. P o que 4P
it lennto de s dagona il sz *
200 o i 14 d 31 4] o
@ oz ol wloso @le 2l @lezof @ f1oaa
o 3 Lo 2 -2 b o'y b
T o e WIINE KE PRV
@0 1 0 o o s Wil @ fus s )
Wz o anE v ws vs s -anf
w ws v W5 Wi )
| Wl o e o 4F
-3 - o INE -INT AT
.t o i o e s VDX 514033 VAY 8301 3042 e
de -] =
7 i 3o 7 i 2 g
@a=f2m-al afos o 4| s s o
1 q 1o = b+ o

WI s vs a5 T
sho@ | 0 i sl o [as s sy
-y Vs s s



1 MATRICES SEMEJANTES A UNA MATRIZ DIAGONAL fean 2
15, Demostr

S ur-du. n, bl Ak A s 10— A= B .0 0

e Ay = g er hy — o) 5 O Carclerstica n 1.

16, Modicr Is demosrcidn &l Problema 2 para probar <l Teorema X1
17, Demostar fos Tepremas XL, Xill y XIX.
I8, Hall . naurseza de s cudricas:

(@ 8- Bxmt Mxd 2 %0 () 1083 - Sdmmg + Vix] 7 800
357 dnm e 32l = 4 @ i zmn e -8

19, Siendo A una matrz real y hemisimérica, demostrar:
6 Lot g de 4 o st g pr.
) Las matrcs Lt 4 ¢ [ — 4 so
o2 s 3 A 178 o g, (Ve Pt 35 Cipl 13)
20, Denotrar it 4 ¢ una mairiz normal y reglar también o es 4”"

20, Demosiur e st 4 e una matiz normal s smeante a A

n "
expresar e la forma H + K, sendo H y K mlrices bermitcas permutabes

2. Demosirr que s 4

iy s i AT tenga de vl LA &
i, Eaeriie UAU = 7 =[], endo U unitari y T wiangulr. Par ue (TT) = 44 dbe s 1y = 0
a4 1. s

24, Demostrar que i 4 s una matez egolar, 4 5 gy matiz hecmitea definda posita. Enunciar o teorems
cunndo A sea el y rel

25, Demoscar quesi Ay Ly Ay B son
" wies AB y B4 son normaes

26, Se'la. funcion coracterstin de una matciz cusdrada A e orden n,
$0)= 0= AP0~ AP 0= B

¥ Suponams que exise una matry egular P de forma que

" AP = it Ol

sendo 8, (= 1.2, .._.5) . g
hpor 1y, (1 por D n el seundo miembro de () e
BB =120

e e

BB,
by Aok b o
) Todos los £ son spors
) EE =0 para 4
B+
Lo s it kipcited dc 1l it
@ O - A=
)i phe e an whmmm 2 % vt = 1 p0E ¢ g0k,
Ind. Bstableces 4% = M, 4 13E, + 00+ 1B, A = BE, 4 E, + - \IE
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() Cada £; e un polinomio en A
Ind. Definir f(h) = (b = LKk = ). (k= D)y k) = flAYIh = A (=1, 2. ... 5) Enion
s, fil4) = S )E,
() Una mati 8 conmutscon 4 s,y oo i conmutcon cads wno de s
i Si B conmta con A, conmta con cuui painamio ¢ 4
) 14 e normal odos o £, son e,
()i A es regular se verifica
A X3,
)54 it i s s i e
A VB VG E VG

& hemitica acuma posti

o
27, {a) Obtener Ia descomposicidn epecral de . matez
% w0 w RNV s uo -z/s a
e R R R R
00 BV RN R E YR
NEEEM
R
010w

ae 0/ 10/8
) Obener 4% < oo s 1008
10/ -10/5 2/,
28, Demostar que s 4 es una mariz normal permutable con B, s matries A y 8 conmutan.
Ind. Vease Problema 26(),

e A

ATy U=HA

30, Demosra que i 4
wrices H y U del Problema 29 sean permutables.

3 s s s o pr e i ot 4t e . i
sty b g gyt

32, Demostrar qu I condicin necesariny suiente pura que una matiz (hermiica) simétic ral sea dempo-
fente s que sus valores propios sean cros y wnos.

3. Demosirar o=t

. Sendo A una matiz nomal, B= 1+ 4 wna maiis regular y C = B, denostrar qe:
o L 4y 0 o ) L mas o o
35 Demostar que i I matia H e hemits, a matiz (1 4+ (1 i) s i,
c meres £AX sendo ¥
o de valoes e A, Demstae e s
a) Los alores popio de 4 peicneer
) 1o Sanert dc s g vt o) y Iodn m‘m e dingonal il de U747 Sendo—
e ol cvrpo de velores e
5 1o i s i o it 0 o e o s

LM ¥ o el menor y-mayor-valores. propios, respectivamente, de A.

~ sty 5y




Capitulo 22

Polinomios definidos sobre un cuerpo

DOMINIO POLINOMICO SOBRE UN CUERPO F. Sea  un simbolo abstracto (ndeterminado)
‘que supondremos conmulativo consigo mismo y con los elementos de un cuerpo F. La expresion
@) 20+ 0 4+ ah 4 agl®
siendo g, un clemento de . sc llama polinomio en  defiido sobre F.

S0 e 1 15 o, O s o S 0 VD W
. i, # 0, ¢ polinomio (221) ¢ de grado n  a,es su primer coficiente. B poli-
nomio /mf 008 2 a0 40 & do grads er; o rado G un polinamio o 70 s dendo

Sien el polinomio (22.1) el primer coefciente g, = 1 se llama normalizado o minico.

Dos polinomios en . que conticnen los mismos términos s¢ llaman idénicos.

Todos los polinomios de la forma (22.1) constituyen un dominio polinimico FiA) sobre un
cuerpo F.

UMY PRODUCTO Comideand s wno d o policmios e 1] coms s e
dela

Por eﬁmpw,
S0+ g =)+ )y S0 g0 = g0 f)
S0 e de grado m y g0 e de grdo n,

(i) )+ > = nydegrdon
Cundo m <.

(i) f10)-g0h) es de grado m
Sif0)# 0 y /) g00) = 0, entonces g0.) = 0.
Si (k) # 0y )+ g00) = k(k)-g0h), entonces 3 = Afh).

COCIENTE, "En of-Prablema 1 se demuesta el teorema siguintc:
12 y £0) % 0400 dos polinomios de F[] exsen otro dos polinomios y 6505
son inicos, (1) y r(k) en F[A], sendo r{k) de grado igual o menor que el orrespondicate
de g0, de forma que
@2 S0 = h3)- g + )
En st gundad, 1) ¢ lama resto de I ivsén de /) por 01,1101 = 0, o pliomio.
86TS n ato o i de /1), ) s denominan diiors (0 tos 1),




oxr, 2] POLINOMIOS DEFINIBOS SOBRE UN CUERPO m

Sea fIN) = (k) fh). S g0 e un polinomio de giado cero, esdeci; s g0 = ¢ constante,
i tica

descomposicion en factores ¢s trivial

il 1.1 polinoio 1~ et e f g d s imrs ol b .+ 5

0- 1 polnomio
o sobre l e s
i +200.~ os i
meros compieis.
TEOREMA FUNDAMENTAL DEL RESTO. Sea f(A) un polinomio cuslquiera y g(i) =
entonces, I igunldad (222) se convierte en
@3 )= h0- O~ a) + 7

siendo r de grado cero. De (22.3), fla)

Si e divide /(1) por A - a hasta que el resto obtenido sea de grado cero, el valor
de dicho resto e fl)

Por wto,

1L La condicién necesaria y sufiiente para que.un-polinomio () sea divisble por
b aes que fla) = 0.

MAXIMO COMUN DIVISOR. Sea H0u) un-polinomio que divide a (4) y gfh)sentonces, ) es
un divisor comin de ambos.

Un polinomio d() s lama mixin comi dssor de s polinomios /)y g0%) s

() d0) es normalizado o mérico,
(i) d(k) es un divisor comin de fi1) ¥ g(k).
() todo divor comin de 1) 3 ) también s divor e )

En el Problema 2 se-demuestra ¢f teorema sigiente:

1V.°Siff1) y g0 son dos polinomios de AL, no sulos smuliineamenie, tenen un
méximo comin divisor tnico, d(h),  existe otros dos polinomios, A\ y k() defindos so-
bre , tales que

24) ) = 1) S8 + k) -0
Véase tambiéa Problema 3.

i los tnicos divisores comiunes dé /1) y g son constantes, su miximo comiin divisor s
Ta unidad, es decir, d(t) = 1.

o 2. B s coni dior e )= 0 £.0/02 431 4 3.0 = 05 I+ 304 515
Wi

RS =0 - )

Tamiién s o e (1~ K111 + 4 + 4) 1) = 0 Esto himo sl o s

V.. Si ¢l miéximo comn divisor del polinomio /(1) e grado n > 0y del polinomio g(2)

de grado m >0 es distinto de Ja unidad existen otros dos polinomios no nulos, a(A)

<y b3) de grado < n, de forma que
alb):f10) + bi3) g0

¥ reciprocamente. Vease Problems .

0

1 RE'SI.Dos iigios s flainan prinios enre i cuarida su miximo.
comin dvor ¢ la unidad.
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VL. Si gfh) es un polinomio irreducible  /04) un polinomio cualquiers, ambos pe
‘necientes a F[A], el polinomio g(A) 0 bien es un divisor de /(1) o bien g(h) y /() son pnmui

Si (1) esirreducibley divide al producto f(A) - h(k), ivide al menos a uno de los

VIILSif0)y 80) entresiy iden 3 h( den al pro-
ducto 1) 500,
TEDREMA DE LA DESCOMPOSICION ENFACTORES. End Problema 5 se demuestra e teo-

|x Todo polinomio no nulo fiA) pertencciente a F[1] se puede escribi en la forma
25) fy = ca e g
siendo ¢ 0 una constante, y g,() polinomios nommalizados de F[A).

PROBLEMAS RESUELTOS

) 81 # 0son dos polnomiosprencints  F[A] existn o plinomios
bre FA].

Demostrar que si
alde g0h), les que

w foy = kg ¢ rh)
0 5 et e
y
POV SR N
Evider Dobiensin
i e
= 52 s T R 0 P

o bin e un polinomi nlo o bien s de grado infrior l de /1)

Sif(A) = 0 0 bie es de grado menor al d A, bemos demostrado el torema con ()

4= (1. En cso conrio,

O T T R

de g0, E |

b
ue ser o bien un polinomio o 0 su grado ha de ses menor

tendri forzosamente un plinomio 1)
ol de gih).
Pars demostar que os poliomios son ncos supongaos Qs

L T I T (G R)

B+ )= RN ¢ sy
y
[ )
Ao tien ) ) . mise (k)

enos e sa A(1) 1) = 0 Por tamo. €01 = it) = 0. 1) = 54) =
000 B dn o o N 3 1) o s



a2 POLINONIOS DEFINIDOS SOBRE UN CUERPO s

2. Demostrar ques ) y i ),
i i, y exi i Fales que
@ Qe N0 + N
ol 1) Lnons 40~ ') e b s et o e
ol ) )

prc ks 0t b ) 0l o0 S T |
0 SO0 = a00gh ¢
e dondr,3) = Do bin s e o o a d )71 = , s )
Dm0y )=

1,040 5 obie,

0, cono qu el

W Q= phead ¢
en donde (1) = 0. e e de grado menora d (1 1 rfh) = 0, de ) s deduc,
=T = s
3 de esta iguldad resula (o) diidendo por e primer cocfciene de 1)
S5 40, 5 obene.
) = ) 4 )
en donde (1) = 0.0 e e d grado menc l e .S ) = 0. d )y i) s dedoe,
w5 = wad = a0 = B - s
= ()« (10 g ls)

e el s lega (o) dividiedo por o primer cocicicnte de 1)
Continuando ol s

el
W) BN e Tt ¢ i)
el proceso termina con
® a5 Gt ¢ s 40
(ym PR
de B com Easin
De 1) se deduce

T = g )

s o 0 dr e 7.1 P ot sl i it s iy
a lega s

50 = 100 = 506 = B fO) + gy .y suttyendo e (i
L B R R T P B R I
500 = 5= B, Susiugendo )yl e obtene

L) ¢ [enh - aih <
SR+ by

eyl

Finalmente, e lga
s RO+ et
Portanto, 4 > € EHwf0y ¢ o
iy demoser
Se e coma e o demosracion de que ) e e,

Gk = B e como e que
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3, Ml ool o 1 b pilomiy
for = e rures ¥ = Kol - ez
¥ expresar ) en la forma del Teorema 1.
Setne

) A = ket ¢ Weal vohen

) s = A-nefeaf vaken ¢ Famho0y

) Frae s = A= 4 (17030

v
WK S

Elmiinocomin dvsres  LTh30) = he2
D il

e Ol e8hed) - =B 410

Susttyendo el valorde ¥ + 74 + 10 obinido n (i)
Mo s o el eshen - - 9lah - A-2nl 4 sheal

B R N R S S ST

yelde £ 44l v6he s def)

s e G shenfh ¢ 3 416 - 1 - e

Por consigiente,
Lot -she (gl ek - amh- 4
Nezow L0 oskemooy ¢ feal ok - - s
4 d de los po ) de grado n > 0y () de grado
n> i ) de grado < my b} de gr
<1 les que
(@ A ¢ B = 0

¥ reciprocamente
Sea i) # 16 misimo o dissor de 3]y (1) entness,
[0 < dNRN s s s
sindo ) degado <n ¥ g0) degado  <n. Ao b,
EOD = B AY = B

B0 J0 + [=h-g] =
Por o, omando a(hy g8y 4A) = . s¢ obtene o)

" a (o). Segtn e Teorema IV
exiten dos poliomios, A(1) y K(H, ks que

S ¢ R = 1
Tenendo en cuenta fl

o ahBONA) o Ak s

BB+ AR5
. portanto, g s n divior de afhy Como st s imposible para que s verfigu () s esesaro que )
00 sean prmos enire .
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5. Demostrar que todo polinomio no nulo /i) perteneiente a 1] ¢ puede expresar en la forma
0 = eoq ) o grh)

siendo ¢ 4 0 una constante y g,01) polinomios normalizados ireducibles de F{1].

Hagamos
) 0 = ok
e

i
En caso conia

@ T = onegh-AO)

. desomposicién en factores normalzados irsducibles
Para. demostar que a descomposicion e i, supongamos que
‘n'hl)O",(M WY oA
£}

40 i et S0 Pl P, s o e
anerior. ::I\znlllwmlusmnkqnznu\ = a0 s ) L2 r YA s

PROBLEMAS PROPUESTOS

. + glh)sea meor
7. Demosrar o Teorema I

8. Demostrar que i1 e un divisor de g(4) y de (L) divide a 1a suma algebrica g0+ HA)

B necesaria
Fib), sean diisores uno el o,

10, Exprsar of misimo comin dvisor de los w\mwmvm siguenes tenendo en cucnta el Teoremu IV.
@ [ = DO N 6A- 4 e
W

(€[00 = 2045kt e 00Nk b1 ,w x.u’.zm

“ fihy SN -sAe6 g = Ne2he2

S ¥-2 0 -0/ « Jolsnen
B A-3 < = Ldenfih + LiPeshenn
€@ Ae1 s (28 - 98 - 2h+ 91
@i m«ﬂ.mm 1884407 -39 530

. Demostar el Teorema VI
Sea o) e o comin diisor d /01 8(A):entones g3) = dh} )y, por tanto, o bien dd) o
bien 1) son constantes.



. Demosiar

POLINOMIOS DEFINIDOS SOBRE UN CUERPO (e 2

Demosra Jos Teoremas VIl y Vil

¥ 800 Halla e miximo comn divsor y el minimo comin milplo de
@ [ = Pt
® 1) = (mmm .m A.mmm 2
S (@ med. = A= 17 mem. = -1 e
0 me e men » O DR RAOD

) n(4)= 0.cuandonh) =

Qué propiedad dl cuerpo 0 e cumple en el dominio polindmico?

pura

e .
que el escalar s una iz de 1) s que A~ ¢ sea divisor e 1)

. Suponiendo que 13) = (.~ ol demostar que o) s na iz de (1) de iice de mlipcidad £ 1.
iz de pliciad & > L e que ¢

sca wn i de 1) y de SO0

Kuncuer.

[
KO 2 verifca que D01 = d.
s Sean 48 < B0 00+ KO- g SN = 500- DN 500

DLy D) = e dh.
sepueds

expresas o I forma. polinémica en 4

g g b sl



Capitulo 23

Matrices definidas sobre el cuerpo de los polinomios

Sea FTA] un dominio polindmico constitido por todos los polinomios en . cuyos
cocfcentes pertencaen 4 un cuerpo F. Toda matriz no nula de orden m x n definida sobre F[1.]
de la forma

2 o) o aa ()
@ A - gl e [0 w) et
o) axsh) o amd)

se llama matriz %,

i 3.1). Ent
mediante un polinomio y, por ell, recibe el nombre e mairiz polinsmica de grado p en .

- ¢ v LR TS RPN
@1 AN = 4y PRYREYS

en donde A, son matrices de orden m x n definidas sobre F.
T e
Fjenpo 1. P Wl 108

¥-4 2=

Siaraied

e maz . marz polinémica d cuario grado

Una matrz cuadrada A(3) de orden  se lama singulr o regular segiin que l determinanie
140 e gl  cr. e st s devcimeciones d o ol
para A1) sgiin que A, sa una malri regulr o singular respectivament. La matriz polinomica
o e el ¢ mpros

(OMICAS.  Consideremos las dos matrices polinomicas o
i e A

®3) A = A A P Ay

y
4 By = BN 4 By N vt Bk kB

Lat mition 23}y 234} o ey s i 4= O o
)
L: it B0)<s ot i), C\, e e oblen smndo s clemenios crspon-
s de las dos matrics ). dadas

O redcto A0 B o mato o gdo o s p . g Cuando s s
‘matrices A(L) 0 B sea reguar, el grado delproducto A(.)* B o ben l e B)) - ARy esp - g

La igualdad (23.3) no varia s se susttuye . por un escalar cualquera k perteneciente a . Por
cimplo, para & = k, (233) se convierte en

=qy4

ab = 4R T kb
1
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Sinembarg,f ety . poruua mati cadrads C dearen e puedn ot dos sl
ebido a que, en general, dos matrices cuadradas de orden n no son permutables

HO = 444, O b AC Ay

y
@ 4©
se llaman valoes funcionles por la derecha y por la izquierda, respectvamente, de A(L)

merme (8 TR R
e ELT LY
v BIHERGE B

by
a7y e A o

Ve Problms |
_DIVISION._En ¢l Problema 2 se demuestra ¢l teorema siguiente:
1. SiA(2)y B(A) son Uy(l) )y la
RO G0 o seras by R

a cero o de grado menor al de BDJ‘ tales que

@7 AN = 007 B) + Rudy

¥

238) AN = B Qs + Ryh)

SIRO)=0, Bmeruml divisor por la derecha de A(1):si Ry(h) =
la izquierda de

“.“.-*"M" gt e o
mempe 354y = |F T T yoaws [T e

. B e un divisor por

o

X aa][¥er 24 2h+3]
[u z}[x A’u] [—SA .u] Haraarnn
ar ][ A A

En st ciemplo. B0 s un divior por 1 fzuierda de A(A)

am

¥

Vease Problema
Una matrz polinémica de la forma

9) L T AP A SRR AT A A
se llama escalr. Toda matriz polinémica escaar B = b(1) 1, es permutable con toda matiz
polinémica cuadrada de orden
Sien (237)y @38) By~ -1, setiene
@10 AN QBN+ R < B Q0 R

Beak A
& sen d B = 2l Enones,
Eienplo o [m m] v By - e
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A o LR
PR ) A B e R
N LI (RN B L “.A‘“
i = 60 aaflass o Sy Q)+ Rath)

Si en (23.10) Ry = 0 s veriiea, AR) = b3) 1+ 2,01; por lo tanto:
nL

[o,0)
4 grido n ea divigble P uria mattiz polinémich ekl B0 = Loy T quz el
clementos (1) sen divisies por b3

181

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL RESTO. Sea AQ) la matiz polindmica (23.3) y 8 = [5,]
U AT Al de o el i cuerpo F. Como la matriz Al ~ B es regular
podrem

@ AN = Q0 (A -By + Ry
y .
@12) AN = (I=B) QM) + Ry
siendo Ry y Ry independientes de A. Se puede demostrar que
1L Si la matriz polinémica (23.3) se divide.por Al — B, siendo B = [b,] una matriz
cuadrada de orden n, hasta obtener restos R, y R, independientes de A,
Ro= Ay = 4,8 4,

RYNEYS

Py
Reow 4B = 804, 0 8

Y TRV

PO Y -1 -2
et s [, o ] e

Y (CUTRCR ST B T
SR TP U¥Y | YRR [ /PR
o o] o 1
S TN | PRV IR P

En ol Bemplo 2, &, = 4y(8) y R} = 4,(8),de auerdo con el Teorema I
$i 401 es una matriz polindmica escalar

Q-+ By

=300 + e

AW = ford = eI e v ek +agl
164 restos g apieoen'en @23.11) y (2313) son estioo, de-manéra que-

= B, B 4 v B b

Por tanio, Boeliad e,

Si una mariz polinémica escaler /m 1, se divide por M, ~ B hasta obener un
resto R que no dependa de . resulta K

—Consecuenci:.

oniin ey it par e iz et ST
sca divisbe por M, ~ B.es.que f1B) =

__TEOREMA DE CAYLEY-HAMILTON, Consideremos Ia matriz cuadrada A = [a,] de orden 1
s iz 3 ocin s o, repivanene, 1~ 43 90) = Sh-A=o.
_De(62)se

Al-Ayatil-A) = $0-]
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Por tanto, ¢(4) / es divisible por A — 4 , segin ¢l Teorema V, ¢(4) = 0. En consecuencia,
VI, Toda matriz cuadrada 4 = [o,] satisface a su ecuacion caracterisica 60 =

2
o . L i r : J -
L2

Viase Probiema 4.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Dada la matriz A0y « [;“" *j hallar A4(C) y 4,<c,si=mc-[; ;]
N N L R
CETLAT-LT
S 8 S R o
L}]‘ﬂ'[‘ L1-LT-G1

cnisten las matsices polinomicas e 01 £ Y048 1), e e
“o-de grado menor al de B, al

4500

0 AN = Q00BN + Ry

y
) A= By Qs + R

STt 1) o 0,0

¥ R0 = AG). Supongamos que p > 47
N AL
en donde C{1) e er0 0 a'lo sumo de grado p — 1

Ay~

Si.€O0 s cero, o de grado menor que g, ¢ verifiea ) con

@n

LTy Rw s
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60 =GN s > 7.
A = AEEBONE - IR -
51 D03 e e, o de grado menr que . ¢ Ve () con

G AERT Iy Rk

L i
con lo que gieds demostado ().
Pura obiene (i, empezamos co

4, 070
0 - BNF 4N

al alumno. Véase Problema 1, Capitulo 2.

a2 o1 R-a-] [T P
Siendo Ak - By -
<[ S P i
alar s matrices Qu(A). R ;020 R ) de form que
@ A0 = G B + Reh, ) A =
Setime

™

B+ Q2(h) + R, como en e Problema 2.
B ) PO AT PO PO Lt R
A L o Y E e P
o - [ ]A[ 'A.[o }
B! LR L P

o) Hallnos
RN ’]x’.

o -G8 BON =

;
menemn [ 2] - a2 2] - v
x tanto, = 74 Coh TR LI FURS L P (8
TRy P N
i Waakea Resheeliy,
§% Tlave s
) Hitamos
e Hl ] w
N £ 21 N

Y l-l e —
ws - [ MT e

A0 - BB AN =

)
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4

s

o
X +ares 2047
Fraree asg)

e a0 s emers + [ f I ]

11,4
Dada la matriz4 < |3 1 1| hallar 4* y 4* teniendo en cuenta que A satisface a su ecuacion
231
ién A1y A%, Aes " i
-4 Rosl-m-n = 0
Entones,
a8 N1 [od]  [ew 2
A s s vravnr = als sl vafs ] cuforof o s w0 )
es f2aa] boyf s e
oo n feed fi1d [
sferdona=alis o u| vafora cufoaf o om o)
P I ERRT I PP T
De 1l = 143404 4,
< Y
Lt
Liaat sren
i
Seany, day iy By i Adeordenn,
¥ hx) un polinomio de grado p en x. Demostrar que [A(d)] = hhy)* hl) . .. K.

Tendremos, e S S

o Al = Behd gy
S

@ B> - 04T 751
Enones,

B = etod=Asal =) iyl =)
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¥
et = Pleat=Allsgd A syl 4]
lelos=h(s-Aa (530,
“HetspAntop-Aa . sa Al Loy <Aty (Al
letay - s lapm Ak
“letor-Ator-ha - (353l letor=Aptsa=g) . Gy -Agl
A B
aplicando (i)

PROBLEMAS PROPUESTOS

ESETNY ¥
e [T
o a2 2] e[ %]
W20 N aai]

[

it 2k o n x.n’m’}

@ A By

) AN - B

O [xvn’,, Xk aad

S 5

PIRE SETR T

Mz A-

I

e [ :;] wo- :]
(-]
¢

. Xar N v A
s owimim w1 S e 5]

i
54040 « [I

[ wose-f

15(0)

Hors

o]
o -
L] [“J
o
s -

sado PO = A0 BNy OO0 = B AOh

o =

ey

185

]
3

5 San d)y e g i
R A K)ot

orden, e 2 10 sumo p + 4.
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5. Dados lospaes de matrioes LNy B, hllr Quh. FuA) QM. R4A) que saifcen 3 237)y 238).

RPN TE Y I L
iR Mot ¥-a Lt 1A

B I ST LS I
OAR fwanz ' i

Nelamaez sNenes

© A Weaker  aesaen |,
Neal Nl eah -4
-
Xox ¥-2-t Rer den
@ An = f S A LI 2 W S 1Y
A aea-2 A A-z Heasy]

s @ om e [N koo s | 2N
M= L ufs MO S g

& s
® o =
»

BNt Ci8A+1e <6A-3 -She2
@ @ = |F-1 ahes -aez|, R s | 2Aes 2ae3 A8
-3 A Aes, SA-T 10Ae3 18A-T]
¥
[ Aos| k=0
2 A
3 eoreat a-sh-16 o -hes
@ A F L
2=t 1 2 - an-
Bih+d6 —i2h-16 -5h - 2)
Rdos | 4h-1 o asA-0 mA-s

k-8 a mog
I0isien N oA-s -3
A-ie X alem-s
T H W ahy,

Mg akes e
[ ST R Y
JS\-W 24 1A= 16

10, Comproarene Problema 98) e A, = 45(€) 3 Aot

1) siendo By =41 C.
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X1 a1 42
1. Dadas s matis 803 - .
wo[ ] w2
o0 Tl 400 = B )
(& halla Q) y ROV de grado il o mayor que un,de forma e 4() = G0 BN R

L [resemer i ] e aed o Lo e
S leoseemnen @-w-meg] T o a®™ " faas s

st - [, 7] oo,

bg ety
SR

13 Demosiar que'si A y 8 son dos malrces smcantes y () s n polinomio escalar cushuiers, )y g(8) son
antes ud. Dot i #yB

14, Demostar quesi & = disg (8, By, ... B,
8(8) = ding 618, 818y .. £(B,)

15, Demostrar ¢l Tebrema 1l
Ind. Comprobar que 1/ — B divide 3 A(H) ~ Ay(B).

6. B(0) = 0.
e B
n
ca cscalar en A, 108 valores proics de f(4) on [0, Sl .. /).
I B~ 1) = s, = 98z ). (5, 2) d form que [LAH:(\:,I-A‘ ot
B b = By ol -

[ = 4| Porcea pare, el — 4] = (5,
)=k i)

. i -2 s ]

19, Obiener el teorema del Problema  como coroario de Problems 17
0. Demostrar que s X es un vector propio de la matrz A4 de Problema 17, ambit lo e de f(A).

20 Dada b mai A0 = 1] con ) polvomis ek en I b ¢ i
. [1:“, uz:ﬂ:»s] . [n K]L,‘[n z]ﬁ[x 1]“,‘[A o]” [. s'I
[ R PN A PIRY ) PR L PR Al B

y demosa,dervando e sepundo ienbro como i fues un ol de cofentes consanies, e

Lan o [dagu
San + [d]

@ £1400 + B0k 1) S1ektol, sendo ¢ comstanie o ien ¢ =

22, Detuci las ormlas

it Sl sk da.

I B o e 40RO - ) eyl 3 dor <y -
o

Seawign B @ sier



Capitulo 24

Forma normal de Smith

LAS TRANSFORMACIONES ELEMENTALES en una matriz polindmica A(\) o matriz 1, dei
nida sobre FT1) son-las siguintes:
(1) Permutacion de fa flas 1y . que se epresenta por Hy; permutacion de las columnas 7 yJ.
que se represena por Ky

) Wl g . v o it de e s et o A

3) Suma dela fi ! ]‘ i
e representa por Hy (/) la suma de i s & o e o
0. que se representa por KTk

s omacionescmenals s heos et n o Cpllo 5 exsplo (1 la
que s ha sustituido a palabra escalr por polindmica. Como all, tmbién representaremos con
e i i s gl s ot s Sty g 2
obiiencn aplicando aquéllas a Ia matriz J. Asimismo, una transformacién de ila (columna) apl-
cada a A(h)se efectia mulipicindola por a izquierda (derecha! por una matriz H(K) apropiada.

Paralelamente a los teoremas del Capitulo 5 se verifican los sguiees:

Toda matrz lemental dfnid sobre F[A] pose invers, que s, s vz, na iz
el e 11
S = 0o n et st £ ) s s s
Bl b ol
m L 0 matriz b i respecto
a las transformaciones elementales.

Dos matrices polindmicas, A()y B(h),cuadradas  de orden , cuyos cementos pertenceen
o P, e laman equialnts s exisen s mrices PO) = A, ... Hy - Hy y 00) = Ky Ky .. K,
ules que

(4. B = PO« AG) QO

Por tanto,

IV. Dos deordenm x I

INTO CANONICO. En los Problemas 1 y 2 se demuestra el teorem siguiente:

V.. Sean Ak) y B0 dos matrics equivalntes de caracteistca r; el misimo comin
A siendo's <

comin diviso de (0dos los menores cundrados de orden 5 de )
En el Problema 3 se demuesira c teorema siginte

maciones clementale, a la forma normal de Swith

188



car 20 FORMA NORMAL DE SWITH 1

[ T T

o ¢ .0

@) T T R £\

o o 0

o o 0% g
en donde cada uno de s polivomios (1) es ménicoy divisor d (. (1= 1,2,...,7 — 1).
@ i 2
segin el Teorem: de Q)

Vi s 2.7, ks aomd Ao de i o memcrs i 06 b o NG,
Como en N cada f(h) es un divisor de f,,(u), el miximo comin divisor de todos los menares
‘cundrados de orden 5 de N(3) y, por consiguiente de A, e

@43) B0 = OV BN N, (=L 2n)
Supongamos que AQ) se ha reducido a

NOY = ding (O, f50. o 1,0, .. 0)
ya

B = ding (A A, B, e, 1,0, ., 0)
De (43)

P X P A N W)

Abora bien, g,(4) = (1) = hy(t), (%) = i) i) = by () hya) de forma que f) =
e, . en genera, i se deine g0 = I, entonces

44) W/ M = L0 = BN 67 L2
con lo cualseverifc e teorema iguente:
VL La matiz N(:) definida en (242) queda determinada de forma inca por la matriz
dm A).

r coniguiente, s matices et de Smithdefnides sl cpo F1] forman v
i ol dniog
Mz A A
EHemplo 1 S 4oy« £ 2R e FeNed 2K o nd
Reavez Feaen aFeaney

52l g o b cmtn G e b s o

fla de A e g ue e miximo comin diisor de o menores de dos fiss de A() 5

:,m-x‘yx,m- m)\—L’AV Por tanto, scgin (244),

R A T M R )
con lo que a forma nomal de Smith de AR es
1o o
[
o o ¥

En cl Problma 4 se indica ot forma e fectuar . redocein,
FACTORES INVARIANTES. Los polinomios f,(A), f,01) ., (4) de la forma normal de Smith
de 40 se laman factores imariantes de A(L). 1 i(3) = 1, con k < r, entonces ;(4) = £,01)

=)= 1, n estc 10, ¢ Gnomman factores varais s,




1% FORMA NORMAL DE SMITH fear. 2

Consecuencia del Teorema VII cs:
VIIL La condicién necesaria y suficiente para que dos matrices. mLmémnux cuadradas
de orden  definidas sobre un cuerpo F[A] sean equivalentes s que tengan los mismos fac-
{ores invarintes.
DIVISORES ELEMENTALES. Sea A(L) una matrz polinomica cudrada de orden  definda so-
bre F[A], y supongamos que sus factores invariantes vienen dados por
@) L0 = o a0 Ll 17 = 1,2, )
dendo (), a0 i i ) pueden
‘nulos, con lo izd 4
s un divisor de f.,m resula que gy 2 gy (= 1 =12,
Los factores {p,(h)}* # 1 que apareccnien (24.5) se ||-m dmlmm el o m]
de AB).
o 2. Sfgane i ki s 40) s de i 1, et e e
de o nimeros racionls, tene a forma normal de S

1o o 0 o '
o1 o o o :
0 0 a-nlan o ) e
o0 o A-DATHA i
oo o o ARy |

wariantes son
LA =L AN = A-neten,
M-I A = AP AT PR O -

L e S LA ST P N
Obsérese que los divisores clementales 10 son nesesariamente disintos; cada o de llos
figura. tatas veces como e os fctores Jnyarinies.

Fempo 3. (o) AR del Ejemplo 2 o0 los
all indicados, pero los divisores elementales son

Q-1 AL ASE O T R, L A A-VEU AW
8 que 1 = 3 s puede descomponer én factores.
® ie los
divsoes clementls son
[ Qi i A AL

A
Kb A=t A A-VE AT

o sus divisores elementales; reiprocamente, la carterisica y los divisores
il sy i o

Ejemplo 4. A0y cuadrad
R A AR AtF AL A A
Hallar Ios fucores imarianes y escibir a forma canénica de Smith.

Bh 2 Ea-ifasy’



car ) FORMA NORMAL DE SMITH 11
o 1)y 5 caleu el
i oy e
=302 P04 1)

Repitiendo el procesd s fga a 5(1) = (0 = 1) Una vex que s han terminado los diisores
clementle, 03) = (1) = 1

L form candnicade Smith e, por consigiete

T 0 o 9
01 o o o
00 Ad-n 0 ] o
Moo ey Ha-tfasy o o
00 o o Fa-rfaed o
0o o o Bty I

elementales, también Ioserin-dos divisores elementales. Por tanto,
IX.  La condieion necesaria y sufciente para que dos matrices polindmicas cisdradas

Ia. misma caracteristica ¢ iguales divisores clementale

PROBLmAs RESUELTOS

1. Demostrar que i P(3)es un producto de matrices elementales, el méximo comin divisor dé todos
los menores cuadrados de orden s de P(L) A(4) e también el miximo comin divisor de todos los
menores cuadrados de ordén s de A

Slohy uecomidrr ) - AT, o P4y caa o de s s pos d s el .
sa 5 de PO A que

i iy g 5 eficto sobre A0

i) per 1
Rﬂ)EnduwAﬂA.WM RO o S Ry o S04 5 o s v
a v

KR

= i ettonoss: )

R3) o biew S0
Finalmente, s POy = (3, o i

il que no perencee  A(). B los casos ) ¢ i), ST = AGH); e e caso i),
S0 RO £ 0 T8
én donde T11) un menog cusdrado de onden 5 de A
FPor e meor i, cundrndo  d o . 0 1) ) o Gombihin e e rinorss

408160 mixin comin s d oo o s o de e de P-4 rons
509 5 dordog 0. S 30) )
AP0 B st o s i ) s
i do g3y on lo sl g1 =
2. Demosta que & P0) 7 00 on pwducws dopatices il b domi o
enores cuadrados de orden s de P(A) (k) Q0. es también el miéximo comin di-
ior e tode los menars cudiados e orden  d A,

San B8 = PO A1)y C8) = 1) QA Como C1) = Q1)< )y Q1) s prsct de
s A Pt ) s el miimo
comin divior de BN, Pero el e todos s

B0y B0, En
= Pk

den s de AL
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fore.
1 A= i
cansformaciones clemcataes, a a forma normal de Smith
0 0 g
[ 7 IS
P I T RO ¥ AR
o o o
o0 0 o

en donde cada (1) e un polinomio mérico que divide 3 /i ).
A(K) = 0. e

-

ene algunas s  columoas, s 1gra Qe pas a ocupar a posicion (1.1 de J matiz,
comviréndose e €l nueo o 3).

@
A3) ¢ puode reducir 2l forma

o o

sicado f(h < a3500).
o loscementos primer la
que no sea divisle por ,(A). egtn o Teorema 1, Capialo 23,
ayh = @ead + gl
ol i Medianie

s v a posidn (1.1) psando 3 ser un mevo a0, Sieste (1) divide 1 todos s lementos dc

sibe por of elemento que ceupe la. posicn (1.1

pongamos que 1) 00 e sl por a1 S ay 1) = )

E
(1) ayf4) = 40214 De

458 ,0). Sumando ahora I i { con d i,

a0 = g 0o ¢ o)+ ey ¢ i~ gt

pars a, ).
ik todos os elementos . por anto, ¢ obica )

A coninucidn, haciendo lo mismo con A1), rsulta

v 0 o
L]
o0 o
que & la forma nomal de Smith

divisor de fuy 1
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4. ‘Reducir
A+ st X3
Ad = [Eraer £ aeaten 2X saf ]
Kaanez Fe2arl 3K s6hea
asu forma normal de Smith.
B 3
LE:
obiee i), 1) A coni-
e oy v o i & St ,

SN L3} A+3 1 AN Aeg
an o~ [ X R ¥l ~ o Kox
A+t NMader aXeres o 242

L Y
Bl ERE S L A P
0 0 e

Bl méxin comén divisor de los elementos de B(1) & . Por wnto.

1o o 16T
o X fod o |~ o
0 0 2We2) o 0 2+ o

que es a forma pedida

Reducir
3 A1 Atz
dw = | Fer ¥ Kean
X Fosrea Hen-3y

A suforma normal de’ Smith.

Tendremo,

FHE AN
A=z -ahe2 iAo o 0 Av 00 A+l
Pisfalea bt ol

8 dode e i s indormacomes s K= (-3, o=+ 25 K1+ 1

Kl = 20 Hl=1); K1) Hiat 1), Hi =11 K= = 1) K=

PROBLEMAS PROPUESTOS

Demosir que Hyly = HIK(1K) = B0 K~f0)

o




FORMA NORMAL DE SMITH feap. 2

194
8 Demorrar 0,
5
dueto de matrices clementals,
10, Hallar las matrices PNy OA) de forma que.P(0° A0 00 1y obener
AGYY < oo PN
sendo
v o
aw s [ A
2 e aey

I, Véas Problema 6, Capitao 5

Reducir s maticessgaents .30 forma normal de Sith:

B x A 10
@ | W en ~foaoe
22 Ko 0 o K]
RTINS Y [
® [rr er Femer| ~fotan o
RR ekl o oo R
o 02 A2 ¥ [RU T
’m: e Xea ¥
@ fRa-2 somes pEosies Xaf
Aw’ Bl R
Coahens Kok ¥ a1 o Nan
@ | ¥ X1
Fovoow 2
x’u’ x s
¥eikea M-z R0d
). 3 a2 A-2 ‘
O a7 g % EITH (s
e Neehes Fegr-1 Kaaneg
¥ 0 o Lo o
@ Bozner vodyveloa
PR ¥ b o -1

12 Hallr los divisores, clementales de s matics de Problema 1 sobe o cuerpos de s nimeros racionles,
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n

alla
sobr e curro de s nimeres rles

@ R RNt

® Aot X -1, 081, 4-n

P R T

@ L X eh B2 eh B D328 R

sl (@ A KA =i A= -1
) het, Ast o, etfl A=
@k kKL Ker, 0 A-1
@ A& AN e oftf 0Faf xen

a-of. aen’

4. Sead s oo s s sl s s e s s, Bl s s

() A A A$L A2 A3, A4 (@ =1, A=1% A-17% A-1, Qon?
[CR 20 SR N LR 81 @ X R ezl aeaf pen®

Sl @410 m,mmmum 9
® 110 P,
(@ 1121 e, m,m wu%mf
(@ 111 Adeaf. ez, Kol
Resalver o sstema e ccuaciones diferenciles inelés
x4 Dee
e - (01w
R e

s 5. 5.5 e e, unciones & vt sl 1 D =

I En notaidn matsil, el sitema dado e escrite e b orma

S [
ax e osa o oafluf < fe] <

o o oeglle] oY

Los polinomios e D d s

Kugft). (=1 K (D11 Hys(-D-2). Hag (D11 Kps D). Hyaf=8). Kot Kan(5D 1), Hog(-301,
oD, Ko/ Enestas coniciones

A dervwe] o
P - | w1 |4l T I LR "
w2 0 vt Lo b0 Geven] [oo oot

que e I Torma normal e Smith de 4

Apliar I tansormacién el X = O pars redcic 4X = H 3 AQY = H y de PAQY = N,Y = PH
obieer

0 et 000 G e
A I Y T

e et 38
R S

Finamente, apia ¥ = QY pura obiener l souidn pedid:

T WO T
= 36 [ T

S S
Gt et b




Capitulo 25

Polinomio minimo de una matriz

LA MATRIZ CARACTERISTICA b =  de s s i 4 d rien e
e e e e Bt i rorm
il de demostar el teorem:

el Apiando Bi4) & 1

Si D es una matriz diagona, los divisores e!gmenulnx de M — D son los clementos

1
de su diagonal principal.

En el Problema | se demuestra el teorema.

A ol st i it ke it 01
P

os mismos

divisores elementales en F[1.

De estos dos Teoremas (1 y 1) s deduce:

1l La condicion necesaria y suficient para que una matriz cuadrada 4 de orden,n
it s coe K e & bk s BT A s I
M~ A tenga divsores clementles lncales sobre 1.

INVARIANTES DE SEMEJANZA. Son los fctores invariantes de la matriz caracteritica Al —
1 00k watio syt ey e P0) 01— A O & ok T
normal de Smilh,

ding (A S0 s k)
Esto 65, [P0 01 = 4)+ Q)] = [P - [Q0[6) =0 F04) .. o0,
Como §(4) y /() son ménicos, [P |00

1% B polnomio carcerisic de una matiz cudrad 4 de ordn e f product
= Aodl delos

1y, por tanto,

janaa -

i 4

e st ' i i )~ 06 i 1 U s mi )

e e i T e i) 0 s plomi i e 4.9 10 - 0t

i de . EI polomio m) tambin e Genia finin i de 4.
ot misclemenalprs bl o oo i d 4 1.0 comprende s

signtes pusos:

) Si A = agl, entonees ) =

(i) i 4 af paa todo valor 4, pero 4° = aid + agl, entones ) = 13 = ah — g

) S 44 0l bl prs oo i de o ¥ 7er0 5=l + i+ o, ntones
¥ as sucesvamente FRR ke

124
212
221

Fienplo 1. Hallar ¢ polinomi minimo de 4

196



cap 25 POLINOMIO MINIMO DE UNA MATRIZ 197

Evidentemente, 4 oy = 0 es imposile. Sea

ey = 41 0= Dol de ot (0 ) ey e o b Hrurvmx
a l conclusibn de que A% 44 -+ S por ant, el polinomio finiio pedido c

En ¢l Problema 2 se defuestra el teorema siguiente:
V. Si A es una matrz cuadrada de orden n definida sobre un cuerpo Fy f1k) es un poli-

nomio cualquiers de . a condicn necesaria y sufcente para que fi4) = 0'es que ¢l polino-

mio minimo /() de A sea divisor de fik).

En el Problema 3 se demuestra e teorema:

L sem:mm ib) de A que tiene ¢l mayor grado pu!lhl:
Como o i e smn 0, ),
los teoremas siguien

it El W\momm cancteristico M de A es igual al producto del polinomio minimo
de A por ciertos factores mdnicos de

100 dividen todos ellosa 4, resultan

VIIL La condiion necesaria y mﬁmm\c para que o matsiz caractcstic d una iz
cuadrada 4 de orden nih)
de A s¢ descomponga Gnicamente en factores lncales distntos.

MATRICES NO DEROGATORIAS, Una matriz cuadrada. 4 de orden n cuyos polinomios carac-
erftico y minimo son idénticos se llama matriz no derogatoria; en caso contrario se denom
derogaroria.

lin s e pars aue uns i, s A d e
ea no derogatoria s que A tenga un dnico invarisne de semenza no
Se demuestra tambitn ¢l teorema siguiente:

Simy (1) y myfh) som os polinomios miimos de B, y By, respectivamente, el poi-
nomio minimo m() de la suma ditecta D = diag (B B;) es el minimo comin millplo de
) y mylk).

Este resultado se generalza sin difcutad a la suma directa de m matrics.

XL Sean g,(h), ga(h, ... gaf}) polinomios meénicos, lrm‘]uc\b\exy
lnts s PV 3 e 4, om e o Qoo o a4, = {500
2, ..., m).Entonces, B = diag (dy, Ay, ... dn)tiencadih) = (g, ()" {z ,m)" h.m)"
oo poinanis eueccisie 3 hins.

s e

MATRIZ ASOCIADA. Sea A una matriz no derogatoria cuyo invariante de semejanza no tivia es

@) 800 = fi0) = X+ 0y Uk ah+ gy

Se define Ia matiz asociada (ucompanion») a g(2) por

52) Clgy=[-al, s gh=h+a

ypuran> 1
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GG g gy
o 1o i
53) T s fdid
o 0 0 0 o 1
G w0 g =t

En ¢l Problema 4 se demuesira el teorem siguiente:
XII. - La matriz asociada Cig) a un polinomio gfh) tiene a g(h) como polinomio carac-
teritico y minimo simultneament
{hits iort ool d:ﬁmr Cig) por Ia traspuesta de I matrz dada en (253), Aqui
Jearemos ambas form;

Véase Problema 5.

Es ficil de demostrar que:
XIIL i 4 es una matriz no derogatoria cuyo invariante de semejanza no teivial es

41000
0100
(254) J=lal sin v 1=y s>t
tiene a f{k) como polinomio caracteristico y minimo.
PROBLEMAS RESUELTOS
Ay Bdeodenn

deinidas sobre n cuerpo F-
{engan los mismos fators invariantes o los mismos divsores clementles en £

Supangamos que 4 y son semeanies. Teniendoen cvnta. (), Problema 1, Capiulo 20, e deduce que las
i B i o vilry

los misms factores inarintes y 103 mismos diisores clmentles,
Reciprocamente, supongamos que s matcices M — 4 y 1/ — B tienen s mismos fcores inarinies 0

POV M= gy0h = M-8

sbin
0} PN -(AI- Ay -ty
s
O P e MBS+
i) W - SN-Bs R
) G0 - S0 4 R
e ., 8y e . S 0,
A4,  a-aR,
obin

® QBSOS - M-8Ry~ KMy



car 3] POLINOMIO NININO DE UNA MATRIZ 19

Portanto S-S0 = 0 ¥
) M-8Ry = RodI-4)

a4 lo sumo de primer gade
Aplcando i )y ()

e angn
RS- =)+
= SO + 1500 R lRy
=G SIIAA) + SAN-N-BIR, ¢ Rk
S =A) ¢ SR ) + Rafy

e dcit,
i)

= Rk 100S0 + SRyl - )

Ahors bien 03 Sy + SR, = 0 por o, = KR, ya que, en caso ontari, el prier miembro
E Pl

¥ sato v
MoB - RA-OR, - AR - RAR,

Como A, B. R,y R son ndependientesde ., R, = RS portani, 1 — B = N — Ry ARy, encomsecurnci,
K s 45 3 100 s, somo s doter.

osra que i 4 s una matriz cuadrada cuaquier defnida sobre un cuerpo F  f11) s un po-

linomio de F{A], a condicion para g
k) de A sea divisor de fi)

Segin e algorimo de la divisidn, Capitlo 2.
0 o

conloque
i« adymity iy = )
Supongamos que /1) = 0:entonces, 1) = 0. Ahorsbin, 1) 0 s grado e menor que l de k).
enconia e s hipesis e que i) e l polinomio minim de 4. Por consiguiente, 1) = 0, con 1o gue i)
e divior de /)

Reciprocamente, suponganos que 11) = g0 mih): entones, f14) = g14)° mid)

Demstar que ¢l ds A invariante
de semejanza f,3) de A que tiene ef mayor grado wxlhtz

Liamanc =
teisica M — 4 % tine,

=4l = 0 = gra-lhy
e WAL-A) = goa BB
indo cl i comiin divsor de Lo dementos de B3 o uidd.
Aors e 1 - )88l -4 = -1 e modo e
M=) gt BN = gra)-yiN) !

o
o L-Ay B = 0T

Por tanto, M — 4 e diisor de /) . segin el Teorsma V, Capitulo 23 (4) = 0.
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Segin el Teorema V., md) divide a o). Supongamos

i) 100 = g0+ mb)

Como mid) = 0, 4 ~ A es un divisor dé i), & decir,

th)-

W = A)-Ch)
Por tant, aplcando i) y i)

0~ )-8

)+ 1= 40 m) 1= gy 0 = )+ CO)
de donde
Bk = 4t1)+ €0}
Ahora bien, gfh) divide a t0dos los lementos de BA): lego g = 1y, de il
L) = mfh)

como s queia demostar

¥ caracteristico.

La mauiz ciractristia de 253)es

[

[
000 Ast
o oy 4y ns Avany

Sumando a n primera cohumra a segunda moltipiada por .l tercera por 1., I Gima por A+
obiene:

o -

0o A

.
M o1 3 e oy Moo

Pucsto que G0 = ), <l polinomio caracteisieo de Clg) e g(). Ademds, como el menor de los k-
i ~ 1)de Gih)

sl nidad. En consecuenca, Cl) es una matriz no derogatoiay su polinomio minimo es ).

S Lamatrizasociadade g) = 420 - K 46k~ 5 e

0 10 00 0000 5]
001 00 10005
000 10| obim 0100 1
00001 00102
581 -2 0f 0001 o



a2 POLINOMIO MINIMO DE UNA MATRIZ
PROBLEMAS PROPUESTOS
6. Excribi I matiz asociada de los polinomios sivients:

@ ¥y @ Atw.mu

@ F-aoen (&) X'+
© h-1f i hondeaeray
01 0] 01 0]
Sl @ 00 1 oot )
121 842
v 100 01 0]
voto oo Lol
@t CH bt o
e [RER

w00

o

0

7. Demostrar que tods mati cuadrada A = [o,] de onden 2en 1 que (a3 — 3, + a0, % 0 una iz
o derogatri

8. Reducir G del Problema 4 2 ciag (1,1 .. s0})-

5 4 s
vies y Tos disores clementales sobre el cerpo de lo némeros rcionles.

100] R 200 127
@lozo] w|s 2l @orel @213l

xR 2-13 vt 221

21 0 2.3 1]

$23 0 -1 -5 -3 4|

"

iy i 3y () e dodn] o

-3 -1 -1 16 4 g
Sl (@) G = w) = A-DA-DA-3: L. A-DADAD d.e. A1) -2 4-1)

@ 6 = w0 = FiLpade

6 = O-1f0-DiE p A-L D)
) = O-D0-2) e A1 A1 A=

60 ¢ QT Lot drbi-n
0 < QD08 i Aot
(o G0 = P EpA -
o = ¥ - idehdA-t
400 = Y s ok
gy < -ty ide kAt A At

FOT € p A AT

o
) = AP Fde A e

G = (0P -A=2f s £pA-2. W -A-2 K-
A= FoA-2 ide Ae2A-2A-2ALAn
10, Demostra los Teoreas Vil y VI

®

. Demostar ¢l Teorema X,

Ind D) = Gag (B, ). miB,) = O reguire que miB,) = miB,) = O oego, m, ) w0l dividen s i,



0

I
It e nd

=

. Demosrar: )

POLINOMIO MINIMO DE UNA MATRIZ fear s

Demostar e Teorema X1

r
s que sus alores propios, o raics carcterisias, sean 1odos nuls,

potnte son ceros 0 unos,
) L caractersica de A es igual ol mimero de valores propios guses 3 a nidad.

48,60, demos.
e qu xtn o s oglres P 0 o formd g PCQ = 4, P00 = By ko R} =~ 4
ySh =108 mismos facores imarianes o los mismos dvisores e

. Segi I demostrcion del Probiema 1 sustituyendo la semefanza por la equivalencia.

Demoda qu s o plnomio s ) o i eir 4.5 e grd 1, e 4 s e
prsar por un palinomio de grado

Empleando l polinomio minimo halr a inversa de Ia matriz A del Probems 91

Demostar que todo divso fineal . =  de g0 e divsor de ()

ook [
TED Bt (4 = A 1=, o I a A =24 o
0
oot [} ]
Deosiar e g o conin
W de glA)y mik), es dec A, sea distinto
fryigie -t
o ) Supnee ) # 1y i o Teorena Y. Cpito 2
() Suponer 4« 1 sl < Teorems 1Y, Coilo 2.
an Probi [elA)]" se puede expe
o e v o 4 GF et e o 9 3 #E1
Jyesde

man un cuerpo

o) ) = k) cwsndo Ay B no son ambus singlares.
(6} m0) y n) difern al menos en un factor & cuando A y B son ambas singulres,
Ind, B mUAB) & = (BA) m(BA) =0y A*n(BA): B = (AB)*niAB) =

Siendo 4 una matiz de oden m x . Bde orden n x m,con m > .y $1h)y Y04 Ios polinomios cascersticos
4CAB y 54, epcamente, dsee . 901 = A+VO1

sax,
table, ¥ €5 un vestor propio de 5.

I e B cuando todos

Siendo 4y
Tos valores propios de 4 sean simpls.



Capitulo 26

Formas candnicas en la semejanza

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA. En el Capitulo 25 hemos demostrado que las matrices
caractristion de d de ordenn, 4y R°'

cuerpo . tienen los mismos factores invariantes y los mismos divisors elementales. En ese ca-
pitulo vamos a tratar del conjunto de todas las matrices R~'AR que () tengan I estructura mis
simple y (i) pongan de manifiesto sus factores invariates o bien sus divisoes clementales. Estas
matice, que son cualro, se llaman formas candnicas de A. Corresponden a la malriz candrica

anteriormente, con respecto  Ia equivalencia, para todas las matrices de or-

den m x n y caractristica 1.

FDRMA CANONICA BACIONAL, Sen o s cdrdade i e e v e

gar, aracteristica olo tiene un factor invariante

i La e i iy 200 como s o en  Capnta 25,65 o
Por definicion, ésta s Ia forma candnica raciona S de t0das las matrices semejantes

Supongamos ahora que la forma normal de Smith de la matriz M — A ¢s
1) diag (1 oo LSO s 0 R

con el factor invariante no trivil £(}) de grado s, (i = J,j + 1,
candnica racional de todas las matrices semejantes a A €

). Por definicion, la forma

52) 5= dig CU Cfo ) s CU
Para demostrar que A y S tienen los mismos invarianies de semejanza obsérvese que C{f) es

semejantea D, = diag (1, ... 1. (1)) que, por tanto, Sessemejane a I matiz diag (D Dy,
- . Medtc v s ic permuacione d dos e  d s misnas dog clumsas e
deduce que S es semejante  la mat
diag (11, LS00 S )
Hemos demostrado, pues, ¢f teorema siguente:

sl | s et 1 dici 21 8 o e
i34 o s s o i e X

Bropa 1. Sean o s d d
o s
[ AL oy = X 4201
Enoncs,
IEEREE
e 001 0o
aw oo = (ool e s 200 100
voo 010
R soo 0o
00200

0
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-1

5 = dne(Gf.C0.Clo)

Leerococosce

0
0
0
0
0
0
o
o
o

que s a forma expresaca en el Teorema 1

Nota,El orden en el que se deben dispone las matrices segin a diagonal s indierente.

100 000000 ¢
000100000 0
010 000000 0
001 000000 0
000 0000001
000 010000 0
000 001000 0
000 0001002
000 o0vs1 0
00 00000 0

e ot forma obenida ulzando I traspuesta e cads e s mavies ascidas.

SEGUNDA anm CA\IOMCA Supongames qu o utores iariates 0 rivis dela ma-
@61

AL P st 1)

Sea
83) 0= (OO (N (= 4 )
en donde alguno de los exponentes ¢ puede ser nulo. La matriz asociada C(pf) a un fulwclm-
o trivial a (M} por tanto, Clfes
2l matiz
iag (Clpt) Ep .. Clpt)
En consecuencia,

11 Tods miiz cudids 4 i st s cntpo § e wsnt & s s drta
de las matrices asociadas 4 los divisores elementales, sobre dicho cuerpo, de

Fiemplo 2.

Som k£ 1,3+ 1, 0+ 1,32 — % 4 1, 0 = & + 11, Sus malrices asocadas respectivas son
¥ I forma candoica del Teorema 11

w1 g 35

¥l forma canénica del Teorema Il es
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00 0 00 00 o]

04 0 0 00 00 0ol

000100 00 00

0 01200 00 00

000 0 01 00 0o

000 01 00 00

o 00 0 00 o1 0

900 0 0000 10

0000 00 80 0y

000 0 00123
FORMA CANON Sea A la matriz de la sccion anteior cuyos divisores le:
mentales de su mairz caracteristca son potencias de polinomios rreducibes de F[1J. Conside-
remos un divisorclemental {p(h)}.Si g = 1, tomamos Clp), I matrizasociada; s ¢ > 1, formamos

Ia matriz

o W0 0“0

o G M. 0 0

264) o = O SN 6

0 0 LGy

0 0 .. 0 Co
siendo M una matrz del ) 1 iz
Lamatriz C,(p)de (264 )

\
e lam marri hiperasociada {dhypetcomparions) a {p]. Obsirese e 64 hay una linea
contina de cleméntos unidad justamente encima de la diagonal pr

Cuando se uilice 1a otra matiz asociada C'(p), la matriz mwm.m. apiites

e o0 o o 0
NoCm oo . 0 0
0N o0 0
G = :
0.0 0 . Cp o
00 o . N O

s o e e o ki oot 0 et o
ustamente debajo de I diagonal principl.

Boplo 3. Sa T 00 2A-1t :mmc«m:[f 7;]‘ u-[f g] y

o 1o 0o a0 d
12100 00 0

s b0 1000 0
Cfroraiooe
G " ono 0a 100
oo 01210

s 00 00 00

v oo 00 01
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En el Problema 1 ¢ ha demostrado que C(p)tene a (p(1)} como inico invariane de seme.
por forma

canénica del Teorema II.
L

1. Toda matrz cuadrada A definida sobre un cuerpo F es semejante 4 Ia suma directa
de de M - A

Ejenpl 4. - Enl faneat

01 o)
conespondintea? &+ 1Pes |11 0L portanto, taforma cannicade Teorema
00 0
IXER

lles
00 000 00 00
01 0 00000 00
Do 1000000
00 010000 00
00 00 0100 00
08 0 0100 00
00 0 0 00 01 00
00 0 0 0011 10
00 0 0 00 00 01
00 0 0 00 0011

Algunas veces se emplea el término «racionab al hablar de Ia forma candrica del Teorema |
- Bso e deue 3 qu pra obener I forma canic slo hay que lcuar percionss raconales
A para las
“Teoremas ILy 1. Por elo, | iy
o i i 0 T,

FORMA CANONICA DE JORDAN. ‘matriz carac-
foica d ol Teorem li s, ent

la suma directa de las matrices hiperasociadas del tipo
o 1o o g
L 0

63) o -
0 00 o 1
o 00 A

correspondiente al divisor clemental (pm)v =i -ap (Véase Problema 2.)

de Jordan o clsic. [Obsérvese que C,(p) de e dc] o6 058 1
V. Sag descom-
pone e e e, Eors, a4 s st sbre i sk St
directs de las matries hiperasociadas de la forma (26.5), corespondiendo cada una de las
matrices a un divisor clemental (. — 4.
Ejenplo 5, i der-4
sonk— ik +i, (.~ iF, 0. + 1.
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La forma candric de Jordan corrspondiente a A s
0 00 d

0
0
o
'

L

00
010 0
o 011
0001
b 000
o 000 0
Del Teorema 1V se deduce este otra teorema:

La condicidn necesuria y suficinte para que una matrz cuadrada A de orden n sea
e mari iagora e e o o clncaalesde A ~ s plnonis
Tarln o o, ot e pobvnia se descomponga en un producto de polino-
i el i,

Veanse Problemas 24
NAREDUCCION A LA FORMA CANONICA RACIONAL. Vamos ldemmmr shors e s
candnica se puede llev
tebricamente, sin necesidad de conocer pmvmm(: o B it 0 U e
tamiento algo diferente de éste se puede ver cn.Dickson, L. E., Modern Algebraic Theories, Ben,
H Smbum‘ 1926, También se puede consuar American Mathemalical Montly, vl. 48 {1940),
rowne,

Necesitamos establecer, ante t0do, las definiciones siguientes:

Sad n vestor Fy gl po
linomio normalizado de F{1.] de grado minimo de forma que g(4)- ¥ = 0 en cstas condiiones
diremos que el vector X, respecto de 4, pertenece a g(h)

Sirespecto de A el vestor X
tes X, AX, APX,

e los
=1 constituyen una sucesion 0 cadena de Ia que X es su primer término.

|2
s i 4 1. Como 1 1 = 0. el pelonio - 1 Par = (1.0
=17, AY = [<1L0.1] = ~: entones, (4 + Y = 0 . pr tant, ¥ pericee a polio-
Tt
Simh)esel mateiz cuadrada 4 de ord x=0
para todo vector X de orden . Por consguinte, a scesion n este caso no puede tener s
-1

st
Entonces, exist una mairiz regulr R, sobre dicho cuerpo, de forma que.

66) RAR = § = diag (€, Cpio... G
en donde, (i de 262)por o w0 matiz aso-
G o i
I R R
tienela forma
000 0
1o 0 ey
010 0 - ’
¢ o
00 0 0 e,
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208
De (266) s deduce
@7 AR = RS = Rig(Cju Gy Gy
Ry Rjviy oo Ry de Ry Culi=jij+1,
), tengan el mismo ndmero de columnas. D¢ (26.7),
AR = ATRGRy R = TRGR, »
= IR R G Cl
y
ARy = RGp, =it )
Represcntemos por Ry, R ..., Ry, 10s 5 vectores columna de R, y formenos el producto
RiCi = WRisRigvon RisgdCi = [RizRic.. el
Como
ARy = ARiuRes e Ris) = ARG ARis AR5 = RiCy
se obtiene
ARis = MRl Ry = A

068 Riws AR, R
4 %
@69) - Ecala = ARy,
Sustitugendo en (26.9) I expresiones (26.9) resuta

4

S E el TR - AR
obien 5
(26.10)
Teniendo en cuenta I defincidn de C,, 26.10) se pucde escibir en It forma
hidyRes = 0

Riz

U 4 e AT el

e611)
Liamando X;a Ry, (26.11)se reduce a f(4)* X{(4) = 0 entonces, como X, AX,, 4°X,
2, son et independieis s o X;perensn ol fcto nvarianie ) Por
ma de R, son los vectores de la sucesién que tienen a X, pertene-

consigiente, o ol
cm\lt -/0.7‘ como. Dnmr término,
columnas linealmente-independientes de R, que satisfacen a (262), son

hsn-]vlru:emoms

JHLm)

i
tes 0, Sy oo

R4

pertenccen,
7430 ¥ cuyos nimeros de téminos satfacen I condicdn 0 < 5,5 141 S

VL' En una matriz cuadrada 4 de orden n, definida sobre un, cuerpo , s
i) Xoesel Lo tanin et i o aro e estincs

e i todo o vsoede orden 7
rinedo i sositn €, 4l Tyor o it

2 primer
105 posible (uno cualquicra de ellos es  Toslins independiente de los que
e prceden'y d s de.C.) para ods o vestores d orden  sobes F que son
linealmente independientes de los vectores de €5

L

X,
pofte iy cubuie e Do o tinealmente md{pendxem: dedon g b
y de los de €, y £, os los vectores
i ot depe e s vctoe y c...,

que
¥ asi sucesivamente, Entonces, para
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R o= AN, A Ay 907

AR es a forma canénica racional de 4.

b PRI d) AN\ A

Xy

11
Ejenplo 7. Sea 4 =[1 2 2| Tomemos ¥ = [1,0,0]; entonces, ¥, 4¥ =
132

AT A = (35,6,

1o et e, s que 4 (1254 =
0 =474 Xm0y X pertnceen 0 40 = )

119

o1

134
= xaxay o s |

Lo )

00 0
y KR = o o w8
01 s

Eneste caso A es
el cuerpo de Jos nimeros racionales. Todo vector de terer orden sobre cste cuerpo periencee #
mi) (véase Problema 11),y encabeza una sucesion de tes términos. La matriz R, cuyos vectores
columna son los de una sucesin cualquira, es tal que A~'AR

s abteac

. M[ ] ] ek ol 1 e

b, — Es snemb
Problema 1),y potio sev un nariante de semejunz de 4.

Tomando ahors 1 = [1.0,0], los e LAY AT (A0
e e, metns e 41« [4.8.46] = $41 4 47 -7 For i,
¥ pertenec Wi 1:\ polnomio 1. — 1 10 s un invarane de

la funcion minima, f azonaicnto

by e ipeidorl

00 7
ran s i g
01
12w

E Veanse Probemas 6.
PROBLEMAS RESUELTOS

1. Demostar que (A es el nico invariante de semejana o vl de ).
(o1

u Gl
0 Ao e 1 O

= clof = o

ficores invarantes de A1 — Cyp) son 1. I,
#0y= = C)
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2. i el factor invariante 1o trivialy ef divior elemental €5 14 + 44° + 62 + 4 + 1, la forma ca-
‘ndnica (a) s I correspondiente a los Teoremas |y 11y (5 a del Teorema 11

o100 EEEEI)
0010 o 10

@ m
0001 e
R LRCRE

308104203~ 4, A4 302 - 41— 12 s0n los fctores invariantes y & +2, 442, A +2, )
i+ 3los divisores elementales, Ia forma candnica (a) es la correspondiente al Teorema Iy m a
de los Teoremas Il y I

200 00 0 20 000 0
IEERER] 02 000 0
IRERER] o200 0

@ laoo 010 @ oo 0200
000 001 00 00z o
IRERRE] 00 000

4. Sobre el cuerpo de los nimeros racionales, i % 1 2142 2,02 + 20~ 1P, (1 + 2%~ 1] son
o divisoreselementales y (k + 2)( + 20 — 1%, ( + 2)(37 + 21 — 1) los factores invariants,
Wi comvonon s 8 Tome lu ) eladerTearems (81346 Toorema

2 00 00 00 00 00 §
20 00 00 00 00 0
b 00 1000 00 00 0
o121 8000000
5 00 00 1000 000
; 00 0120 00 00 0
ke 00 00 00 10 00 0
0 00 00 D121 00 o
© 00 00 00 00 10 0
D 00 00 00 01210
© 00 00 00 00 00 1
0 00 00 0o a0 012
510 000 000 0 00
001 900 000 0 00
00 100 000 0 00
00 0 10 000 0 00
270060 000 0 00
P R R B R G R I R
900 0 00 0 10 0 00
000 000 90 1 0 00
000 0 00 8 00 1 0 0
000 0 00 0 0 0 0 10
900 0 00 000 0 01
000 0 0z-mzn - -n
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2 0 00 0 00 000 0 0
-2 000 00 000 0 0
001000000 00
0 00 1 00 000 0 0
© 0 00 0 10000 00
0 014240 000 0 0

“ 1o 000000 10000
0 00 0 00 010 0 0
0000000 001 00
000000 000 10
0 0 00 0 00 000 0 1
® 0 00 0 016954

2 3 3 -1 -6 -7

0-1 0 2 1
120 120 .
Sosa A= |0 )| TomemosX =(10.0.0,0.00

Entonces. X, 4 LA e 10,100,
e e, mens g 44 < -1

D A L s

[0, s

e LYy i Ty pr 1.
o ]

pr s pe

o' ¥
s 4l o s g € G e b !
it o ks, susiimos X por

E 01000 o
; 1000 o
R - Uttt 10 T R
: caoio s
b IREET

y
i b s 5 e b e s

120,
s o s e

L2 -1 1 -1 ]
O
1| Tomemos X = [1,0,0,0,07.

I AL <01 o e i
~2,0]" = 2 - 3 y. por tanio, X pere =2 +3, Supondre.
e e ot i ) i & o
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Rosandon 41t sl e s e 1,0.01,01por st Y = 10,0
4 adl P it i

L) g7 0 017 7ol 7 e 13 1. Com 121
. Cunnd
(EEEC, 1 000 0
000 11 0-100 0
R o= UadeXedtodd = [1 0011 k%R -0 000
-1 101 IRERE]
v 002 0 00012

sl form canduicaracional de 4.

PROBLEMAS PROPUESTOS

as, 1,
i ) o Pt 6l Cuolo 25. e cambar v coiers 8 s i af snplc o
cuerpo m

o parcal. @y 1,001 LM dingct, 29
-1

g
® L, fo
o

0 0 0] 0 0.4
@ tfooa nmfooo
o o 4 IXR!

o
o
o
100 0 0 00
IR PR
) s
Do 00 0010
00 L

00
00 00 (RN w0 0 0
IR 0000 00 00
i o . m:
@hloe o1 0o 01 00t 1
0012 00t IR

xS

Teoremas 1y I
Tos Teoremas Iy 11 () ien qué condicones Ia forma candri del Teorema i et
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oar. 2]

]
.

o
o
o

o
5. dentfcar la forma canénica [0
o

10. Sindo (a) %+ 1,00+ 1,02 + 1 y (6) M2 4 1,1 4 512 4 4,29 + 61° 4 912 + 4 s fctores:

Jos Teoremas I 11 11,

@

nimeros racionals, y I del Teorema IV,

0100

IREIER]

00

000100200

o

]
1]

00 00

00 00

o

001231

]

001 1

o

@

ol
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=
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FORMAS CANONICAS EN LA SEMEJANZA [ear 2

A de orden i el vesor X )

sor de polinomio minimo m) de A
Ind.Hacer a hipbtsis contraria y consdera ()

0050 + ).

reduc A su forma

axe
candrica racional.
En el Probi
0 Tomar Y- 010,001, i et e s s cnpn s 2,3 s X,
Y- [

o) Tomrz - [o o n o et it de X, d o o sy obienn 1y = 2= Ky
e pertence

i e ‘Aﬂuuhunda los vectores X y X, de (8) (o) para esrbic R

Problema ()

Coodo 3

Resoler o it de ccucions difrenciles s
B me o e
e anewmeome omee

. owitmen

3 Santian
A P Y

en donde las ncgis 5o unciones de I varie al 1.

1S X <o, 5 dlne 98 - [, 822 25, 5]’y e i de v o sisera n b forma

PEnaE v
0 a |42 afal " s
[ L A P o M I 2V

REEENE 0

(Como I transformacién lineal regulae X = RY redce (i)

o s w
et s form i 48 racionlde 4. o
e~ & . s g 4wl X, = By, 4T, £y s . s
by B e ors o om
[T
B B R
L N I P
95 2 -5
000§ i .
o fron of fof
@ " loro oo
000 o

Entoncs,
Wyt Cebs 3CerCacts Fozid]

- 20, +2Cset 280+ 4COEH + F-at 42
e donce X = RY = §

S 46, - 20yt - 25, 8CIEF - 2684 1= 4

A Gt S(Ce1Cat - #4311
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Depeodiente(s) formas, 69
matsces, 73

polinomios, 3
vectores, 6
Derogatoia, matrz, 197

muldplccien, 3
st 2
c

mitia y hemihermitca, 13
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Dermiin, cnoada o una

a:rmmAn zn

b MY
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215
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matics,
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Divior de cero,
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e oty i 5,4

matis, 0,188
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mliplo e una matiz, 2
omi, 172

i, 5
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