CAPITULO

2

Ecuaciones e inecuaciones

2.1. Ecuaciones

Si dos expresiones algebraicas unidas por un signo igual contienen al menos una variable, la
nueva expresion que resulta se denomina ecuacion algebraica o, simplemente, ecuacion.

Un valor de la variable que haga que la ecuacion sea una proposicién verdadera se denomina
una solucion de la ecuacién dada y se dice que tal valor de la variable satisface la ecuacién.
El conjunto de todos los valores que satisfacen una ecuacién se llama conjunto solucion de
la ecuacion.

Uno de los problemas mas comunes en Matematica es resolver una ecuacion, es decir, encon-
trar todas las soluciones posibles de la ecuacion dada. Para llevar a cabo este proceso, por
lo general, se efectian ciertas operaciones en la ecuacién que la transforman en una nueva
ecuacién mas facil de resolver. Tales simplificaciones deben realizarse en forma tal que la
nueva ecuacion tenga las mismas soluciones que la ecuacion original, es decir, se debe, en lo
posible, obtener ecuaciones equivalentes (ecuaciones con idéntico conjunto solucién).

Entre las reglas que aseguran equivalencia de ecuaciones estan: sumar (o restar) el mismo
nimero de ambos lados, asi como multiplicar (o dividir) ambos lados por la misma constante,
excepto cero.

Hay operaciones que al aplicarlas a ecuaciones no garantizan que la ecuacion resultante sea
equivalente a la original, por ejemplo:

= Multiplicar ambos lados de la ecuaciéon por expresiones no numeéricas, es decir, expre-
siones que contengan la variable.
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= Suprimir un factor comin no numérico de ambos miembros de una ecuacion.
= Elevar a la misma potencia, por ejemplo al cuadrado, ambos miembros de una ecuacién.

Si no se tiene certeza de obtener equivalencia de ecuaciones con las operaciones reali-
zadas en una ecuacion dada con el fin de resolverla, es conveniente verificar todas “las
soluciones.°btenidas al final de estos procedimientos sustituyéndolas en la ecuacion original.
Nota: En esta ocasion, estudiaremos ecuaciones que contienen soélo una variable.

Ecuacién lineal: Una ecuacién lineal en x es de primer grado y tiene la forma

ar+b=0,a#0
b

Toda ecuacion lineal tiene exactamente una solucion x igual a —F
Ecuacién cuadratica: Una ecuacion cuadratica en x es de segundo grado y tiene la forma
ar’ +br+c=0,a+#0

Puede tener dos, una o ninguna solucion real x, dependiendo de que el discriminante, A =
b? — 4ac , sea mayor, igual o menor que cero, respectivamente.

 —b= Vb? — 4dac

2a

Foérmula cuadratica: z

Nota: No sélo existe el método de la formula cuadratica para resolver una ecuacion como
la anterior, también estan el de la factorizaciéon y el de la completacion de cuadrados. Con
frecuencia, el método de factorizacion es el mas rapido, pero en algunas ocasiones es dificil
reconocer los factores, mas atn, muchas expresiones cuadraticas no tienen factores reales, en
tales casos es imposible factorizar en R.

Otras ecuaciones: A menudo surgen ecuaciones que a primera vista no parecen ser lineales,
ni cuadraticas, pero que pueden reducirse y resolverse como tales, es el caso de las que
contienen fracciones, raices, etc. Es recomendable, al resolver este tipo de ecuaciones, verificar
todas las soluciones obtenidas al final de los procedimientos usados, reemplazandolas en la
ecuacion original, especialmente si la variable estd bajo la raiz, va en el denominador de una
fraccién, etc. Ecuaciones con valor absoluto, logaritmicas y polinémicas de grado mayor que
dos se veran mas adelante.

2.1.1. Ejemplos

1. Los estudiantes, frecuentemente, tienden a confundir las expresiones algebraicas con
las ecuaciones algebraicas y aplican reglas, en las expresiones algebraicas, permitidas
solo para las igualdades:
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es una expresion algebraica, en cambio

es una ecuacion algebraica.

Si se multiplica (a) por 8 se obtiene una nueva expresion algebraica, que es 8 veces la

original. En cambio, la multiplicacién por 8 en (b) es tan 1til que permite (después de

reducir términos semejantes) obtener la solucién de la ecuacién, a saber, x = % ,

2. Resolver %(3 —1z) = %(az —3)
Solucién:

9 3

s(3— z) = F@=3)

36(3—x) = 15(z —3)

5lr — 153 = 0, ecuacion lineal con a = 51, b = —153

1
— E =3 es la solucién
51

Notar que %(3 —x) = —%(x -3)

Luego la ecuacién puede escribirse: —%(m —-3) = %(m -3)

Aca, la division por x — 3 no es posible, ya que esta expresién puede ser cero.

3. Resolver (2x +3)(3z — 1) = —4

Solucién: Se debe abordar con precaucion los ejercicios de este tipo. Es muy frecuente
cometer el error de suponer que uno de los factores es igual a —4.

2x+3)3z—1) = —4
(2x+3)Bx—1)+4 =
(62° +7x —3) +4

62> +Tx+1 =
(6r+1)(x+1) =

o O O O

Luego x = —% y x = —1 son las soluciones.

La ecuacién 622 + 7z + 1 = 0 también se puede resolver usando la férmula cuadratica
cona=6,b=7y c=1

4. Resolver la ecuacién fraccionaria (hay x en el denominador):

3r+4 3x-5 12

T+ 2 r—4 12— 92r—8
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Solucidn: Se tiene que z° — 2z — 8 = (z + 2)(z — 4), es el M.C.D.
Multiplicando ambos lados por el M.C.D. queda:
(x—4)Bzx+4) —(x+2)(3x—5) = 12;, dedonde

—9r—-6 = 12
—9x —18 = 0, ecuacion lineal
r = —2
Notar que la ecuacién original no esta definida para x = —2, luego no tiene solucion.

5. Resolver la ecuacion radical (hay = bajo una raiz):
Va2 +33—z=3
Solucién:

Va2 +33 = 2+3 ()?

2 +33 = (x4 3)?

°+33 = 2°+6x+9

r = 4

Se debe chequear si x = 4 satisface la ecuacién original, en este caso si, luego x = 4 es
solucién de la ecuacion dada.

Nota: Las ecuaciones a menudo son ttiles en la soluciéon de problemas aplicados en
diversos campos. En general, tales problemas se establecen en forma verbal; antes de
que se utilicen las herramientas algebraicas correspondientes es necesario traducir a
simbolos matematicos las declaraciones verbales. Si una o unas ecuaciones modelan el
problema no basta solo el resolverlas, ademas hay que determinar que soluciones de la o
las ecuaciones planteadas satisfacen todas las condiciones del enunciado del problema.
Por ejemplo:

6. Se quiere agregar una misma longitud al largo y al ancho de un marco rectangular de
modo que abarque un 4rea de 10m?. Si inicialmente tiene 4m de largo y 2m de ancho,
determinar tal incremento.

Solucidn: Sea x la cantidad a agregar. Luego el nuevo largo y ancho son: 4+x y 2+,
respectivamente. Como se desea un area A = 10, se tiene:

A=10=(4+2)(2+ )
Esta es la ecuacion que modela el problema. Sélo resta resolverla y ver que soluciones
de ella son soluciones al problema.
10 = 4+2)2+ux)
10 = 2> +6z+8
0 = 2°+6z—2

0 = (z—3—V11)(z+3+V11)
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Las soluciones de la ecuacién son:
r=-3+VI1l , xy=-3-—+V11

Sélo x1 es solucién al problema ya que x representa una longitud y por lo tanto debe
ser positiva.

7. Una empresa fabrica un producto que tiene costos variables de $6 por unidad y costos
fijos de $80. Cada unidad tiene un precio de venta de $10. Determinar el nimero de
unidades que deben vender para que la compania obtenga utilidades de $60 y calcular
el margen por unidad.

Solucion: Se tiene que

Utilidades = Ingresos totales — Costos totales
Ingresos totales = Cantidad vendida x precio de venta
Costos totales = Costos variables 4+ Costos fijos

Sea ¢ = numero de unidades que deben ser vendidas.
Luego el modelo para el problema es:

60 = 10q — (6 + 80)
Resolviendo esta ecuacion lineal se tiene que:

60 = 10q — (6¢ + 80)
= 49— 80
de donde se obtiene ¢ = 35

Luego es necesario vender 35 unidades para obtener utilidades de $60.

Por otra parte, la diferencia entre el precio y el costo variable da lo que se conoce en
economia como margen, que es de particular interés. En este caso el margen por unidad
esiguala 10 -6 =14

8. El propietario de un edificio de departamentos que tiene 60 habitaciones puede arren-
darlas todas, si fija una renta de $180 al mes. Al subir la renta, algunas de las ha-
bitaciones quedaran vacias; en promedio, por cada incremento de $5, una habitacién
quedara vacia sin posibilidad alguna de arrendarla. Encontrar la renta que deberia
cobrar con el fin de obtener un ingreso total de $11.475

Solucién: Sea n el nimero de incrementos de $5, entonces, el incremento en la renta por
habitacion es de $5n, lo que significa que el arriendo por habitacién es de $(180 + 5n).
El niimero de habitaciones no arrendadas serd entonces n, de modo que el nimero de
las arrendadas sera de 60 — n.
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El ingreso total que recibird, por este concepto, es:

ingreso total = (renta por habitacién)(ntimero de habitaciones arrendadas)
11475 = (180 + 5n)(60 — n)

1
11475 = 5(36 +n)(60 — n) /.(5)
2295 = (36 +n)(60 —n)
2205 = 2160 + 24n — n?
0 = n%—24n+135

Luegon =9 o mn = 15 son soluciones de la ecuacién. De aqui, la renta deberia ser
fijada en $180+45, es decir, $225, o bien en $180+ 75, o sea, $255. En el primer caso, 9
de las habitaciones estaran vacias y 51 arrendadas. En el segundo caso (renta de $225),
15 habitaciones estaran vacantes y solo 45 arrendadas. En ambos casos los ingresos
totales serdn los mismos.

9. Una compania vitivinicola requiere producir 10.000 litros de jerez mezclando vino blan-
co, que tiene un contenido de alcohol del 10 %, con brandy, el cual tiene un contenido de
alcohol del 35 % por volumen. El jerez debe tener un contenido de alcohol del 15 %. De-
terminar las cantidades de vino blanco y de brandy que deben mezclarse para obtener
el resultado deseado.

Solucién: Sean z los litros de brandy usados en la produccién de los 10.000 litros de
jerez. Luego, el volumen de vino blanco usado serd de (10000 — x) litros. Puesto que el

brandy contiene 35% de alcohol, la cantidad de alcohol en z litros de brandy es 13—050x.

De manera similar, el vino contiene 10 % de alcohol, de modo que (10000 — z) litros de
vino contienen %(10000 — z) litros de alcohol. Por lo tanto la cantidad total de alcohol
en la mezcla sera de

35 1 .
0% + 1—0(10000 —x) litros

La mezcla debe contener 15 % de alcohol, por lo que los 10.000 litros deberfan contener
45.(10000) = 1500 litros de alcohol. Por lo tanto, se tiene la ecuacién:

100
35 1
— —(1 —z)=1
100" + 10( 0000 — ) 500
Resolviendo se obtienen las igualdades siguientes:
35 1
— 1000 = —z = 1
100$+ 000 1035 500
35 1
35z — 10z = 50000
25z = 50000
x = 2000
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Por lo tanto se requiere de 2000 litros de brandy al 35% y 8000 litros de vino blanco
al 10 % para obtener 10.000 litros de jerez al 15 %.

2.1.2. Ejercicios

1. Resolver las ecuaciones siguientes:

() 220 =3 - 258 (b) 2?4 (2 +1)° = (22 — 1)(z + 3)

(c) 2x(x+1) =22 -1 (d) 3z +1)(2z — 1) — 222 = (22 — 3)% + (62 + )

(e)%?+2x:$ (f)% 1+21I(3x—1)]:2?x—%

(8) 23—:13_3:_x§2 (h) Vo —4=8x—3

2. En una clase de matematicas para la administracion hay 52 estudiantes. Si el ntimero
de varones es 7 més que el doble de mujeres, determine el nimero de mujeres en la
clase.

3. A una compania grabadora le cuesta $5.600.000 preparar un dlbum de discos, esto es
un costo fijo por una sola vez y que cubre la grabacion el diseno del album y otros.
Los costos variables que incluyen manufactura, mercadotecnia y derechos son de $260
por disco. Si el album se vende en las discotecas a $400 cada uno. ;Cudntos discos se
deben vender para que la compania recupere su inversion?

4. Los miembros de una fundacién desean invertir $18.000 en dos tipos de titulos que
pagan dividendos anuales del 9% y 6 %, respectivamente. ;Cudnto deberan invertir a
cada tasa si el ingreso debe ser equivalente al que produciria al 8 % la inversién total?

5. Un quimico tiene dos soluciones de dcido sulfiirico, una al 20 % y otra al 80 %. ;Cudnto
debe usarse de cada solucién para obtener 100 litros al 62 %?

6. Tres personas deciden compartir por igual el costo de un velero, sin embargo, encuen-
tran que si se asocia otra persona, en las mismas condiciones, el costo del velero para
cada uno de los tres socios originales se reduciria en $300.000 ;Cudl es el costo del
velero?

7. Le cuesta a un fabricante $2.000, costo fijo por una sola vez, comprar las herramientas
a fin de producir cierto articulo doméstico. Si los costos variables que incluyen material
y la mano de obra de cada articulo producido son de $60, entonces el fabricante puede
vender todo lo que produce a $90 cada uno. Determinar cudntos articulos deberia
producir para obtener una utilidad de $1.000
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Un comerciante de automoviles usados compra dos automomoviles en $2.900.000. Ven-
de uno con una ganancia del 10 % y el otro perdiendo el 5% y atin obtuvo una ganancia
de $185.000 por la transaccién completa. Encontrar el costo de cada automdévil.

Cada semana, una conpania puede vender x unidades de su producto a un precio de
p délares cada uno, en donde p = 600 — 5z. Si le cuesta a la compania (800 + 75x)
dolares producir x unidades

a) (Cudntas unidades deberfa vender la compaiia a la semana si desea generar un
ingreso de $17.5007

b) ;Cudntas unidades deberfa producir y vender cada semana para lograr utilidades
semanales de $5.5007

c¢) ;Qué precio por unidad deberfa fijar la compania para obtener ingresos semanales
por $18.0007

d) ;A qué precio por unidad generaria la compania una utilidad semanal de $5.7507

El niimero de unidades de un producto que un fabricante puede vender a la semana
depende del precio que les fije. Suponiendo que al precio de p pesos, x articulos pueden
venderse a la semana, donde x = 300(6 — p). Cada unidad tiene un costo de fabricacién
de $3. Determinar el valor de p que producird una utilidad semanal de $600

Un tubo puede llenar un depdsito en 5 horas menos que otro; juntos lo llenan en 5
horas. ;Cuanto tiempo tardara cada uno en llenar el depésito?, dar la respuesta con
dos decimales.

La presion del agua de mar bajo la superficie aumenta 14,7 libras/pulgada® por cada 33
pies de profundidad, o sea, p = 14,7+ 14,7(d/33) , donde p es la presién en libras por
pulgada al cuadrado a una profundidad de d pies bajo la superficie. ;A qué profundidad
se encuentra un buzo si observa que la presién es 165 libras/pulgada®?

. Cudntos litros de 4cido clorhidrico deben agregarse a 12 litros de una solucién al 30 %
para obtener una solucién al 40 %?

Una persona tiene $335 en fichas dentro de un monedero. Si hay tres veces més fichas
de $10 que de $25 y tres fichas de $5 menos que de $10, ;Cuéntas de cada valor hay
en el monedero?

Una maquina autématica nueva puede hacer un trabajo en 1 hora menos que otra
mas antigua. Juntas pueden realizar el mismo trabajo en 1,5 horas. ;Cuédnto tiempo
tardard cada una en efectuar dicho trabajo?

Una torre petrolera de perforacion tiene una quinta parte en la arena, veinte pies en el
agua y dos terceras partes en el aire. Determinar la altura total de la torre.
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2.1.3. Respuesta a los ejercicios de niimero impar
» 1)(a) =2, (c)x=-1, (e)a=0,2z=-3, (g) No tiene solucién
= 3) 40.000 discos.

s 7) 100 articulos.

)

)
= 5) 30 al 20%, 70 al 80 %

)
= 9) a) 50 6 70 unidades; ¢) 300 dolares.
= 11) 13,09 y 8,09 horas.
» 13) 2 litros al 100 %
= 15) 15 de $10, 5 de $25, 12 de $5

)

= 17) 150 pies

2.2. Inecuaciones

En general, se llama desigualdad a un planteamiento que establece que una expresion es
menor, menor o igual, mayor, mayor o igual que otra.

Cuando una desigualdad contiene variables recibe el nombre de inecuacion.

Un problema de particular interés es el de resolver una inecuacién, es decir, encontrar todos
los posibles valores de la variable que la satisfacen.

Tal como ocurre en las ecuaciones no hay métodos generales para resolver una inecuacién,
todo depende de la habilidad del estudiante para utilizar las propiedades de las desigualdades.

Algunas reglas para operar con desigualdades

1. Ley de tricotomia: Sean a, b € R, entonces exactamente una de las relaciones siguientes
esvalida: a <b, a=0b, a>0b

2. Ley transitiva: Sia < by b < ¢, entonces a < ¢
3. Sia<b, entonces a+c<b+c

4. (a) Sia <b, ¢ >0, entonces ac < be
(b) Sia < b, ¢ <0, entonces ac > be

5. Sia # 0, entonces a* > 0
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6. Siab > 0, entonces a y b son positivos, o ambos son negativos.

7. Sia<byc<d, entonces a+c<b+d

8. Si0<a<b, entonces 0 < b ! <a?

Nota: En esta oportunidad estudiaremos inecuaciones que contienen solo una variable.

Inecuaciones lineales: Por inecuacién lineal o de primer grado se entiende cualquier ex-
presion que tiene alguna de las formas siguientes:

ar+b<0, ar+06<0, ar+0>0, ar+b0=0
donde a,b € R, a # 0 y = es una variable real.

Inecuaciones cuadraticas: Una inecuacion cuadratica o de segundo grado es cualquier
expresion en la forma de una desigualdad del tipo:

ar’ +br+c<0, ar’+br+c<0, ar’+br+c¢>0, ar’+br+c>0

donde a,b,c € R, a # 0y x es una variable real.
Como es de suponer, gran parte de las desigualdades de primer y de segundo grado no tienen
ninguna de las formas anteriores, pero se pueden reducir a ellas.

Valor absoluto: Para = € R se define el valor absoluto de = de la siguiente manera:

r six=>=0
2| = :
—x six <0

Propiedades del valor absoluto: Para a, b nimeros reales cualesquiera se tiene:

1. la] 2 0; |a| =0 siempre y cuando a = 0
2. Va2 = |a

3. |a] = [ —a

4. |ab| = [al[b]

6. |a+b| < |a|+ |b| , desigualdad triangular.
7. Paraa >0, |z|] <a esequivalentea —a <z <a
8. Paraa >0, |z|>a esequivalentea x < —a V z>a
Otras inecuaciones: En los ejemplos de esta seccién se muestran inecuaciones que sin

ser lineales ni cuadraticas pueden resolverse como tales. Esto, por ejemplo, ocurre en las
inecuaciones que contienen fracciones, valor absoluto, etc.
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2.2.1. Ejemplos

1. Resolver la inecuaciéon: 3z —1 <z +5

Solucién:
3r—1 < x+45 /+ (—z+1)
—r+1+3r—-1 < —z+1+2+5
20 < 6 /- (3)
r < 3
El conjunto solucién: S ={xr € R/ <3} =] — 00, 3]

2. Resolver: -3 <7 —-2x <7

Solucidn: Se trata de resolver las inecuaciones lineales siguientes:
—3<7—22, y T7T—-2x<7

Esto se puede realizar en forma simultanea como sigue:

-3 < T7-2z <7 [+ (=7)
—3-7 < 7T-2x—-7 <7-7
-10 < —27 <0 /- (=1)
-10/(-=2) > —2z/(-2) >0
5 > T >0

El conjunto solucion S ={z € R /5> x >0} = [0, 5]

3. La inecuacion 2‘2 t 3 = 1 no es de primer ni de segundo grado, pero puede resolverse

como una de primer grado.

Notar que no se puede multiplicar por 2x — 3 pues este nimero puede ser positivo o
negativo. Un procedimiento correcto es:

£EL > 1 /4 (-

Una fraccién es positiva si el numerador y denominador tienen el mismo signo. Analiza-
remos el signo de ellos. El numerador se anula (es cero) en el 4, el denominador se anula
en el % Estos puntos son “claves”para el andlisis del signo de la fraccion.

Los puntos claves dividen a la recta real en tres tramos. Se analiza el signo de la
expresion en cada tramo segun el siguiente esquema:
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—co<r<3/2|3/2<xr<4|4<x<+00
0 2 )
—r+4 + + —
22 — 3 — + +
w3 | + -
10 Sirve sirve 10 Sirve

Si es necesario, se elige un nimero de cada tramo para verificar el signo de la expresion,
en este caso se eligieron el 0, 2 y 5, respectivamente.

La expresion es positiva en |3/2; 4] ademads vale 0 en 4, luego el conjunto solucién es:

S =]3/2, 4]

4. La inecuacién z? + 3z — 4 < 0 es de segundo grado. La expresién del lado izquierdo es
una funcion polinomial que se puede factorizar, luego:

2?43 —4 < 0
(@+4)(x—1) < 0

Un producto es negativo (< 0) si cada factor es de distinto signo. Analizaremos el signo
de ellos. El primer factor se anula en el —4, el segundo factor se anula en el 1. Estos
puntos son “claves”para el andlisis del signo del producto.

—o<r<—4|4d<r<l|l<zr<+o0
—5 0 2
r+4 — + +
r—1 — — +
(x +4)(2x — 3) + - +
no sirve sirve no sirve

Los numeros elegidos en cada tramo para verificar el signo de la expresion son el —5,
0 y 2, respectivamente.

La expresién es negativa en | — 4, 1] , ademés vale 0 en —4 y en 1, pero éste caso no se
contempla, luego el conjunto solucién es: S =] — 4, 1|

5. La inecuacién 2> +1 > 0 es de segundo grado. El polinomio p(z) = 2% + 1 no es
factorizable sobre R, en consecuencia, p(x) es siempre positivo o siempre negativo.
Pero 22 es siempre positivo o bien 0, de modo que, z? + 1 es siempre positivo. Asi, la
solucién de 22 +1 >0 es | — 0o, +o0 [= R

6. La inecuacién 2% + 1 < 0 no tiene solucién, luego el conjunto solucién S = ). A esta
conclusion se llega a través del andlisis del ejemplo anterior.
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7. La ecuacién |x| = a tiene dos, una o no tiene solucién dependiendo si a > 0, a =
0, a < 0, respectivamente. En el primer caso las soluciones son * = +ay x = —a, y
en el segundo caso x = 0.

8. La inecuacién |z| < a tiene por solucién el conjunto | — a, a[ siempre que a > 0, y si
a < 0, entonces el conjunto solucién es el conjunto vacio.

9. La inecuacion |z| > a tiene por solucién el conjunto | — 0o, —a [ U | a, +oo[ siempre que
a > 0, y el conjunto R si a < 0.

10. Resolver: |z — 3| > 2z + 1

Solucion: Un procedimiento es ver donde la expresién que contiene valor absoluto
se anula, en este caso en 3. Este punto es un punto clave, divide a la recta real en
dos tramos. Se determinan expresiones equivalentes a la dada en cada tramo segun el
siguiente esquema:

(1) (2)

—o<r<d 3< <+
|z — 3| —(x —3) r—3
2¢ + 1 2¢ + 1 2¢ + 1

|t —3|>2x+1|—(x—3)>2x+1|z—-3>2zx+1

(3) (4)

Luego, hay que resolver los sistemas formados por las inecuaciones lineales (1) y (3),
(2) v (4), y chequear los puntos claves. Asf el conjunto solucién de la inecuacién dada
es:

S=(S1N]—00,3[)U (S52N]3,+0o0[) =] —00,2/3[ (jVerificarlo!)

donde: S} =] —00,2/3[, Sy =] — 00, —4 [ son, respectivamente, los conjuntos soluciones
de las inecuacidnes lineales (3) y (4).

11. Resolver: |x — 3| > |2z + 1|

Solucion: Acé los puntos claves son el 3 y —%. Luego la recta real queda dividida en
tres tramos. Se procede a reescribir, en cada tramo, la expresién dada:

(1) (2) (3)

—co << —1/2 —-1/2<x<3 3 <z < +o0
|z — 3| —(x —3) —(x —3) r—3
|22 + 1| —(22+1) 2o+ 1 20+ 1

=3 =2 2c+1] | —(z—-3)>2—22+1)| —(z—-3)22z+1|x—-3>20+1
(4) (5) (6)
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12.

Luego para resolver |z — 3| > |2z + 1| hay que chequear puntos claves y resolver los
siguientes sistemas de inecuaciones lineales: (1) con (4), (2) con (5) y (3) con (6). El
conjunto solucién de la inecuaciéon dada es:

S = (SiM] — 00, —1/2]) U (82 N [~1/2, 3]) U (S5 N [3, +oo)

donde S7, Sy y S3 son los conjuntos solucién, respectivamente, de las inecuaciones
lineales (4), (5) y (6). Verificar que S = [—4, 2/3]

Otra forma de resolver el ejercicio anterior es haciendo uso de la propiedad que: Para
todo nimero real a, a? = |a|?, luego elevando al cuadrado la relacién dada queda:

z—32 > |20+ 1P
22 —6xr+9 > 4x’+4x+1
322 —102+8 > 0 /-(=1)
3224+ 10z -8 < 0
(x4+4)B3z—-2) < 0

2

Los puntos claves para los signos de los factores © +4 y 3z —2 son —4y 3,

vamente

respecti-

—co<r<—4|—-4<x<2/3|2/3<z<+00
—10 0 10
r+4 — + +
3r — 2 — — +
(x+4)(3x —2) + - +
no sirve sirve no sirve

La expresién es negativa (< 0) en | — 4, 2/3[, y se anula en —4 y en 2/3, luego S =
[—4, 2/3].

Nota: Las inecuaciones son importantes en la matematica de la economia, en ciertas
teorias como la del juego, en programacién lineal, etc.

Cuando una inecuaciéon modela un problema, la solucién debe ser aceptable segun las
caracteristicas de ese, luego debe considerarse con algunas restricciones inevitables, por
ejemplo, de espacio, costo, vida de materiales, poder de trabajo de un hombre, tiempo,
nimero de individuos, etc., tal como se muestra en el siguiente ejemplo:

Un constructor debe decidir si ha de arrendar o comprar una maquina excavadora.
Si la arrendara, tendria que pagar $600 al mes (sobre una base anual), y el costo
diario (gasolina, aceites y el conductor) serfa de $60 por cada dia que se utilizara. Si
la comprara, su costo fijo anual serfa de $4000, y los costos diarios de operacion y
mantenimiento serfan de $80 por dia. ;Cudl es el nimero minimo de dias al ano, que
tendria que utilizar la maquina para justificar el arrendarla en vez de comprarla?.
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Solucion: Sea d el numero de dias que se utiliza la maquina al ano. Si se arrienda, los
costos anuales totales estarian formados por los pagos de renta, que serian de (12)(600)
y los cargos diarios de 60d. Si se compra la maquina, el costo anual es de 4000 + 80d.
Se desea que:

COStOrenta < COStOcompra

12(600) + 60d < 4000 + 80d

7200 + 60d < 4000 + 80d

3200 < 20d
160 < d

Por ello, el constructor debe utilizar la maquina cuando menos 161 dias para justificar
su alquiler. Notar que aqui, por razones practicas, los valores posibles para d son
nimeros enteros mayores o iguales que 161.

2.2.2. Ejercicios

1. Escribir, usando notacion de intervalos, los conjuntos siguientes.
(a) {reR/ —4 <2 <5} (b) {reR/ —9<z< -1}
(c) {reR/x< -2} (d) {reR/Bx+5< a2} {zreR /x> -3}
(e) {reR/bx<3 0227 (f) {x€[2,5]/bx—-3>20y 3z—12<4}
(g) {reR/2*+2-0,75>0} (h) {reR/|z+3| <5}
0 {zeR /|7 <3} () {reR/a?—4>|z -5}

2. Estudiar el signo de las expresiones siguientes, es decir, para que valores de = son
positivas, negativas o nulas.
(a) (z—2)(2z +8) (b) 2% —2x—38 (c) |3x? — 3z — 18

3. Para qué valores de x son validas cada una de las proposiciones siguientes

(a) |[z+9|=—(z+9) (b) |z —13] =2 —13
(c) Bx—15|=15-3z (d) |z —=T7|+[2—2| <0

4. Resolver las inecuaciones siguientes. Expresar el conjunto solucion en notacion de in-
tervalos y en notacién de desigualdades.

(a) 4z +8>—1 by 27l-1>1¢ (c) 2(1—z) > b
(d) ~6<2(3—42)<4 () $Td <6 (f) 22 —2—10 <2
(8) 22% —6z—4>-9 (h) L= +3EL <0 (i) |4—6z|>2
G sy M) 2+ L 51 gy
J r—3 x+1 " x—-27 |1'| =
; 3
5. Determinar todos los valores x € R tales que 7 4r 13 >0.
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6.
7.

10.

11.

12.

13.

14.

Representar graficamente el conjunto solucion de : ‘Qxxtll‘ > 1.

Un fabricante puede vender todo lo que produce al precio de $150 por unidad. Los costos
de materiales y mano de obra por unidad son de $80 y, adem4s, existen costos fijos
de $40.000 por semana. ;Cuantas unidades deberd producir si desea obtener utilidades
semanales de al menos $30.0007

La produccién y venta de cada ejemplar de un periédico tiene un costo de $25. El
editor recibe $20 por ejemplar por concepto de ventas y, si ademds, recibe ingresos por
publicidad equivalente al 30 % de los ingresos de las ventas que sobrepasan las 20.000
copias.

a) {Cudntos ejemplares deberd vender si al menos no desea tener pérdidas?

b) ;Cudntos ejemplares debera vender si desea por lo menos tener una ganancia de
$100.000 por edicién del periddico?

Utilizando desigualdades, representar mediante simbolos los siguientes enunciados:

a) El nimero de horas de observacion que se requiere para hacer un buen andlisis,
no es menor que 2,5 ni mayor que 4.

b) La cantidad de exdmenes que se realizan en cierto laboratorio, diariamente, difie-
ren de 105 en menos de 3.

En un experimento de quimica, una solucion de acido clorhidrico se mantuvo a no mas
de 35°C y a no menos de 30°C. Si C representa la temperatura en °C, y C' = g(F —32)
(F temperatura en °F), determinar la variacién de temperatura en °F. Expresar la
respuesta en notacién de intervalo.

Un carpintero hizo un cierto niimero de mesas. Vende 70 de ellas y le quedan por vender
mas de la mitad. Hace, luego, 6 mesas adicionales y vende 36, quedandole menos de
42 mesas que vender. Determinar la cantidad de mesas que el carpintero fabrico.

Al ascender, el aire seco se expande y al hacerlo se enfria a razén de unos 5, 5°F por
cada 1.000 pies, hasta casi 40.000 pies de altura. Si la temperatura del suelo es de
70°F, entonces la temperatura 7', a una altura h, estd dada aproximadamente por la

siguiente formula: T'= 70 — 0,0055h. ;A qué altura variara la temperatura entre —40
y 26°F?

Un campesino desea delimitar un terreno rectangular de tal modo de ocupar, en su to-
talidad, 200 yardas disponibles de cerca. Encontrar las dimensiones posibles del terreno
si su area debe ser de al menos 2100 yardas cuadradas.

En cierto estanque especial para crianza de peces se introducen n de ellos. Si se sabe
que la ganancia de peso promedio de cada pez es de 8600 — 3n gramos, determinar las
restricciones de n si la ganancia total en peso de todos los peces debe ser mayor que
28.800 gramos.
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2.2.3. Respuesta a los ejercicios de niimero impar

= 1) () [-4,5], (c)]=00,—2], (e)]—00, 5] U [5,+00[, (g)]—o00,—5[U]3, +o0],
(i) | — 00, —2] U [2,+00]

(a) ] =00, =9],  (c) ] —o00,5]

]
w

w 5) | —o00,1[U]3,+o0f

(a) 2,5 < H <4, H = cantidad horas de observacion.

)
)
= 7) Al menos 1.000 unidades.
9)
9) (b) ]C — 1()5| <3, C( = cantidad de exdmenes.

» 11) 141 mesas.

= 13) 30 y 70 yardas.
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