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CAPITULO 1

ELEMENTOS DE CALCULOS APROXIMADOS

§ 1. Fuentes de nimeros aproximados

En la actividad prictica de las personas, asi como en la
ciencia y en la técnica se tropieza constantemente tanto con
nlimeros exactos como con nimeros aproximados, lo que se
aprecia de los siguientes ejemplos:

1) Sien cada paquete hay 20 libros, en 100 paquetes igua-
les' habra 2000 Libros. Esté claro que el nimero 2000 es exa-
cto.

2) De acuerdo &l wltimo censo de la poblacién de Mesci, al
comienzo del afio 1970 vivian cerca de 7,1 millones de per-
sonas. El niimero 7,1 millones es aproximado (generalmente
todos los datos estadisticos se redondean).

En este caso, se ha redondeado con una exactitud de hasta
0,1 millén = 100 000, y por eso, sélo podemos afirmar que
el ntimero real de personas que ha vivido en Moscii al comien-
zo del afio 1970 ha oscilado entre 7,05 y 7,15 millones.

3) En todas las informaciones de la Direccién Central de
Estadistica de la URSS sobre la produccién industrial (auto-
méviles, motocicletas, televisores, etc.) los datos se dan en
miles redondeados, lo que indica su caricter aproximado.
Lo mismo ocurre exactamente en cualquier experimento cien-
tifico; en cualquier medicién en condiciones locales o de
laboratorio se obtienen niimeros aproximados, puesto que las
indicaciones de los distintos aparatos de medida las podemos
determinar solamente con cierto error, Surgen las siguientes
preguntas:

1) ¢Cémo estimar la exactitud de los niimeros aproximados?
2) iCémo realizar las operaciones aritméticas con los mi-
meros aproximados?

Las respuestas a estas preguntas se dan en los siguientes
parrafos.
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§ 2. Error absoluto y su limite

Supongamos que el nimero a es un valor aproximado de cier-
ta magnitud, el nimero A, un valor reai, o exacto, de la
misma magnitud. Como se sahe, la magnitud absoluta de un
nimero no negativo a es ¢l mismo nimero @; la magnilud
absoluta del nimero negalivo & es un nmimero opuesto (in-
verso) a 6] (—a). El signo de la magnitud absoluta es | |,
es decir, dos trazos verticales, entre los cuales se escribe el
namero o la expresion literal.

@ peErmvicion. La magnitud absoluta de la diferencia entire los
valores exacto y aproximado de la magnitud se denomina
error absoluto del nimero aproximado a:

a=|A-a],

donde por la letra o («alfas) se ha designado el error abso-
luto.

Ejemplos. 1) En una escuela de peritaje han ingresado
514 personas; si el niimero exacto 514 se redondea basta las
centenas, obtenemos un nimero aproximado a = 500; su
error absoluto & =|514 — 500 | = 14 (personas).

2) Al comprar un reloj el cliente recibe un certificado de
garantia, en el que la fabrica de relojes responde por la exac-
titud de la marcha diaria del mismo en los limites de &= 45
segundos, lo gue significa que: el reloj no debe adelantar
o atrasar méis de 45 segundos. Supongamos que al verificar
el reloj con las sefiales de la hora exacta (hora oficial), trans-
mitidas por radio, se ha descubierto que éste adelanta 20
segundos por dia; en tal caso, « = 20 segundos es el error
absoluto de la marcha diaria de los relojes. El ntimero 45 (s)
es lo que se admite llamar limite del error absoluto de un
nimero aproximado; en este caso, el nimero aproximado es
el tiempo que indica el reloj. En la mayoria de los casos los
valores exactos de las magnitudes nos son desconocides, Y,
por eso, no se puede determinar tampoco el error absoluto,
es decir el nimero «; sin embargo, en cada caso concrelo se
puede establecer el limite del error absoluto, sobreentendi-
endo bajo ello un ndimero positivo tal que el error absoluto
¢ siempre sea menor que este nimero. El limite del error
absoluto de un nimero aproximado a lo vamos a designar
por A a («delta a»).

3) Un ajustador no puede elaborar exactamente una pieza,
digamos, de 80 mm de longitud. Pero con ayuda de un cali-
bre puede establecer que se ha desviado de la medida dada



n no mas de 0,02 mm en uno u otro lado. En estecaso Ag =
= 0,02 mm, si por a se supone ellargo aproximado de
80 mm.

De lo dicho antes se deduce que es més prictico utilizar
el concepto de limite del error abseluto, que el error absoluto,
cuando se quiera estimar la exactitud del nimero aproximado.
En adelante, al limite del error absoluto lo denominaremos
simplemente error absolute, conservando la nota-
cibn Aa,

§ 3. Error relativo

Para comparar la exactitud de dos o varios nimeros apro-
ximados no es suficiente conocer sus errores absolutos, lo
que se puede apreciar del siguiente ejemplo.

Se han realizado dos mediciones;

1) el largo de la pizarra de clase es d; = 2,4 m con un error
absoluto Ad, = 0,05 m;

2) la distancia d; entre dos estaciones ferroviarias es d, =
= 3,48 km con un error absoluto Ad, = 10 m. Hay que saber
cual de estas dos mediciones se ha efectuado mis exactamen-
te. A primera vista puede parecer que la primera medicién
es mds exacta, es que aqui el error absoluto sélo es igual a
5 ¢m, mieniras que al medir la distancia entre estaciones se
admitié un error de 10 m. Tal parecer es erroneo: hay que
lener en cuenta que en el primer caso el error absoluto de
5 ¢cm decae en un largo relativamente pequefio y constituye
-3%%«“ Iis_ ~ 0,02 de la longitud medida; en el segundo
caso esta relacion es

10 m 1

De este modo, resulta que la segunda medici6n es aproxima-
damente 7 veces mds exacta que la primera.

® perinicion.  La relacién del error absoluto del namero apro-

ximado al nimero mismo se denomina su error relativo
Aa

5a‘=T|
donde 6, («delta mindscula» con indice a) denota el error
relativo del nimero a.
Frecuentemente el error absoluto se expresa en tanto por
ciento. En el ejemplo examinado en este parrafo el error
relativo es igual al 2% y 0,29% respectivamente.
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E jem plo. Hallar el error relativo del valor aproximade del
nimero m, si se considera & 2z 3,14. Puesto que 3,141592 . ..
es un valor mis exacto de m, entonces o =~ 3,141592 —
— 3,14 = 0,001592 << 0,002,

A 3,44 = 0,002,

Y
14 =5 = a5 = 0,000637 = 0,064%.

§ 4. Cifras significativas exactas

® perwvicioN. 1. Si el error absoluto del nimero aproximado
no es mayor que la mitad de la uridad del orden de la dltima
cifra, todas las cifras significativas del nfimero dado se de-
nominan eractas. Por ejemplo,
1) el nimero 4 = 58,3 tiene tres cifras significativas exactas
si A4 no es mayor que la mitad de una décima, es decir,
A4 < 0,05,
2) EI nimero B = 0,032 tiene dos cifras significativas
exactas, si AB <C (,0005 (la mitad de una milésima es igual
a cinco diezmilésimas). Los ceros, que se encuentran delante
la primera cilra significativa (3), nunca van en la cuenta de
las cifras significativas exactas.
3} El ndmero € = 2,007 tiene 4 cifras significativas exac-
tas, si AC < 0,0005. Aqui los ceros, que se encuentran entre
las cifras significativas 2 y 7, también entran en la cuenta de
las cifras significativas exactas.
Lo que respecta a la cifra 0, que se encuentra al final de
la escritura del ndmero aproximado, en ciertos casos los
ceros van en la cuenta de las cilras exactas, y en
otros, no.
4) El nimero 4123, redondeado hasia las centenas, serd 4100
(escritura: 41-10%); aqui los ceros no entran en la cuenta de
las cifras significativas exactas, puesto que reemplazan las
cifras exactas 2 y 3.
5) EI nimero exacto 15,003, redondeado hasta Ia fraccidn
centesimal, serd 15,00 agui ambos ceros van en la cuenta de
las cifras exactas, puesto que en el nimero exacto no se tiene
ni décimas ni centésimas.

@ pernacion. 2. Si el error absoluto del nimero aproximado
es mayor que la mitad de Ia unidad del orden de la ultima
cifra de este nlumero, la {ltima cifra del ndmero aproximado
s¢ denomina dudose o ambigua (incierta).
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Ejemplos. 1. a =423 Ae =02, La ultima cifra
(3) es ambigua.

2. b = 18,32; si Ab = 0,03, la Qltima cifra es ambigua;
si Ab = 0,005, ella es cierta.

Como regla, en el ndmero aproximado se conserva solamente
una cifra ambigua, las demés se desprecian.

Observacion. Hay que distinguir los términos «cifras signi-
ficativas» y «signos decimales» lo que no es lo mismo:

1) el ntimero aproximado 45,7 tiene tres cifras significati-
vas y un signo decimal,;

2y el nimero aproximado 0,0075 tiene dos cifras significa-
tivas y cuatro signos decimales.

§ 5. Operaciones con pimeros aproximados

En los parrafos anteriores se mostraron dislintos métodos
de estimacién de la exactitud de los nimeros aproxi-
mados,

Ahora surge la siguiente pregunta: como realizar las opera-
ciones aritméticas con los nimeros aproximados de manera
que los resultados de estas operaciones no contengan cifras
ambiguas sobrantes.

Al operar con los niimeros aproximades lo més sencillo
es guiarse por lasreglas de cdleulo de las cifras significativas.
En parte estas reglas se dan al estudiar Aritmética en la
escuela primaria. Mas adelante se formulan estas reglas y se
dan ejemplos de su empleo.

§ 6. Reglas de cfilculo de las cifras sigaificativas

1. Al sumar y restar nimeros aproximados en el resultado
hay que conservar tantas cifres decimales, cuantas haya en
¢l nimero aproximado con el menor nimero de cifras deci-
males.

2, Al multiplicar y dividir se conservan tantas cifras sig-
nificativas, como tenga el menos exacto de los niimeros dados.
Entre varios nimeros aproximados se considera el menos
exacts aguel que tiene la menor cantidad de cifras significa-
tivas exactas.

3. Al elevar al cuadrado y al cubo, en el resultado se con-
servan tantas cifras significativas, como tiene la base de la
potencia.

4. Al extraer la raiz cuadrada y cubica, en el resultade
hay que conservar tantas cifras significativas, como tiene el
namero subradical.

17



5. Al caleular los resultados intermedios se conserva una
cifra excedente de reserva, la que en el resultado final se des-
precia.

§ 7. Empleo de las reglas de célculo de cifras

18

1. Suma y resta. 1) Hallar la suma de los niimeros aproxi-
mados:

1,7 + 4,35 + 5,124,

E1 primer sumando {1,7) es el que tiene el menor nimero de
cifras decimales; en los oiros dos sumandos conservamos sélo
una cifra decimal, la que en el resultado final se suprimira:
1,7 + 4,35 4+ 5,12 = 11,17 ~ 11,2.

2) Restar de 69,3 el nimero 4,856. Aqui el sustraendo tiene
dos cifras decimales de mds en comparacién con el minuendo;
hay que conservar solo una cifra de més:

69,30
4,86
04,44 ~ 64,4.

2. Multiplicacién y divisién. 3) Calcular el 4rea de una
parcela de tierra de forma rectangular con lados ¢ = 31,5 m,
b = 28,4 m. Puesto que los factores tienen tres cifras signi-
ficativas cada uno, en el producto se conservan también tres
cifrag significativas:

S = 31,5.28,4 = 894,60 ~ 895.
4) 52,8:0,32 = 16,896 s 17.

El factor menos exacto (0,32) tiene dos cifras significativas;
la misma cantidad de cifras se comserva em el
producto.

5) De una parcela de 2,5 hectéreas se ha recogido 30,5 t
de patatas. Determinar la cosecha media de una hectérea:

30,5:2,45 &~ 12,4 (t).

3. Potenciacién y radicacién.

6) (3.18) * & 10,1.

La base tiene tres cifras significativas; igual cantidad de
cifras hay que retener en el resultado de la elevacién al
cuadrado

7) (0,132)® =~ 0,00230.

8 V12,5 ~ 3,54.

9) ¥ 3,15 ~ 1,55.



10) Calcular la velocidad de liberaci6én (segunda velocidad
cosmica) v = ¥ 2gH, es decir, la velocidad con la cual el
proyectil, lanzado verticalments, no vuelve a la Tierra.
£ = 981 cm/s? es la aceleracién de la gravedad,
R = 63:10° ¢m es el radio de la Tierra,
v=y2U81.63-107 = /2.9,81.6,3.10" =

= 105./ 2°9,81-6,3 = 11,2:10° (cm/s),
¢ bien
v =112 km/s.

Observacién. Al resolver los ejemplos 6, 7, 8, 9y 10 se
utilizaron las «Tablas mateméticas de cuatro cilrasy de

Bradis.

§ 8. Ejemplos de célculos més complejos segin
la regla de cdlculo do cifras significativas

Ejemplo 1. La capacidad térmica de un cuerpo sélido
z se determina por la formula
{mg— my~myn) (t —14}

P(T—1) .

donde m, es el peso del recipiente interior sin agua; ms, el
peso del recipiente interior con agua; ¢, la temperatura ini-
cial del agua; £, la temperatura del agua después de sumer-
gir el cuerpo; T, la temperatura de ebullicion del agus; n,
la capacidad térmica del calorimetro y del agitador; P, el
peso del cuerpo, cuya capacidad térmica se debe hallar.
Dol experimento se han obtenido los siguentes datos:

P = 403,7; my = 119; my = 673; n = 0,094; t; = 9,5;

t; = 12,8; T = 100,11,

En este ejemplo, las magnitudes r y #; tienen en total dos
cifras significativas exactas, por eso redondeamos previa-
mente los datos més exactos, conservando en ellos tres cifras
significativas: P = 404; T = 100; los célculos intermedios
los realizamos con tres cifras significativas, en el resultado
final conservamos dos cifras significativas.

Sustituimos los valores numéricos en la férmula:

G {6?3—119+HB-0.094!(12,3-—9,5) - (5544-119-0,084)-3,3 .
404 (100—12,8) 404.87,2

Calculamos:
119.0,094= 11,186~ 11,2,

&=




554 111,2 = 565,2 ~ 565,
565.3,3 = 1864,5 ~ 186- 10,
404.87,2 = 35228,8 ~ 35 200 = 352.10¢,

186-10 _ 186 18,6 -
Rk o i ol 0.0528 = 0,053,

Respuesta: z=0,053.

Ejemplo 2. En un circuito de corriente alterna hay
conectados un condensador y una bobina. La impedancia de
este circuito se determina por la formula

i 2
— 2 . s

2=y R+ (oL - %),
donde R es la resistencia del circuito exterior; (mL - %) 5
la reaclancia.
Caleular Z, 8i H=414; w=075 L=18 (=
=0,52.
Los datos menos exactos tiemen dos cifras significativas,
por eso, en el resultado final conservamos sélo dos cifras; los
célculos intermedios los realizamos con tres cifras significa-
tivas:

1 1
1) 0L— 55 =01518 — gmrsy
2) (10,9)? = 118,81 ~ 119,
3) 41,4 ~ 1714 = 17110,
4) 119 + 1710 = 1829 s 18310,
5) V1830 ~ 42,8 = 43 (ohmios).

~ 13,5—2,56 =~ 10,9,

§ 9. Cilculos con la exactitud dada a priori

En los céleulos précticos frecuentemente se debe resolver
el siguiente problema: ¢con qué exactitud hay que tomar los
datos iniciales para que el error del resultado final no supere
el limite dado a priori?
Veamos dos ejemplos:
1. El perfodo de una oscilacién completa T de un péndule

se determina por la formula T' = 2::],/%- , donde ! es la

longitud del péndulo (cm); g, la aceleracién de la gravedad
(cm/s?).

iCon qué exactitud hay que medir la longitud { y con cuan-
tas cifras significativas hay que tomar los nimeros n y g,



para que el error relativo mo supere ¢l medio por ciento
(0,5%) sl calcular el perfodo T?

La longitud del péndulo es I~ 80-cm, Determinamos el or-
den de la magnitud 7, es decir, el orden decimal de la primera
cifra de la izquierda (decenas o unidades), para lo cual toma-
mos en cuenta solamente la primera cifra de cada uno de los
niimeros redondeados n y g (m = 3; g = 1000):

I 2.3 2 608717,

en tal caso el 0,5% de 1,7 = 0,005-1,7 = 0,0085.

Segtn el error relativo hemos hallado el limite del error
absoluto: AT = 0,0085. Segiin la magnitud del error abso-
luto admisible se puede juzgar respecto a que el periedo debe
tener tres cifras significativas, y, por eso, la longitud I debe
expresarse por un numero aproximado con tres cifras signi-
ficativas, es decir, debe ser medida con una exactitud de
hasta décimas de cent{metro. El nlimero & conviene tomarlo
con cuatro cifras significativas, es decir, con una cifra de
reserva {con exceso), el niimero g, con tres cifras significati-
vas (981), los célculos intermedios se realizan con cuatro
cifras, en el resultado final se conservan tres cifras significa-
tivas.

1. iCon qué exactitud hay que medir los catetos a y b del
triéngulo rectdngulo para que se pueda calcular la hipotenu-
;n%c = Y a¥ + b% con un error relativo &, no superior al

?

Supongamos que a = 50 em, b~ 80 cm. Cada uno de
los nfimeros aproximados 50 y 80 tiene una cifra significati-
va exacts. Hallamos el valor aproximado de la hipotenusa:

c=V50" F 80° = Y100 (25 + 64) = 10 V89 =~
~ 10.9,4 = 94;

ol 2% de 94 = 940,02 = 1,88 =~ 2.

De este modo, el error absoluto es Ac = 2 (cm). Esto sig-
nifica que la cifra, que indica el niimero de unidades en el
resultado final, es ambigua, por eso, los catetos a y b hay que
tomarlos con dos cifras significativas exactas, es decir, medir
con la precisiéon de hasta 0,5 cm, Los céleulos intermedios
hay que realizarlos con tres cifras significativas, mientras
que el valos obtenido de la hipotenusa ¢ debe ser redondeado
hasta dos cifras significativas.

2



A Efercicios

1. Redondear el nimero 2,7182818 hasta 5, 4, 3 cifras significa-

tivas, ]

2. La distancia desde el centro de la Tierra hasta el polo es igual

a 6356,909 km. Redondear este nitmero hasta 2, 3, 4 cifras signi-

ficativas.

?é é,%“é diferencia hay entre el registro de la temperatura 18° y
4. Trazar exactaments un rectdngulo v medir sus lados con uma
precisién de hasta 1 mm. Escribir, utilizando las cifras de la desi-
gualdad, entre qué niimeros estd comprendido el largo de sus lados.
5.. El valor aproximado de la magnitud z estd comprendido entre
6,85 m y 6,89 m. ;Con qué exactitud se ha medido?

6. Convertir la fraccién 5--2~ en una decimal con la exactitud de hasta

7
0,004,
7. Al pesar un cuerpo se obtiene el de 18,7 kg con la exactitud
de hasta 0,1 kg. Indicar el limite del valor exacto del peso.
8. Hallar en tantos por cientos el error relativo del ndmero 3.14.
9. jCuél de las dos mediciones es més exacta:

1) 895 m {£0,5 m); 2} 24,08 m (10,01 m)?

10. ;Cuél de los dos valores aproximados del nimefp i es més
exacto:

3446322
1. Escribir el nimero 18,754 sin cifras excedentes, sabiendo que
su error relativo es iguul a —;-%‘

12, Hallar la suma 2%-}- -;—5--1— 4-;— con tres cifras decimales

exactas.
13. La distancia entre dos ciudades, segin ol maps, es igual a
24,6 cm (0,2 cm). Hallar la distancia verdadera entre las ciudades
si la escala del mapa es i : 2 500 000; determinar el error,
14. La cubatura de una habitacién es de 1274 m®. (Cuénto pesa
el aire contenido en esa habitacién si el peso de 1 m® es igual a 1,29 kg
(+0,01 ke)?
15. ;Cuéintas cifras significativas exactas se puede determinar en
el producto de los niimeros aproximados 2,18.0,65 X 0,175? Calcular
estas cifras.
16. Hallar el volumen de wuna habitacién si sus medidas son
15,4-12,6+4,5. (Cudl es ol ervor relativo del producto? ,
17. Para determinar el peso especifico de un cuerpo se establecié
g;le su peso es de 117,8 g; al sumergirlo en el agua el cuerpo desalojé
.7 cm?. iCon qué exactitud se puede determinar el peso especifico
del cuerpo?
{8, iCon qué error relativo se puede calcular el volumen de un ci-
lindro si a? radio de la base es r = 15,4 cm, la altura # = 28,2 cm?
19, De una superficie de 32,4 hectéreas ge ha recpfldo 4580 quintales
métricos de centeno. Qué promedio de quintales métricos se ha
recogido por hectdrea?
20, El valor aproximado del radio de un cilindro es de 20 cm, la
altura, de 80 e¢m. {Con qué exactitud se debe medir Fara que el
ervor relativo al calcular el volumen no supere ol 1%



CAPITULO IT

ECUACIONES DEL PRIMER GRADO

§ 10, Conceptos generales y definiciones

® oefinicioN 1. Se denomina ecuacién la igualdad que contie-
fie una o varias letras, bajo las cuales se sobreentienden los
nimeros incdgnitos.
Las letras, que designan los nlimeros incdgnitos, se denomi-
nan simplemente incégnitas.

Ejemplos. 1) La igualdad 32 +7 =52 — 9 es una
ecuaci6n con una incdgnita @; ella se satisface solo cuando

a=8.

2) La igualdad 2 4 2y* =43 es una ecuacién con dos in-
cognitas = e y; ella se satisface, por ejemplo,siz=>5e
p= 2,

Generalmente las incignitas se designan con las tGltimas
letras del abecedario latino z, y, z, u, v, ...

En lugar de la frase <la ecuacién se satisface para z = 1;
y = 2», con més frecuencia se admite decir que la ecua-
cién se satisface para los valores de las incognitas z = 1,
y=2

@ vermvicion 2, Los valores de las incbgnitas que satisfacen
a la ecuacién dada, se denominan sus soluciones.
Si la ecuacién contiene s6lo una incégnita, generalmente
su solucién se denomina rafz de la ecuacion.

Ejemplos. 1) La ecuacién 3z = 2z 4 1 tiene las
rafces 7, = — % y z; =1, lo que se puede verificar fécil-
mente.

2) Una de las soluciones de la ecuacién 3z + y = 5 es el
par de ntmeros z =1, y = 2

3) La solucién de la ecuacién con tres incognitas z + y +

+ 22 = 10 es, por ejemplo, el trio de nimeros: z =1,
y=3,z=23
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@ permvicion 3. Resolver una ecuacién o un sistema de acua-
ciones significa hallar todas las soluciones, es decir, todos los
valores de las incgnitas que satisfacen a la ecuacibén o al
sistema dado (o sea, a cada ecuaci6n del sistema), o asegurar-
se de que no existen tales valores de las incognitas.

Ejemplo. La ecuacién £ — 3 = 4+ 1 no tiene raiz,
puesto que para cualquier valor de la incognita siempre
el primer miembro de la ecuacién no es igual al segurndo.,
En funcién del nimero de incégnitas de la ecuacibn, existen
ecuaciones con una, dos y més incégnitas.

® bpeFiNIcIoN 4. La ecuacién con una incdgnita se denomina
algebraica si ella se puede reducir de manera que su primer
miembro es un pelinomio con respecto a la incégnita, y el
segundo miebro gsea igual a cero. Tal tipo de ecuacién se
denomina normal. E]l mayor exponente de la incdgnita del
primer miembro de la ecuacién normsl se denomina grade
de la ecuacién algebraica.
Asf, por ejemplo, las ecuaciones; 3z + 5 = 0, 52 — 8z —
— 20 =0, z* — 82* — 29 = 0 son scuaciones algebraicas,
respectivamente de primer, segundo y cuarto grado.
En adelante para abreviar vamos a omitir la palabra calge-
braicas; esto no daré lugar a equivocacién, ya que nos refe-
riremos solamente a las ecuaciones algebraicas.
Se denominan coeficiéntes de una ecumacién los factores
numéricos o literales de las inc6gnitas, asi como el término
independiente, es decir, el término que no contiene incégnitas.
Corrientemente se habla de coeficientes de una ecuacién redu-
cida a la forma normal.

Ejemplos. 1. La ecuacién 22 — 52 — 10 =0 es una
ecuacién de segundo grado con coeficientes numéricos (los
coeficientes son: 2, — 5 y —10); aguf el niimero — 10 es
el termino independiente.

2, La ecuacidén % = pz? 4+ 1 es una ecuaeién de tercer

grado con coeficientes b, 0,1 y — @ (compruébelo Ud.
mismo).

@ oervicion 5. Dos  ecuaciones con iguales incégnitas se
denominan equivalentes si todas las soluciones de la primera
scuacién son también soluciones de la segunda e, inversa-
mente, todas las soluciones de la segunda ecuacién sirven
también de soluciones de la primera o si ambas ecuaciones
no tienen solucién.



Ejemplos 1. Las ecuaciones %-f-%:iti y Sz —

— 36 = 2z son equivalentes, puesto que ambas ecuaciones
se satisfacen solamente para = = 12.

2. Las ecuaciones 2z —3=7 y (2z2—3) (z+1) =
= 7 (z 4 1) no son equivalentes; la primera de ellas tiene
una sola raiz ¥ = 5, y la segunda, ademés de la rajz 2 = 5
tiene también la raiz £ = —1, que no resuelve la primera
gcuacion.

3. Las ecuacionesz + 5=z —1yz(r —3) =2+ 8 —
— 3z son equivalentes, ya que ambos no tienen solucién.
Al resolver una ecuacién debemos realizar una serie de
transformaciones, hasta tanto no se haya obtenido la ecuaci-
6n simple de tipe £ = a 6 un conjunto de tales ecuaciones.
Surge la pregunta: ¢no puede ocurrir que come resultado de
las tramsformaciones realizadas se obtenga una nueva ecua-
cidn no equivalente a la ecuacién inicial?

Enunciamos dos teoremas sobre equivalencia de las ecuacio-
nes sin demostracién *).

Teorema 1. Si a ambos miembros de una ecuacibn agre-
gamos un mismo mimero o un mismo polinomio con respecto a
la incégnita la nueva ecuacién es eguivaiente a la inicial,

Teorema 2. Si ambos miembros de una ecuacién se mul-
tiplica (o se divide) por un misme nimero, distinto de cero, lo
nueva ecuacién es equivalente a la inicial.
Del teorema 1 se deduce una importante consecuencia: cual-
quier término de una ecuacién puede pasarse de un miembre
a otro, cambiando su signo por el contrario.
En efecto, supongamos que el segundo miembro de una ecuaci-
6n contiene el término A4 (A4 puede ser un numero o un poli-
nomio con respecto a la incbgnita). Si agregamos a ambos
miembros de la ecuacién la magnitud — A4, en el segundo
miembro los términos 4 y — A se eliminan, y en el primer
miembro aparece el término — A. Por lo tanto, puede pasar-
se cualquier término de la ecuacién del segundo al primer
miembro, cambiando su signo por el contrario.
De igual modo se puede razonar con respecto a cualquier
término que 2e encuentra en el primer miembro de una ecua-
cién. Veamos algunos ejemplos de resolucién de las ecuacio-
nes de primer grado con una incégnita.

& 9(z—=2) 2(z-3
Ejemplo 1. i+2 )—i—+r)=3.

*} Las demostraciones de estos teoremas se dan en el § T9.
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Sin suber a qué es igual la raiz de la ecuacién se puede
afirroar que la rafz buscada, a ciencia cierta, no es ni el ni-
mero —2, ni el ndmero —3; en caso contrario el primer
miembro de la ecuacién no tendria sentido (no se puede divi-
dir por cero). Pasamos todos los 1érminos al primer miembro
¥ reducimos las fracciones a un comin denominador;
S(z—2)(z+3)—2(z—8} (4 2)—3(¢+2){z+ 3) =y

(2+2) (++3) ’
Después de simplificar el numerador del primer miembro
obtenemos
—4(2249)

ELo(z i =0.

Puesto que la fraccién es igual a cero sélo cuando su nume-
rador es igual a coro (el denominador no es igual a cero),

4(2z + 9) = 0, de donde z = ....%.

x 2z etp-4 =z

Ejﬂm pIO 2 m+m—+~m—a——_b+i.
En esta ecuacién x es la incdgnita, a y b son magnitudes
conocidas.
La igualdad escrita tiene sentido si ninguno de los denomi-
nadores de las fracciones es igual a cero; por lo tanto, a 5=
#= b, Vamos a simplificar sucesivamente la ecuacién dada:

1 2 iy . atb—t
(s tim—imy) ==1— Tty
42(a—b)—a—b _2(a—b)—a—bt1

a2 d{a—¥) .
f4a—3 _a—3+1
at—=4t T R(a—b) "

8i 1 + a —3b=£0, dividiendo ambos miembros por 1 +
+ a — 3b, obtenemos:

1 e A _atb
ARSIy T
8i1 - a — 3b = 0, la ecuacidn se satisface para cualquier
valor de z.

§ 11, Ecuaciones de primer grado con una incégnita
y su solueién grafica
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Toda ecuacién de primer grado con una incégnita puede
reducirse a la forma axz 4 & = 0. E] primer miembro de esta
ecuacidn es un polinomio de primer grado respecto a z, deno-



minado también funcién lineal, y el segundo miembro es
igual a cero.
Esta claro que:

1) si @ 5= 0, la raiz de la ecuacion es igual a — %;

2) sia =0y b=s~0, la ecuacién no tiene raiz;

3) si a =b =0, la solucién de la ecuacién es un nimero
cualquiera; en este caso la ecuacién se denomina indetermii-
nada,

Supongamos dada la ecuacién 2z — 3 =%x 4+ 1. El pri-

mero y segundo miembros de esta ecuacién son funciones line-
ales, Para resolver esta ecuacién hay que hallar un valor tal
de z, con el cual ambas funciones son numéricamente iguales.
Partiendo de este razonamiento de la ecuacién (a propésito,
es muy fructifero, lo que se demosirard mas edelante) se
impone de por si el siguiente método de resolucién:

1) Trazamos las gréficas de las funciones lineales y =
=2r—3ey =% z - 1, que son, como se sabe, lineas rec-
fas *).

2) La sbscisa del punto M; es decir, el punto de interseccién
de las rectas (fig. 1), es la raiz de la ecuacidn dada, va que
a esta abscisa le corresponden iguales ordenadas de los puntos
de ambas rectas, o sea, para estos valores de la abscisa z
ambos miembros de la ecuacién son iguales. De la fig. 1 se
aprecia que la abscisa del punto de interseccion de las rectas,
es decir, la raiz de la ecuacidn, es z = 8.

También se podia haber procedido de otro modo: al principio
se podia reducir la ecuacién dada a la forma z — 8 = 0.
En tal caso, la raiz buscada es un valor tal del argumento x,
para la cual la funcién y = = — 8 es igual a cero. Este valor
del argumento es la abscisa del punto de interseccién de la
grafica con el eje de abscisas (fig. 2).

Cabe hacer notar que el iltimo método no es tan inleresante
como el método de resolucién independiente (er efecto, redu-
ciendo la ecuacién inicial a la forma £ — 8 = 0, de hecho
lo hemos resuelto), sin embargo, es 0til para analizar las
ecuaciones de primer grado, dadas en forma general (normal):

ax -+ b=0.

*) Los conceptos de funcién y de grifica serin examinados con mayor
detalle en el cap. VL
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Fig. 1.

7

Precisamente, los tres casos posibles de disposicion de la
recta

y=ar+b

respecto al eje de abscisas {la recla interseca al eje, es para-
lela a ella, coincide con ella) dan la interpretacién geomét-
rica de los tres cases posibles de solucién de la ecuacidn az +
-+ b = 0 (la ecuacidn tiene una sola solucién, no tiene nin-
guna solucién, tiene infinitas soluciones).

12, Sistema de ecuaciones lineales

Se denomina ecuacién lineal (ecuacion de primer grado)
con dos incégnitas la ecuacion de tipo

ax -+ by = ¢,

Se aprecia facilmente que esta ecuacién tiene infinitas solu-
ciones, puesto que a una de las incognitas, por ejemplo a z,
se le puede dar valores arbitrarios, y el valor de la incognita
y correspondiente a éste se halla de la ecuacién,
Por ejemplo, si la inedgnita = de la ecuacién 22 — y = 3
se hace igual a —1, 0, 2, 5, los valores correspondientes de
y serdn — 5, —3, 1, 7. Cada par de nimeros (—1; —5),
(0; —3), (2; 1), (5; 7) es la solucién de la ecuacién dada,
ales pares de niimeros son infinitos, Por eso, se dice que una
ecuaciéon de primer grado con dos incognitas es indetermi-
nada,
Esta indeterminacién se interpreta ficilmente de manera
gréfica. A la ecuscién 2r — y =3 en el sistema de
coordenadas cartesianas rectangulares corresponde una



recta. Esta recta es la grafica de la funcién lineal y = 2z —
— 3, representada en la fig. 1.
Las coordenadas de cualquier punle de una recta son las
soluciones de la ecuacién; pero, teniendo en cuenta que los
puntos de una recla son infinitos, también las soluciones son
infinitas,
El conjunto de dos ecuaciones
{ ¢1$+b|y =€y

Grt-by=c
forma un sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas. El
par de niimeros I,, 4o, que satisfacen a cada ecuacién del
sistema se¢ denomina su solucidn.
Antes de resolver tal sistema en forma general, recordemos
los métodos de resolucidn de los sistemas lineales con coefi-
clentes numéricos.

§ 13. Método de adicién algebraica

Ejemplo. 1, Resolver el sistema
5z+4-2y = 14,
3z—4by=24.

Multiplicando ambos miembros de la primera ecuacién por
2, obtenemos el sistema

10z 4 4y =128,
3z—dy =24,

equivalente al dado. Sumando miembro a miembro las ecua-
ciones de este sistema, obtenemos 13z = 52, de donde z = 4.
Sustituimos el valor hallado de z en la primera ecuacién
y hallamos y = —3.
Asi, pues, el sistema tiene une sola solucién z = 4; y = —3.
Ejemplo 2. Resolver el sistema

Ta+4-3b =8,

5a+2b =5,5,
Multiplicando ambos miembros de la primera ecuacién por 2,
y la segunda por—3, obtenemos el sistema

143 + Sb = 16,
— 158 —6b= —18,5,



equivalente al dado. Sumando miembro a miembra las ecua-
ciones de esle sistema, obtenemos —a = -—0,5, de donde
a=={,5. A continuacién, sustituyende el valor hallade de @
en una de las ecuaciones del sistema, hallamos b=1,5.

De los ejemplos expuestos se deduce que las ecuaciones del
sistema dado siempre se pueden convertir de manera que Jos
coeficientes de una de las incdgnitas sean de signo distinto,
en tal caso, sumando miembro a miembro las ecuaciones
dadas obtenemos una ecuacién con una incégnita,

§ 14. Método de sustitucién

Frecuentemente se utiliza el siguiénte método de resolucién
del sistema: expresamos una incégnita de una de las ecuacio-
nes por otra y la sustituimos en la segunda ecuacién del
sistema, lo que da lugar a una ecuacién con una ineégnita.
Este método de resolucién del sistema se ha denominado
método de sustitucidn,

Ejemplo 1.
Sz + 2y =14,
dz—dy=24.
De la primera ecuacién expresamos y por z:
y=T—3z (1)

Sustituimos en la segunda ecuacién del sistema y por la
expresion 7 — 5 &

3z—4 (7 -—% z) =24.

De donde x = 4, por lo cual de la igualdad (1) obtenemos

Con el método de sustitucién se prefiere resolver los siste-
mas con coeficientes literales.

Ejemple 2,
ez +y =c,
zt+by=m

(todos los coeficientes son distintos de cero y abz# 1),
De la primera ecuacién hallamos y = ¢ — az. La sustitucién



de la incognita y, en la segunda ecuacién, por ¢ — az condu-
ce & una ecuacién con una inedgnita
z 4 b(c— ax) =m,

do donde z = =%

Conociendo el valor de z, de la igualdad y = ¢ — az se
halla facilmente p.

§ 15. Resolucién de un sistema lineal
mediante determinantes

Supongamos dado un sistema lineal con coeficientes literales
{ az+by =¢; (by0),
2+ byl = c3.
Se requiere hallar su solucién.
De la primera ecuacion expresamos y por z:

T hE. )

y 5
Este valor de y lo sustituimos en la segunda ecuacién:
wotby S8

Obtenemos una ecuacién con una incbgnita (z), la que se
reduce a la forma

a;bz — ayber = bye; — baey

o bien

(azbi — ﬂlbz) T == bng = bzl’:l. (2)
Si el coeficiente de x, es decir, la expresién a,b, — a;b,,

es distinto de cero, ambos miembros de la igualdad (2) se
pueden dividir por él; asi, obtenemos:
bies—baey _ bacy—byea (3)
aby—aghy T agha—azhy
Después de sustituir en la igualdad (1) z por su valor de la
igualded (3), hallamos:

__ a3t —a&ye, aycy — 36y
&= a;i—aib: = abi—apd; ' 4

El sistema dado tiene una sola solucién si a,b; — ab; 5= 0,
ademdés, los valores de las incégnitas se calculan por las fér-
mulas (3) y (4).

xr =

i



QObservemos que los denominadores de las fracciones, que re-
presentan los valores de las incoguitas, son iguales. Este co-
min denominador es igual a a;by — ayby; esta compuesto
solo de los coeficientes de las incognitas £ e y. Escribimos
estos coeficientes en el orden con que fueron dadas las ecua-
ciones del sistema, omitiendo las incégnitas, y los dispone-
mos en forma de tabla cuadrada; obtenemos:

by (5)
ap by’

Si se multiplican los coeficientes, ubicados en las diagonales
del cuadrado, y del producto de los niimeros, dispuestos en la
diagonal, que va del angulo superior izquierdo hacia el in-
ferior derecho, se resta el producto de los nlimeros de la otra
diagonal, obtenemos la expresion a,b, — auby; ésta se deno-
mina determinante del sistoma de ecuaciones lineal dado
y se designa del siguiente modo:

oy by
ag by

En general, para la matriz de tipo (5), compuesta de cuatro
nfimeros arbitrarios (que no son indefectiblemente coeficien-
tes del sistema), la expresion anéloga a (6) se denomina deter-
minante de segundo orden.

Conviene hacer notar, que para aprender regla de calculo
del determinante es comoda su siguiente representacién es-
quematica:

+ -

Y
X

4 b

A=| =d]b3‘-ﬂzb;. ) {5)

Ejemplo
3 =5
I-Ai 8|:3'8_4{M5)=4é'

Los numeradores de las fracciones, que determinan los valo-
res de las incégnitas en las igaaldades (3) y (4), también son
determinsntes de segundo orden:

b
Ar= l“:l l[-'—- ¢sba—byca;

e by
a ¢

A Py st
= =ayly— 1
¥ g e *




El determinante A, se ha obtenido del determinante del
sislema

lay b
ﬁ:l 1 Vi

ay by
sustituyendo los niimeros de la primera columna por los tér-
minos independientes; y el determinante A, se ha obtenido
sustituyendo los nimeros de la segunda columna por los
términos independientes,
Ahora se puede escribir de modo abreviado la solucién del
sistema

{a1z+b1y =y,

@+ bay =c p
Ay

en la forma r=5 y=Ty.

Ejemplo 1. Resolver el sistema

3z 45y=4,
{ Tz—3y =24,

Formamos el determinante del sistema

3 5
A=I7 _3|=3(—=3)—5.7=—9—-35= —44.

Este no es igual a cero, y, por eso, el sistema tiene una solu-
cién tnica. Calculamos los dos determinantes restantes:

Ae= 2% _§|==4-(—3)—5-24= —132,

Ay = 7 2: =3:24—4.7T=44.

A continuaci6n hallamos los valores de las incégnitas
y= %=:54--— —1

Ejemplo 2. Resolver el sistema
z ¥y
{,—_H'i‘m—ﬂ-l*b,
¥
-E+-592a.
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Formemos el determinante del sistema
) S S8
atbh a—b) 4 1 _ e 2ab
1 1 |T @it & (e—bja abla-Fbila—b)"
B

A=

Para la existencia de A es necesario que el denominador de
esta fraccién no sea igual a cero, es decir, que e 550, b= 0
y @ 5= + b; en este caso A 5= 0, si

a® — b — 2ab 55 0.

Calculemos los determinantes A, y A
!

A = = a+b 22 a®—b2—Zab
= 9 1 [T " e=t E@—=b !
v g
Ao | FTE _ % atb aP—bi-—2a
v % % a+b a a{atb)

Hallamos log valores da las incognitas:
1:—-&&: (a+b), =b(ﬂ——b}.

Sustituyendo los valores hallados de las incégnitas en cada
ecuacién del sistema dado nos convencemos de la correccion
de la solucidn; esta verificacién se puede realizar mental-
mente,

§ 16. Sistema lineal cuyo determinante es igual a cero

Supongamos que el determinante del sistema
faz-+by=¢,
az+ by =ca
es igual a cero:
A =aiby — azby =0
en tal caso, a,b, = ayb,, de donde E—:—=-‘E. es decir,

si el determinante del sistema es igual a cero, los coeficientes
de las incognitas son proporcionales.
Inversamente: si los coeficientes de las incégnitas son pro-



porcionales, el delerminante del sistema es igual a cero. En
ay by
, de =+ =L se deduce que a,b; = azb, 6
efecto, de T Y que 2407 204

aby — agbil= 0.

Supongamos, ahora, que siquiera uno de los determinantes
A, 0B también es igual a cero.

Digamos que A, = 0: ¢b — ¢2by =0, lo que da lugar a la
proporeion: g—;m:—:
Observacién. Nosotros suponemos que los coeficientes as,
by ¥ ¢y no son iguales a cero. En caso contrario log razonami-
entos anteriores perderian su sentido, puesto que no es posi-
ble dividir por cero. En el caso de que cualesquiera de los
coeficientes sean iguales a cero el sistema se simplifica. Por
ejemplo, de a, = 0 se deduce que a;b; = azb; = 0. En ese
caso, 0 bien b, = 0 (desaparece la segunda ecuacién), o bien
a, = ( (desaparecen todos los términos que contienen z).
De este modo, de que A == 0y A, = 0, se deduce la propor-
cionalidad de los coeficientes para iguales incégnitas y tér-
minos independientes:

o b o

ety M
(es decir, A, también es igual a cero),

Designemos la magnitud de cada una de las tres relaciones
iguales por k (k== 0):

por lo tanto,

a g b _oa g,

";;'—— L =y P —-k!

por lo tanto,

a4 = kdz, bi = kbg, g = kcg. (2)

Después de sustituir los coeficientes de la primera ecuacién
por sus expresiones de las igualdades (2) el sistema toma la
siguiente forma:

{kaoz - kbay = ke,
sz + by = ¢z

Si simplificamos todos los términos de la primera ecuaci6n
con respecto al factor k, resulta que el sistema dado estd
compuesto de dos ecuaciones idénticas, es decir, una ecuaci-
6n es consecuencia de la otra. En otras palabres, tenemos una
ecuacién con dos incégnitas. Como se indicd antes, una ecua-
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cién con dos incégnitas tiene infinitas soluciones. En este
caso se dice que el sislema es indeterminado.

Ejemplo.
(br+6By=3,
6z+9y=4.5.

Tendremos:

s=7=15 (k=7)

Aqui los coeficientes de las incdgnitas idénticas y los térmi-
nos independientes son proporcionales; si se multiplican am-

bos miembros de la primera ecuacion porg (0 los de 1a segunda

ecuacién por %) , ista coincide con la segunda (o con la pri-

mera).

El sistema tiene la misma solucion que una de las ecuaciones

del sistema dado.

Veamos ahora el case en que A =0, pero A, 5~ 0 (entonces

también A, 5= 0). Convirtiéndl}seben cero el determinante
1

del sistema, se deduce que %zb—. Si A, (0, entonces
2 2

g—:q& :—‘ Como antes designamos cada una de las dos rela-
z
ciones %:i—' por k (k % 0), en tal caso, ¢y = kaz, by =
2 2

= kb,. La relacién % la designamnos por m, donde m - k.
1

Siendo asi, ¢; = me,.

En la primera ecuacidn del sistema sustituimos los coefi-
cientes @, por kas, b, por kb, y el término independiente ¢,
por mcz, El sistema toma la forma

{(aaz -+ boy) k=eam (k= m),
J[ yz - boly = €34

Multiplicando la segunda ecuacién por k, tendremos
(8oz ~F boy) k = cok.

Luego tendremos que ¢;m = ¢k, es decir, m = k (so puede
dividir por ¢, puesto que supusimos que ¢, 5= 0). Pero, en
realidad m 5= k. De la contradiccién obtenida se deduce que
el sistema no tiene solucidn.

En este caso se dice que el sistema de ecuaciones es incom-
patible o contradictorio.



Ejemplo.
(25 —3y =4,
4x—By = 5.

Los coeficientes de las incégnitas son proporcionales:

2 —3 1

T =86 (—'2’)'

Los términos independientes no son proporcionales a los
coeficientes:

2 4
v e i
El primer miembro de la segunda ecuacion se ha obtenido del

primer miembro de la primera multiplicdndola por 2, mien-
tras que el segundo miembro se ha obtenido del segundo

; . : S 5
miembro de la primera ecuacién multiplicindola por 5. El
sistema es incompatible y no tiene soluciones.

Observacidn. Si, sin reflexionar sobre la estructura del siste-
ma dado, se resuelve éste, por ejemplo, por ¢l método de
suma algebraica, llegamos a una solucién absurda: 0 = 3,
puesto que ambas incignitas se eliminan inmediata-
mente.
Resumamos lo que se dijo sobre la solucion del sistema li-
negl
{alz”‘l‘ by = ¢y,

@z + by = 3.

a) Si el determinante del sistema A 5¢0, el sistema es
determinado, es decir, tiene solucidn unica.
b)Si A = 0y A, = 0, el sistoma es indeterminado, es decir,
tiene infinitas soluciones.

¢) Si A=0y A, 50, el sistema es incompatible y no
tiens soluciones.
A cada uno de los tres casos examinados se le puede dar
una interpretacién geométrica, partiendo de que en el siste-
ma de coordenadas rectangulares a cada ecuacidn lineal (de
primer grado), con dos incégnitas {es mejor décir con dos
varjables) corresponde una recta.

a) Si A=s£0, dos rectas, representadas por las ecuaciones
del sistema, se cortan en un punto; las coordenadas del punto
de interseccién representan precisamente la solucién del
sistema.

7



¥
'
p G
&

b} Si A =0, A, = 0, las dos rectas correspondientes a las
ecuaciones se confunden en una recta comin; dado que éstas
tienen infinitos puntos comunes, en consecuencia, el sistema
también tiene infinitas soluciones.

¢) 8i A =0, A, 5 0, las rectas correspondientes a las scua-
ciones del sistema, son paralelas, es decir, no tienen ningin
punte comdn, por lo cual el sistema no tiene solucio-
nes.

En la fig. 3 se muestran estos tres casos posibles.

17, Casos particulares de sistemas lineales

Hasta ahora examinamos sistemas de ecuaciones lineales, en
los que el ndmero de indgnitas ha sido igual al nimero de
ecuaciones, que componen el sistema. Sin embargo, en las
aplicaciones de la matemética a otras ciencias ocurren casos
en que las ecuaciones, que entran en el sistema, son més que
las incégnitas (tales sistemas se denominan sobredeterminados),
o, por el contrario, el nimero de incognitas es mayor que el
nimero de ecuaciones del sistema. Los métodos de resolucion
de estos sistemas se examinan en una serie de ejem-
plos.

Ejemplo 1.
z—y=1,
3z—2y=35,
Sz—3y=9.

Al principio resolvemos el sistema compuesto de las dos pri-
meras ecuaciones,

{ z—y=1,
Jr—2y =1,
hallamos = = 3; y = 2. Sustituimos estos valores de las in-
chgnitas en la tercera ecuacibn y verificamos que se obtiene



la identidad 9 = 9, Por lo tanto, el sistema dado tiene solu-
cién dnica.

Ejemplo 2.
z42= T,
3z— y=14,
2z4+ y=12.

Este sistema de ecuaciones no tiene soluciones, puesto que re-
solviendo el sistema

{ z+2y= 1T,

3z—y =14,

hallamos £ =5, y = 1, pero estos valores de las incognitas
no satisfacen a la tercera ecuacién 2z + y = 12.

Ejemplo 3. i{Como debe ser la dependencia entre 2 y b
para que el sistema de ecuaciones

z+ y=3,
5x—3y=T,
az+ by=>5b
tenga una solucidn unica?
Al principio resolvemos el sistema
(24 y=3,
Sz—3y="T
y hallamos que z = 2, y = 1.

Sustituyendo estos valores de las incognitas en la tercera
ecuacidn, tendremos:

2a 4 b =05b & a=2b
A continuacién examinemos el sistema komogéneo, es decir,
el sistema en el que el término independiente de cada una
de las ecuaciones es igual a cero.
Ejemplo 4
(2z— y— 5z2=0,
3z 4 2y—11z=0.
Es evidente que todo sistema homogéneo (no indefectible-

mente lineal) tiene solucién nula: z = y = z = (. Ahors,
buscaremos soluciones diferentes de la solucién nula.
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Supongamos que z 5= 0. En tal caso todos los términos de
las ecuaciones se pueden dividir por z; asi, oblenemos el sis-
tema

{ 2>t
] z

* y

d-+25=11

Suponiendo que

z ¥

T= 5=t

tendremos:
2u— t= 5,
3ut+2u=11,

de donde u = 3, ¢ = 1.
A continuacién,

223, L=t
z L 1

o bien
x=38, y=3z

donde z puede adquirir cualquier valor. Por ejemplo, para
z == 2 tendremos que

z=8y=3=2.

De este modo, el sistema lineal dado tiene infinitas solucio-
nes obtenidas de las igualdades

z =31, ¥ =35

si a la incégnita z se le da cualquier valor. En el caso parti-
cular, cuando z = 0 tendremos una solucién nula.

Ejemplo 3.
(z— y+3=0,
2z—2y—"5z=0.
Al buscar soluciones distintas de cero, aqui no se puede supo-

ner que z = 0, puesto que después de dividir por z e introdu-
¢ir las incAgnites auxiliares obtenemos el sistema

{ y— t=—3,
u—2= 5,



que es contradictorio y no tiene soluciones. Eu tal caso, divi-
diremos por x (0 por ), considerando x == 0, lo que en las
nuevas inebgnitas ({— = u, -:~ == !) nos da el sistema

(— u-+3t=—1,

—2u—5t= —2.
Resolviéndola, hallamos que
u=1,¢t=0
o bien
L1, Z=0.

z

Por suposicion £ =0, y poreso, z =0 ey = z.

El sistema homogéneo dado tiene infinitas soluciones, dis-
tintas de cero. Cada solucidn es un trio de nimeros, en el que
los dos primeros nimeros son idénticos, y el tercero es 0;
por ejemplo, (3; 3; 0) 6 (=5, —5; 0); ete.

Ejemplo 6.
( x4+ 2y— z=10,
2z + 4y —22=0.

Se aprecia inmediatamente que la segunda ecuacién es coro-
lario de la primera, puesto que después de dividir por 2 todos
los términos de la segunda ecuacion se obtiene un sistema de
dos ecuaciones idénticas

z+2y—z=0, (1)
o
T =z 2y

Las dos incgnitas y y z pueden tomar cualquier valor; los
valores de z se determinan por los valores prefijados de
y v z de las férmulas (1),

§ 18. Ejemplos de resolucién de sistemas
de ecuaciones con coeficientes literales

Ejemplo 1. Resolver el sistema

zly [
T—y  b—c'
z+e ad-b
y+b ate”
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o la primera ecuacion, seglin la propiedad de las propor-

ciones derivadas*) (si 2 =2 ontonces 1‘.’1=P_+_'?]
n g m—n p—-g
2z a-{-b
hallamos que E T a' de donde
at+b—¢
x=‘a+=_b Y. [1)

Sustituyendo el valor de z en la segunda ecuacibn del
sistema obtendremos:
{atb—c)y
a4e—b ¥ at-b
utb agc’
de donde

(04 b) (g -0y = LEAEHI=IY e g 1),

@+ byy—EELEEE oo 4-0)b (a+),

b —b)—la b- 5
yltekeboletacr o ze(a-}—c)—b[a-rb)p

{a+b)(n+c\ —blat-b)—{e+chg+bi+elat
ate=—0b

=c(@+c)—bla+b).

Simplificando ambes miembros de la ecuacion por ¢ (s +¢)—
—b(a+b), obtenemos:

m-__—b=1, y=ﬂ+£—b.

Sustituyendo el valor hallado de y en la igualdad (1),
tendremos que r=g-+b—c.

#) 5i se tiens la proporcién —:-—_-%, entonces

--1-1#7.1-1 17.1_-5--1,

a+b edd o—b ¢—d

B T A T

Dividiendo miembro a miembto Jas dos dltimas ecuaciones, obte-
nemes:

a-b _ e4d
a—b e=—d"




Ejemplo 2. Resolver el sistema
z+ y+ 2=0,
{az+ by+ ez=0, (2)
bez - acy +abz=1.
De la primera ecuacién tendremos:

1= —(z+u)h

sustituimos este valor de z en ia segunda y tercera ecuae-
ciones del sistema (2), lo que nos conduce sl sistema de
ecuaciones

az+ by— clz+p)=0,
{bcx+acy—ab(z+y]=1. @
De la primera ecuacién del sistema (3) se deduce:
(@a—c)z={c—b)y;
para a—c==0, tendremos
gl y “)

a—c

Después de sustituir la expresién hallada de z en la
segunda ecuacién del sistema (3) obtenemos la ecuacién con
una incégnita:

LoDyt fac—ab)y =1,
o bien
—ble—bytale—by=1,

c—b@—by="1;

! .
V==
De la igualdad (4) hallamos:

c—b i _ 1
e @b {e—b)  @—Ha—e "

i
t=—E+t)=G=g6=a"

A Ejercicios
1. Resolver las ecuaciones:
W ) )

-3 z(=—3 =
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6 z

r—1 T— — I— 2
L i e +

2r4+a b __3ax+:a—b;2

3 b * a ab
2. Hesolver los sistemas de ecuaciones:
Tr—3y—8=0, 3 r:y=3:4,
dr -9y 24=0, ) (1) i (g 4+20=1:2.
9
22 -5y =0, 4:-{-?-_.:21.
e { 3 0 Py .
i — =173z

Advertencia. %= B

50 03 5 4

I o | FE O E=w

AT % .2 _
b Tty -3y

Advertencia,

——«———-i =1 —1 =t

2r-ly T -3y

n mr—2y=3,

{ Jz-fmy=4.

drd-my—9=0,
) { 2mx 18y 427 =0,

5‘
{ et-b ’- =2,
9 T—y =6ub.

T ¥
=t
10)

az -+ by = 2ab.
x ¥
Tl
11} 2 A
T—T—l——~0.

12) { (a-i-:}:—(u;b}gzéab

et
atb
Ly,

B { et le—birms



Advertencia.
1 1

24y = 2x—3y=t'
Ty z
_ R
14)
L Az 4By Cz+ D=0,

Advertencia. %.—_ t; r=mt, y=nt; z=pt.

r—a  y—bh z—¢
15 { m 4 P
Az By4-Cz D=0,
Advertencia. Introducir la incognita auxiliar ¢, suponiendo
I—a
m
 { be 4]+ y—1]=5.
|z--1 | —4dy =—4.

3, ¢Para qué valores del parimetro k el sistema de ccuaciones
lineales

3z ky =54k,
{ 2z 45y =8.
tiene solucidn dnica?
4, ¢Para qué velor del parimetro k el sistema

(t+2k) z+5y=17,

(24K z+44y=28

no tiene solucién?
5. gPara qué valor del parimetro k el sistema

(2k—1) z4-ky =8,
{ Toz+4y=3
tiene infinitas soluciones? Hallar aunque sea una de esas soluciones.

=1,



CAPITULO Il

DESIGUALDADES

§ 19. Conceptos fundamentales y definiciones

@ vermvicioN 1. Dos nlimeros o dos expresiones algebraicas,
relacionadas entire si por el signe << (¢menor»), o por el signo
> (emayors), o por el signo == (no es igual), forman una
desigualdad.

Ejemplos 1) 3>-=5; 2) a<<i+4a% 3) 32

@ DEFINICION 2. Dos desigualdades de tipo a<Cb, ¢e<<d

0e>b, ¢>dse denominan desigualdades del mismo sen-
tido; por ejemplo, 3>2 y 7> —20.
Dos desigualdades de tipo a ¢ > b y ¢ << d se denominan
desigualdades de sentido contrario; por ejemplo, 4 <<5 y
0> —3. A veces a los signos > 0 <C se une también el
signo de igualdad, por ejemplo, 2 > 0 (se lee: el niimero a
no es negativos) 0 b<<O (eel nimero & no es positivons) *),
Tales desigualdades se deneminan no rigurosas (indetermina-
das), a diferencia de las rigurosas (determinadas) ¢ > b
6e<<d

§ 20, Propiedades de las desigualdades

1) St a > b, entonces b < a.

2)Sia>by b>c, entonces ¢ > c.

3) Dos desigualdades de la forma: (1) a <<b y b<<c & (2)
a>by b>c pueden ser unidas en una doble desigualdad:

Me<b<cy@a>b>c.
Ejemplo. Siaesun valor aproximado de la magnitud z,
Aa, el limite del error absoluto del nimero aproximado a,

el valor real de la magnitud z < ¢ + Aa, pero £ > a —
— Aa, y puede escribirse la doble desigualdad: ¢ — Aa <

< z<<a+4 Aa.

*) Se acostumbra también leer: el nimero a es mayor o igusl a ceros
y el niimero b es menor o igual a ceros, respectivamente. (Nota del T.)



4) 8i a > b y m es un nimero cualquiera,
a+m>=>b-+m.

A ambos miembros de la desigualdad se les puede sumar (o
restar de ambos miembros) un mismo nimero, y, como
resultado, se obtendrd una desigualdad del mismo
sentido.

Ejemplo.5 > 3; sumemos a ambos miembros el niime-
ro 4, obtendremos 9 > 7.
5) Sia> by m es un nimero positivo,

am = bm,

Multiplicando ambos miembros de la desigualdad por un
mismo nGmero positivo, cl sentido de la desigualdad no
varid.

Al multiplicar ambos miembros de una desigualdad
por un ndmero negativo m (m << 0) el sentido de la desigual-
dad cambjard por el contrario, es decir, sia > by m <0,
tendremos que

am < bm,

Ejemplo. 3 > —1 lo multiplicamos por —4; obtendre-
mos —12 << 4. Lo mismo se puede decir respecto a la divi-
sién de ambos miembros de la desigualdad por el nimerv
m (m == 0), puesto que la division se reduce a la multiplica-

. r 1
won por —.,
C P pr

21. Operaciones con desigualdades

{. Suma. Dos o varies desigualdades del mismo sentido se
ueden sumar miembro a miembro; como resultado se oblendrd
una desigualdad del mismo sentido:

a>b

c>d,

m>n,
atet+m>b+d+n
2. Resta. Las desigualdades de sentido conlrario se pueden
restar miembro a miembro; como resultado obtendremos

una desigualdad del mismo sentido que la desigualdad
minuendo.
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Sia>byc<d, ydela primera desigualdad restamos la
segunda,

a—c>b—d.
Ejemplo.
—3>--7
<< 5
—3—4>-—-T7-—15,
6 —7> —12.

3. Multiplicacién. Dos o varias desigualdades de igual sen-
tido se pueden multiplicar entre si miembro a miembro si todos
sus miembros son positives, como resultado se obtiene una
desigualdad del mismo sentido,

Si

a<<h

c<d (>0, ¢ >0),

entonces ac << bd,

Ejemple.

3<5

[Pl

12 < 30.
4, Divisibn. Dos desigualdades de sentido contrario se pueden
dividir miembro a miembro si todos los miembros de la desi-
gualdad son nimeros positivos; como resultado se obtiene una
desigualdad del mismo sentido que la desigualdad dividendo,
es decir, la desigualdad que dividimos por la otra:

a>b

e<<d (>0, ¢>0)

a . b
=T
Ejemplo
4>3
<2

——

4 3
T



§ 22. Resolucién de desigualdades de primer grado
con una incégnita

@ periNicion 1. La desigualdad de la forma
az + b>ax+ by 6 ax + b<<ax+ b

se denomina desigualdad de primer grado con una incégnita,
Asf seran, por ejemplo, las desigualdades

)£ 5>z

2) 4 — Br << x4+ 22.

Se denomina solucién de la desigualdad todo valor de =z
que satisface a la desigualdad dada.

Por ejemplo, el nimero 2 es la solucién de la desigualdad
4—dx <<z 22, puesto que 4—5-2<2 422, —6<
< 24,

@ oerinicION 2. Resolver una  desigualdad significa hallar
todos los valores de la incégnita que verifican a la desigual-
dad dada. La bisqueda de la solucién de cualquier desigual-
dad de primer grado ¢on una incognita da lugar a desigual-
dedes elementales de la forma

Hz>a
Nz b,

En el primer caso se dice que el nimero @ es el lmite inferior
de los valores de la incognita. Quiere decir que cualquier
niimero mayor que el niimero a es solucién de la desigualdad
dada. Si sobre el eje numérico se lleva el punto correspondi-
ento al numero a, los valores de la incdgnita z que verifican
la desigualdad z > &, se representan por los puntos que se
encuentran a la derecha del punto z = a (en Ia fig. 4 estd
rayado).

En la desigualdad elemental x << b el nimero (letra) b se
denomina limite superior de la incognita, lo que significa que:
cualquier nimero menor que b es una solucién de esta desi-
gualdad. La desigualdad x <Cb seilustra gréficamente del
siguiente modo: sobre el eje numérico se marca el punto
correspondiente al nimero b; en tal caso, cualquier punto
ubicado a la izquierda de b representa al nimero que verifica
la desigualdad dada (fig. 5).

Las desigualdades de primer grado con una ineégnita se
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g a Iz

resuelven por el mismo esquema que las ecuaciones de primer
grado. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo.

23 1>3-a

Multiplicamos ambos miembros de la desigualdad por 3 > 0,
para librarnos de la fraccidn:

2r —5—3>9—3z

Pasamos el término con la incégnita del segundo miembro al
primero, y el término independiente del primer miembro al
segundo, cambiando los signos de los términos que se pasan
de un miembro a otro por los contrarios:

2r + 32 >0+ 8; 5z > 17.

Dividiendo ambos miembros por 5 > 0, obtenemos z > 3.4.
El nimero 3,4 es el limite inferior de los valores de la incog-
nita z,

§ 23. Segmento, Intervalo

Supongamos que & y b son dos nimeros, ademis a <Cb.
A los nimeros a y b les afiadimos todos los nimeros interme-
dios comprendidos entre ellos. En tal caso se forma un con-
junto cerrado de los nimeros z: & < z <C b. La cualidad de
cerrado radica en que en este conjunto existe un ndmero me-
nor a y un nimero mayor b,

@ periNiatoN 1. El conjunto de todos los nimeros z, que
verifican las desigualdades ¢ << z < b, se denomina segmen-
to. Se admite en designar el segmento por [a, 4]; por ejemplo,
se escribe {0, 2] en lugar de 0 < z < 2. La propia denomi-
nacion de segmento indica que a este conjunto numérico co-
rresponde un conjunto de puntos del eje numérico, que llenan

50



totalmente el segmento con extremos en los puntos z = a
yx=b

Eliminamos los puntlos exiremos del segmento [2, ], en
tal caso oblenemos un conjunto abierlo de los nimeros z:
a << z < b; en este conjunto no hay un nimero menor ni
un nimero mayor, debido a lo cual se denomina abierto,

periNicioN 2, El conjunto de todes los nidmeros 2 que
verifican la deble desigualdad a2 <<z <C b, se denomina
intervalo.

El intervalo se designa con el simbolo {a, b); por ejemplo,
(1, 5) denota que 1 <<z < 3.

Si ocurre que a << = <C b, se dice que z perlenece al semiin-
tervalo la, b); si g << << b, se dice que x perienece al semi-
intervalo (g, bl

§ 24. Resolucién de sistemas de desigualdades
de primer grado

@ veErivicion. Las dos desigualdades de Lipo

{a&’—I- b>0, { ax+ b>0,
ar+ by <D, alx-l—b, =0,
con respecto a las cuales se buscan sus soluciones generales,
forman un sistema de desigualdades de primer grado con una
incdgnita.
El método general de resolucion del sistema de dos desigual-
dades tiene como objeto lo siguiente: hallamos las soluciones
de cada desigualdad por separado y compardndolas estable-
cemos cuéles de las soluciones son comunes para ambas de-
sigualdades; si no existen soluciones generales, el sistema es
incompatible, o contradictorio, La eleccion de las soluciones
generales se facilita si las soluciones de cada desigualdad
se Tepresentan sobre el eje numérico.
Ejemplo 1. Resolver el sisiema de desigualdades
2z—3>0,
5z4+4=>0.

1) 2z—3>0, z>_23.;
2) 52+4>0, 2>—.

Para 1a primera desigualdad el nimero % es el limite in-
ferior de los valores de la incégnita. Marcamos este punto
5l
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N 4
g z Fig. 6.
£

y rayamos la parie superior del eje numérico que se encuen-
tra a la derecha del punto correspondiente al nimerc -g—
(fig .6). Andlogamente rayamos por debajo el eje numérico,
comenzando del punto — T hacia la derecha, puesto que el

nimero —% es el limite inferior de los valores de la incog-

nita para la segunda desigualdad. Alli donde el eje resulta
rayado tanto per encima como por debajo se hallan las solu-
ciones generales. En este caso todos los ninteros mayores que

3 A
= son soluciones generales:

3
> 5

Ejemplo 2. Resolver el sistema de desigualdades
{ 7—z —8 3-{;43 i

2

2 r4+5(4—2)>2 (4—2).
Reducimos cada una de las desigualdades a una forma maés
simple, para lo cual nos libramos de las fracciones, abrimos
los paréntesis, pasamos todos los términos al primer miembro
y reducimos los términos semejantes; asf, obtenemos

—1324-39<0,

— 4a+4+36>0

o hien
—z4+3<0,
{ —z+9>0.

Resolviendo la primera desigualdad, hallamos que z > 3;

de la segunda, que z <C9.
Ambas desigualdades se satisfacen simultineamente por los

valores de r tomados en el intervalo 3 <z << 9 (fig. 7).



Ejemplo 3. Resolver la desigualdad -;-j-‘-i-;-z.

Tenemos que ;i‘i —2=0, reduciendo a un comin deno-
minador, se obtiene
r4+2—2(3—1)
3—=z

dz—4

3z >0.
La fraccién es positiva si los signos del numerador y del
denominador son iguales, por eso, o bien

>0l

3z—4>0,
{ 3—a2>0, &
¢ bien

Jz—4<0,
{ M @

Resolviendo el sistema (1), hallamos que a la primera des-
igualdad satisfacen los valores de z > =, a la segunda, los
valores de = <- 3. Ambas desigualdades se satisfacen simul-
téneamente si %< r<Z3.

El sistema (2) es incompatible, es decir, no tiene soluciones,
ya que de la primera desigualdad de este sistema se deduce

que <-%. y de la segunda, z > 3. Todo nimero mayor que

3 no puede ser al mismo tiempo menor que %.

§ 25. Desigualdades que contienen la incégnita

bajo el signo de méduio

La magnitud absoluta del niimero real z, es decir |z |, se
puede interpretar geométricamente como la distancia del
" punto, que representa el niimero z, al origen O del eje numé-
rico, Por ejemplo, si [z | = 3, sobre el eje numérico se
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tienen solamente dos puntos: 7y = —3 y 73 = +3, los que
distan del origen 0 tres unidades de la escala.

La desigualdad elemental | | < 3 significa que se buscan
tales valores de la incdgnita z, a los que corresponden puntos
que distan del origen { menos de tres unidades de longitud
(segiin la escala elegida). Estd claro que todos estos puntos
pertenecen al intervalo (—3, 3) {fig. 8). Todo nimero de este
intervalo es la solucién de la desigualdad |z | << 3. Todas
las soluciones se escriben en forma de una doble desigualdad

—-3<z<8.

La desigualdad |z | <3 se diferencia de la anterior |z | <
< 3 solamentc en que se agrega dos nuevas soluciones de
1 = & 3; todas las soluciones forman el segmento [—3, 3] 6
—3 L3

Ejemplo 1. Resolver la desigualdad

|z —3 | < 1.

Método de resolucion geométrica. Desde el punto z = 3 mar-
camos una unidad de la escala a la izquierda, después a la
derecha; obtenemos dos puntos: 2 y 4. Todo punto interme-

dio entre ellos verifica la desigualdad (fig. 9), es
decir,

2< s < 4,

Método de resolucion algebraica. Suprimimos el signo de
valor pbsoluto y escribimos la doble desigualdad
—A<z—3<1;

sumamos el niimero 3 a los tres miembros de la desigualdad:
~f4+8<e—-34+3<1+3,

o bien

<<,

Ejemplo 2. |2z + 3 | < 5. Esta desigualdad es equi-

valente a la doble desigualdad — 5 <C 27 -+ 3 <C 5. Suma-
mos a todos los miembros de la desigualdad el ndmero — 3,



obtenemos —8 << 2z << 2, dividimos todos los miembros
por 2: —4 <z <1
Resolvamos este ejemplo de otro modo. Tenemos:

2|z +5|<s

dividimos ambos miembros por 2:

3
= +3|< %
o bien
3 5
o=(-2)|<7
del puntor = ---g- del eje numérico marcamos a la izquier-

da y a la derecha —52— de la unidad de escala; obtenemos los
puntos —4 y 1. Ahora estd claro que
—4<z<1.
Ejemplo 3. |22 -3 |>T.
Al buscar la solucién de esta desigualdad hay gue conside-
rar dos casos:
a) 22 —3>0, en tal caso |22 —3|=2z—3, 22—
—3>T7,a>5;
b) 2z~ 3 <0, entonces |22—3|=—(2z2—3) (la
magnitud absoluta de un nimero negativo es igual a ese ni-
mero con signo contrario); resolvemos la desigualdad
— (2 —=3>T; 22 -3 < 7, 2T —2.
De este modo, cualquier niimere mayor que 5, asi como todo
nmero menor que — 2 son soluciones de la designaldad
|2z — 3 | > 7 {fig. 10).
Resclvamos este ejemplo de otro modo. Representemos su
primer miembro en la forma
3 -

2 ]z—T|> 7,
&

3 7
‘3—'?\)?-

Del punto del eje numérico correspondiente al nimero %

marcamos a la izquierda y a la derecha -';—da unidades, obte-
nemos los puntos —2 y 5. Con esta construceién se distingue
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w Fig. 10.

-2 g g z

el segmento [—2; 5]; todos los nimeros que no pertenecen a
a este segmento son soluciones de la desigualdad dada;
éstos serfn los nimeros menores que —2 y mayores que 5;
r<C—2 6 z>35.

§ 26. Nocién sobre la demostracién de las desigualdades
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La desigualdad que se cumple para todos los valores de las
letras, que la componen (puede ser con ciertas limitaciones),
se denomina desigualdad idénfica. Con respecto a esta desi-
gualdad no se plantea su resolucion sino la demostracién.
Mediante ejemplos aclararemos en qué consiste la demostra-
cidn y cémo se realiza ella.

Ejemplo 1. Demostrar que la media aritmética de dos
nimeros positivos no es menor que su media geométrica,
es decir, que

'“T'H’}m.

Supongamos que dicha desigualdad se verifica; en tal caso,
después de elevar ambos miembros al cuadrado obtenemos
una desigualdad del mismo sentido (al nimere positive
mayor corresponde el cuadrado mayor)

%‘L}ipab 6 @+ 2ab - B3> 4ab;
a — 2ab 4+ 020, (@ —b)?>0.

Es evidente que la ltima desigualdad és idéntica, puesto
que el cuadrado de cualquier nimero real no es negativo
(> 0. Por ahora esto es sélo la tesis y no la propia demost-
racién, puesto que cuando comenzamos a transformar la
designaldad dada, es decir, elevamos al cuadrado ambos
miembros, sumamos & ambos miembros un mismo término,
etc., conservando entre los miembros de la desigualdad el
signo > (se lee ¢no menor ques), en realidad, a.eptamos que
el primer miembro de la desigualdad no es menor que el
segundo, por lo que no hay nada que demostrar. Si demos-
tramos que las operaciones realizadas son reversibles, con

ello se demostraré que %E}VEE. Tenemos:
(68— 82>0, 6 a®+ b > 2ab.



Sumamos a ambos miembros 2ab:

(a+bp>dab; LEW 50

Extraemos la raiz cuadrada de ambos miembros y tomamos
sélo los valores aritméticos de las raices, en tal caso "—"'T'E p

> Vab. Es evidente que el signo de igualdad se tendrd
solamente cuando @ = b.

Ejemplo 2. Demostrar que si a>0, b>0, ¢ >0,
entonces
a® + b* 4 ¢* > ab 4 ac + be.

M pEMOSTRACION Vamos a parlir de las desigualdades evi-
dentes:
(ea—b)*>0, a®+b'>2ab,
(a—c)*»0, 6 a*4c* > 2ae,
(b—e)? =0  b24-c% > 2be. }
Sumando las desigualdades (1), obtenemos:
2{a% 4 b + ¢ > 2 (ab + ac + be);
después de dividir por 2, tendremos:
a® 4 b 4 c® > ab -+ ac + be.
Ejemplo 3., Demostrar que si z + y + z =1, donde

z>0, y>0, z>0, entonces
W= —=y) {@—2> 8

B DEMOSTRACION Como base tomamos las desigualdades co-
nocidas (ejemplo 1)

HLyE, SsvE LESVE,
de donde

z+y>2Vay,

z 42> 2V 72,

v+:2>2Vym

Puesto que de la condicién se deduce que z +y =1 — z,
z4+z2=1—y, y +3=1—=z, las desigualdades anota-
das adquieren la forma

1y

1 —z> 2V,
1 —y> 2
1—2>2V0m

a7



Y i Fig. {1, Fig. 12,

Después de multiplicar miembro 2 miembro estas tres desi-
gualdades obtenemos:

(1 —2) (1 —y (1 —2z) > Bayz.
§ 27. Resolucién grafica de desigualdades

Ejemplo 1. Resolver graficamente la desigualdad
22 —5>0.

El primer miembro de la desigualdad, es decir, 2z — 5,
es una funcién lineal de argumento z; lo designamos por y:
y=2r—15,

y conslruimos sn grafica (fig. 11). La desigualdad 2z — 5 >
> 0 significa que se buscan tales valores del argumento =z,
para los cuales la funcién lineal es positiva, es decir, las
ordenadas de la recta son positivas, o los puntos de la grafica

se encuentran por encima del eje de abscisas, Este requisito
lo satisfacen todos los puntos, cuyas abscisas son mayores

que%; dicho de otro modo, estos puntos se encuentran a la

derecha del punto de interseccion de la recta con el ejo Oz,
Ejemplo 2. Resolver graficamente el sistema de desi-
gualdades

{% z43>0,
2z—-1< 0.
Construimos las gréficas de las dos funciones lineales (fig. 12)

0 y=gz+3
%



(1) y=2r—1.

A continuacién debemos indicar todos los valores del argu-
mento z, para los cuales simulténeamente las ordenadas de
la primera recta son positivas, y las de la segunda recta,

negativas. Los valores de # comprendidos entre — 6 y %.
satisfacen este requisito:

-—6<:x<%-

Ejercicios

§. Resolver las desigualdades:

2241 2-x : f 2 1=3z _ 242 .
1) ————3 >1; S T+—— < iR (k< 0)
Sr—1 3x—13 _ Sz 1 | mz r—1 2043 .
=3 e a o e ey W s
Be—1 =41 7353

Y=~ <=7 gli-3|<04

H mz—)>z+2 9 |32 >5

10) |52+43|> 8.
2, Resolver las desigualdades y los sistemas de desigualdades:

. 7
T 3 { 0ds 4 < F 212

420
2 —z < fx 417> 92— 03;
z—6 : 2y 41
R B

3. ;Para qué valores de & se verilica la desigunldad
3a4-10
a7
4. ¢Para qué valoros de m el sistema de ccuaciones
2z-+Ty=m,
8z4-5y=13

tiene soluciones positivas? i X
5. ¢Para qué valores del nimero a el sistema de ccuaciones

3z —By=1,
bz —ay=:2

1< <27

tiene soluciones negativas?
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8. Determinar el nliuwero m de manera que la raiz de la ecuacion
3 _ 2m—1

7:.: ¢Para q":l‘é valores enteros de n la solucién del sistema
nr— y=5,
24-3ny=T7
satisface la condicién >0 e y <O?
8, Demostrar la desigualdad VaF > Tz_% cuando a0, > 0.
9. Demostrar que para todo valor real de z se cumple la desigual-
dad @74-2-.
10. Demostrar que Ja suma le dos ndmercs positives nc es menor
que 2, 8i su producto es igual & {,

sea mayor que {.



CAPITULO IV

NUMEROS REALES

§ 28. Nota de intreduccidén

En el texto del presente capitulo se usa frecuentemente la
palabra «conjuntos. Aclaremos el significado de este concepto
en ajemplos concretos.

1) Todos los estudiantes de la ciudad de Mosci forman el
conjunto de estudiantes de Mosei. Este conjunto se compone
de un nimero finito de elementos; cada estudiante por sepa-
rado de la ciudad de Mosel es un elemento del conjunto;
cualquier estudiante de otra ciudad o regién no pertenece
a este conjunto.

2) Todos los rectangulos de 4rea igual a un metro cuadrado
forman un conjunto de rectangulos de dicha drea de 1 m':
este conjunto es infinito. Los elementos del conjunto son los
rectdngulos individuales, por ejemplo, el rectangulo de 2 m

¥ 1 m de lados.

2
3) Todos los numeros enteros positivos forman el cenjunto
de nimeros naturales: 1, 2, 3, 4, ... Este conjunto es

infinito. En adelante nos referiremos solamente a los conjun-
tos numéricos,

§ 29, Niameros racionales

Los niimeros enteros y fraccionarios, tanto pesitivos como
negativos, y el numero O forman el conjunto de miimeros
racionales. Todo nimero racional se puede considerar como

la relacién de dos nimeros enteros: r = %(nq!:()}.
Ejemplo,
3., s
3=T| —4.5— 2 .
Conviene hacer notar que los nidmeros racionales se pueden
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tepresentar cn forma de fracciones decimales periddicas
infinitas

1 i

- =0,333 ...

20,4000 ... =0,39%9 ...
— 12 - 1, (285714).

Inverso: toda [raccién periodica infinita es un nimero racio-
nal, puesto que éste puede converlirse en una fraccién ordi-
paria, por ejemplo:

v H-—3 3 U
0,3666 . .. = =5

(mds detalladamente en el cap. XVI, § 243).

Al realizar las cuatro operaciones aritméticas con niimeres
racienales (excepto la divisién por 0), como resultado obtene-
mos también nimeros racionales, es decir, estas operaciones
no nos sacan del conjunto de numeros racionales y no requie-
ren la introduccién de ndmeros nuevos.

Exactamente del mismo modo se pueden resolver las ecua-
ciones de primer grado (lineales) con una incégnita y los
sistemas de ecuaciones de primer grado con varias incdgni-
tas; los valores de las incognitas serédn siempre numeros ra-
cionales, si los coeficientes de las incégnitas y los términos
independientes son racionales. Sin embsrgo, al resolver las
ecuaciones cuadraticas elementales tropezamos con la nece-
sidad de ampliar el concepto de nimero. Por ejemplo, la
ecuacion 2 — 3 = (1, 6 z* = 3, no liene una raiz entera,
puesto que no existe un nimero eniero tal, cuyo cuadrado
es igual a 3. Demostremos que la raiz de esta ecuacién no

puede ser tampoco un nimere fraccionario.
. m m y
Supongamos lo contrario: z = == donde»; es una fraccién

irreducible. En tal caso, (%) Y 3, lo que es un absurdo,

ya que el cuadrado de una fraccion irreducible es también
una fraccién irreducible, ¥ ella no puede igualarse a un nime-
ro entero (3). Por lo tanto, la raiz de la ecuacién no es un ni-
mero racional.

Iara poder hablar de raices de semejantes ecuaciones es ne-
cesario introducir niimeros nuevos, denominados nimeros
irraclonales.

Los nfimeros irracionales no se pueden prescindir incluso
en geometria, cuando se plantea la medicién de segmentos.
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Fig. 13, Fig. 14.

§ 30. Medicién de segmentos

En este parrafo nos apoyaremos en la siguiente afirmacién,
conocida bajo la denominacién de azioma de Arquimedes:
st AB y CD son dos segmentos arbiirarios y AB > (D, existe
un nimere entero positivo r tel que CD-n > AB. En otras
palabras, siempre se puede llevar el segmento menor CD
sobre el segmento mayor A8 tantas veces para que se obten-
ga el segmento AM, que supera en longitud al segmento 45,
En la fig. 13 se muestra que después de llevar cuatro veces
el segmento CD sobre el segmento 4B se obtiene el segmento
PB, menor que CD; llevando cinco veces el segmento CD,
obtenemos el segmento AM, (mayor que AB, lo que puede
escribirse del siguiente modo:

CD-4 << AB < CD:}
En este caso el nimero = 0.

® perinicioN 1. Se denomina medida comin de dos segmen-
tos ABy CD un tercer segmento E tal, quecabe un nidme-
ro entero de veces en cada uno de los segmentos dados. En
la fig. 14 se aprecia que el segmento E entra en el segmento
AB cinco veces, y en el segmento CD, tres veces.

@ pErivicioN 2. Dos segmentos que tienen una medida comiin
se denominan conmensurables.

® pErNicioN 9. Se denomina relacidn de dos segmentos con-
mensurables la relacién de los nimeros que expresan sus
longitudes segin la unidad de longitud admitida E.
De este modo, para los segmentos de la fig., 14
E.LiAp.8
o B
S5i la medida comtn E cabe en cierto segmento m veces, ¥ en
otro segmento n veces, su relacidn es igual al nimero racio-

m
na1r=?.
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Es cierta también la tesis inversa: si la relacién de dos
segmentos €s un nimero racional, estos dos segmentos son
conmensurables, es decir, tienen una medida comin.

En efecto, supongamos que -g-g = »’E—; en tal caso se puede
tomar como medida comln un segmento igual a 1;-»&aima
parte del segmento CD:

E=-1cD.
n
De donde
CD=nE, AB=mkE,
y
AB mE m

=R =7"

@ oeriNicion . Dos segmentos que no tienen medida comn se
denominan inconmensurables,

Teorema. La diagonal del cuadrado es inconmensurable
con su lado.

W DEMOSTRAREMOS por ¢l método del absurdo. Supongamos
que la diagonal del cuadrado es conmensurable con su lado;
en tal caso, la relacién de log mismos es un nimero racional:

-:- =r, ademds 1 < r <2, puesto que la diagonal d es ma-

yor que ol lado del cuadrado a, pero menor que el doble del
lado 2a (la hipotenusa es menor que la suma de los catetos);

por lo tanto, el nimero r es una fraccién impropia -’::-. que
se puede congiderar irreducible:

m
S=2i d=Fa

Por el teorema de Pitigoras tenemos:
m 2
=2, (%a)'=22,
o hien
myd
(%) =2

lo que es un absurdo, puesto que el cuadrado de una fraceién
irreducible no puede ser un nimero entero. Hemos llegado



a un absurdo suponiendo que la diagonal del cuadrado es
conmensurable con su lado. Con esto el teorema queda de-
mosirado,

§ 31. Medicién decimal de segmentos

Demostrado que existen segmentos inconmensurables; acla-
remos que se debe entender por relacion de dos segmentos in-
conmensurables o, en otras palabras, que se acepta por lon-
gitud del segmento inconmensurable con un segmento con-
siderado como unidad de medicién.

Supongamos que sean AB y CD dos segmentos arbitrarios
(fig. 15). Llevamos el segmento menor CD sohre el mayor
tantas veces coma Sea necesario hasla obtener el resto PB,
menor que el segmente CD. En la figura se muestra el caso
en que tal situacidn se alcanza después de llevar CD tres
veces. Dividamos CD en diez partes iguales y una décima
de su parte la llevamos sobre el resto PB Lantas veces hasta

obtener un nuevo resto P8, menor queiln parte del segmento
CD. Conforme a nuestra figura esto ocurre después de llevar

cuatro veces -11—0 de fraccién de CD. El nuevo resto PiB lo

medimos por %}de parte del segmento CD, hasta obtener

el resto P,B, menor que %j de CD, ete.

De la medicién descripta antes son posibles los siguientes
tres Tesultados.

Caso 1, La medicién termina en cierto paso; por ejemplo,
sila T(iﬁ parte del segmento CD estd contenida en el Testo

P,B exactamente seis veces, con ello se termina la medicidén
del segmento AB y como resuliado obtenemos el nimero
racional 3,46.

Caso 2. La medicién se continiia ilimitadamente y como
resultado se obtiene una fraccién decimal periddica infinita.

Caso 3. La medicién se continia ilimitadamente y en
su proceso se obtiene una fraccién decimal gperiddica infi-
nita, por ejemplo: 2,451451145111....

Los primeros dos casos pueden surgir sélo cuando los seg-
mentos AB y CD son conmensurables, puesto que entonces
su relacidn es un ndmero racional.
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4 i
) B8 Fig. 15.

T

El tercer caso ocurre sélo cuando el segmento AB es incon-
mensurable con el segmento CD. La fraccién decimal aperié-
dica infinita en la medicién ilimitada es un nuevo nfiimero,
que se diferencia del niimero racional y se denomine nimero
irracional.

@ permicioN 1. Toda fraccién decimal aperibdica infinita
se denomina nimero irracional.
Como ejemplos elementales de niimeros irracionales pueden
seevir: 1) el nimero V2, que expresa la longitud de Ia dia-
gonal del cuadrado, si el largo del lado del cuadrado se ha
tomado igual a 1; 2) el namero V'3, es decir, es una de las
raices de la ecuacién cuadrdtica z* - 3 =0, y en general,
la raiz de cualquier nimero posilivo que no es una potencia

Z . 8/7 4,

exacta de la raiz, por ejemplo, /7. ,/ff, ate,
Sin embargo, el conjunto de nimeros irracionales no se con-
cluye con estas raices. He aqui otros ejemplos de nimeros
irracionales:
1) el nimero n, que expresa la relacién enire la longitud
de cualquier circunferencia y su didmetro; éste también
s un numero irracional, pere él no puede ser expresado por
radicales;
2) también es irracional el nimero x, que satisface la corre-
lacién 3* = 5, y el nimero sen 7°.

@ oerivicioN 2. Todos los nimeros racionales e irraciona-
les forman el conjunte de niimeros reales.
De este modo, la frase «x es un nimero real» hay que enten-
derla asi: z es un numero racional o irracional.

§ 32. Aproximaciones racionales de nimeros reales

Supengamos.quese hadado un nimero irracional cualquiera o
o = 0,345345534555...

Conservamos la primera cifra decimal de esta fraccién ape-
riddica infinita, y omitimos las restantes. Obtenemos la
fraccién 0,3 que denominaremos aprozimacién racional del
niimero o con exactitud de hasta 0,1 por defecto; de modo seme-
jante denominaremos la fraccién 0,34 aproximacién racional
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del nimero o con exactitud de hasta 0,01 por defecto; la
fraccion 0,345 es una aproximacién racional del nimero a
con exactitud de hasta 0,001 por defecto, etc,

Se pueden obtener aproximaciones racionales del mismo ni-
mero o por erceso con exactitud de hasta 0,1, hasta 0,01,
hasta 0,001, etc.; éstas serdn las fracciones: 0,4: 0,35;
0,346, etc. El nimero real o es mayor que cualguiera de su
aproximacidén racional por defecto, pero menor que cual-
quiera de su aproximacién racional por gxceso.

Cuando se realizan operaciones aritméticas con nimeros rea-
les, de ordinario estos nimeros se sustituyen por sus apro-
ximaciones racionales, tomadas con un grado de exactitud
determinado, y se realizan las operaciones indicadas con
los numeros racionales ohtenidos.

DEFINICION t. Se denomina suma de dos nimeros reales
un nimero real tal, que es mayor que la suma de lag aproxi-
maciones racionales de los sumandos, tomados, por defecto
con cualquier grado de exactitud, pero menor que la suma
de las aproximaciones racionales de los sumandos, tomados
por exceso con cualgquier grado de exactitud,

Ejemplo 1. Hallar la suma % + V2 con exactitud de

hasta 0,001.
Partiendo de la definicién de la suma, se pueden escribir
las siguientes desigualidades:

03+14<3+VZ<04+15,

0,33+ 1,4 < 4+ VE<0,34+1,42,

0,333+ 1,414 <3+ V2 < 0,334 +1,415,
0,3333+1,4142 < + /2 < 0,3334 4 1,4143.

Puesto que necesitamos calcular la suma con la exactitud de
hasta 0,001, los valores aproximados de los sumandos los
tomamos con cuatro cifras decimales y después de la suma
suprimimos la dltima cifra decimal:

1,7475 < -+ 2< 1,747,
1,741 <5+ V3< 1,748,
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De este modo, cualquiera de los dos nimeros 1,747 6 1,748,
se pucde towmar como valor aproximade de la suma -3!--1'-]/2

con exactitud de hasta 0,001: el primer nimero, por defeclo:
el segundo, por exceso.

@ DErINICION 2. Por producto de dos nifmeros reales se con-
sidera un namero real tal que sea mayor que el producto de
aproximaciones racionales de los factores, tomados por de-
fecto con cualquier grado de exactitud, pero menor que el
producto de sus aproximaciones racionales, tomados por
exceso con cualquier grado de exactitud.

Ejemplo 2. Calcular el producto de los niimeros o y m
con exactitud de hasta 0,04, si

o = 5414414441 ..., n = 3,14159 ..

Basdndonos en Ja definicién dada tendremos las siguientes
desigualdades:

5,431 e <5532,

5,413,414 < a-n < 5,423 15,
5,414-3141 < a.n < 5,415-3,142,
5,4144-3,1415 < a1 << 5,4145.3,1416,

Puesto que se necesita multiplicar con la exactitud de hasta
0,04 es decir, en el producto hay que obtener cuatro cifras
significativas, los valores aproximados de los factores los
lomamos con cinco cifras significativas y después de multi-
plicar conservamos en el resultado solamente cuatro cifras
significativas. Obtenemos:

17,009 < an << 17,0102
o hien

17,00 << an << 17,01,
De manera semejante se definen las demas operaciones arit-
méticas con nimeros reales.

Ejemplo 3. Hallar la longitud del segmento AB con
la exactitud de hasta 0,01, si el largo del segmento CD se
toma por unidad.

En este caso es indiferente que el segmento 45 sea conmen-
surable o no con el segmento CD. Siempre se puede hallar
un nimero racional tal que da un valor aproximado de la
longitud de 4B con el grado de exactitud dado.
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Fig. 16. Fig. 17.

Dividamos el segmento CD en cien partes iguales y vamos a
llevar su %0 parte sobre el segmento AP tantas veces hasta

obtener un resto menor que la centésima parte del segmento
CD. Supongamos que para ello esta operacién se debe reali-
zar n veces. Llevando una vez mis la % parte del segmenio
CD, obtenemos un segmento mayor que ¢l segmento AB. En
tal caso obtenemos dos fracciones decimales;

n n+41

w Y oo

La primers de ellas nos da una longitud de AB por defecto,
la segunda por exceso con la exactitud de hasta 0,01:

a1
100 7

105 < longitud de AB<

§ 33. Representacién geométrica de los nimeros reales

Trazamos una recta y sobre ella elegimos: 1) el sentido posi-
tivo, por ejemplo el sentido de la izquierda a la derecha
{(indicado con una flecha), 2) el origen de la lectura, es decir,
el punto arbitrario O, 3) la unidad de escala (OF) (fig. 16).
La recta construida de este modo se denomina eje.

A cada punto tomado sobre el eje, por ejemplo, al punto M,
se le puede dar respectivamente un nimero real tunico z,
que exprese la longitud del segmento OM, ademés, z > 0,
si el punto M se encuentra a la derecha del origen O; si M
se encuentra a la izquierda de 0, z << 0. Al punto O corre-
sponde 0. Se satisface también 1a afirmacidn inversa: a cada
nimero real z le corresponde un punto dnico M sobre el
eje Oz; el punto M esté a la derecha del origen O si z > 0;
siz <0, el punto M se encuentra a la izquierda del ori-
gen O. De este modo, la correspondencia entre los niimeros
reales y los puntos del eje es biunfvoca. Los puntos que rep-
resentap nimeros racionales se denominan puntos racionales,
y los puntos a los que corresponden nimeros irracionales,
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puntos irracionales. El eje Oz se llama eje de ntimeros
reales, de otro modo, recla numérica (abscisa).

E jemplo. Marcar el punto M, que represente el nimero

V2. Construimos un cuadrado de lado igual a la unidad
(fig. 17). Desde el centro O con una apertura del compés
igual al largo de la diagonal intersecamos el eje Oz; el punto

M obtenido representa el numero V2,



CAPITULO V

POTENCIA DE EXPONENTE RACIONAL

§ 34. Potencia de exponente natural

® 1. opeivicron- El producto de varios factores iguales en-
tre si se denomina potencia:

aa-a ...a=a",

en total n veces

El factor a que se repite se denomina base de la po'encia;
el nfimero » que indica las veces que se repite la base como
factor, se denomina ezponente.

La segunda potencia del niirero a se denomina cuadrado;
la tercera, cubo.

2. Regla de los signos. La potencia par de un nimero positive
o negalivo es un nimero positivo; la potencia impar de un ni-
mero positivo es un nidmero positivo, la potencia impar de un
nimero negativo es un nimero negativo:

(£ = (a>0),

(i a):n-u = 4 @™ (@ > 0).

donde 2n es la escritura general de un nimero par, y 2r + 1,
la escritura general del nimero impar.

Observacion. No hay que confundir las dos expresiones:
(—aj™ y —a™; en la primera el signo menos corresponde a la
base de la potencia, en la segunde, a la misma potencia.
3. Operaciones con potencias de bases iguales. a) Al mul-
-tiplicar potencies de bases iguales se suman los exponenies.
y al dividir, se restan:

™ g™, g™ gl = g™,

Ejemplos. 1) 28.2¢ = 20 = 1024; 2) 75: T = 7% = 40;

y t+yr:+y =&+

b) Al elevar a potencia un producto se puede elevar a esa poten-
i



cia cada uno de los factores y multiplicar los resuliados obie-
nidos:

{abe)® = a™b".

A veces es conveniente utilizar la Gllima 1gualdad en sentido
contrario. Por ejemplo, si hay que calcular la magnitud

A = 8525923,

obtenemos el resultado mas répidamente, si escribimos A =
= (§.25.2)% = 400® = (4.100)® = 64 000 000, que elevan-
do al eubo cada uno de los niimeros 8, 25 y 2 y multiplicando
después los resultados obtenidos.

c) 8i se eleva a potencia una fraceidn, se pueden elevar a esta
potencia el numerador y el denominador de lao fraccion por
separado y dividir el primer resultado por el segundo:

(=5
Brempion 0 (3)'- 521 0 (3)'=5

d) Si se eleva a potencia una potencia, los exponentes se mul-
tiplican:
(aﬂ. m = aﬂl‘l‘l.

Ejemplos. 1) (3¢ = 25

2) (a%%) = (a)-(b3)S = @1b,

Basandonos en las replas de operaciones cou potencias an-
tes formuladas se puede elevar a potencia monomios mas
complejos. Por ejemplo,

0 (= o) -~

9 ( Aoy 44 (-—3::32)"_ Bixbys
) ‘T‘F) =TTEeyw T i

Para elevar a potencia un monomio hay que elevar a esta
potencia el coeficiente, y multiplicar los exponentes de cada
gn; de las letras por la potencia a la que se eleva el monomio
ado.

Observacién. En el ejemplo 2) se utilizd esta regla por
separado para el numerador y el denominador de la
fraccién.

4, Cuadrado de un polinomio. El cuadrade de un polinomio
es tgual a la suma de los cuadrados de todos sus términos mds



el doble de los productos de cada término por los siguienles;
por ejemplo:
(@+b+ec+d?=a+ b+ + &+ 2ab + 2ac +
=+ 2ad + 2bc -+ 2bd + 2ed.

De la justeza de la férmula descripta puede persuadirse con
la multiplicacién simple del polinomio @ 4 b +¢ + d
por si mismo.

Ejemplos.
1) 32 + 20° + zy)® = (329 + (2¥%)° + (ay)® + 2-32% X
K 2% 4 2.3z xy + 2.2 xy =

= 9x* + 4y + 2% + 122%° + Gady + dzy® =

= 9zt + 4yt + 13232 + 6% + dayd;

2) (@ — 2b + 3c — 4d)* = a® 4 4b* + 9¢? 4 1642 -+
-+ 2a (—2b) + 22-3¢c + 2a (—4d) +
+ 2 (—2b) 3¢ + 2 (—2b) (—4d) + 2:3¢ (~~4d) =

= ¥ 4 4b* + 9c® + 16d® — 4ab + 6ac — Sad — 12bc +
+ 16bd — 24cd.

§ 35. Potencia de exponente cero y entero negative

@ oerivicioNn 1. Todo nimero real a, distinte de cero,
a la potencia cero (oxponente nulo) es igual a la unidad

a’ =1 (a=£0).

Ejemplos. 1) 2°=1; 2) (z2— ) =1 (as=b)
3) =59 = —1; 4) (—5)° = 1.

@ perinicioN 2. Por  potencia de un nimero real a con
exponente entero negativoe se sobrentiende la fraccién
cuyo numerador es igual a 1, y el denominador es una poten-
cia de la misma base, pero de exponente opuesto:

E‘nznin (a-',é 0).

Observacién. Dos nimeros n ¥ —n se denominan opuestos.

11 1

- 1 1 2
E]emplos. 1} 4“8:{5:?" 2) a2.b ‘=?_IJT=_Q§EJ"_'

Inversamente: Toda fraccién propia con numerador igual a 1,
puede escribirse en forma de potencia de exponente
negativo:

1 g 1 _ % =3

il i sl
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Las operaciones con las potencias de exponente nulo y nega-
tivo se pueden realizar segiin las mismas reglas por las que
efectuamos estas operaciones con las potencias de exponentes
naturales. No vamos a demostrar rigurosamente esta afirma-
cibn, sino que comprobaremos en una serie de ejemplos que
esto es realmente asi. La prueba consiste en realizar cada ope-
racién dos veces: la primera vez cambiando los simbolos

| . T
a®y a-™ por 1 =, la segunda vez sin esa sustitucién, pero
B a p

utilizando la regla correspondiente para las potencias de
exponentes naturales. Si se encuentra que ambos resultados
son idénticos, con ello se demuestra la posibilidad de exten-
der la regla respectiva sobre los nuevos elementos ® y a™".
Producto de potencias (a 5= ()

1 1
g rt=1.——=—=g™
ala 1 = =a
1‘ @a‘“:u“*['"'—ﬂ'"'
| O | 1 -

=T = =tz 4}
e =m0
a—na-m = a-ﬂ‘lﬂ-m) =1 aur\-m i a—tm—ﬁl;

mo=n__ T i m o men
3) T = S s
Mg T g

Como se aprecia de los ejemplos expuestos, en todos los casos
se corrobora que al multiplicar las potencias de bases iguales
los exponentes se suman.
Divisién de potencias
1
1) a®:a"=1 :G“:F=a'n.
et =a""=a"
o |
2) atia"=1: a_"-=a“'
a%: g P e= g0m ™ = g = g™
1 1 g™
. =T __ pr s __ pm=n
JotaM=0r = =a
a-l'l : n'-m =G-n-.-m. -~ a—ﬂ+m = g™,
Con esto se prueba que al dividir las potencias de bases
iguales los exponentes se restan también cuando estos expo-
nentes son iguales a cero o a un ndmero entero negativo.



Elévacidn a potencia de una polencia
1} {dﬂ)“=1n= 1..
(@) =a" =a%=1;
~nym 1 " i =T
2) @)= {5) ==

ana
(aﬁn)m i a-rm;

=Ty i m
3) (@)= (,,—!a)m = ( 1 )m T : =a'"",
an aRm

(u-!\)-m e a(-n)(-m: = anm_

Observacién. Las potencias de exponenies negativos son
convenjentes puesto que permiten escribir cor parsimonia
magnitudes muy pequeiias.
Por ejemplo, la masa del electrén m = 9,1085-10°% g,
La constante de gravitacién y = 6,670-10-*' m¥/g-s®, Con
tal escritura se aprecia inmediatamente que la masa del
electron estd determinada con cinco cifras significativas
exactas, y la constante de gravitacién, con cuatro cifras sig-
nificativas exactas.
Para escribir nimeros grandes se utilizan las potencias posi-
tivas del nimero 10.
Por ejemplo: el nimero de moléculas en 4 cm® en condiciones
normales es igual a 2,68713 109,
Si no se utilizan las potencias con exponentes negativos, el
primer ejemplo se escribiria asi

98,1085 91085 01 085

= =

102 0% ~10...0
32 ceros
Le escritura del nimero en forma de producto de sus cifras
gignificativas por la potencia 10 se denomina «escritura con

coma flotanter, Esta clase de inscripcion se utiliza profusa-
mente al trabajar en las computadoras electrénicas.

§ 36. Nocién de raiz

Del curso de aritmética se sabe que la adicién y la sustraccion
se denominan operaciones mutuamente inversas bagéndose en
que 8i & un ntimero arbitrario a sumamos al principio el ni-
mero b y después restamos.el mismo nimero b, el nimero ¢
no varia:

(a-!-b)—b:ﬂ,
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o, cambiando el orden de las operaciones,
fa—0 +b=a.

De manera semejante, la multiplicacion y la divisién son
también operaciones mutuamenle inversas, puesto que
(ab): b =a (b= 0),

{a: b) b = a.

La operacion inversa a la potenciacién se denomina radica-
cién; medianie esta operacion, si estin dados la potencia
¥ su exponente, se busca la base de la potencia; por ejemplo,
si

1) a®=27  tendremos que a=3/ 27 =3;

2) y* = —32 tendremos que y=1+/ —a2= —2.

La operacion de radicacidn (extraccion de raiz) se fija con el
signe )/ (radical); ademas, sobre este signo se escribe el
indice de la raiz y sélo en el caso de la rafz cvadrada el
indice de raiz 2 no se escribe.

@ veriNcioN.  Extraer la rafz n-ésima del namero a signi-
fica hallar un niimero « tal, que despuds de elevar a la poten-
cia n obtenemos el mismo nimero a:

Va=1sz"=a.

De esta definicién se deduce que G‘/'u)" =i,

1. Regla de los signos. a) La rafz de indice par de un niimero
positive tiene dos valores reales inversos:

V40 = £7, puesto que {+7) = 49;

VBl = £ 3, puesto que (+:3)% = §1.

b) La raiz de fndice impar tiene el mismo signo que el nimero
subradical:

3/64 = 4, puesto que 4° = 64;

/=32 = —2, puesto que (--2)* = —32.

¢) La rafz de indice par de un niimero negativo no es un mimero
real; por sjemplo, ¥ —3 no puede ser ni +3, ni —3, puesto
que (£3)* = 9. Tales raices se denominan niimeros imagina-
rios, sobre los cuales se verd detalladamente mds adelante
(véase ol cap, XV).

® 2. Rafz aritmética. perinicion. El valor no negativo
de la raiz de indice par de un niimero no negativo se denomina
valor aritmético de la raiz o raiz aritmética.
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Teniendo en cuenia las raices aritméticas, hay que
escribir:

1) V16 =4,
2) /81=3,

e a, si o =0,
¥ i=a ={ —a, si a<<0.

A continuacién en este capitulo se estudian solamente las
rafces aritméticas.

§ 37. Identidades fundamentales en las que se basan

las transformaciones de las raices

y las operaciones con ellas
() (/' @)"= a {por definicién de raiz).
(I1) ',‘/a = "Vap (propiedad fundamental de la rajz), es de-
cir, la magnitud de la raiz no varia si su indice y el exponente
del radicando se multiplice por un mismo ndmero,
Empero, toda identidad se puede leer tanto de izquierda a
derecha, como de derecha a izquierda. Al leer la identidad
(II) de derecha a 1zquierda ella toma otro carécter: el indice
de la raiz y el exponente del radicando se pueden dividir por
su factor comuiin.

Ejemplos 1) V5=y/5 233 =23 V=
s /:c
(II1) ¥abe = Val/ 6 c.

Al extraer la raiz de un preductv se puede extraer la raiz de
igual exponente de cada factor y multiplicar los resultados
obienidos

Ejemplos. 1) V300 =1 9100 = V3-V100 = 3x
1

2) ¥/64.343 = [/ 648/ 343 = 4.7 = 28,

Si la identidad (IIT) se lee en sentido inverso (de derecha a
izquierda), la formulacion serd distinta: al multiplicar
rafees (radicales) de indices iguales hay que multiplicar sus ex-
presiones subradicales (radicandos) y extraer la raiz de igual
exponente de su producto,

De este modo, la identidad (III) da la regla de multiplicacién
de radicales de indices iguales.

E]emplos 1) VZ.V/50 = V100 = 10; 2) /o) @ =

& =a.



Combinando la propiedad fundamental de la rajz (1) con la
identidad (111) se puede muliiplicar raices de diferentes in-
dices:

VY= 3317,
Va3V2e=y By By D=}/ 3.

La extraccion del factor fuera del signo radical estd basada
en la identidad (III):

V3=V%2=2V3, V18 =V a*2ab~3a}/ 2ab,

Y=Y M2=3)2.

n —_— ™
(V) ]/% ——-;‘1‘;—%. es decir, para extraer la raiz de una
fraccidn (cociente), se puede exiraer la raiz, de igual expo-
nente, del numerador y denominador por separado y dividir el
primer resuliado por el segundo.

La lectura de la identidad (IV) de derecha a izquierda nos da
la regla de la divisién de raices de fndices iguales: al dividir
las rajces de Indices iguales se pueden dividir sus expresiones
subradicales (radicandos) y extraer la raiz, del mismo exponenie,
del cociente obienido.

; b 9 3
Ejemplos. 1) ]/ﬁﬁ_]"/_/-r?sTi

2 v 3,
2 ]/Wo“*‘ﬁﬁ“iﬁ'

) VB:VEi=) S=2

HY1:Vi=y By = i/?:ﬁ/i

V) /A=y "

Esta identidad es una consecuencia de la identidad (III).

Al elevar a potencia una raiz se puede elevar @ esa potencia
el nimero subradical sin variar el indice de la raiz.

Ejemplos. 1) (V2)=V2=V16=4;
9) /Op=YT=YB1=y7T3=3}3.
(V1) &/ @ =amn,

Al sztraer la rafz de una potencia se pueds dividir el ezponenie
18




del radicando por el indice de la raiz, si esa divisidn se cum-
ple enteramente,

Ejemples. 1) Vz=1% 2) {20/ =)/ Fp=3"
3) ¥/ 81278 = )/ F%a1E = 3a%",

Observacién. Al resolver los ejemplos 2) y 3) se utilizaron las
identidades (III} y (VI).

(VII) VV:’"“/E, es decir, alextraer la raiz de una rafz
se puede extraer la rafz de grado igual al producto de los fn-
dices de las dos raices, permaneciendo el radicando sin varia-
cidn.

Frecuentemente se hace necesario utilizar la identidad (VII}
leyéndola de derecha a izquierda; por ejemplo, si se dispone
solamente de una tabla de raices cuadradas o de una regla de
célculo, es conveniente reemplazar la extraccién de raiz de
cuarto grado por dos exlracciones sucesivas de raiz cuadrada:

V3V Vix VT iTh~1,19.

De modo semejante
Y=V VViznVV3ib~ V56 ~1,3%.

Observacion. La exactitud de las férmulas (II) — (VII) se

verifica con un mismo sjemplo: ambos miembros de cada igu-
aldad se elevan a una misma potencia, debido a lo cual se
obtienen expresiones idénticas.

§ 38. Extraccion de la raiz cuadrada
con un grado de exactitud prefijade

En la mayoria de los casos la rafz cuadrada de un nimero se
puede extraer sélo aproximadamente, Vamos a demostrar
como se realiza esta operacion.

Supongamos que se quiere calcular /'3 con la exactitud de
hasta 0,001, Esto significa que se necesita hallar dos fraccio-
nes decimales, que se diferencian entre sf en 0,004, entre los
cuadrados de las cuales estd comprendido el mimero 3, es
decir, el cuadrado de la fraccién menor debe ser menor que
3, v el cuadrado de la fraccién mayor debe ser mayor que 3.
Se sabe que al elevar una fraccién decimal al cuadrado el
nimero de cifras decimales se duplica, por ejemplo

(1,5)* = 2,25; (0,012)* = 0,000144.

Por eso, se puede obtener tres cifras decimales en la raiz
cuadrada s6lo a condicién de que el nimero subradical tenga
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seis cifras decimales, es decir, esté expresado en millonési-
mas. En el lugar de las cifras decimales que faltan escribi-
mos ceros y utilizamos el método ordinario de extraccion
de la raiz cuadrada:

¥ 3,00°0000 = 1,732.

1

27| 200
7| 189

343( 1100
3| 1029

3462| 7100
2| 6924
176 (resto)

La fraccién 1,732 es el valor aproximado de '3 por defecto
con la exactitud de hasta 0,001, puesto que (1,732)* =
= 2,099824... La fraccién 1,733 es un valor aproximado de
V'3 por exceso con la exactitud de hasta 0,001, puesto que
(1,733) = 3,003289...

Ejemplo. Calecular J/0,043818 con una exactitud de
hasta 0,01. En este caso, en el nimero subradical conserva-
mos s6lo cuatro cifras decimales, las restantes cifras se eli-
minan:;

V0,04738 ~ 0,209 =~ 0,21.

409 | 3800
9| 3681

119

§ 39. Racionalizacién cvadrada de denominadores
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Cuando hay que calcular aproximadamente la magnitud
numérica de una fraccién, que contiene en el denominador
un radical, frecuentemente se hace necesario dividir por un
namero de muchas cifras, lo que es incoémodo. Sin embargo,
la fraccion dada se puede transformar de manera que el de-



nominador se convierta. eniun niimerd racional. Esta tran-
sformacién se denomina racionalizacion de denominadoress.

Ejemplo 1. Caleular el valor de la fraccién 1/)/'3 con
tres cifras significativas exactas.

Previamente multiplicamos el numerador y ¢l denominador
por ¥V 3:

A V3 Ve

VEVET3

De la tabla de raices cuadradas tomamos el valor aproxima-
do de V'3 con cuairo cifras significativas:

V3~ 1,732,
En tal caso,

VI o
T#ﬂﬁ—ﬁ,o.s??.

Aqui se divide mentalmente con facilidad, y, légicamente,
esto es mas sencillo que dividir 1 por 1,732,

Ejemplo 2. Calcular el valor numérico de la fraccién

31/?2 con la exactitud de hasta 0,001.

Multiplicamos el numerador y el denominador por 3 + Ve
VEE+VE _3VE+2 | S44i4+2 8242 o000
32._{.'/:}" = 7 = 7 = 7 ~ U,y .

El cilculo sin la racionalizacién previa del denominador

exige un gran esfuerzo debido a la inevitabilidad de le

divisién por nimeros de muchas ecifras:

V2 144 144
3_ V2 31447 1,588 = 0,892.

§ 40. Tipo elemental de radical. Semejanza de radicales

Se admite considerar a un radical de tipo elemental cuando;
a) la expresién subradical no contiene fracciones; b) los facto-
res se sacan fuera del signo radical; ¢) el indice le la raiz
y el exponente del radicando se reducen a un factor comian.
Los siguientes ejemplos ilustran la reduccidn de los radicales
a la forma elemental:

1) V320% = V/ 16a**2a = 4ab* V 2a;
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AV = ]/‘i (2,3"50‘)33_: "—Vﬁabc
B l/ 3 +%" i/ kL l/(a‘w‘ 5 i _

=i VT,

4) xyV————]/z’y’ (l——-) Ve =zt =
=Vayly—2) >2>0).

@ DEFINICION. Dos o varios radicales se denominan seméjantes,
si se diferencian sblo por los coeficientes, pero tienen
idénticas expresiones subradicales e 1guales indices del
radical o no difieren en nada. Serén semejantes, por ejem-

plo, 3V2y —VZ aViTy vy Vzry

Frecuentemente los radicales aparentan ser no semejantes;
sin embargo, después de reducirlos a la forma elemental
se puede descubrir su semejanza,

Ejemplos. 1) 3]/% y ]/% son semejantes, puesto
i 2 3 4r3 £ {3
que 3 T=3]/T='Tvz' ]/"f=]/ﬁ=TVz'

§
2) V% y l/ 2:% son semejantes, puesto que

3 / abi 4
VBB, | g VYT,

Los radicales semejantes se reducen del mismo modo que los
monomios racionales semejantes, lo que se aprecia de la si-
guiente comparacion:

32y +5zy—6ay =21y, 3Vab+5Vab—6Vab=2Vab.
mz—nz+pzr={(m—np)z,

my abte)—ny abre+py albte=

—(m n+p)/a(b+c)

§ 41. Adicion y sustraceién de radicales

Al sumar o restar radicales se relacionan entre sf con el signo
mas ¢ menos y se reducen a radicales semejantes, si éstos
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existen. Por ejemplo,

CVE+5VE—(3) +—VR) =
—2VH+5V8-3) ++VB=

=4 V510V 2I-2VE+TVE=34VE+1TV2.

§ 42. Multiplicacién y divisién de expresiones
irracionales més complejas

En el § 37 al estudiar las identidades fundamentales se de-
mostré come se multiplican y se dividen los radicales en
los casos elementales.

Al multiplicar y dividir polinomios irracionales se utilizan
las mismas reglas que al multiplicar y dividir polinomios ra-
cionales.

Ejemplos.

1) BV2-2V3TV2+5V3=
=3Y32.7V2—-2V3-7V2+3V2.5V3-2V3.5V3=
=21-2—14YB6+15V6—10.3=12+V8;

2} (25!1 3]/ —I;;—xVE) :13/5:2&6 3]/ b%i—x i/;fz—_—.:

=-2-zi3 b:.."-w‘;/ z’=2a3|/ b —-s,/ i,

§ 43. Transformacién de un radical complejo

&

La expresién irracional de la forma
Vax V3,
donde A4 y B son nimeros racionales posilives, B no es cuadrado

crfecto, g6 denomina radical complejo. Este radical puede ser trans-
ormado en la forma

m_ﬁﬂ/‘q“”?t_‘gi I/“V;LB- (1)

La justeza de la f6rmula (1) se puede verificar elevando al cuadrado
ambos miembros, teniendo en cuenta gue todas las radicales son
aritméticas. Efectuemos esto para el caso en que se toman en todas
partes los signos superiores. El cuadrado del primer miembro

(VaxVB)'=a+VE
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El cuadrado del segundo miembro

; i VAR
(l/a+1/;= B+Vd ]/;1 b‘)=
ALVETE A-VETS g/ VIS,

2

A—VA-B_ 4y VA—@=Fj=4+VE.

F]

Puede creerse que esta transformacidn no es conveniente, puesto
que el segundo miembro de la identidad contiene dos radicales com-
plejas, y el primer miembro, s6lo uno. No obstante, cuando la expre-
sifn A* — g 88 un cuadrado perfecto, en el segundo miembro de la
identidad obtenemos la suma o la diferencia de dos radicales simples,
ez]ztonces tiene sentido utilizar la transformacién del radical com-
Ee}o.

jemplos.

0 VA=Y Sy S
<V IV I tva-va

2 ViR Vi=V3rvh=y/ ey iy,

X

§ 44. Potencia de exponente fraccionario

Definicién 1. La potencia de exponente fraccionario positivo,
m

es decir, la expresibn @™ (m y n son nimeros enteros
positivos), denota una rafz cuyo indice ey igual a », y la
expregién subradical (radicando), igual a o™

al:“=ﬁ"E (a>0).
1 2 i
Ejemplos. 1) 22=V%; 2) (a4 5= aTb)5 3) ()=

= zy.

Por el contrario, toda radical se puede representar en
forma de potencia de exponente fraccionario (racional):

1_}_;/?:5;

S |
2) V"(z—#§=(=—y)§- donde z>y;
)Y B =



Definicién 2. La potencia de ezponente fraccionario negativo,
m

es decir, la expresién @ ® (m y n ‘son nimeros enteros
positivos), denota la magnitud inversa de la expresién ™"

3|3

1 1
a =am.l"ﬂc=’;/;§'

Las potencias de exponentes fraccionarios se prestan a las
operaciones de multiplicacin, divisién, potenciacién y
radicacién segin las mismas reglas que las potencias de
exponentes enteros, si las bases de las potencias son igua-
las entre si.

Producto:

aming?le =T/ a" Y aF =" 4™ /g = Y g =

mgpn m P
= g —gn 9,

es decir, los exponentes también se suman al multiplicar
las potencias de exponentes fraccionarios.

salyn 3 s
Ejemplo. 8 T8I =L VR

7E
=18VB=2V8=4V2.

Ahora multipliquemos sin sustituir los factores por los

es decir, al dividir las potencias de exponentes fraccionarios
se restan los exponentes,

Se deja a los estudiantes verificar gue tanto en la potencia-
cién de una potencia, como en la radicacion de una potencia
se convervan las reglas de operaciones anteriores con poten-
cias,
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Ejemplos
1 i ___]

1) ST 3 V=g W Ly
-1

2) (29 T=21=4;

1
3) (0,027) * 425675 314 (4500 =
1
=[(%)"] "+ BB 1= (L) + B
+~——-—+é*+—_63

§ 45. Ejemplos de todas Ias operaciones con radicales
Ejemplo 1. Simplificar la expresién

(v ) (714
0<z<<1.

Realizamos las operaciones sucesivamente, comenzando con
las expresiones encerradas entre paréntesis:

PO v S . =1 =
Vizte—Vie: @ Viss Vite-(Via)
Vits Vi Vi
Vi -Vis Vs
_ VITE+Viss _ (ViG+ VD)
T ViTe-Vice | (Viti- Vi (Vite+Viesd
_2Vi=E 14 Vica

= 2z z

A continuacién simplificamos la expresién encerrada en el
segundo paréntesis:

2) x—s_j__;_=ﬂ::_i_i=%_ (VW—H

3) Multiplicamos los resultados de las operaciones anteri-
ores;

A yd=al l;—ﬂ.;_ (m'“1]= (V?Ja—i .

1—z2—1
=T

=—1,
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Ejemplo 2. Simplificar y calcular la expresitn
1 1 1
31at) 2 A(Bmgd) 2 T
(22-at) 1-Hx a?) — para s=a(
(e —(Rma?) T
(a>0; n>m>0)
Calculamos al principio las dos expresiones
1 1
A=(#+a) * y B=(—a") *
Tenemos que

= ot ]+} T

[ﬂ‘ {m 4 n)? Vzmn
2mn ﬂ{m. +n) "

m24n? )

2Zmn

Anilogamente hallamos B:

1= {[o (522) Te) ¥ - ez e)

A
(o ()] T =i
n

1

Aqui al calcular la expresién [m’+n’—2mn] hay que
tener en cuenta qua m? 4- n*—2mn = (m —p)* = (n—m)*.

Pero, YV mi4-ni— =V (m=n) ==+ (m—n), y puesto
que n>m, el valor ari tmético del radical
Vim—nP=n—m.

Después de calcular las magnitudes auxiliares 4 y B,
tendremos:

V2mn , V2mn L‘Emn 1
a(m+n) ' a n—m) m+u+n—m) _
Vemn  Vomn 1/2m { 1 1 ) -
a(m—}-u)_a(n-»m} a mdn  n—m

n—min4m 2n i n
SH—m—n—m  —2m @
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A Ejercicios

1. Caleular

1) 24, (=30, 4%, (—51%

2) 1320 — 929 L {5.2% 4 R (=23 — 5(=2) — (—2%
3} @ +(—al, (22 (—2a, (—a)n; (—atnid;

£ 2 (=3 — (=2 (=18

2. Simplifiear la expresién

2 42— — (=) L3 (-2 — 5212

3. Healizar las operaciones indicadas: (3.412(2.3.4)%
22y} { —dxyz)®; { —a)t (20)8, (=22 (—3y)3,

“(-3) (s2)"

4. Caleular: 1) (%)’; 2 (4,54 3 (%)3 &) (2?)1; 5) (ﬁ)a;
oE 3 (5 () () e S
x_._._www

T~y T4y
5. Caleular: 1) (22)9; 2 [.[_ﬁ IR By {2137 &) (aip¥pRnm; 5)[(_;_.«,3

6 @p ) (Z5)5 0 (5)" eamem o {2,

6. Simplificar la expresién “—‘f-%) (a: b) (::_:

7. Llevar el factor racional bajo el signo radical:

1) 3V% 295 V05 3) 4105 4 nV:' 5l = .8 2Y3;
7 abt Ve §) 2 1/1 93y 10) 1/_ 11) —-f
2 @)/ Lo 19 2/ :%; 1) 229/5; 15) = ]/g

8, Sin extraer la rafz determinar; cudl de los nimeros es mayor:

1) 2/363V32 2) 53 6 30

9. Transformar las siguientes raices en la forma elemental:

'3' 2)1/31’ / %‘ “J']/g: 5) -;-;E)' 4—;—:
73*1/'-:1;8)]/,5,,—,‘:9):[/;;!0}24: 5-2; 1) .;!§+1=
12) V22i—iz 2, 18) % ‘l%; 14) i/{}i‘_%:ﬁ
4 i/ -,§~+big: 18) V%



10. Utilizando el valor aproximado de /6 = 2,449, calcular:

1) ]/?; 2) [/E ) 1/%

11. Redicir a la forma elemental ¥ Tevelar la semejunza:
i)'l/ﬁy'lfﬁﬂ}my'l/@:m ]/*T-. '-;— y 3V 4
3 Vo, i 7z y xy 1/_.‘__.;5);;3:;:'353, i/::—:b- )
]/%ur;/m_— 7 VO e i/--———ﬁ""f‘ ;

l( a:-—-bc ¥ ]/ 35'_?'

12. Sumar y restar las siguientes raices:

1) 3 V842 VE4-3 V-V,
2 ViE-2 VH-3VB+2 VB +3 VIR

3) (Vab~2a VE) +lha Vo—2 Vab);

4 a¥/aR 4-b § a%b+ ¥ a8 —3ab  ab;

5 3 —;_1?*',5'; VZi—0, 1]ﬁ‘§+2]/1—:

6 Vi-—Z+(—a |/ 1= g Z—2(1+2) : ;

T ST LT Ve e

13. Reducir a comin indice las siguientes rafces:

) V3y Va2 VE Viy VI 9 Va, Vb y Vo

14 Mult:phcar y dividir los siguientes ejemplos:

0 VEVE 9 Ve VT 9 VE-VE & VEVEVE
5 Va:iyat) VI6: VE T Vizy:3 Vi 8) Vf/_ﬂ

15. Realizar las operaciones indicadas con las rafces:

1) V3.V13 2 Vi-vh 9) ]/}‘ SVES & VB2 yE

5 YAV S VI VE ) 2 VBig VIS 8 VE:VE
9 48Va:12)/ o 10) (VB2 VE+3 V).V

1) (V- VEBE+3VIB) 2 V5 12 V-2 V) VS
13) (V3-V2)-(V3+ V) 14) (a—b Vetm V) 12 Vi

ga



15) Var ViV o Vo Va—546){2 Viay +2 V¥ +3 Va): Va:
m( ]/-Tﬂ/'hb]/_z Vab; 18) (5—2 V3).(64+5 V3):
19 (3125 V3 (6 Vi—3V2); 20 Vir VAV 1- V%

2 Vsrz Vo Vo2 Ve 2 Vot Va1V Vi1
23 Y e Va—p.y/ == VA,

16, Elevar a potencia las siguientes expresiones:

neVak 2@k s (Y 5) o /oy 5 (V3
8 (ab V4 1 (Va4 VDY 8) (e—b. V2 9 (V3-VD
10) (Vigp+Va=p)h 1) (a4 VE+a); 12) (V“‘"—]

w () T/ L) V-V

15) (s Va—b V)% 16) (VIp+ V305 17) (V2 + 1V 3)

18 & Vi—y V2 Vit+y VA 19 (Y P=)™

20) (3/B)™.

17. Simplificar los radicales: VV18; ¥ V6k V V16 V ¥ ab%
V2V Vm; Ve sV

18, Ramonali:ar loa danumiuadms

10 1
'1—2 + g 4 —_— ) —=
'Y ’7’ ’vu s D Ve

I 2 o e
]/1 b'l/a z+1f 3-V7 Vi+13
q

V3 y ?*'l,/ﬁ. 9573, V5
12)2 ER n 3+-V35" 1.:/? 3V3' )173+
43 14138
VIV ”’7—" TVERVE

19) V
TVETE O VAT

19, Simplificar la expresitn zt_yt ::—| ::_V::: 5

145z i _?g___'
20, En la erprssldn + —t sustituir = por |/ 3
y simplficar,

%0

7




21. ¢ Qué forma simple adquiers la expresmn

sustituye

=t [V 3-VE] o<s<ar

22. Calcular el valor de y para A si

Bl
Vetz+Va—z
V‘H‘Z—“V“- —Z
23. Simplificar la expresién
nb2t Vii—d ng2— Vri=3
n42=Vind nipdy Vari—ig

2, Calcular el valor de y para z=}/ m—"—"%’?‘;‘i, si

i z +V1—-u-:‘3
o A e

25, Simpliticar las cxpresiones:

H—ee b} ot
1/-'_'"52' 7!

SH._._‘.._,,_
2 & V’*+““+_L( 2 vaTa);
T i Vata 2 \YAra d
e
VIt (12 Va=i,
C el L (i ! r’—i)_=+VF.-_1'
4).&.[ ‘ 1 1 ].
3 2z1\2 2z—1\2 1"
“’(W) *+(*y—§)
(Va-ViP+ 24 V5

Ve i Vab—3b
a+b )35 a—p

5)

2a V1422
+V 1+:3

si se

26. Escnlnr los siguientes radicales en forma de potencias de expo-

nentes fraccionarios:

H V5 21’»/"’ 3 VD 4 Va‘+ 5) Vai+, 6) /=
l

1)

1
”’f:&ﬁ‘ OO
12) 22 _. 13

Vet vs+z1 :

)/_+

M
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27. Calcular, sustituyendo las potencias fraccionarias por los cor-
respondientes radicales:

3 i 1 1 2
1) 25; 2) a§; N165 Hed L 5025 % 6 0,365 7) (-2 5

2 3 & i 1
8 % 9 6= % 10 (=20 % 1) (27) 2

2 ] -3 1
12) (1257 4(0,00)7"% 13) (%] ‘+(-;—] %081 2.
28, Realizar las operaciones indicadas:

1) n%bsf ab% 2;( % b%) a% 3) ( %+yl) (:%-yi) 4)( ; é)s;
)
2

1 1 ()2
51( PR )! ) (c+s i) (o—dt +1) 7) (a -HFH i)
1 1 i
8) (1255.;.157”-4.3435)5; 9) [1(0‘0273+15.o,om53+1)] ;
P z
10) (x3+23) Y- ,/"f+f), 1V o TtV e
12 (“"',V"',/_n A+l )'l -i
29, Simplificar las expreswnes
Ity BYr—p 1 :
0 Y -G it
1+yzt

2
1
1 1 20t =
L W e S T TR G
dbab it d—aPg1l aP—dlt
30, Calcular
i+la+¢)“-[i 1-—(4’-5-3‘]]
T—(a+2)1

para =_=.;-E—1 {a == 1).



31, Simplificar las siguientes expreslones:

& 1 []
3 3 __ 5
1) (— :3+B; y 2_2 m) ;2 {a l‘+b-‘1].{a:f-b} 1 ;
=2y sy-}-ﬂiﬁfs L
wl L2
@ *=b Nab(Vo—yB) 14V al (a by

i
H Vet Vo) (Va+ VI 43 VE >0 1>0.



CAPITULO Wi

CONOCIMIENTOS FUNDAMENTALES SOBRE
FUNCIONES.

TRINOMIO CUADRADO Y SU REPRESENTACION
GRAFICA

§ 46. Introduceion

Los conocimientos elementales sobre las funciones y sus
graficas ya fueron adquiridos en la escuela media. Por eso,
en los primeros pérrafos de este capitulo examinaremos so-
lamente, en forma concisa, las nociones fundamentales y las
definiciones. El nuevo material se expone detalladamente
y se ilustra con una gran cantidad de ejemplos.

§ 47. Nociones fundamentales y definiciones

@ perNicioN 1. Una  magnitud  se  denomina  constanie

si en las condiciones de estudio dado (observaciénm, experi-
mento, etc.) conserva el mismo valor.
Ejemplos de magnitudes constantes: 1) la relacién de la lon-
gitud de la circunferencia a su didmetro; 2) la acelaracién
de la gravedad g en un punto dado de la superficie terrestre;
3) la suma de los dngulos interioves de un tridngulo.

@ opervicton 2. Una  magnitud  se  denomina  variable
si en estudioc o proceso dado ella adquiere distintos
valores.,

Ejemplos de magnitudes variables: 1) la distancia que separa
a un paracaidista de la superficie de la Tierra después de
haberse lanzado del avidn; 2) el 4ngulo visual bajo el cual se
ve un objeto que se aleja del observador (avidn, figura huma-
na, tanque, etc.); 3) la velocidad de salida de un liquido del
recipiente a través del orificio a presién variable (altura de
caida); 4) la temperatura del aire en el transcurso de un dia.
En ciertas condiciones una misma magnitud puede resultar
constante y en otras, variable. Por ejemplo, la aceleracién
de la gravedad g sera una magnitud variable si se mide en
distintas latitudes de la superficie terrestre: en el polo g
es mayor que en el ecuador (para Mosci g = 9,81 m/s%).
Las magnitudes constantes se admiten en indicar con las



primeras letras de alfabeto Iatino a,b,c, ..., lasmagnitu-
des variables, por z, y, z, u, v

En materiéticas se apart.an del sentido fisico de las magnitu-
des variables que intervienen en uno i otro proceso, ¥ se
interesan sélo de la correlacidn entre los valores numéricos
de las magnitudes variables. Esto conduce a una de las mas
importantes nociones de mateméticas, a la nocién de
funcién.

@ DepiNicioN 8. La magnitud y se denomina funcidn de la
variable z, si a cada valor de z del conjunto numérico dado
corresponde, segin cierta ley, un valor completamente de-
terminado de y. La variable z se denomina argumento o vari-
able independiente, la magnitud y, variable dependiente o fun-
cidn. Se dice que las variables z e y estan relacionadas entre
si por una dependencia funcional, y se escribe y = { ()
{4y es igual a una funcién f de z »). Por la notacién y = f (2)
se sobrentiende la regla por la cual a cada valor considerado
de z corresponde un valor determinado de y; por ejemplo,
siy= 1:3,‘. para hallar y hay que:

1) elevar al cuadrado el argumento z,

2) sumar la unidad al cuadrado del argumento,

3) dividir z por la suma 1 + 2*

Volviendo a los ejemplos considerados se puede decir
que 1) la distancia que separa al paracaidista de la superfi-
cie de la Tierra es una funcién del tiempo;

2) el dngulo bajo el cual se ve el objetivo desde un punto
dado, es funcién de la distancia hasta el objetivo;

3) la velocidad de salida del liguido del recipiente es funcién
de la altura del nivel del liquido sobre el orificio, a través
del cual se vuelea el liguido.

Observacién, Existen funciones dependientes de dos, tres
y mas magnitudes variables.

Ejemplos. 1. La intensidad de la corriente I depende
de la tensién F y de la resistencia R: { = =

2, El volumen de un paralelepipedo rectangular es funcidn de
treg de sus medidas a, b y ¢; v = abe.
En adelante estudiaremos las funciones de un solo argumento.

§ 48, Métodos de planteo de las funciones

La correspondencia entre los valores de las variables z o y
puede ser dada por distintos métodos.
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{. Método tabular, La funcién puede ser dada mediante una
tabla, Este método de dar las funciones consiste en que los
valores numéricos se disponen en linea (0 en colymna) y ante
cada valor del argumento se colocan los correspondientes va-
lores de la funcidn:

z |2 2|32 -] %

VoY | ba s |- h’n[u-

Por este principio se han construido las tablas ya conocidas
de los cuadrados, cubos, raiz cuadrada, raiz cibica, ete.
De ordinario se forman las tablas para varias funciones; por
ejemplo, en todas las guias técnicas se puede encontrar la
siguients tabla e Ja que el argumento esté designado con la
letra n en lugar de la notacién ordinaria z.

S T IR RVl Vi Bl B T S

i 1 1 |4,000]3,162(1,000)2,454 4,642 | { 0,785

2 4 8 |1,4144,472|1,260)2,714 (5,848 | 0,500| 8,142

3 9 27 11,732|5,477|1,442 13,107 6,694 | 0,333 7,069

Hemos mostrado sélo el comienzo de la tabla. Aqui se han
tabulado 9 funciones distintas. En la primera columna estan
dispuestos los valores del argumento con iguales intervalos,
es decir, a una unidad, para las nueve funciones. Congidera-
mos que el empleo de esta tabla no presenta ninguna dificul-
tad. Aunque Ia tabla estd compuesta s6lo para valores enteros
del argumento n en los limites de 1 a 100 no obstante, pre-
senta una gran ventaja: inmediatamente, sin cdlculo alguno,

“hallamos el valor de cualesquiera de las nueve:funciones.
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Por, gjarr}glo. para n = 3 obtendremos Yion =f/? =
= 3407, Cabé decir que debido al estudio experimental
de un fendmeno o proceso cualquiera (prueba de aviones,
motores, rendimiento de semillas, etc.) sigmpre sé establece
la dependencia funcional entre variables en forma de
tabla.



2. Método analitico. Se dice que una funcién estd dada ana-
liticamente, si se da la férmula que indica qué operaciones y
en qué orden hay que realizar con los valores del argumento z
y ciertos datos numéricos, para obtener los correspondientes
valores de la funcién,

Ejemplos. 1. Si yzl/:ij-i , para el valor dado de
z=>5 la funcién y es igual al valor aritmético de la rafz
P 5 _]/? -

cuadrada del cociente: ]/5=+1 = ENOAST-

2. 81y =4 4 52 — x 4+ 4, para z = 2 hallamos el co-
rrespondiente valor de la funcidén, que designameos del si-
guiente modo:

Yheo =y (2) = 20 +5-2°— 2 4 4 = 30.

En general la notacién simbélica f {a) o ¥ () denota el valor
de la funcién f (z) que ella adquiera para un argumento igual
al ndmero a. De otro modo, se puede decir que f (2) es un
valor particular de la funcién correspondiente al valor del
argumento r = a.

En ciertos casos la funcién no se da con una férmula, sino
con varias, para los distintos intervalos de variaciton del
argumento.

2r—1, 81 0 €23,

—z4+8, si 3< 25,

El planteo de la funcién mediante una férmula tiene la ven-
taja de que por la férmula los valores de la funcién pueden ser
calculados, rdpidamente, para cada valor admisible de z con
la exactitud necesaria, si se utilizan los medios de la técnica
de cdlculo moderna.

El inconveniente del método analitico es que por la férmula
no se puede juzgar sobre cardeter de variacién de la funcién.
A pesar de esta desventaja el método analitico predomina
en las matemdticas, a él estd adaptado el aparato matema-
tico de estudio de la funcion.

3. Método gréfico. La dependencia entre el argumento z
y la funcién y se puede representar en forma de cierta linea
(generalizando, por una curva); la abscisa de cualquier punto
de esta curva representa cierto valor del argumento z; la
ordenada, el correspondiente valor de la funcioén y.

Ejemplo. y=

DEFINICION. Se denomina grdfica de la funcidbn y = f (z)
el conjuntio de todos los puntos del plano cuyas coordenadas
satisfacen la igualdad y = f (2).
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y=gFz™1

Fig. 18.

Para trazar la grafica o curva de la funcién, dada por la
férmula, corrientemente se procede del siguiente modo:
1) Se forma la tabla de los valores del argumento z y los
correspondientes valores de la funcién y.

2) Se elige el sistema de coordenadas 0y y la unidad de
escala de cada uno de los ejes (no es indefectible que sea la
misma para ambos ejes).

3) Cada par de valores de 2 e y, puestas en la tabla, se toma
como coordenadas del punto y se trazan estos puntos.
4) Los puntos trazados se unen a mano o mediante una plan-
tilla de dibujo.

Es evidente que cuanto mds puntos se hayan trazado, tanto
més exacta es la grafica (curva) de la funcién.

El método grifico de dar la funcién es comodo pues muestra
claramente el modo de variacién de la funcién; en qué inter-
valos de variacion del argumento la funeibn crece y en cudles
decrece, cuando la funcién tiende a cero.

La representacion grafica de la dependencia funcional se
utiliza profusamente en la ciencia y la técnica moderna,
donde los graficos son producidos por los autorregistradores
Veamos algunos ejemplos:

1) En medicira el trabajo del corazén se juzga por el cardio-
grama, producido por el cardidgrafo.

2) El sismdgrafo reproduce las oscilaciones de la corteza
terrestre; gracias a él se puede determinar el lugar del terre-
moto y su intensidad.

3) El vibrémetro registra las oscilaciones de diferentes con-
strucciones, por ejemplo, puentes, buques, ete.

Ejemplos semejantes se pueden citar de los més variados
campos de la ciencia.



El método grafico de representacién de la funcién presenta
inconvenientes como:

1) la precisidn relativamente pequefia con la que se puede
leer los valores del argumento y de la funcién segin la gra-
fica;

2) la limitacién del intervalo en el que puede ser construida
la curva.

Ejemplo. Trazar la curva de la funcién y = 0,528 — 1
en ol segmento [—3, 3.
Formemos la tabla de valores

1

z -3 —2.5| -2 j—1,5|—1

y=0,52%—1|—14,5—8,8 —5 |~2,7—1,5

z 0 1 i.5|2 2,5 3

y=0522—-1| —1 |—5 0,73 6,8| 12,5

Por los 11 puntos obienidos trazamos una curva suave deno-
minada pardbola ciibica (fig. 18).

§ 49, Region de definicién de la funcién

Se denomina regién de definicién de una funcién el conjuntd
de puntos del eje numérico, en los que la funcidn tiene valores
reales completamente definidos. Aclaremos lo dicho con una
serie de ejemplos.

Ejemplo 1. Hallar la region de definicién de la funcién
y = 1 — 2%, Para cualquier valor real de z la funcién y ad-
quiere también valores reales; por eso, su region de definicién
es todo el eje numérico {de abscisas), o el intervalo — oo <C
<z < -} o,

1
{omzi®
La funcién dada estd definida para valores del argumento
Z 5= +1; su regién de definicién se sompone de tres inter-
valos:

(—o0, —1), (—1, 1) ¥ (1, ~foo).

Ejemplo 2. y=

99



Ejemplo 3. y=Vi—2z+Vz_—3.
La regién de definicion de la funcién dada puede ser hallada
con la resolucién del sistema de desigualdades:

9—22>.0,
z—350.

La regién buscada se expresa del siguiente modo: 3 é <
< 4,5.

Ejemplo 4 f(z) =3 =z + V=

Los radicandos no deben ser negalivos, es decir,

' _z->/0l
l z > 0.

Este sistema de desigualdades se satisface con el inico valor
de z = 0. De este modo, la funcién dada esta definida sélo en
un punto r = 0, ademds f (0) = 0.

Cuando la funcién expresa una dependencia entre variables
en condiciones concretas de cierta investigacién, se puede
considerar que la regién de definicion de la funcién y la re-
gién de los wvalores admisibles del argumento no lo
mismo.

Asi, por ejemplo, para la caida libre de un cuerpo {sin consi-
derar Ia resistencia del aire), el camino recorrido S en fun-

. : s 12
cién del tiempo t se expresa por la funcién §=£  1a que

esté definida (segln el sentido de Ia variable ¢) para ¢ 2> 0.
Si nos abstraemos de la naturaleza fisica de las variables ¢

y S, en tal caso la funcién de tipo § = %n esti definida en
todo el eje numérico (f).

§ 50. Algunas propiedades de las funciones utilizadas
al construir las gréficas

La construccién grafica de la funcién se simplifica si por la

ecuacién y = f (z) se pueden descubrir algunas propiedades
de la funcién dada.

@ verinicioN +. La  funcién f (z) se denomina par si
el cambio de signo del argumento no modifica el valor de la
funcién, es decir, f (—z) = f (2).

La grifica de la funcién par es una curva simétrica con res-
pecto al eje de ordenadas (fig. 19).
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1z)
=T

2 z

Fig. 20.

7

Ejemplos defunciones pares. 1)y =3 — 2% 2) f (z) =
=2 —4? 1 14,3 y=V9 -2

pEFINICION 2, La funcién f(z) se denomina impar,
si el cambio de signo del argumento modifica solamente
el signo de la misma funcién sin variar su magnitud absoluta,
es decir,

fl—a) = —f (2).

La gréfica de la funcién impar es simétrica con respeclo al
origen de coordenadas (fig. 20).

Ejemplos de funciones impares. 1) y = 3z; 2) y=% ;

8) y (o) = 52— 5s.
De acuerdo a la definicién, la funcién impar (ejemplo 3) se
verifica del siguiente modo:
1 1
y(—2)=7 (—z)—5(—2)= — (? :."‘—5:5) = —y(z).

Sin embargo, existen funciones, como, por ejemplo, ¥y =
=2x+ 16y =2 — z + 3, que no son ni pares, ni impa-
res,

DEFINICION 3. Una funcién se llama creciente en un inter-
valo dado si al valor mayor del argumento de este inter-
valo le corresponde el valor mayor de la funcidn,
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La grafica de una funcién creciente es una curva ascendiente,
si se desplaza por el eje Oz en sentido positivo (fig. 21, iz-
quierda).

@ DEFINICION 4. Una funcién se denomina decreciente en un
intervalo si al valor mayor del argumento de este intervalo
le corresponde el valor menor de la funecién.

La grafica de la funcién decreciente es una curva descendien-
te, si se mira de izquierda a derecha (fig. 21, derecha).

Ejemplo 1. Demostrar que la funcién y = kz 4 b,
para k& > 0 crece, y para & << 0 decrece.

Supongamos que Z; y I, son dos valores del argumento, ade-
més z; > z,. Hay que cerciorarse de que y» > y, parak > 0
€ Y2 << ¥y para k < 0.

Al valor del argumento x, le corresponde ¢l valor de la fun-
cibn

Y =kz + b
Al valor del argumento z, le corresponde
Yz = kzp + b.

Restando la primera igualdad de la segunda, hallamos:
V2 — U =k (z; — z).

Cuando & > 0 el segundo miembro de la igualdad es positi-
vo, como producto de dos nlimeros positivos, por lo que tam-
bién el primer miembro es positivo, es decir, y, — ¥, >0, 0
Y2 > Y1, y esto precisamente denotda que la funcién
¥ crece.

Si k < 0 tendremos que: % (z; — ;) << 0, es decir, y, —
— 1 <0, 6 y2 < yy; por lo tanto, la funcién y = kz -+ b
decrace.

§ 5. Funcién lineal y su representacion gréfica

@ pepivicioN. La funcién de tipo y =kx + b se deno-
mina lineal. En una serie de ejemplos de fisica, mecénica
y otras ciencias se puede indicar donde las dependencias
entre variables se expresan por funciones lineales. Veamos
algunos ejemplos. 1) Por accién de la carga variable z la
longitud de upa barra que trabaja a Ia traccién varia en los
limites de la deformacién eldstica conforme a la ley

L=, + ka,
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donde I, es la longitud inicial (sin carga); %, el alargamiento
por unidad de carga.

2) 8i calentamos una masa de gas dada v, tomada a la tempe-
ratura de 0° C, a la presién constante p el volumen de gas v
aumentard al elevarse la temperatura ¢ por la ley

= vy + vt = v, (4 + a),

donde « es el coeficiente de dilatacién cibica de di-
cho gas.

3) El camino recorrido por un cuerpo con movimiento recti-
lineo uniforme, varia segin la ley

S=l’n=+So,

donde v, es una constante de la velocidad de movimiento,
85 es el camino inicial,

Formemos la tabla de valores de la funcién lineal para los
valores dados de z,, 73, z3, . .. del argumento por la for-
mula y = kz 4 b:

z | = Z3 Iy

¥ | 1] Ya

Representemos cada par de nidmeros (z; ¥i), (T2 ¥2),
{3} ¥3), ... en forma de punto en el plano. Obtendremos una
serie de puntos: My, My, M, ...

Si trazamos una recta por cualesquiera de los dos puntos
obtenidos, resulta que esta recta pasa también por Jos res-
tantes puntos construides. Sin pmbargo, no tenemos la cer-
tidumbre de que todo nuevo punto, que alin no se ha construi-
do, pero que puede ser trazado si se continiia la tabla, se en-
cuentre sobre .esta recta. Esto atin lo tendremos que demos-
trar.

T e or e m a. Todos los puntos cuyas coordenadas satisfacen la
ecuacién y = kx -+ b, se encuentran sobre una recta.
Tomemos dos puntos M, v M, cuyas coordenadas satisfacen
la ecuacién y = kz 4+ b, Demostremos que un tercer punto
cualquiera Af; también se encuentra sobre la recta que pasa
por los puntos M, y M, si las coordenadas del punto M,
satisfacen la ecuacién y = kz + b,
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M DEMOSTRACION, Supongamos que las coordenadas de los
puntos M, (0; b) y M, (z;; yy) satisfacen la ecuacién dada
¥ = kz 4+ b. En tal caso tendremos dos identidades:

b=k0+b, (1)
¥ = kzy + b. (2)

Restamos miembro a miembro de la igualdad (2) la igualdad
{1). Para z; = 0 obtendremos y, — b = kx,, de donde

il'|—b sz

T k. {3)
Trazamos la recta por los puntos M, y M, (fig. 22). Demo-
stremos que el punto M, estd en la recta M M,.

Segiin la condicién tenemos y, = kz, + b v ademéds b =
= k-0 + b, de donde y, — b = kz,, es decir,

Ba—b _

L=k (4
Comparando las igualdades (3) y (4), obtendremos

y—=b _ y.—b

R ©)

Lz igualdad (5) denota que las relaciones de los catetos seme-
jantes de los tridngulos rectingulos MoC M, v M,C:M, son
iguales (fig. 22), por lo cual los tridngulos son semejantes.
De la semejanza se deduce que el dngulo M,M,C, es igual al
dngulo MM C,, y por eso los lados MM, y MM, se con-
funden, o, dicho de otro modo, los tres puntos M, My M,
8¢ encuentran sobre una recta.

Ahora queda por demostrar que cualquier punto M, cuyas
coordenadas no satisfacen la ecuacién y = kx + b no se
encuentran sobre la recta MM, Proponemos la demostra-
cién de esto dltimo al lector.

Cabe sefialar que la constante k se denomina coeficiente angu-
lar de la tecta (pendiente) y caracteriza la velocidad de un

104



Fig. 23.

proceso uniforme que estd representado por una funcién
lineel; la magnitud b, obtenida como valor de la funcién
para z = 0, denota el segmento que se corta en el eje de orde-
nadas *).

Conforme a lo expresado en el § 50, cuando & > 0 la funcién
lineal crece mondtonamente, cuando k << 0, decrece monéto-
namente. Para construir la gréfica es suficiente calcular las
coordenadas de dos puntos. Determinese por la fig. 23 como
influye la magnitud del coeficiente angular k sobre la posi-
cién de la recta con respecto al eje de abscisas.

§ 52. Trinomio cuadrado. Introduccién

En los distintos campos de la ciencia y la técnica se trata con
magnitudes variables relacionadas entre si por una dependen-
cia funcional de la forma y = az® 4 bz + .

Ejemplos 1. El camino recorrido por un cuerpo con
un movimiento rectilineo uniformemente acelerado o unifor-
memente retardado se expresa por la férmula

S=25+ vt + S0,

donde ¢ es el tiempo; S, es el camino recorrido; S,, el
camino inicial; vy la velocidad inicial; @, la aceleracién.
2. La dependencia entre el didmetro del circulo d y su super-
ficie # se expresa por la formula

ndt
Remoges

3. La resistencia ejercida por el medio, por ejemplo, por el

*) Corrientemente b se llama ordenada en el origen. (Note del T.)
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aire, al movimiento de un cuerpo es proporcional al cuadra-
do de [a velocidad: f = kv*. Esta correlacidn se produce, por
ejemplo, durante el movimiento de un avién en el aire. En
los ejemplos 2) y 3) tenemos un caso particular de la depen-
dencia funcional y = az® 4 bz 4 ¢, cuando b=c¢ =10

@® operivicioN, La funcion de la forma y = az® 4 bz -

§

+ ¢ se llama funcidn de segundo grado ¢ trinomio cuadrado.
Los tres ejemplos antes expuestos de dependencias funciona-
les han sido ejemplos de funciones de segundo grado *).
El estudio de las propiedades del trinomio cuadrado lo co-
menzamos con casos particulares y la construccién de las
correspondientes curvas.

53. Representacién grafica de la funcién y = ax®

Por la ecuacion se encuentran [dcilmente las siguientes pro-
piedades:

1) La funcién estd definida para cualquier valor real de x.
2) La funcién ax® es par, puesto que y (—z) = a (—z)* =
= az®, Por lo tanto, la curva es simétrica con respecto al
eje de ordenadas.

3) La funcién se anula si ¢ = 0, es decir, la curva pasa por
el origen de coordenadas.

4) Paraa > 0 la funcién crece en el semisje positivo y de-
crece en el semieje negativo.

En efecto, supongamos que zy ¥ , son dos valores positivos
del argumento (r; > z,), en tal caso ¥» > ¥y, ya que la di-
ferencia @ (! — z}) > 0, como producte de dos nimeros
positivos.

En el semieje negative a un nimero negativo mayor
corresponde un cuadrado mencr de este namero. (Por
gjemplo,— 2 > —3, pero (-2)* << (—3)*) Por lo tanto,
a {#2 — f) < 0 para ¢ > 0.

Basandonos en los resultados del analisis, se puede construir
la grifica de la funcién.

periNicion. La grifica de la funcidn y = az® se llama
pardbola. En la fig. 24 se muestran tres pardbolas distintas:

1) y=1% 2) y=22, 3) y=72~

Aclaremos qué funcién cumple la magnitud numérica del
coeficiente @ para 22, Para ello igualemos las ordenadas de

*) Se conocen tambifn como trinomios de segundo grado (Nota del T.)
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dos pardbolas y = 2% y y = 22%, correspondientes a una mis-
ma abscisa, igual a Z,, es decir, las magnitudes y; = 1},

y: = 2a%. Oblenemos que :—: =26 y, = 24,

De este modo, todas las ordenadas de la pardbola y = 2z% son
dos veces mayores que las ordenadas de la pardbola y = 2%,
tomadas para iguales abscisas; esto peemite construir facil-
mente la grafica de y = 22® conforme a la grafica obtenida
de y = 2%, Para ello, todas las ordenadas de los puntos de
la pardbola y = z* hay que extenderlas en el sentido positi-
vo del eje Oy, aumentindolas al doble. Andlogamente, la

grafica de y = % z* se puede obtener de la grifica de y =

= 27 reduciendo todas las ordenadas dos veces, lo que estd
representado en la fig. 24. Para oblener la gréfica de la fun-
cidn y = — az®, teniendo la gréifica de la funcién y = ax?,
se representa esta ultima simétricamente con respecto al eje
Oz, pueslo que para iguales valores de x las ordenadas de y,=
= az® e Y, = — ax® se diferencian sélo por los signos.

En la fig. 25 se muestran las pardbolas y = — 2%, y = —227,

Yy = — -é— z* como imdgenes especulares, con respecto al eje

Oz, de las pardbolas: y = 7!, y=2z%, y = -;: zt,
Ejemplo. Hallar Y10 utilizando la grafica de y = 22
Trazamos por el eje Oy hacia arriba del origen de ordenadas

el segmento OB, igual a 10 unidades de la escala, y por el
punto B trazamos una recta paralela al eje Oz. Supongamos
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que M es un punto de interseccidn de esla recta con la paré-
bola en el primer cuadrante. La abscisa de este punto nos

da precisamente el valor aproximado de }/ 10.

54. Representacién grafica de la funcién ¥ = ax* +n
§ P g !

Si transportamos la pardbola y = ez® paralelamente a si mis-
ma en n unidades hacia arriba en direccidn positiva del eje
Oy (para n > 0), la nueva ecuacion de la curva serd y =
= az® - n, ya que por esta traslacién todas las ordenadas
aumentaron en una misma magnitud, y las abscisas quedaron
como antes. Cuando n < 0 se traslada paralelamente en
direccién negativa del eje Oy, en otras palabras, la curva se
hace descender n unidades. En la fig. 26 se muesiran las
transformaciones correspondientes para n =3 y n = —2.

§ 55. Representacion gréafica de la funcidn ¥ = (x — m)*

Desplazamos la parfbola y = z® a lo largo del eje Oz, en
direccién positiva, a una magnitud igual a dos vnidades de
escala (fig. 27). En tal caso el punto M se traslada al punto
Mi: el punto N, al punto N, y lo mismo ocurrira con cual-
quier otro punto de la grafica. Con esta transformacion las
ahscisas de los puntos M,; y N, aumentan dos unidades en
comparacién con las abscisas de los puntos M y N, y las
ordenadas permanecen invariables. De aqui se deduce que la
ecuacion de la pardbola en la nueva posicién con respecto al
sistema de coordenadas debe ser y = (z — 2)%. De manera
semejante, al desplazarse la pardbola a tres unidades de
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escala en direccién negativa del eje Oz, la nueva ecuacién
de la parabola serd y = (z 4 3), puesto que con tal movi-
miento la abscisa de cada punto disminuyé tres unidades,
en tanto que las ordenadas no variaron. Estd claro que
tenemos la siguiente condicién general. La grafica de la fun-
cién y = (z — m)* puede ser obtenida con un desplaza-
miento de la pardbola y =2z a |m | unidades de escala a de-
recha a lo largo del eje Oz, si m > 0, y a izquierda, si m << 0.

Observacién. La grifica de la funcién y = a (z — m)? puede
ser obtenida de un modo anélogo de la grifica de la funcién
y = ax®

§ 56. Representacién grafica de lIa funcién o = (x—m)P +n

El paso de la pardbola y = 2* a la grafica de la funcién y =
= (z — m)* + n se puede realizar en dos etapas:

1) desplazando la parsbola y = 2? a la magnitud m a lo largo
del eje Oz, por lo que obtenemos la grifica de la funcion

¥ = (& —mp;

2) trasladando la curva y = (z — m)?, paralelamente a sf
misma, a la magnitud n(es decir, en |n|-hacia arriba, si
n > 0, y hacia abajo, si n << 0).

En la fig. 28 se muestra el trazado dela curva y = (z 4 2)2—

1) ﬁesplazamos la parabola y = 2? a dos unidades a lo largo
del eje Oz en direccién negativa; obtenemos la grafica de la
funcién .
y = (z + 2%
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9) Trasladamos paralelamente a ires unidades hacia abajo la
parabola y = (z 4 2)% lo que nos conduce a la grafica de la
funcién inicial
y = [x + 2)"" —_— 3.

En general, la grafica de la funcién y = (z — m)® 4+ nes
una paribola, cuyo eje de simetria {(denominado también
eje de la pardbola) es paralelo al eje de ordenadas, y el vértice
se encuentra en el punto C (m; n).

§ 57. Representacién gréfica de la funcién y = ax® +bx+4c

Demostremos que ¢l trinomio cuadrado siempre puede trans-
formarse en la forma y = a{zx — m)* 4 n.
Tenemos que:

ax*+brte=a (z’{—%m-;—%) =
=g [x2+2z-;—a+ ('2%-)2—("?'—)2+%]$

&3

: i b2 R
Si designamos — % por m; 4‘"&“ por n, el trinomio toma

finalmente la forma y = & (x — m)* 4 n.
Esta transformacién permite construir inmediatamente la
grafica de la funcién segan la grafica de y = aa® obtenida.

Ejemplo y=2+44x -1

Transformemos el segundo miembro:
PA4brtl=ttbz+bd—4+1=(+2 =3
y = (z - 2)* — 3 (véase la fig. 28).

§ 58. Resumen general sobre el trinomio cuadrado

Heriios éstudiado el trinomio cuadrado (funcién de segundo
%rado] y = az® + bz + ¢, comenzando de los casos particu-
ares:

1)y =a*(b=¢=0, a = O)

y=at+c{b=0 a0 c50;

Yy=at +bx(c=0 a0 b0,

y, por Gltimo, su forma entera

Yy =a*+bz+te cuando a, b, y ¢ son distintos de cero.
En los cuatro casos considerados las graficas de las
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funciones representan una misma curva, la pardbola,
pero dispuesta de distinta manera con respecto a log ejes
coordenados. Por la gréfica podemos seguir ficilmente la
marcha de la variacién de la funcién y establecer las propie-
dades de la misma. Las propiedades de la funcién y = .az®
las establecimos analiticamente, es decir, por la ecuacién,
antes de consiruir la curva.

No nos vamos a detener a establecer las propiedades analiti-
cas de la funcién y = az® + bz + ¢.

Sin embargo, podemos establecer algunas de estas propieda-
des por la gréafica (fig. 29). Con esto se justificard la convenien-
;:ia de reduocir el trinomio cuadrado y = az® - bz+c a la
orma

ac — bt

y=a(ztg) + 252

1) La funcién y=az®+ bz -+ ¢ estd definida en todo el eje
de ahscisas, es decir, para cualguier valor real del argu-
mento.

2) Para a>>0 en el intervalo (—00. ——2!-:;) el trinomio

" . b
decrece mondtonamente, en el intervalo ("’E" —1'—00),
crece mondtonamente.

3) En el punto z= ——% el trinomio tiene el menor valor
(a>0), igusl a i‘%:—bj.
4) Para a <20 el trinomio crece en el intervalo ( —o0a, —zia)

y decrece en el intervalo (—%. +oo). alcanzando en
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b a iy g
ol punto z=—~— su valor miximo, que es igual a
dae —b?

4o 7

§ 59. Problemas de trinomio cuadrado

pProblema 1. De todos los rectingulos de perimetro
dado p = 24 (m) hallar aquel cuya superficie sea Ia mayor.
Supongamos que z es Ia base del rectdngulo, en tal caso la
ultura es ignal a (12 — z) y la superficie

y=z(12 —2) =12z — 2* = 36 — (z — 6)%

Esti claro que, para £ = 6 tendremos el mayor valor de la
superficie y = 36, y el rectdngulo es un cuadrado.

pProblema 2. Enlafig. 30 se ha representado una viga
parabolica de luz ! =40 m y flecha f =5 m. La viga
estd dividida en ocho partes (paneles) iguales en anchura.
Calcular las longitudes de los montantes yy, y, e ys.
Formemos la ecuacién de la paribola 4 B: ésta debe tener la
forma y = az® + ¢, donde a << 0. El término independiente
¢ = f = 5. Las coordenadas del punto B son: z5 = % = 20,
¥s = 0. Conociendo las coordenadas del punto B se puede
determinar el coeficiente a4: en efecto, de 0 = a-20%

+ 5 obtenemos a =—-%. Per lo tanto, la ecuacién ds la
pardbola AB toma la forma.

y= —%z’ + 5.
La longitud del montante y, es igual a la ordenada de la pa-
rdbola, cuando la abscisa zy = — = 5, €s decir,

4
= —g 5045, AL
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Anélogamente obtenemos

Y=y (10)= —g5+10°4 5, y,=3,5;

ya=y(15) = —g5- 157+ 5, yym2.2.

Problema 3. Hallar el valor minimo de la funcién y =
=} z* 4 z + 1. El trinomio cuadrado, que se encuentra
bajo el signo radical, alcanza el valor minime en el punto
zT=—giem estecaso a = 1, b =1, *—%"’—l! y el
menor valor del trinomio 2* + 2 + 1 es igual a

5+ (g1 13

Al menor valor de la expresién subradical corresponde el
menor valor de la raiz aritmética.

I a
Por lo tante, yum= %:0,865.

§ 60. Representacion gralica de la Iuncion y = %
Construecidén de graficas de funciones mas complejas

Construyamos la grafica de la funcién y = %. que frecuente-
mente encontramos en la prictica.

Establezcamos al principio algunas propiedades de esta
funcién.

1) La funcién estd definida para todos los valores reales de
z 5 0. 85i 2 = 0 la funcién es indeterminada (] no se puede
dividir por cero!). De este modo, la regién de definicién se
compone de dos intervalos: (—oo, 0) ¥ (0, +o0). ,

2) La funcién es impar, puesto que f (—z) = —f (z). Por lo
tanto, su grafica es simétrica con respecto al origen de
coordenadas. Por eso, es suficiente considerar esta funcién
splo para z > 0.

3) 8i z > 0 la funcidn decrece con el crecimiento de z. En
efecto, supongamos que z, > x, >0, en lal caso :_12 < :—I '
es decir, y, << y;-

Formemos la tabla de valores de la funcion

1{1]1]1
EET?izaam...

E 4

yl...le} 8] a|2lt

=

didy b
2| %| 3

13
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Fig. 3l Fig. 32,

En la'fig. 3t se muestra la grifica de la funcién y = %

Esta curva se denomina hipérbola equildtera. Esti compuesta
de dos ramas situadas en los cuadrantes primero y lercero.
La misma forma tiene también la grafica de la funcién y =

e -2— para a > 0; si 4 < 0, obtenemos una hipérhola cuyas

ramas se encuentran en los cuadrantes segundo y cuarto.
En los pérrafos anteriores se construyeron las grificas de las
funciones elementales, es decir, de la funcién lineal y del
trinomio cuadrado (funcién de segundo grado). Veamos ahora
con algunos ejemplos, como se pueden construir las graficas
de otras funciones, més complejas por su modo de planteo.

Ejem plo 1. Construir la grifica de la funcién: y = [z}
1) Si 2> 0, tendremos que |z| = z y nuestra funcién y = z,
es decir, la curva buscada coincide con la bisectriz del pri-
mer &ngulo coordenado.

2} 8i < 0, entonces [z] = —r e y = —r.. Para valores
negativos del argumento z, la grifica de dicha funcitn es
una recta y == —z, es decir, la bisectriz del segundo &ngulo
coordenado. ?

De este modo, la grafica buscada es una linea quebrada, com-
puesta de dos semirrectas (fig. 32).

Comparando las dos gréficas : y = zey = |z] deducimos que
la segunda se obtiene de la primera, como imagen especular
can respecto al eje Oz, de aquella parte de la primera gréifica
que se encuentra bajo el eje de abscisas. Esta situacién deri-
va de la definicibn de magnitud absoluta,

Ejemplo 2. y=|z—2|
Al principio construimos la gréfica de la funcién y =z — 2
(fig. 33), que corta el gje de abscisas en el punto z = 2. La
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Fig. 33. Fig. 34,

parte de la grafica que se encuentra bajo el eje de abscisas
lo representamos especularmente con respecto al eje Oz; esto
serd precisamente la gréfica y = |z — 2|,

Se nota ficilmente que si se desplaza la grifica y = |z] a
dos unidades en dirececién positiva a lo largo del eje Oz,
obtendremos una nueva gréfica y = |t — 2|. De un modo
semejante la grafica y = |z + 1| se obtiene de la gréfica
y = |z| trasladdndola paralelamente en direccién negativa
del eje Oz a una unidad de escala (fig. 34).

T

Ejemplo 3. y =
1) Para todos los valores de z << 0 tendremos [z] = —z ¥
por esoy—z—.:—l.

-
2) Para todos los valores de z > ( se tendrd y = % = 1.
De este modo
1 para >0,
y:[ —1 para z <0,
En el punto x = 0 la funcién dada es indeterminada, puesto
que la expresién % se considera indeterminada. En 1a fig. 35
se Tepresenta la gréfica de la funcién.
Ejemplo 4 y ==z-|z|
Es evidente que
—x* para z<0,
y_--_.{ z* para z>0.

La grafica de la funcién dada es una combinacién de la mitad
izquierda de la pardbola y == — 2® con la mitad derecha de
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la pardbola y = 2* (fig. 36). Por la milad izquierda de la pa-
rdbola y = —az? sobreentendemos su parte, que corresponde
a las abscisas negativas. Andlogamente, la mitad derecha de
la pardbola y = 2* es la parte que corresponde a las abscisas
positivas.

A Elercicios

{—a?

1. Dada la funcion “1):‘1'1'_5"

Hallar /) (—13 100 1( 5}

2. Hallar la magnitud de la fraccién ;(é; y del producto f{1)¢(3),
8i fr)=22+1, g(z)=x244.

3. Hallar la regién de definicion de cada uwna de las siguientes
funciones:

2z 1422
Vi=prer 9 v=VETL 9 y=VTE § =15

—a
-l,r—-_ " 1l .. 1+
5} V= 23— H b} y’=m, ?} y=-*';_-?,

4. Indicar cuiles de las funciones dades a continuacién son pares;
cudles; impares, y cudles, ni unas, ni otras;

z
B v=g

1) y=at41, 2) y=at+z; 3 H=;'_T_—;;':
_z=3 1. z—a8
5”_;+_' B) y=1%24 ?}”':Tﬁ—-:ﬁ'
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3. Construir Jas graficas de las siguientes funciomes:
LAt s oagn s B g sy

By=) 2% 2}y Vira Pl B fma

6, Transportar la pardbola y = z* paralelamente & si misma a:

1) una unidad bacia arriba; 2) dos unidades hacia abajo; 3) cinco

unidades hacia arriba, Para cada caso escribir la nueva ecuacién

de la pardbola.

7. (Cémo se dispone el vértice de la pardbola y =

el eje de ordenadas, sit 1) ¢~ 0 2) 00, 3) g=

8. Desplazar la pardbola y = 22 a lo large del eje de abscisas a:

11 4 unidades hacia la devecha; 2) 3 unidades hacia la izquierda.

Para cada caso escribir la nueva ecuacién de la pardbola.

9. Indicar con qué desplazamiento de la pavébola y = 2* so obliene

cada una de las curvas:

Byp=(r=—=2W4 4 2) y={z+1Pp—4 3 y=(z—30—4

) y= {4 &L,

10, Trasladar la parabola y = 2 paralclumente a si misma a:

1) 3 unidades a }a derecha y 2 unidades hacia arriba;

2) 1 unidad a la izquierda 3 3 unidades hiacia arriba;

3) 5 unidades & la derecha y 4 umidades hucia abajo:

4) 1.5 unidad a la izquierda y 2,5 unidades hacia abajo.

Escribir pava cada unn de los cuatro casos meneionados la nueva

ccuacidn de la parahola.

11, ¢Cémo hay que Lrasladar la pardbola y = 2% con respecto alos

ejes coordenados para que la nueva ecuacion de la  pardbola sea:

1
Ny=22—8 -7 2) y=rtdatdh 3 y=2>—z} 2T?
/Cuéles seran los nuevas caordenadas de los vértices de la parabols
en cadn cago individual?

12. ;Cudl es la disposicidn mutua de eada nno de los siguientes pares
de pardbolas:

a* 4 ¢ sobre
0?

1) = 3 ey = —37,
Dy lr—1PF e y=—(xr— 1%
B y=— (2T} 3 e ym—(ct AL

13, (A qué debe ser igual el coeficiente a, si se sube que el valor
de la funciba y = ex?, para r =1, ex igual a 27

15. ;A qué debe sor igual el cocliciente a, si la pardbola y = a2*
debe pasar por el punto (2 —4)?

15, ¢Qué valores deben adquirir los coeficientes a y ¢ en la férmula
y= a):’ S, que expresa unpa funcién de segundo grado, para que
la grifica de la funcién pase por los puntos

M(—1, =3 y P (30

16. ;Para qué valor del argumento z la funcin y = x* — Tz — 10
tiene ol mener valor?

17, ;En qué punto, es decir, para que valor del argumento = la fuu-
elén y = —* -{ Bz ++ 7 alcanza su mayor valor?



CAPITULO v

ECUACIONES CUADRATICAS

§ 61. Relacién (dependencia) entre el trinomio cuadrado
y la ecuacién cuadritica

En el anélisis gréfico del trinomio cuadrado dejamos de tra-
tar a sabiendas un problema importante, es decir: ; para qué
valores del argumento x el trinomio se anula, y si existen,
en general, tales valores del argumento?

Conforme a la grafica de la funcién, en cada caso concreto
podemos responder a la pregunta planteada. Por ejemplo, la

funcién y = 22* — 5z — 3 se anula dos veces: paraz = —%

¥z = 3, lo que se aprecia de la gréfica (fig. 37). Sin embargo,
en una serie de casos esta clase de solucién grifica del pro-
blema hay que darla por insuficiente, puesto que, en primer
lugar, la construccién de la gréfica requiere bastante trabajo
y tiempo; en segundo término, las raices del trinomio se
pueden hallar por la gréfica s6lo aproximadamente, por eso,
hay que hallar los métodos analiticos de resolucién del pro-
blema planteado lo que naturalmente nos conduce a resolver
la ecuacién ex® 4 bz + ¢ = 0.

§ 62. Nociones fundamentales y deliniciones

@ DEFINICION. La  ecuacién cuyo primer miembro es un
polinomio de segundo grado, con respecto a la incégnita =,
y el segundo miembro es igual a cero, se denomina cuadrdtica.
La forma general de la ecuacién cuadritica (o ecuacién de
segundo grado) es
azr* 4+ bz + ¢ = 0.

Los nimeros a, b y ¢ se denominan coeficientes de la ecuacion
cuadritica; de ellos, a es el primer coeficiente, o coeficiente
del término principal; b, el segundo coeficiente, o coeficicnte
de la incdgnita de primer grado; ¢, el término independiente.
El némero z,, que hace igual a cero el tringmio cuadrado
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Fig. 47
g1 2|7 =z

az® + bz 4 ¢, se denomina raiz del trinomio, asi como raiz
de la ecuacién cuadratica ax? + br + ¢ = 0.
Por ejemplo, las raices del trinomio y = 22* — 5z — 3

son iguales a x; = —% ¥y z, = 3, puesto que
s ()2 (=45 (~4)-3=0

e
y(3) —2.3* —-53—-3=0,
De otro modo decimos que la ecuacién cuadratica

22% — 5z — 3 = 0 tiene dos raices: _—.—%.x,=3.

63. Ecuaciones cuadréticas incompletas

1. Tipos de ecuaciones cuadrfticas incompletas. Si en la
ecuacién cuadritica de la forma general az? + bz + ¢ =0
uno de los dos coeficientes, b 6 ¢, es igual a cero, oambos a la
vez son iguales a cero, la ecuacién cuadrética se denomina
incompleta. Son posibles tres formas de ecuaciones cuadra-
ticas incompletas:

Nat+bz=0(=0 a0 b0

Nartdec=0 (b=0 a0 c0y

3) ax* =0 (a,:;&().b=c=0).

2. Resolucién de las ecuaciones cuadriticas incompletas.
1) La ecuacién az® 4 bx = O se resuelve descomponiendo
el primer miembro en factores: z (az -+ b) = 0. El producto
se anula cuando siquiera uno de los factores es igual a cero;
por eso o bien z =0, o bien az + b = 0, de dondez =

= — % De este modo, la ecuacién cuadritica incompleta

@z + bz = O liene dos raices; oy = 0, z, = —--E-.
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Ejemplo. 4e® — 3z - 0,z = 0, 1 -%‘-

2) La ecuacién ax* |- ¢ =0, después de dividir los térmi-
nos por a y pasar el término independionte al segundo miem-

it
# S
bro, la reducimos a la forma 22 = — —, & = & l/ =
a =t O
Si los coeficienles @ y ¢ tienen signos contrarios, tendremos
(] iz - . z

que — < 0, y por eso la incégnita x tiene dos valores reales
de signos contrarios:

- I/ L r__l/ e
I = T 3 = 2"

Ejemplos )4 -9 =01 =

it & 3

L
3 L= 5

= Y82 45 =0, & =~ 7 - La ecuacion dada no

tiene raices, puesto que no existe tal nimero real de z, enyo

cuadrado es igual al nimero negativo — —;_— En tales casos

se dice que las raices son imaginarias (sobre los niimeros
imaginarios véase el cap. XV)

3) aa® = 0. Puesto que a 5= 0, 2* = 0, z = 0. Se dice que
el nimero O es rafz doble de la ecuacion ax® = 0, es decir,
Iy = Iy = 0.

64. Reduccién de la ecuacién cuadritica completa
la forma (x - m)® =n(n 2 0)

La ecuacién {z - m)* = n se puede reselver de manera se-
mejante a la resolucién de la ecuacién cuadritica incomple-
ta az® 4 ¢ = 0. Extrayendo la raiz cuadrada de ambos

miembros, obtenemos z -~ m = 4 }'n, de donde
& = —m — V;. Xy = —m - ]v n.
Ejemplo 1 (z-+3F =25 24+3 =435 1 =—8,

2y o= 2,

Comprobacidon (=84 3)® =25 (24 3)% =25
Ambas raices satisfacen la ecuacién. Si en dicho ejemplo se
abren los paréntesis y se pasan todos los términos al primer
miembro, obtendremos la ecuacién cuadritiea completa
x? — 6z — 16 = 0. Por ahora no conocemos los métodos de
resolucién de tal ecuacidn. Pero, si logramos reduciria a la
forma (x 4 m)® = n, con cllo habremnos hallado el modo
de resolucitn,
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Ejemplo 2 2* —8z— 65 =0.

Extraemos del primer miembro el cuadrado perfecto de la
diferencia:

2 — 8r 4 16 — 16 — 65 = 0.

(z— 4 —81; 2 — 4~ £ 0 2 = -5 2, =13

§ 65. Deduccion de la Iérmula de las raices
de la ecuacién cuadritica reducida

La ecuacién cuadritica, euyo primer coeficiente es igual a 1,
es decir, la ecuacion de la forma z* 4 pr+¢q = 0, se llama
reducida
Transformemos el primer miembro de la ecuacién cuadritica
reducida

P PR (PAR L
R R R GR
En el primer miembro de esta ecuacién se introdujeron como

sumandos dos nflineros contrarios (%)‘ ¥ o (%)’. lo que,

desde luego, no varia la magnitud del primer miembro.
Después de pasar los dltimos dos sumandos al segundo miem-
bro. tendremos

22 Lot (5) = (4) —

o bien

(r4 32—

Exiraemos la raiz cudrada de ambos miembros, considerando
que
o 7 IR y4A T
(2) g>0; en tal caso z 5= (2) g,
de donde

*% ot ],/('E'r—‘q

Esta es precisamente la férmula por la cual se calculan las
rafces de la ecuacién cuadratica reducida. Verbalmente se
puede expresar asi:

Las raices de la ecuacién cuadrdtica reducida son iguales a la
mitad del segundo coeficiente, con signo confrario, mds-menos
la rafz cuadrada del cuadrado de esta mitad menos el término
independiente,

‘z’-l-z T e
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Ahora podemos hallar inmediatamente las raices de cualquier
ecuacién cuadratica reducida.

Ejemplo. Resolver la ecuacion z* — 3z — 28 = (.
Aqui p = —3, g = =28, Por eso

na=2x )/ 2—(—2),

3 1
21'2-:?:‘:-?’ Iy = ——4, .".‘3=7.

§ 66, Formula general de las raices
de la ecuacién cuadritica

Si se necesita hallar las raices de la ecuacidén cuadratica
(ecuacién de segundo grado) de la forma general az® 4 bz +
-+ ¢ = 0, después de dividir todos los términos por a (a # 0)
ella se convierte en reducida:

x‘+%z+%=0.

En tal caso

LA

o bien

b bt —dac
na=—g £ T,

—b+ Vb?—dac
2a d

Iy =

Las raices de la ecuacién cuadrdtica de la forma general son
iguales a una fraccidén cuyo denominador es el doble del primer
coeficiente y el numerador es igual al segundo coeficiente, con
signo contrario, mds-menos la raiz cuadrade del cuadrado de
este coeficiente menos el cuddruplo del producto del primer
coeficiente por el término independiente.

Ejemplo 1. 42 —5z—6=0 (e=4, b= -5,
¢ = —6);

5+ VRE—_4(—6)4
s

5+ 1t 3
Fpg=—g o M= =2,
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Si el segundo coeficiente b = 2m, la férmula de las raices
puede ser simplificada; en este caso, tendremos:

—2m 4 Vim’-—-ém _ =imt2Vmi—ac
2a

Iy 2 53 =
o bien

_ —mzVmi=a
T e  Eimea ]

a
Ejemplo 2. 52*—8z—4=0.

44 [m+4.5
Iy 2=

5 T

Il=—‘—25—, 2232.

§ 67. Propriedades de las raices de la ecuacién cuadratica

Entre las raices de la ecuacién cuadritica y sus coeficientes
existe una dependencia expresada por el siguiente teorema.

Teorema La suma de las raices de la ecuacidn cuadrd-
tica reducida es igual al segundo coeficiente con signo contrario,
y el producto de las raices es igual al término independiente.

B pEMOSTRACION. Por la férmula de las raices de la ecuacion
cuadritica reducida tenemos

w2} T
——”+]/ ) —a.

Sumando miembro a miembro estas dos ecuaciones, obtene
mos:
Iy + Ty = —p.

Multiplicande miembro a miembro las mismas igualdades,
obtenemos

zoa=(—4)'=(V )~
(el producto de la diferencia de dos niimeros por su suma),
o= (8’ (8) .

Iy Ip=4q,
lo que precisamente se queria demostirar,
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Ll teorema reciproco también es vélido Se
la suma de dos niimeras desconocidos es igual @ p y su producto
es tgual a q. los nidmeros buscados son las raices de la ecuacion
cuadrilica

& —pr4q-0 (1

TEMGSTRACION St m y noson numeres desconocides. por la
condicién del teorema lendremos,

m-}-n——p,}

men= if.

{2}

Basindonos en las igualdades (2) lo ecnacién (1) toma la
forma

& — (m 4 n)x 4 mn--A), )]

sustituyendo en la ecuacton {3) ¢ por m. tendremos

m* — (m + nym - mn =
o bien

0= Q

De un wmodo semejaute comprobamos que el ndmero n tam-
bién es una raiz de la ecuacion (3). con lo que se demuestra
la validez del teorema reciproco.

Corolario Parala ccuacién cuadratica de la forma ge-

neral ar® 4- br + ¢ = 0, de<pués de reducirla a la Torma

B
L '% = 0, tendremos

b [
Iyt xrg= ——r— xi'.rgf"'a'.

Si estdn dadas las raices de la ecuacién cuadratica, podemos
formar la misma ecuacién hasindonos en la demostracion
del teorema reciproco.

Ejemplo 1 Formar la ecuacién cuadritica, cuyas rai-
ces son: Iy = —3, & = n. Sumamos y multiplicamos las
raices: x, 4+ xp = 2, 1yxp = —1d.

La ecuacion huscada es: z8 — 2z — 15 — 0

Ejemplo 2. 2, =3 —12 1, -3 + V2

Hallamos que: z; -+ & = 0, 2.2, — T
La ecuacion buscada es; 22 — 6r ++ 7 = 0.



§ 68. Descomposicifn del trinomio cuadrado en factores

Utilizando las propiedades de las raices de la ecunacién cua-
drética. todo trinomio de raices reales se puede descomponer
en faclores:

ar?+brtc=a (:c’ +-%-x+—;—) i
=a (2 — (24 2) T+ &y1p) = @ [(#* — 2,2) — (T22— 247) | =
=alz(z—n)—z(z—z)]| =a(r—2)) (x—a5).

Ejemplo. 22*}52—3=2(z+3) (:—%) .

. i = i 1
Las raices del trinomio son: & == —3, Ty

§ 69. Estudio de las raices de [a ecuacién cuadratica

Al resolver las ecuaciones cuadraticas de coeficientes numé-
ricos en ciertos casos se obtienen dos raices reales, diferentes
entre si; en otros casos, dos raices reales iguales, y en los
demas, dos raices 1maginarias.

Naturalmente surgen las sigulenles preguntas: 1) jde qué
depende el cardcter de las raices de la ccuacién cuadrilica?
2) ¢no se podrd decir previamente, sin haber resuelto la
ecuaci6n, si ésta tendrd raices reales, y si las tiene, serin
positivas o negativas?

Las respuestas a estas pregunlas constituyen precisamente lo
que se admite en Hamar estudio de las raices de la ecuacién
cuadralica (ecuacion de segundo grado).

En este anilisis tiene especial importancia la expresién D =
= b — 4ac, llamado discriminante de la ecuacion de segundo
grado.

Son posibles los siguientes Lres casos.

Caso 1.a>0,D>0.

Si el diseriminsnte es un nimero positivo, la ecuacién cua-
dritica tiene dos raices reales y distintas, puesto que la expre-
sién = }/ 57 — 4ac representa en si dos nimeros contrarios,
més ain, ninguno de-ellos es igual a cero; por lo tanto, las
fracciones

—~b—~VD —b4+ VD
% ¥ 2a

tienen diferentes numeradores para denominadores iguales.
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Con respecto a los signos de los cocficientes b y ¢ se pneden
cfectuar las cualro suposiciones siguientes:

1) b0, >0
Si el término independiente es positivo, ambas raices son

de signo ignal, puesto que z,z, = —;— > 0. La suma de las

. b .
rafces @y + 1, = —— >0, y, por eso, ambas rafces son
positivas.
2) b>0,¢c>0.

Ambas raices son negativas y de igual signo, puesto que el
signo de la suma de las raices es contrario al signo del corfi-
ciente T 0.

3) b<< 0, e<<O

Las raices son de signo contrario, dado que el producto es
negatlivo: r,x; = % <2 0. La raiz mayor en valor absoluto

¢s positiva, ya que
Tyt 3y = ——%>0.

4 b>0 c<0
Las raices son de signo contrario. La raiz mayer en valor
absoluto es negativa.
Caso 2. a>0,D =0

. : b
Ambas raices son reales e iguales: £, = z,= —3z + como
se desprende de la férmula de las raices de la ecuacion cua-
dratica. Si & > 0, ambas raices son negativas; para b << 0,
ambas raices son positivas.
Caso 3.a>0, D<0.
La ecuacién cuadrdtica no tiene raices reales, puesto que la

rafz cuadrada del nimero negativo /' D es un nimero imagi-
nario. Por ahora no examinaremos este caso (véase el cap. XV).

Observacién. 8i a << 0, multiplicando ambos miembros de
la' ecuacién por —1, obtenemos una ecuacién de coeficiente
positivo para a?

Los resultados del andlisis estén expuestos geométricamente
en las gréficas del trinomio cuadrado (fig. 38): en el caso 1 la
pardbola corta el eje de abscisas en dos puntos z; y z; (z;
¥ Z4 son raices del trinomio y al mismo tiempo raices de la
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a=3
Lals

Z Fig. 48,

ecuacibon cuadratica); en el caso 2, la pardbola es Langente al
eje de abscisas (las dos raices se confunden en una) y en el
caso 3, la pardbola no corta al eje Oz (las raices son imagina-
rias).

§ 70. Resolucion de problemas basados en las propiedades
de las rafees de la ecuacién cuadratica

B Problema 1. Dada la ecuacién de segundo grado az® 4
+ bx + ¢ = 0, formar una nueva ecuacién cuadritica cuyas
raices sean inversas a las raices de dicha ecuacién,
Designemos las rafces de la nueva ecuacién por o y fi, en
tal caso @ = :il. f= ;—. donde z; y 2, son las raices de la

1

ecuacion dada.
Hallemos la suma y el producto de las nuevas rajces:

i 1 | o Il-!-.fg
u+ﬂ—xl 'i'-;;‘_ Z3%y ]
1
af= e
Pero dado que x;+ x; = —%. .zi-zzn%‘ tendremos que

b i a
u-l—ﬁ:-m—:---;-, G.ﬁ:—i-=-é-—.
a

Conociendo la suma y el producto de las raices, formamos la
. - a b a "

propia ecuacién &*  —z + — =0,6cz® + br 4 a =0,

De este modo, si se cambian de lugares los coeficientes extre-

mos de la ecuacién cuadritica, las raices de la nueva ecua-
cién serdn raices inversas a las primitivas.

pProblema 2 Dada la ecuacién 22 4 mz + 30 = 0.
{Para qué valores de m la relacion de las rafces as:—‘ = %?
R
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Segiin la propiedad de las rafees de la ecuncién enadrética y
por los datos del problema Lenemos:
L3

I ry=——,

Iysdp = 15.

s SR )

s
Eliminando de este sistema las inedgnitas z; ¥ 1, hallaremos

i i 3

m, es decir, obteniende de la tercera ecuacion == =

b]
y susliluyendo en las dos primeras, tendremos:
8 m
FH=Sg
3 a
ﬁ.r,: 15.

de donde x, = £ 3, %(i b)— —%. m =+ 16,

pProblema 3. Hallar la suma de los cuadrados y la suma
de los cubos de las raices de la ecuacion euadritica az® +
-+ bxr + ¢ = 0, sin haber hallado las mismas raices z, y Z».
1) La suma de los cuadrades es a4 2}—=(z -k 2} —
congpocl. BNV 0 @ b, 30 e
ity = a) ZT o at
2) La suma de los enbos de las raices se puede represen-
tar del siguiente modo:

o ra=(n ) — 31,25 {2y + T2),
b\ by 3 B
A+ad-(—3) -3 (-3)==—=

§ 71. Problemas dc i cuadraticas

B Problema 1. Porlos lados de un dngulo recto se mue-
ven uniformemente dos cuerpos A y B en direceidn al vértice
del angulo recto.

La velocidad del cuerpo 4 es des veces mayor gue la veloci-
dad del cuerpo B. Después de 10 segundos la distancia entre
A y B esigual a 130 m. Hallar la velocidad de cada cuerpo,
si en el instante de comenzar el movimienio el cuerpo A4
se encontraba a la distancia de 270 m del vértice del édngulo
recto, y el cuerpo B, a la distancia de 125 m (fig. 39).

Supongamos que la velocidad del cuerpo 4 es de 2z m/s, la
velocidad del cuerpo B es de x m/s. En tal caso, después de
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Fig. 39.

Wz

P !
l:u_——-— Z5

10 s la distancia del cuerpo 4 del vértice es igual
a (270 — 20z} m, y la distancia del cuerpo B del vértice es
igual a (125 — 10z} m.

Por los datos del problema debe ser (270 — 20z)%+ (125 —

—102)° = 130%

p——— 277
S
S

!

Abriendo paréntesis, pasando todos los términus al primer
miembre obtenemos la ecuacién cuadritica

202* — 532z + 2865 = 0.

Sus raices son 7, = 7,5; x, = 19,1.

De este modo, la velocidad del cuerpo B es igual a 7,5
m/s 6 a 19,1 m/s; la velocidad del cuerpo A respecti-
vamente igual a 15 m/s 6 38,2 m/s.

En el primer caso ambos cuerpos no han llegado hasta el
vértice: 4 se encuentra a la distancia de 270 — 150 = 120 m,
B se encuentra a la distancia de 125 — 75 = 50 m.

Puesto que 420% 4- 50° = 130°, la respuesta obtenida
satisface los datos del problema.

La segunda respuesta no satisface los datos del problema,
en el sentido estricto de la palabra, puesto que el camine
recorrido por cada cuerpo después de 10 s sera mayor que la
distancia al vértice y les cuerpos no se encontrarin sobre
los lados del 4ngulo recto, sino sobre sus prolongaciones
tras el vértice. Para admitir la segunda respuesta hay que
cambiar las condiciones del problema: en lugar de la frase
spor los lados de un &ngulo reclo se mueven dos curposy hay
que decir «por rectas mutuamente perpendiculares se mueven
dos cuerpos» y, en ese caso, ambas respuestas satisfacerén
los datos del problema.
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pProblema 2({es histéricoy pertenece a Euler). Dos cam-
pesinas lievaron al mercado 100 huevos en iotal; una de ellas
tenia una cantidad mayor de huevos que la otra, no obstante
ambasg obtuvieron tte la venta iguales sumas de dinero. Una
de ellas dijo a la otra: «Si yo tuviese tus huevos ganaria 15
kreuzeress. La segunda contesté: «Y si yo tuviese los tuyos,

p 2 . .
obtendria por ellos G—jkreuzeresa. ¢ Cudntos huevos tenia

cada campesina?

Supongamos que la primera campesina tenia « huevos, en tal

caso, la segunda tenia 100 — z. i la primera hubiese tenido

la misma cantidad de huevos que la segunda, es deeir,

100 — z, habria ganado 15 kreuzeres; por lo tanto, la primera

kreuzeres, y la segunda campesi-
T

na vendié cada huevo al precio de — = ..

De este modo, la primera campesina gané por sus z huevos

15 20

Im. vy la seguﬂda (100 —_ :cj Erl

Segiin el planteo del problema las ganancias fueron iguales,
. i 16z 20{100—2z) 2

De aqui tendremos la ecuacién pr— = =—g— Después

de simplificar y racionalizar los términos obtenemos:

! 15
vendié cada huevo a 00—

3z 0—
o= 4L TE L 92 = 4 (100—2)*; 3z== =+ 2(100—a);

x,=40; 2= —200 {np sirve).
Asi, pues, la primera campesina tenfa 40 huevos y la segunda
60.

pProblema 3 Dos obreros 4 y B aceptaron realizar
cierto trabajo en 16 dias. Después de cuatro dias de trabajo
conjunto A pasd a otro trabajo, debido a lo cual B terminé
solo la parte de trabajo restante en un plazo de 12 dias mayor
que el plazo,durante el cual A solo puede realizar todo el
trabajo.
¢En cuéntos dias cada obrero, por separado, puede realizar
todo el trabajo?

Supongamos que A puede realizar todo el trabajo en x
dfas, en tal caso, en un dfa laboral éste debe ejecutar %
parte de todo el trabajo.

Durante el trabajo conjuntoc A y B realizan en un dia Tlﬁ'
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parte de todo el trabajo; por lo tante, B cumple por dia

(%—-—i—) parte de todo el trabajo. Por otre lado, B debe

z
: i 8 3 :
realizar por dw;.(z%—iZ}-m pal.-te del t‘ra_ha,lo
total, puesto que en 4 dias de trabajo conjunto realizaron
-}: de todo el trabajo; por lo tanto, quedé a cumplir por

B—g— del trabajo total en (z4-12) dias.

De agui, tendremos la ecuacién 1_16_%#4_{%127‘ Los
dos miembros de la ecuacién expresan una misma magni-
tud, es decir, la norma diaria del obrero B.

Resolviendo esta ecuacion hallamos z=24 (la segunda raiz
r= —8 no satisface las condiciones del problema). !

El obrerc B realiza por dia —'-—T—=i8 parte de todo
el trabajo; por lo tanto, todo el trabajo lo cumple en 48 dias.

§ 72. Ecuacién bicnadrada

@® oerivicioN. La ecuacién de cuarto grado gue contiene

g

sblo potencias pares de la incognita se llama bicuadrada.
La forma gencral de tal ecuacién es

azt 4+ bz +¢ =0 (a=0).

La resolucién de esta ecuacién se reduce a la resolucién de
dos ecuaciones cuadriticas, lo que estd explicito en la misma
denominacion.

Cabe sefialar que si la ecuacién bicuadrada tiene una raiz
Zg, tiene también la raiz — x,, es decir, las rafces de la ecua-
cién bicuadrada son de dos en dos contrarias,

En realidad, si zy es una raiz, sustituyendo en la ecuacién
z por z, nos da una igualdad exacta

azy + bzl 4 ¢ =0, S
pero, en tal caso, también es correcta otra igualdad:
a(—z)* + b{—2)' + ¢ =0, @

puesto que los primeros miembros de las igualdades (1) y (2)
son idénticos.
Para resolver la ecuacién bicuadrada introduzcamos una
incognita auxiliar z, suponiendo que z = z*, z* = z% En
tal caso, la ecuacién toma la forma
az* 4 bz + ¢ = 0.
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Esta es una pcuacién cuadratica con respecto a la ineégnita
auxiliar z, y sus raices son

—b— Vb —dac
hE—m
—b b2 —dac

Pero ;=12 y 2,=2" de donde

—h— .
r..e=:t]/ AVl

—b b —4,
= = )

De este modo, la ecuacién bicuadrada tiene cuatro raices,
ademés, las raices z, y 23, ; ¥ #, son de dos en dos contrarias,
decir, la suma de cada par de raices es igual a cero, y
por eso, también la suma de las cuatro raices es igual a
cero. Estas formulas se pueden unir en una

. —bd ViE—dac
Ii-s.s»4=i]/+-

Ejemplo. 22*—19224-9=0;
z=2% 2z2—19z-19=0,

zl="';'v =9
-"1.a=:l:]/-;—: z!‘l=:t3-

§ 73. Estudio de las raices de la ecuacién bicuadrada
El cardcter de las rafces de la ecuacibn bicuadrada

art + bt e =0 1)
depende de las raices de la ecuacién cuadritica auxiliar
af + b1 - c =0, @

1. Supongamos lsue a > 0 y el discriminante de la ecuacién (2) s

ogitivo: D = En tal caso, si c>06y b <0, las
Eos rafces son pnsitivas :. > 0y 13> 0, y la ecuacién bicuadrada
(1) tiene cuatro raices reales, puesto que

g = :I:m; T34 = :!:viz

2. 8i >0, D>0,c>0y b>0, entonces 5 < 0, 22 < 0. Las
cuatro raices de la ecuacién bicuadrada son imaginarias.
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3.8 a=0 D=0 c<0laecuacién cuadratlca (2) tiene una raiz
positiva y otra negaiiva‘ 3 << 0y 23>0, por eso el par de raices
z3 ¥ 7, s real, el otro par x; y 1z es 1magmano

§ 74. Ecuaclones que se reducen a cuadraticas

Al resolver la ecuacién bicuadrada hemos sustituido z = 27,
gracias a lo cual disminuimos la potencia de la ecuacién dada
reduciéndola a una ecuacidn cuadritica.

También se recurre a la sustitucién cuando las ecuaciones o
sistemas de tipos desconocidos se deben reducir a ecuaciones
o sistemas de tipos conocidos.

Veamos algunos ejemplos.

— 3 il
Ejemplo 1. 2/ 73z %=20.

S5i el factor r lo llevamos bajo el signo radical, tendre-
mos que

2/ B—3Y P—20=0.

Supongamos que (=32, =}/ En tal caso la ecua-
cion se escribe en la forma

28 — 3t —20=0.

Hallamos sus raices

_ 34 VETI60
ti.s——éhl
t;-——é, tg=—T

De donde ¢i=,/s %, B4=2a% =48
Kl segundo valor de t= —% lo despreciamos, puesto que ¢
es un nimero positivo, lo que se desprende de la igualdad
t=y7

¥ 10
Ejemplo 2. TTa

El segundo miembro de la ecuacién puede escribirse en la
forma

Tm(1 42+ 2

=6—z-—2z%

Supongimos que ¢ =1 + z + 2% en tal caso 1:9 =71
Resolviendo esta ecuacién cuadratica con respecto a ¢, ob-
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tenemos: ¢, = 2; {; = 5. Volviendo a la incdgnita z, obte-
nemos dos ecuaciones cuadriticas:

Ntz t+1=2224+z+1=0
—1+ V5

Resolviéndolas hallamos: z,, ,= — 3 )
—1+ VT
—_—

Ty, 4=
De este modo, las cuatro raices de la ecuacién resultaron
irracionales.

Ejemplo 3 Hallar las raices reales de la ecuacion
V2t 3z+6—3z=2+4.

La ecuacién se puede eseribir en la forma
V&+3z+6=24+432z46—2,

Supongamos que

t=V 2+ 3z +6; ?=2"+3z+6.

La ecuacién inicial toma la forma

f—t—2=0

La rafz positiva de esta ecuacibn es { = 2.
La otra rafz ¢ = —1 la despreciamos, puesto que ¢ es el va-
lor aritmético del radical. En consecuencia

2=V 2+3z+6.

Elevando ambos miembros al cuadrado obtenemos la ecua-
ci6n cuadratica 28 + 3z + 2 = 0, cuyas raices son z, = ~2,
Iy = -1,

La verificacién nos muestra que ambas raices satisfacen la
ecuacion,

Ejemplo 4 Resolver la ecuacién

Tz 48
|9—z1 [—E—-—ﬁ-=0.

Esta ecuacién es equivalente a dos ecuaciones cuadréiticas

Tx 48 T 48
Y—al—gmg—gr=0 ¥ &' I—gm-5=0,

con la resolucién de las cuales se pueden hallar todas las
raices de la ecuacién dada,
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Fig.40.

4

I

[

S|
2% S—

k-3

L}

Empero, la vamos a resolver por el método grafico. Para
ello escribimos la ecuacion en la forma

Tx 48
s s I B8
|9—2%|=2+17-

A continuacién nuestra tarea se reduce a hallar valores tales
del argumento z para los cuales las dos funciones y = |9 -

— 2 ey =% + :'—? se hacen numéricamente iguales, Es

evidente que tales valores del argumento z son las abscisas
de los puntos de interseccién de las curvas de estas dos fun-
ciones,

La gréfica de la funcién y, = |9 — z*| se puede obtener de
la grificadey = 9 — z°, representando de manera especular,
con respecto al eje Oz, aquella parte que se encuentra bajo
el eje de abscisas. (La parte de la grificadey = 9 — 2* que
se encuentra encima del eje Oz permanece invariable.)

La recta y = ;—; + :—f interseca la primera curva en cuatro

puntos, cuyas abscicas las leemos por la fig. 40.
De este modo, dicha ecuacidn tiene cuatro raices:

2y~ =35 1, 2—23 1, =2; 2, 38

El ejemplo concreto que analizamos es ilustrativo en el
sentido de que muestra ciertas ventajas de la resolucidn
grafica con respecto a la analitica. Antes que nada vemos que
la ecuacién tiene cualro raices, lo que hubiera sido dificil
suponer sin la grifica. En segundo lugar, hay que realizar
uncélculo bastantegrande para hallar directamente estas raices
{compruébelo Ud. mismo). En verdad, con el método de re-
solucién grafica de la ecuacién, en la mayoria de los casos
hallamos solamente valores aproximados de las raices; en
ejemplos raros, especialmente elegidos, se puedean hallar
también valores exactos de las raices.
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§ 75. Resolucién de ecuaciones de grado superior al segundo
por descomposicién del primer miembro en [actores

Si después de pasar todos los términos de la ecuacién al pri-
mer miembro se obtiene un polinomio con respecto a la in-
cbgnita z, descomponible en factores, cada uno de los cuales
Tio es superior al de segundo grado, la resolucion de tal ecua-
cién no presenta dificultad.

Ejemplo 1. Resolver Ia ecuacién x* — 32 — z + 3 =
= 0. Esta es una ecuacidn de tercer grado, cuyo primer miem-
bro se descompone en factores mediante el agrupamiento:

2 -3 -2+ 3=~ =(z—-3) =
=(x—3)(a*—1).

La ecuacién toma la forma

(z—3)(*=1)=0.

El producto se convierte en nulo cuando siquiera uno de los
factores es igual a cero; por lo tanto, bien

z—3=0 z=3,

o bien
2l =0, 2=41.
En total tenemos tres raices: z, = —1, Ty =1, z; = 3.

Ejemp 1o 2. Hallar todas las raices de la ecuacién

b+ 4= 24522,

Dicha ecuacién es una de cuarto grado. Después de pasar to-
dos los términos al primer miembro, obtenemos:

t— 2 — G2 4 hr + 4 =0

Descomponemos el término —5z° en dos sumandos; —5z* =
= —a* — 42%; en tal caso tendremos:

ot — 2 — 2 42 4 hr 4= 0.

Formemos dos grupos de términos, con tres términos en cada
uno:

2 gt (h? — bz &) = 0,
2t (e — 2 — ) —h (2 — 2 — 1) =0,
(@ —4) (e — 2 — 1) = 0.
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Igualando cada uno de los dos faciores a cero y disponiendo
las raices en orden creciente, obtendremos:

1) 22—4=-0, 2=22; 2) 2*—2z—1=0, z=%:
1—V5 1+V5

Iy=—2, H=——y. Gy=—ge—, Ty=2.

Observacion. Estd claro que no todo primer miembro de una
ecuaciéon de cuarto grado se logra descomponer en factores
con tanta facilidad; sin embargo, esta descomposicién es
convenienle cuando se realiza sin gran dificultad,

§ 76. Desigualdades de segundo grado

Después de haber estudiado los métodos de resolucion de las
ecuaciones cuadritlicas vamos a conocer cémo se resuslven
las desigualdades de segundo grado. Ambas cuestiones estin
estrechamente relacionadas entre si, lo que se aclarard mds
adelanie. Veamos previamente ¢l problema que nos conduce
a una desipualdad elemental de segundo grado.

B Problema Un paracaidista efectda un salto de retardo

@

al encontrarse a la altura de 9000 m, Cuédntos segundos puede
durar la caida libre si el paracaidas debe arbrirse a una altu-
ra no menor de 500 m, en caso contraio se pone en peligro su
vida. (Se desprecia la resistencia del aire.)

Conforme al problema el camine § recorrido por el paracai-
dista durante la caida libre debe ser menor o en el caso ex-

tremo igual a 8500 m, §<< 8500 m, & &= Q 8500 Multipli-
cando ambos miembros de la desugualdad por el nimero
pumt,wo?. obtenemos:

2 47000 17000
Gy =798
z< L P (5).

9.8

DEFINICION Las desigualdades de tipo a2® + bz + ¢ > 0
y az® 4 bz + ¢ < 0 se denominan desigualdades de segundo
grado, o cuadrdticas {en el sentido estricto de la palabra).
Si a los signos >> 6 << unimos también el signo de igualdad,
obtenemos una desigualdad de segunde grade no rigu-
rosa.
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1,a resolucién del problema nos condujo a un caso particular
de desigualdad no riguross del tipo az® 4+ bz + ¢ < 0,
donde @ =%; b =0; ¢ = —8500.

Para una acertada resolucién de la desigualdad de segundo
grado hay que establecer de un modo preciso y seguro cémo
varia el signo del trinomio cuadrado az? + bz + ¢, que es
el primer miembro de la desigualdad (el segundo miembro es
igual & cero).

wr

77. Estudio del signe del trinomio cuadrado

Veamos cémo varia el signo del trinomio az® + bxr +ec,
cuando el argumento z adquiere cualquier valor real. Para
claridad y simpleza del analisis utilizaremos la fig. 33 del
§ 69.

Caso 1. Supongamos que ¢ >0 y D = b* — dac > 0.
En tal caso el trinomio tiene dos raices reales y distintas z,
y z,, v la grafica del trinomio, es decir, la parfbola y =
= ar® + bz + c interseca al eje de abscisas en los puntos z,
y x, (fig. 38, a). Por la gréfica establecemos que si x <J 2,
6 z=>z,, entonces y = ax® + bz + ¢ > 0. Si z adquiere
\ralgres del intervalo (z;, z,), entonces y = ax® + b+ ¢ <
<0

Observacién. Si a << 0y D = b* — 4ac > 0, por el contra-
rio, az? + bz 4+ ¢ << 0 para r < x, y para x > I, y az? +
+ bz 4+ ¢ > 0 para valores de z del intervalo (z,, z,) (véa-
se la fig. 38, a, punteado).

De este modo, si el trinomio cuadrado tiene dos raices reales
y diferentes z, ¥ 2, (z; = z,), para todos los valpres de z fuera
del intervalo (z,, z,) el signo del trinomio coincide con el signo
del primer coeficiente a; para todo z del intervalo (z,, z7) el
signo del trinomioc es contrario al signo del coefi-
ciente a.

Caso 2 Supongsmos que a>>0. D = b — dac = 0.
Las raices del trinomio son iguales: z; = 1, = — 2‘: La
paribola y = az® 4 br -+ ¢ es tangente, con su vértice, al
eje de abscisas en el punto z = — -2% (fig. 38, b), para todo
x + —-;-ﬂ sus ordenadas son posi—tivas, eg decir, az® 4 bx +
+e>0
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Observacién., Para ¢ <<0 y D = 0 la pardbola y = az* +
+ bz -4 c es tangente al eje de abscisas por debajo y para
todo ,_2_'1 las ordenadas de la paribola son negativas,

es decir, az® + br + ¢ < (.
De este modo. si las raices del trinomio son reales e iguales

entre si (Ii = Ty = —2%]. para cualguier x ""Et‘ el signo
del trinomio coincide con el signo del primer coe-
ficiente a.

Caso 3 Supongamos que a >0 y D = b — dae < 0.
En tal caso el trinomio no tiene raices reales y la pardbola
y = ar® 4 br |- ¢ no corta el eje de abscisas, ella se encuen-
tra totalmente encima del eje Ox (fig. 38, ¢). Todas las orde-
nadas de la pardbola son positivas, o az® + bz 4 ¢ > 0
para todo valor de x. 8i a <0 y D < 0 la paribola y =
= qz® - bxr 4+ ¢ se encuentra completamente debajo
del eje de abscisas, es decir, todas sus ordenadas son
negativas,

De este modo, si el trinomio cuadrado no tiene raices reales,
para cualquier valor real del argumento z el signo del trinomio
conicide con el sigrno del cocficiente a, es decir, si @ > 0 el
trinomio es positivo para cualquier valor de z, si a <C 0 el
trinomio es negativo para tode z.

§ 78. Resolucién de desigualdades de segundo grado

Ejemplo 1 Resolver la desigualdad 22* — 5z — 3 > 0.
Hallamos las raices del trinomio: 22® — bz — 3 = (

1'1-:——%: .‘2‘2.‘.':-3.

Tenemos dos raices reales y diferentes; ademés, el primer
coeficiente a = 2 => 0. De acuerdo a los resultados del parra-
fo anterjor la reselucién de la desigualdad dada serd tode
1
7
la grafica de la funcidn y = 2z — 5r = 3.

valor de z tal que r << — = 6 z>>3. En la fig. 41 se muestra

Ejemplo 2. Resolver la designaldad
bz — 8Br 4 3 << 22 + 4z 4- 5.
Pasamos los términos del segundo miembro al primero: 32* —
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Fig. 41.
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5 L T Fig 42, Fig. 43.

— 12z — 2 «< 0. Hallamos las raices del trinomio:
3 — 122 -2 = 0;
_ 64 VETE

Iy 2= 3

6— Va2 8+ Va2
3 y Tp= 6 .

3
L]

I =

El trinomio con el primer coeficiente positivo y raices reales
diferentes es negativo para tode z comprendido entre las

raices, es decir, B*g{ﬂ {5+;V§2. En la fig. 42 se
muestra la gréfica de la funcién y = 3z — 12z — 2,
Ejemplo 3. Resolver la desigualdad

Sz — 8z + 20 < 0.

Puesto que el discriminante del trinomio D = b — dac =
= 64 — 400 < 0, para todo z el trinomio conserva el signo
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del primer coeficiente a, es decir, en nuestro caso, es positi-
vo, por lo cual dicha desigualdad no tiene soluciones.
En la fig. 43 se muestra la grifica de la funcién

¥ = dx* — 8z +20.

§ 79. Teoremas de equivalencia de ecuaciones

Teorema 1. Si a ambos miembros de una ecuacién les
sumamos un mismo nimero o un mismo polinomio, la nueva
ecuacién es eguivaelente a la inicial.

B DEMOSTRACION Supongamos que tenemos la ecuacién

f@) =9 @) 1
Hay que demostrar que la nueva ecuacion
f@+p@=y¢@+p@), 2

obtenida de la (1), sumando a ambos miembros el polinomio
p (z), es equivalente a la ecuacién inicial (1).

Supongamos que el niimero z, es una raiz de la ecuacién (1),
en tal caso tendremos la igualdad numérica

f (xo) = @ (zo). (3)

Si a ambos miembros de la igualdad (3) les sumamos el ni-
mero p (%o), obtenemos una igualdad equitativa:

f (mo) + p (zo) = ¢ (z0) + p (z0). (4)

La igualdad (4) denola que el nimero r; es también una raiz
de la ecuacion (2). Con estos razonamientos hemos demostra-
do que toda raiz de la ecuacién (1) es también una raiz de la
ecuacién (2).

Demostremos el teorema reciproco: toda raiz de la ecuacién
(2) también es una raiz de la ecuacién (1).

Supongamos que el nimero z, es una rafz de la ecua-
cion (2).

En tal caso, la sustitucién en la ecuacién (2) de z por el ni-
mero z, da lugar a la igualdad numérica:

f (@) 4 p (20) = @ (z0) + p (20)-

Pero de niimeros iguales se puede restar un nimero igual
(en este caso p (z;)), obtenemos la igualdad f (x,) =9 (z,),
que denota que el niimere z; es una raiz de la ecuacién (1),
y con ello se ha demostrado la equivalencia de las ecua-
ciones (1) y (2).
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Teorema 2 Siambos miembros de la ecuacién
@ =9() (1

los multiplicamos por un mismo ntimero A (4 == 0), la nueva
ecuacidn

Af(2) = Ag (2) @
es equivalente a la ecuacion inicial (1).

B pEMOSTRACION Supongamos que el nimero z, es una raiz

de la ecuacién (1). En tal caso, tendremos la igualdad numé-
rica f (r) = ¢ (z;). Como se sabe, los nimeros iguales se
pueden multiplicar por un mismo nimero distinto de cero,
como resultado también obtenemos nimeros iguales, es decir,
Af (z) = A¢ (2,), y, de este modo, el nimero z, es también
una raiz de la ecuacién (2).
Inversamente, supongamos que el nimero z es una raiz de la
ecuacién (2). En tal caso, su sustitucién en la ecuacién (2)
da ln identidad numérica Af (z;) = A¢ (z,), donde A 5= 0.
Pero niimeros iguales se pueden dividir por un mismo ng-
mero A; dividiendo la igualdad anterior por A obtenemos
j(z) = o (z,); esta igualdad denota que el nimero z, es
también una rafz de la ecuacion (1). La justeza del teorema 2
con esto queda demostrada.

Observacién. En el teorema 1 se habl de sumar a ambos
miembros de la ecuacién un mismo polinomio, pero no una
funcién arbitraria. El problema estd en que el polinomio estd
definido en todo el eje numérico, y por eso, p (a) es un nime-
¥o real para todo valor real de a. Por ejemplo, si p (z) =
=22 _ 4z + 3. tendremos que p(1) =21 —4.1 4
+3=1, pla) = 2a®* —4a + 3, ete.

Si no se hace esta limitaci6n, el teorema 1 puede resultar
incorrecto, como se puede apreciar del siguiente ejemplo.
Supongamos que tenemos la ecuacién inicial 2z 4 3 =
= 21 — 12. Esta ecuaci6n tiene la raiz = = 5, lo que se ve-
rifica ficilmente. Sumando a smbos miembres la funcién

. oo .
fraccionaria =5 obtenemog la nueva ecuacién 2z + 3 +

+ ,_Eg' =z —12 + ;_2_—5. para la cual el niimero 5 ya no

es una rafz, puesto que al sustituirlo en el primer y segundo
miembro de la ecuacién, éstos pierden el sentido definido.
En efecto, en la igualdad

25434 g =S 124+ g
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la fraccion % no tiene sentido, y, pot eso, todo el primer

miembro, asi como el segundo no tienen sentido, lo
que demuestra la no equivalencia de estas dos ecua-
ciones.

§ 80. Raices perdidas e impropias

En los dos teoremas del § 79 se vio cuiles son las operaciones
con ecuaciones que no alteran sus equivalencias. Estudiemos
ahora las operaciones con ecuaciones tales que pueden con-
dueir a una nueva ecuacién no equivalente a la ecuacién
inicial. En vez de razonamienios generales nos limitaremos
a examinar ejemplos concretos.

Ejemplo 1. Tengamos la ecuacidn 3z (z — 1) = 5 (x —
— 1). Después de abrir paréntesis y pasar todos los términos
al primer miembro, ésta puede ser resuelta por la férmula
de la ecuacién cuadritica completa o con la descomposicién
del primer miembro en factores; las raices serdn: x, = 1,

Zy = —g- Si simplificamos ambos miembros por el factor

(z — 1), se obtiene la ecuacion 3z = 5, que no es equi-
valente a la inicial, puesto que tiene sclamente una

raiz z = %

Por lo tanto, la reduccion de ambos miembros de la ecuacitn
por el factor, que contiene la incognita, puede dar lugar a la
pérdida de raices.

Ejemplo 2. La ecuacién 2r — 3 =5 tiene una sola
raiz & = 4, Elevemos al cuadrado ambos miembros de esta
ecuacién, obtendremos (2z — 3)* = 25. Resolviendo esta
ecuacion cuadratica, hallamos dos raices: ; = —1; z, = 4,
Anotemos que la nueva ecuacién (2 — 3)* = 25 no es equi-
valente a la ecuacion inicial 2x — 3 = 5. La raiz superflua
z; = —1 corresponde a la ecuacién 2z — 3 = ~5, la que
después de elevar ambos miembros al cuadrade nos da la
misma ecuacién (2r — 3)* = 25.

Las raices impropias o extraiias pueden aparecer también
al multiplicar ambos miembros de la ecuacién por un factor
que contiene la incégnita si este factor se anula para los
valores reales de z.

Ejemplo 3. Si ambos miembros de la ecuacién 2z —
— 1 =15 los multiplicamos por z + 2, obtendremos una
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nhueva ecuacién (2r — 1) X (z +2) =5 (x + 2), la que
después de pasar el término 5 (z + 2) del segundo miembro
al primero y descomponer en faclores, nos da (r + 2) (2r —

— 6} =0,dedonde £ = —2 6 bienx — 3. Laraizz = —2
no satisface la ecuacion inicial 2z — 1 = 5, que tiene una
sola raiz x = 3. La raiz impropia * = —2 corresponde a la

ecuacion z + 2 = 0.

De aqui deducimos que: al elevar al cuadrado ambos miem-
bros de una ecuacién {en general a una potencia par), asi
como al multiplicar por un factor, que contiene la incognita
v se anula para los valores reales de la incégnita, pueden
aparecer raices impropias.

§ 81. Raices impropias de la ecuacién irracional

La ecuacién que contiene la incégnita bajo el signo radical
se denomina irracional; por ejemplo,

Viz57=3; /3z—1=4.
Vamos a demostrar con un ejemplo sencillo la posibilidad de
aparicién de raices impropias al resolver una ecuacidn irra-

cional, Supongamos tener la ecuacién irracional Y2z — 1 =
= g~ 2. Elevando ambos miembros al cuadrado obtenemos:

22 —1 = {z — 2)
Resolviendo esta ecuacién cuadritica obtenemos las raices:

3:1=1;372=5.

Verifiquemos las raices: VIl—1s1—2laraizz, =1
no satisiace la ecuacién, por lo tanto, es impropia. La se-
gunda raiz x, = O satisface la ecuacién. Nos preguntamos:
ide qué modo aparecié la rajz superflua £ = 1? Esta raiz
impropia corresponde a otra ecuacion irracional —)/ 2z —1=
=z — 2, la que después de elevar al cuadrado nos da la
misma ecuacién cuadritica 2z — 1 = (z — 2)®. La raiz
z = 5 es impropia con respecto a la ecuacién — V' 2z — 1 =
= g — 2, Por eso hay que verificar las raices obtenidas al
resolver una ecuacién irracional, con la sustitucion en dicha
ecuacidn,

§ 82. Resolucién de ecuaciones irracionales

Veamos en ejemplos los métodos de resolucion de las ecua-
ciones irracionales.
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Ejemplo 1. V& +5z +1+1 =2z
La ecuacién contiene solamente un radical; dejamos éste
en el primer miembro, o, como se dice, aislamos el radical,

pasando la unidad al segundo miembro: 'V 'z¥ + 57 + 1 =
= 2z — 1; elevamos ambos miembros al cuadrado y obte-

nemos:
2+ 5z 4+ 1 = 2z — 1)3,

o bien

22+ Sz 1 =42 —4x+1;

después de pasar todos los términos al primer miembro y
reducir los términos semejantes, tendremos:

3 92 =0;2" —3z=02z(z—3) =0

2 =0; 2, = 3.

Verificacién V0P 50+ 1+15=2.0 Por lo
tanto, la primera raiz z = 0 no satisface la ecuacién; la
despreciamos (esta raiz corresponde a la ecuacion irracional
—Va@5z+14+1=2z,

lo que es fécil verificar). De la misma manera comprobamos
que la segunda raiz z, = 3 satisface la ecuacién dada.

Ejemplo 2. Vz—9— |z —18 =1.

La ecuacién tiene dos radicales en un miembro; pasamos uno

de ellos al segundo miembro: Vz —9 =1+ Vz — 18;

después de elevar al cuadrado tendremos z — 9 =1 +

4+ 2V z =18 + z — 18; dejamos el radical en el segundo

Eliembro y pasamos los términos restantes al primer miem-
ro:

Verificando manifestamos la utilidad de la raiz obtenida.

Ejemplo 3. V2r+3+V3a+2~-V&F5=
V3z

La ecuacidn tiene cuatro radicales; distribuimos los mismos
en dos por ambos miembros de la ecuacitn:

V2r+3+V&+2=V2z+5+V3z;
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después de elevar al cuadrado tendremos:

224342V @z+3)(Bz+2)+3z+2=

=2z +5+2V 22+ 5) 3z +3z;

2V 2z+3)(Bz+2)=2V (22 +5)3x;

simplificamos por 2 y elevamos nuevamente al cuadrado:

2z + 3) Bz + 2) = (2= + ) 3,

Bz + 13z 4 6 = 62% + 15x; 2z = 6; 2 = 3.

Verificacion VI+ VU=V +V9 la raiz

obtenida satisface la ecuacién dada.

Vifi+Vai_s

'Vg+:—]/c_:; a’

La ecuacién tiene la forma de una proporcién. Formemos una

proporcién derivada: la suma de los términos de la primera

relacién es a su diferencia, como la suma de l:/)-s términos de
‘x ” ., 2Va+z _ bia

la segunda relacién es a su diferencia: e b=

Ejemplo 4.

(b == a); elevemos al cuadrado ambos miembros:
atx_ (b4a)® |

a—z  (b—ap '

nuevamente formemos la proporcion derivada
22 _ (b+af+(h—a)?

T ptar—(p—ap’

o (@b @b, 2%

z - 4ab 2ab ' atgbt

Verificando vemos que la raiz obtenida satisface la ecua-
cién dada. Si b= a, la ecuacién inicial adquiere la forma

Vate+Va—z _,.
vﬂ—t«:— PG—*I ?

Verz+Va—z=Vetz—Va—z;
$Va—2=0; Va—z=0; a—z=0; z=a.

83. Sistemas de ecuaciones de segundo grado
su resolaeién

'Si una ecuacién de varias incbgnitas se ha reducido a la
forma que no contiene términos fraccionarios, y en ella se
han realizado todas las simplificaciones posibles (apertura
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de paréntisis, eliminacién de radicales, paso de todos los
términos al primer miembro, reduccién de términos seme-
jantes), tendremos que potencie de esia ecuacitn se denomina
la suma de los exponentes de las incégnitas del término de la
ecuacidn en el gue esta suma es le mayor; por ejemplo:

a) la ecuacion 2zy* + 52 4 By — 20 = 0 es de tercer gra-
do, puesto que en el primer miembro la suma de los expo-
nentes de z e y es la mayor e igual a 1 + 2 = 3;

b) la ecuacién ;—_-T_%; + 2y* = 3, después de eliminar los
términos fraccionarios, adquiere la forma

2+ 20 (@ + ) =3 (2* + ),

o bien

2zty® 4 2y¢ — 22 — 3y = 0.

Esta es una ecuacién de cuarto grado con respecto a las
incdgnitas z e y. ,

El sistema de dos ecuaciones con dos incognitas se llama

sistema de sugundo grado, si siquiera una de las ecuaciones es
de segundo grado, y la otra, no superior al segundo grado.

Ejemplos.

24y -2y —9 =0, 24+ 3y =35,
3z—y—1=10; ) 28841 =9,

Resolver el sistema de ecuaciones con dos incdgnitas signi-

fica haller todos los pares de valores de = e y que satisfagan

simultineamente ambas ecuaciones. Estos pares de valores

de x e y se llaman soluciones del sistema. Por ejemplo, el
sistema

{ 2+t =5,
z—y=1

1)

tiene dos soluciones:
1) zy = —1, h=—2y2 2,=2 y, =1,

puesto que cada par de valores de las incégnitas z e y, des-
pués de sustituirlos en las ecuaciones dadas conducen a
identidades numéricas:

D (=) 4 (2 =5 5=52 B4 11 =55=5
-1 —(=2) =1;1=1. 2 —1 =1:1=1.
Examinemos la resolucién de sistemas elementales.
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Ejemplo 1. Resolver el sistema
{ @ +y*+2y—9=0,
Jz—y—1=0.

De la segunda ecuacién expresamos y por #; ¥ = 3z — 1.
Sustituimos este valor de y en la primera eenacion; obtendre-

mos:
2+ Br—12+2@3z—-1)-9=0
Después de abrir los paréntesis y reducir los términos seme-
jantes, tendremos
-1 = 0;
= —1; 2z =1
Y=—4 y2=2
Ejemplo 2 Resolver el sistema

7% 3zy=18;
{ 3y* -+ 2y =6.
Descompongamos los primeros miembros de dichas ecuaciones
en factores

z (x4 3y} =18;
{ y(By+z)=6.
Después de dividir la primera ecuacién por la segunda,
obtendremos:
%a&6x=%.
En tal caso la segunda ecuacién nos da
WA+ =6 =1

==l =14
Iy = —3, Iy = 3.

§ 84. Métodos artificiosos de resolucitn
de sistemas de ecuaciones

En ciertos casos los sistemas de ecuacién se resuelven mas
elegantemente que por el método de sustitucion, si se recur-
re a procedimientos especiales.

Ejem plo 1. Resolver el sistema
z4y=9;
.’ty==6.
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Las incégnitas z e y se pueden admitir como raices de la
ecuaci6bn cuadratica auxiliar z* — 52 4- 6 = 0, de donde
2, = 2; 2, = 3; puesto que es indiferente qué inchgnita se
ha tomado por z, ¥ qué incognita por z,, en total tendrems
dos soluciones

2, =2 2, =3;

N=3p=2
Ejemplo 2 Resolver el sistema
z—y=T,
zy= —10.
Representemos dicho sistema en la forma siguiente:
z+(—y)=T7,
z(—y) =10,

Al igual que en el ejemplo anterior, las incognitas z y — y
son raices de la ecuacién z* — 7z + 10 = 0, es decir, z; =
= 2, 2, = 5, de donde obtendremos dos soluciones:
2y =2, =05
yp= =5 y» = —2.
Ejemplo 3. Resolver el sistema
( 224y =20,

IY = 8.
Primer método. Multipliquemos la segunda ecua-
cibn por 2 y sumémosla con la primera; obtendremos
(z + y)* = 36, de donde z -} y = 6.
De este modo, dicho sistema es equivalente al conjunto de
dos sistemas:

z+4y=-5, [£+y"_"_ﬁ’
h { zy=8; 2 { zy =8,
cada uno de los cuales se resuelve como el sistema del ejem-
plo 1.

En total obtendremoes cuatro soluciones:
By o= —4 2y =2, 2y =4; 2, =2
W=—2y=—4 =2 =4
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Segundo método. Elevemos la segunda ecuacién
de} sistema al cuadrado; obtendremos:

2 4yt =20,
y® = B4,
Si ponemes z? = u; y* = v, tendremos:
u+tv=20;
{ ut = 64.
Resolviendo este sistema igual que el ejemplo 1, hallamos:
uy = 16, de donde z = £+ 4;
v =4 de donde y=+2
o bien
u; = 4, de donde z = -+ 2,
v, = 16, de donde y = = 4.

Puesto que los signos de las incégnitas z e y deben ser igu-
ales, en total obtendremos cuatre soluciones.

Ejemplo 4 Resolver el sistema

2234 Say— 18y*=0;
{ zy+yt—12=0.

La primera ecuacién del sistema es una ecuacién homogénea
de segundo grado, puesto gue su primer miembro es un po-
linomio homogéneo con respecto a las incégnitas z e y *),
y ¢l segundo miembro, nulo.

Tal ecuacién siempre tiene solucién nula;.z =0; y = 0.
Sin embargo, el sistema no tiene solucién nula, mas ain,
y 5= 0, puesto que para y = 0 la segunda ecuacién se redu-
ce a una jgualdad falsa — 412 = 0. Por lo tanto, ambos
miembros de la primera ecuacion se pueden dividir por y*:

z2 z _ e
2F+5ﬂ' 18 = 0

*) Significa que todos sus términos son de igual potencia. Se denomina
potencia del monomio la suma de los ex'ponentes de las incognitas;
or ejemplo, cada uno de los monomios 5% 3zy; =0,5® son de segun-~
o grado, por 30 el polinomio 522 J4- 3zy — (,5y¢* también es homo-

neo.
Eél polinomio z® — 2,5z% + 4y® también es homogéneo, ya que todos
gus términos son de tercer grado.
El polinomio #* — 52y + 3y no es homogéneo, puesto que los primeros
dos términos son de segundo grade, mientras que el tercer término
es de primer grado.
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si ponemos—;— = ¢, tendremos la ecuacidn cuadratica
28 +5¢—18 =10,

cuyas raices son

b= —-g-, ty=2.

De este modo, ¢l sistema dado es equivalente al conjuni.o de
dos sistemas:

o S, Zoiy

1}{ y 2’ 2){ v
zy+yt—12=0; y+yt—12=0.

El primero de ellos no tiene soluciones reales, el segundo
tiene dos soluciones:
=4 Yy =2y z=—4 yp=—2
Ejemplo 5. Resolver el sistema

2—zy4y'=3;
{ 228 —zy —yt =5.
El primer miembro de cada ecuacién del sistema dado es un
polinomio homogéneo de segundo grado con respecto a las
incognitas = e y (todos los términos de segunda dimensién),
por eso es conveniente introducir una incognita auxiliar ¢,
suponiendo y = £z; en tal caso cada una de las ecuaciones
del sistema dado después de la sustitucién toma la forma
(1 —t+H)=3 222 —t— %) =5
Puesto que z 5= 0, dividamos la primera ecuacién por la
segunda y obtendremos
f-t4i2 3
Z—t—88 57
5 — 5t4 5 =6 — 3t — 38,
o bien
82 —2t—-1=0,
es una ecuacién cuadritica con respecto a la incégnita
auxiliar t; resolviéndola, hallamos:

1
Ilz-—-é—" t,.:-i-.
" 1 i
Por lo tanto, y =—7 2 =53z
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A continuacion vamos a resolver por el método de sustitu-
cién dos sistemas mds sencillos:

{ P —ay+y* =3, { @ —zy+y'=3,
¥

=TI

2
En total obtendremos cuatro soluciones:

1
p=—g2

4 4 .
=z Sy=——x; =—2 =2
1 V? 2 V? 3 1 4

=__L' —L- __1. ,_1_
4] Vi! y2"V?' Ys= v Ya=1.

§ 85. Método de resolucién gréfica
de un sistema de ecuaciones

Ademaés del método de resolucién analitica de un sistema de
ecuaciones con dos incégnitas se puede utilizar también el
método grifico.

Construimos para cada ecuacién del sistema dada la respec-
tiva grafica, es decir, la curva. Si las curvag se intersecan en
el punto M, (x,; y,), en tal caso las coordenadas del punto
de interseccion son las soluciones del sistema. En efecto,
puesto que el punto de interseccién pertenece a ambas cur-
vas, por lo tanto, sus coordenadas satisfacen ambas ecua-
ciones del sistema, siendo este par de nimeros la solucién
del sistema.

Ejemplo 1,
[ 2?+y=13,
zy = 6.

A la primera ecuacién del sistema le corresponde la circun-
ferencia de radio » = /13 con centro en el origen de coor-
denadas (fig. 44), a la segunda ecuacién le corresponde la
hipérbola equildtera cuyas ramas se encuentran en el pri-
mer y tercer cuadrantes. Las curvas se intersecan en cuatro
puntos; M, (3; 2), M, (2; 8), My (—3; —2), M (—2; —3).
De este modo el sistema tiene cuétro soluciones.

El método de resolucién gréfica posee la ventaja de que se
aprecia inmediatamente la cantidad-de solueiones reales que
tiene el sistema dado.

Sin embargo, el método grafico nos da séle valores aproxima-
dos de estas soluciones, de ordinario con la exactitud de
hasta 0,1. Para obtener una alta precisién, hay que con-
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Fig. 44. Fig. 43,

struir las curves en escala mayor, sobre papel milimetrado,
lo que da lugar a una gran pérdida de tiempo. Precisamente ,
ésta es la desventaja prineipal del método de resolucién’
gréfica de las ecuaciones y sistemas de ecuaciones.

Se entiende que las curvas deben trazerse en una misma
escala, si con ello nos proponemos hallar las soluciones del
sistema.

Ejemplo 2. Resolver grificamente el sistema

{ xy=2,
7 5
y=a"t 52—,

En la fig, 45 se ba representado la hipérbola equilitera
=% y la pardibola y=1°+-%- z—-, las que se intersecan

en los tres puntos: M,(—-fi; —-—é—). Mg(__;‘: ——4]‘

Ma (1; 2).
Por lo tanto, dicho sistema tiene tres soluciones:

{ I,n-——4, -’rg=""—l. xa=1,
1
B=—7 = —4, ys=2.
La resolucién del sistema dado por el método de susti-
tucién nos conduciria a una ecuacibn de la forma

1(1‘4-%::—%) =26 2% 4 Ta% — 52— 4 = 0. Esta es
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una ecuacién cbica completa; los métodos de resolucién
de estas ecuaciones no se estudian en el curso de lgebra
elemental. Hay que adivinar que el primer miembro de la
ecuacién se puede descomponer en factores:

288 4 T — S b =(z—1) (22 + 9z + 4) =0,
[gualando a cero cada factor hallamos tres valores de z

(1; —4h; — -;—-) , en tal caso los respectivos valores de y los

hallamos de la relacién zy = 2.

En este ejemplo el método de resolucién grifica tiene un
aspecto mas natural que el método algebraico, puesto que la
descomposicién del primer miembro en factores requiere la
aplicacién de procedimientos artificiosos.

Eljercicios
1. Resolver las ecuaciones:
dxt—3z+5 ez r+h | 236
1) =2 Bk ey FER
o e L e e e
5 g
s =2 14) (m=—n)z? —nz—m=04
2)#+2+2y—_‘_-§ .3 )(m‘l n z ;z r:
- 2 S M e S
3)2—;_-%=m—1f:3; S ey S et e o
&) P (b 20) y = be; 16) (1—-4V3) 22+ (2- V) 2=
5} 2242 (a—b) z—4ab=0, 17) abzt4-2(ab) Yabz4
6) 622+ Smz + m2 =0, —la—bp=0;
T) 5642+ ay —at=0; z+3 3z 41
18) ==+ g =%
5 in 39 -5 45 }x+i+:9+dx+£ &5
o TN g TR g g S=brt 1 e=b,
a az bz (@bt =
—=M
et 0 gt g
10) abz? — (a2 +6%) x + ab =0; i ; *'4 :
1 a—b a+4b, b o MEERR 5.
b o -t e e o7 vy e e ey
cd { { . z—8 2—12_5
i e B 56" b

2. En un plano se han dado varios puntos dispuestos de manera
que tres cualesquiera de ellos no se encuentran sobre una recta. Hay
que determinar el nimero de puntos sabiendo que por ellos se pueden
trazar en total 28 rectas distintas.

3. Resolver el problema anterior en forma general, si en total se
pueden trazar m rectas diferentes.

4. Una parcela de tierra de 375 m?® tiene forma rectangular, uno
de sus lados constituye el 60% del otro. Hallar estos lades.



5. El perimetro de uL rectdngulo es de 85 cm, y su diagonal, 32,5 ¢
Haller los lados del rectdngulo. i
6. Es posible un poligono convexo tal, en el que el nimero total
de disgoriales sea igual a 12?

7. ¢En qué poligono el nimero de lados és igeal al némero total
de diagonales? . i

8. ;Ed posible un tridngulo rectingulo tal, cuyos lados se expresen
por tres numeros enteros sucesivos? jPor tres mimeros sucesivos
Sares o impares? )

. Dos turistas se dirigen simultdneamente a una ciudad que e
encuentra a la distancia de 30 km de ellos. ‘El primero de ellos hace
por hora 1 km mds, debido a lo cual llega a la ciudad und hora antes.
¢Cuantos kilémetros por hora hace cada turista?

10. Una piscina se llena por intermedio de dos tubos en 1 % hora;.
el primer tubo por separado puede llenar la piscina dos horas antes
que el segundo tubo solo. (En cudntas horas cada uno de los tubos
por separado puede Herar la piscina?

11. La distancia entre dos ciudades por rio es de 80 km. Un barco
ga.sa esta distancia dos veces (hacia arriba y hacia abajo) en § h
0 min. Determinar la velocidad del barco en agua muerta o estan-
cada, si la velocidad de la corriente es de 4 km/hora.

42, La distancia entre dos estaciones ferroviarias es de 96 km. El

tren rapido recorre este camino —:’- de hora mas répidamente que

el tren de pasejercs ordinario. Hallar la velocidad de cada trem, si
se kabe que la diferencia entre sus velocidades es de 12 km/hora.
13. Dos obreros trabajando juntos pueden cumplir una tarea dada
en 12 horas. El primero de ellos por separado puede realizar el mismo
trabajo 10 horas mis régidamanta gue el segundo. ;En cudntas horas
cada obrero por separado puede realizar la tarea?
14. Si una cooperativa de produccién vende mercaderias por 2688 ru-
blos, recibiré tanto por ciento de g ia cuantas ¢ de tublos
contiene la mitad del precio de costo de la mercaderia. (Cudl es el
precio de costo de la mercaderia?
15. Dos turistas A y B salieron simulténeamente de distintos lugares
al encuentro mutue. Al encontrarse resulté que A recorrié 210 km
més que B. Si cada uno de ellos continda su camino a la velocidad
anterior, A llegard al lugar de salida de B después de 4 dias, y B
llegaré al lugar de salida de A después de 9 dias. ;Cudntos kilémetros
recorrié cada uno de ellos hasta el encuemtro?
16. Un turista sali6 de 4 a B y hace un promedio de & kmfhora,
Cuando éste recorrié 27 km, desde B a su encuentro salié otro turista,
?ien recorTia en una hora la vigésima parte de tado el camino de
a A y se encontrd con el primero después de tantas horas, como
kilémetros por hora el mismo hace. Determinar la distancia de A a B.
17. Un agrénomo establecié que con la existencia de una reserva
de semillas de 22,5 toneladas se puede plantar toda la parcela desti-
nada a la patata. Durante la plantacién se supo que las zamillas
eran selectas y por eso se puede disminuir la norma de plantacién
propuesta, aproximadamente, 200 kg por hectdrea. Esto condujo
al aumento E: la superficie de siembra en 1 ha. )
iCudl ha sido Ja norma de siembra de patata Broyectada por hectérea
y cusl es la superficie de la parcela ‘inicial?
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18. Hallar las raices de las siguientes ecuaciones con la exactitud
de hasta 0,01:

1) 0,0528 — 4z + 7 = 0; 8) 2,17zt — 1,82 — 4,06 = 0;
2) 0,015)8 1- 2y — 3.95 = 0; 4) Tzt — 8,06z + 2,46 = 0.

19. Formar la ecuacién cuadritica si sus raices son:

13y 5 b m-br  m—n
oy —; 10) —~—5— H
2 -3y ¢ 0) Y=
iy i Néy 4 1) 2+ V3y2—VE
g 3 4 1413 1-13
8) ¥ + ;
&3y —3 VETS 2 ——y—
50y 6; 9)albya—b; 13) a4- Vb y a— /5.
20. Sin resolver las siguientes ecuaciones indicar cudles tienen raices
reales y cuéles no tienen; cudles de las i con raices reales

tienen rafces iguales; cudles tienen ambas raices positivas o ambas
negativas:

)2 — b+ d=0; BT —z—1=10
2) 2t — 9z — 22 =10 B) 14t + 1y —3 =104
3) 22— 16z 4+ 48 =0; NP —6:49=0
& 4 b2 +1=0 HyP+y—6=0

21, ;Para qué valores del coeficiente m cada una de las siguientes
scuaciones tiene dos raices iguales:

)4t 4+ mz + 9 =10
D mat+ bz 1=0
NA—-201+3m)z+T(@B+2m =0

22. ;Qué condiciones deben satisfacer les coeficientes a, b y ¢ para
que la ecuacibn az? 4 bz +¢ =0 tenga:

1) raices reales positivas;

2) raices reales negativas;

3) una raiz real positiva y otra negativa?

23. (Qué valor tiene m si la ecuacién

1) 2% — 2ar 4 m = 0 tieme una raiz igual a a — &;

2} 2® 4 mz — 18 = 0 tiene una raiz igual a — 3;

3} ma? — 15z — T = 0 tiene una raiz igual a — 7,

4 P+ my+ at+ Sa+4 6 =0 tiene una raiz igual a a4 37
24, 8i las raices de la ecuacién z2 + 3z + & = 0 las designamos
POT 2y ¥ &z, dqué valores hay que dar al pardmetro & para que

N n__2,
U ”_=’_B! 3] I, 5!
2) 3zy—zy=4; 4) 2}4-2} =347

25. ;Para qué valores del término independiente —a las raices de la
ecuacién 32 - 2z — a = 0 son entre si como 2: 37

26. Formar la ecuacién cuadritica, cuyas raices son iguales a (z; +
+ '-;a}’ ¥ {z, Y ;) donde z; y x; son raices de la ecuacién az® -
L brte=0
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27. Resolver las

desc iendo el primer

miembro en factores:
1) &® — 223 — 152 = 0y

5) 22 — 52+ 2 —5=0;

P+t —dy=0 6) 2 —8=0
3) ® + et + 280 = 0 B+ 1=0
B —3—z43=0; 8) pt— 24t =

28. Formar la ecuacién algebraica de grado inferior que tenga las

siguientes raices:

1)1 2y =38 -1 23y &
2) 0y 1 Sae b —cyd
3 x2y =3

29. Resolver Jas ecuaciones:

1) 28 — 1722 -+ 16 = 0;

2) 2t — 502° - 49 = 0;
3) wb — {1ud 4 30=0;

4) 3t — 28 4 9 =0;
5) g8 — 38 —4 =10,

30, Resolver las signienles ecuaciones irracionales y verificar las

raices obtenidas:

1) 345V z=15;
%) 14—3 Vz=5;

-
3) 18— ]/—3_;=1z,

4 Vie+ Vzri=5
5 Vit Vate=3
25 VEEy
O Ve !
7 Vi—a+ Vit th=14;
8 VEri+-VaE—i=5
9) VeFs=Viz+3-Vz
10) Vzri0—V=+3=
=4z —23;
i) Viz—sa- Vrt8e=V7—2a
12) Yoz ri-VE=2=
=V ri—-VE—5
13) Vata="
14) VBFz=2+Va
15) 2+ VB-2=T;
18) 2= B —21=1;
17 4o V5 F0=1T;

18) VimVaA—s=a—t;

10 Vit Vics=Vi—=%

20) VT4 Vr+i=VTz+4;

21) Vi+20 _ i— 'l/?s
“+Vz

22) V5a+;+1/5a—;_
_ M2

“Veare
™ rveet
P e §
2) y ]/%_—:--VF‘:F:
%) Vet Vito—a=

=z—aj

Vc_+_=+'l/=—r
AT —Vas V=V
27) VE“EJ»%_V——

=r,

—_—I

) 2428 +:’—v‘_s:__.!4§ .
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31. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:

3 y - DB
iy ] g o0
z—2y =2, Y :
»{ sk Ve

3) S(z—y)=4y;

7% -4yt =184, E_f_ l=2,5;
o [Hraos 18 {Vy z

z-]-y:?. z+y=10.
5 —lryayi=t; 19) { zhy—Vag=T,
) { z4y=2. P4yt tay =133,
6) { 2243y —hxr - Sy —8=0; zdy=azg;
r—y+i=0 20 {x —b]/?
l—|-——=i; e ?.
?) < ¥ z+ ¥ 1
r4+y=4. arte H
y—=x=2; 21} : b
8) iﬂz+y___3. ?T?=4-
Y] "
Z bl 22) {a = :32
IR Stk 14 Vitii=
z—yuz. il £ LY |
10) {ﬂm:tz: 23) { ﬂ/ Va '
=y!;£:=2:8' V:ay—[—VT:—-Ta
md1, 1 Vi—Vi=a @@a>0);
—t=0,5, 24)
ud T a 'ny =b
2% 442 =65
12 x-}-y
) { . Iy =28. 25){ 1‘1’9 51 —'.z
i :—+£—=18; zy—z—y=0,
) 4 ¥ ::y:ﬁ. SVYTE—dy—1+
zfay 4y =2T; TV:—"B =19;
14) %+£_=2_‘5_ VA —Fy—i=
f _14..2‘[/ E Y.

2 yt=45
15) { =+y+z-—y 10
z=y x4y 8~

32. El producto de dos péimeros es igual a 135, y su diferencia, igual
a 6. Hallar estos niimeros.

33. La diferencia de dos miimeros es a su producto como 1:24, yla
suma de estos nimeros es a su diferencia, como 5 : 1. Hallar estos
nimeros.
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34. La suma de dos fracciones mutuaments inversas es igual a 2'l,

y su diferencia, igual a % . Hallar estes fracciones.
35, Resolver las desigualdades:

1) 23 —524+4 <0, 5 <

2) 23> 32—2; 6) |22—4] <5
3) Bz—3> 22+4; T |22=5z| <4
4) 3g9 44 > 222 4-5z; 8) |9—22| >3

38. Resolver los sistemas de desigualdades:
" 22 <12, 2 lz—3| <2, 3 22430,
Amz—2>0, Brz>6 O | |2t—br6] <2



CAPITULO VIIH

VECTORES

§ 86. Segmentos positivos y negatives en el eje

Supongamos dado el eje OP, es decir, una recta en la que
se ha elegido el sentido positive, el origen O y la unidad de
escala (fig. 46). Tomemos una serie de puntos de este eje,
por ejemplo, los puntos 4, B, C, D, N.

Los segmentes AB, CD, BC, AN, etc., que se encuentran
sobre el eje OP, los vamos a diferenciar no sélo por su lon-
gitud, sino también por el sentido: la primera letra 4 en
la notacién del segmento A B siempre se toma como origen
del segmento, la segunda letra B designa el extremo del
segmento. Al segmento AB se le atribuye el sentido hacia
el cual nos desplazamos por el eje OP, recorriendo el seg-
mento AB desde su origen A hasta el extremo B; si esta
direccién coincide con el sentido positivo del eje OP, como
se muestra en la fig. 46, ¢l segmento se considera positivo,
en el caso contrario, negativo. De lo expuesto se deduce que
los segmentos AB, DC, NB son positivos; los segmentos
BA, €D, BN son negativos.

pEFINICION, El nimero .real, cuya magnitud absoluta
es igual a la longitud del segmento AB, tomado con
gigno positivo o negativo, segin sea el segmento A B positi-
vo o negativo, se llama magnitud algebraica del segmento.
Lias magnitudes algebraicas de los segmentos AB y BA son
dos nimeros opuestos.

La longitud del segmento 4B, tomado sobre el eje OP, la
designaremos por |48 |

Para la magnitud algebraica no vamos a introducir una
notacién especial, recordando que este concepto tieme sen-
tido solamente para los segmentos positivos o negativos
(es decir, que se encuentran en el eje). Por ejemplo, por AB
gesi'gnamos al mismo segmento y a su magnitud alge-

raica.
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Se llama (por definicion) suma de dos segmentos 4B y BC,
tomados en el eje, el segmento AC del mismo eje (fig. 46).
Es evidente, que la magnitud algebraica de la suma de los
segmentos es igual a la suma de las magnitudes algebraicas
de los segmentos sumandes, Si sobre un eje se ha tomado n
puntos arbitrarios 4;, A;, A, ..., 4,, se llama suma de
los segmentos A dy + dad; + Agd + ... + A, 4, ¢l
segmento 4,4, que une el primer punto A, con el dltimo
A, (para n = 3, véase la fig. 47)

§ 87. Noci6n de vector

En matematica, fisica, mecanica y otras ciencias se encuen-
tran magnitudes de dos géneros: unas de ellas, por ejemplo,
la longitud, la superficie, el volumen, la masa, la tempera-
tura, la capacidad términa, etc., se determinan por nime-
ros, que expresan estas magnitudes en las respectivas uni-
dades de medicién. Estas magnitudes se admite en llamar
magnitudes escalares o simplemente escalares.

Otras magnitudes, por ejemplo tales como la velocidad, la
aceleracion, la fuerza, la intensidad del campo electromag-
nético, etc., ademas de sus valores numeéricos tienen una
direccidn determinada. Estas magnitudes se llaman magni-
tudes vectoruales, Toda magnitud vectorial se representa en
forma de vector, es decir, de segmento dirigide con una fle-
cha en el extremo. Generalmente los vectores se designan
por letras latinas mindsculas negritas: @, b, .. .; sin em-
bargo, cuando es necesario precisar que el origen del vector
es el punto A, y el extremo, el punto B, lo designa-
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Fig. 48. Fig. 49.

mos por ;1-2:’ En lafig. 48 se muestran tres veciores
—_ —> —
AB, CD y EF.
La longitud del vector AB (medida con la unidad de escala

—
adoptada) se llama su mddulo y se designa por | AB |. Fre-
cuentemente el modulo del vector @ se designa por la misma
letra a, pero con letra cursiva. Por ejemplo, en la fig. 48

— — -—
|AB| =3 |CD|=2 |EF |=|a|=a=35

Asi, pues, el médulo de un vector es un nimero (escalar)
siempre positivo.

Dos vectores son iguales cuando tienen médulos iguales y la
misma direccién. De esta definicién se deduce que un vector
se puede trasladar paralelamente a si mismo, sin que
varie,

Dos vectores con iguales médulos, pero dirigidos en senti-
dos opuestos se liaman opuestos. En la fig. 43 los vectores b
¥ € 50N opuestos.

El vector, opuesto al veclor a, se designa por — a.

§ 88. Operaciones con vectores

Por las reglas establecidas con los vectores se pueden reali-
zar las operaciones aritméticas, como con los nameros, es
decir, las. magnitudes escalares.

1, Suma de vectores. Tengamos tres vectores: @, by ¢. Se
denomina suma de estos vectores un vector construido segin
la siguiente regla (fig. 50,a).

—
En un punto arbitrario A trazamos el vector AB = a: para

ello trasladamos el vector @ paralelamente a si mismo de
manera que su origen coincida con el punto 4; anilogamen-
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—
te, en el punto B lrazamos el vector BC = b; en el pun-
—
to € construimos el vector CD = e; se obtiere una linea

—

quebrada vectorial (linea poligonal) A BCD. El vector AD,
que va desde el origen del primer veetor hasta el extremo
del dltimo, se llama suma*) de los tres vectores dados (por
definicién). La suma de dos vectores a veces se construye
del siguiente modo: se llevan los vectores a un origen co-
miin y se construye sobre ellos, como sobre dos lados adya-
centes, un paralelogramo; entonces, el vector que va en
diagonal, desde el origen comiin es, precisamente, su suma
(tig. 50,b).
2. Diferencia de veetores. Se denomina diferencic entre el
vector @ y el vector & un tercer vector ¢ tal que sumado al
vector b nos da el vector @. Tal vector se puede construir
del siguiente modo: llevamos los veclores @ y & a un origen
comiin (fig. 51). El vector que va desde el extremo del vector
b al extremo del vecior @ es precisamente la diferencia entre
los vectores @ y &.

Observucién. La diferencia del vector b se puede cambiar

por la suma del vector opuesto — b, El resultado sera el
mismo. Cabe hacer notar que si dirigimos los vectores @
y b por dos lados adyacentes de un paralelogramo, el vector

*) Se conoce bajo el nombre de resultante. (Nota del T.)
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que va por una de las diagonales cs la suma, y por la otra
diagonal, la diferencia de los veclores dados.

3. Produeto de un vector por un escalar. Multiplicar un
vector @ por un escalar m significa aumentar su longitud
(médulo} m veces, conservando el sentido primario del
vector si m > 0, 6 variando este sentido por el opuesto si
m< 0. En la fiz. 52 se muestran los casos: 1) a-2;

2} “"(—"g')i Ja % Para todo vector @ se puede construir

su vector unilario @° que tiene la misma direccion que el
vector @, y longitud igual a la unidad. Siendo asi, por la
regla de multiplicacién de un vector por un escalar, tendre-
mos

a =a’a.

Todo vector a es igual a su veclor unitario a@® multiplicado por
el médulo del vector a, es decir, por el nimero positivo a. La
notacién a -2 y 2a significa lo mismo. Si la suma de vecto-
res se multiplica por un escalar, cada vector sumando se
puede multiplicar por este escalar y luego sumar los resul-
tados obtenidos. En la fig. 53 se muestra el producto de la
suma de vectores (@ + &) por el escalar 2; este producto se

na realizado de dos maneras: a) el vector AC=a + b se
multiplica por 2 (la longitud aumenta dos veces); se obtiene

—_— —
el vector AC, igual a 2a -+ 2B (fig. 53, a); b) el vector AC,
se ha obtenido como suma de los vectores 2a y 2b {fig. 53.0)

§ 89. Proyeccién de un vector sobre un eje

Como sabemos, se llama proyeccidn de un punto M sebre un
eje el pie de la perpendicular MM, bajada desdé el punto M
a ese eje, es deeir, el punto M.

—_—
Supongamos dados el eje [ y un vector arbitrario A B (fig. 54).
Bajemos las perpendiculares desde el origen y el extremo
del vector al eje. Sobre ¢l eje obtendremos el segmento 4,8,
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cuya magnitud algebraica se llama, precisamente, proyecciin
del vector A B sobre el eje L. y se escribe del siguiente modo:
proy AB - AB,.

DEFINICION. Se llama proyeccidn de un vector sobre un eje
el nimero (escalar) que expresa la magnitud algebraica del
segmento en el eje, limitado por las proyecciones del origen

y del extremo de dicho vector.
En la fig. 55 se muestra que

-_—

proy AB = 4B, = 3;
—_—

proy D = C\D, = —4;
i

proy (EF = 0,

——
puesto que el vector EF es perpendicular al eje I. Es evi-
dente que, si el vector es paralelo al eje de proyeccién y
tiene igual sentido que el eje, su proyeccién es igual a la
longitud del vector; si el sentido del veclor es contrario al
eje /. enlonces

proy & = —a.
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Teorema 1. La proyeccidn de la suma de veclores sobre
un eje es igual a lo suma de las proyecciones de cada uno de
los vectores sumandos sobre el mismo eje.

—
B DEMOSTRACION. Supongamos que el vector AD es la suma

— — — —

de tres vectores: AD = AB + BC + CD (fig. 56). En tal
€aso,

f——
proy ;AD = A4,D,. ity
Proyectemos cada uno de los vectores sumandos sobre el
mismo eje:

— - —p
proy A B = A,B; proy \BC = B,Cy; proy (CD = €\D.(2)
Sumando estas igualdades, obtenemos:

—_ — —_—
proy AB 4 proy BC + proy (€D = A By + By +
+ 6Dy = A:’Dl- f3;|
Los segundos miembros de las igualdades (1) v (3) son igua-

les entre si, por lo tanto, también lo serin los primeros
miembros:

— — — —
proy AD = proy AB 4 proy BC 4 proy CD.

Observacién. Frecuentemente el teorema que hemos demos-

trado se formula también del siguiente modo: la proyec-

cién de una quebrada vectorial (linea poligonal) sobre un eje

es igual a suma de las proyecciones de cada uno de los com-

ponentes de la quebrada e igual a la proyeccitn del vector
—_—

de cierre o vector resultante sobre ese mismo eje. AD es el
vector de cierre de la quebrada vectorial ABCD.

Teorema 2. Para el dngulo dado «, formado por vector
con el eje L, la relacion de la proyeccidn del vector a su médulo
es un nimero determinado, independiente del mdédulo del

— —
veclor. En la fig. 57 dos vectores, AB y AC forman un mismo
éngulo a con el eje I, ademas

=
proy AB = AB,, proy ;AC = AC,.
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De lo semejanza de los tridngulos rectingulos ABR, y
ACC, tenemaos

AB,| _1AG |,

AB AC 4)

las proyecciones de los vectores se han tomado por el valor
absoluto, puesto que en geometria los lados de los tridngu-
log siempre se expresan por nimeros positives. Empero las
proyecciones AB, y AC, tienen el mismo signo (en la fig. 57
amhag son negativas), por lo cual podemos omitir los signos
de valor ahsoluto en la igualdad {4), y obtendremos

AB _ ALy
AB T AC

lo que se queria demostrar.

— o pd
Ohservacion. Si AR = a, AC == b;
proy ¢ = a; proy B = by,
la confirmacion del teorema se escribe asi:
ap _ by
N
§ 90. Coordenadas de un vector
Supcngamos que en el sistema de coordenadas cartesianas
{rectangulares) z0Oy se ha dado el vector OM (fig. 38).

® irrivicton. El vector dirigido desde el origen de coorde-
nadas hacia el punto arbitrario 3 del plano 20y, se llama
radio vector del punto M y se designa por »;

O.H-}'-:?‘.
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Proyectemos el vector # sobre el eje Ox y el eje Oy, obten-
dremos

proy v = OMy = vy, proy ,r =0M, =1r,.

Se demuestra ficilmente que si el vector r deja de ser radio
veetor y se desplaza paralelamente a si mismo en la nueva
—

pesicién A B, sus proyecciones sobre los ejes de coordenadas
no varian. Esto se deduce de la igualdad de los tridngulos
rectangulos AOM\M y AABN:

|r = |4B |
|OMy | = | A4By |,

pero, dado que el sentido de los segmentos OM; y A(B, es
el mismo, se pueds prescindir del signo de valor absoluto:

OM, = A\By = proy 7.

De tal modo, cada vector dado en el plano 20y liene proyec-
ciones completamente determinadas sobre los ejes de coor-
denadas; también se verifica lo reciproco; dos proyecciones
dadas sobre los ejes de coordenadas determinan completa-
mente el vector.

@ vervicion.  Las proyecciones de un  vector sobre los
ejes de coordenadas se denominan coordenadas del vector.
Las coordenadas del vector se admite en expresar por la
nolacion:

a = {z, y}v

donde z = proy +@, y = proy ,@. La primera coordenada z
puede llamarse abscisa del vector @, y la segunda coorde-
nada y, ordenada del vector @. Las coordenadas del radio

oy
vector = OM son al mismo tiempo coordenadas del punto
M, es decir, extremo del radio vector.

Si el origen del vector no coincide con el origen de coorde-
nadas, las coordenadas del vector y las coordenadas del
extremo del vector no son las mismas, pero, en tal caso, se
cumple la correlacién

AB = {3'_.‘!} = {rs — T4 Yo — Ya)

—_— —.
puesto que z = proy (AB =z — x4, y = proy ;4B =
=Yg Ya, lo que se ve claramente en la fig. 58,
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Teorem a. Las coordenadas de la suma de dos vectores son
iguales a la suma de las coordenadas respectivas de los vectores

sumandos.
H pemosTRACION. Dado a@= {z;, y1}; b= {22, y2}; hay que

demostrar que ¢ = {x; + £, ¥s + Y2}, donde ¢ = a + b.
Por el teorema de proyeccién de la suma de vectores sobre

un eje, tendremos

proy z€=proy ia + b)=proy .6 4 proy b = z + 2,
proy y¢ = proy (@ + b) = proy ya + proy ;b =y -+ Ya

Por lo tanto, ¢ = {z; + 2 ¥ -+ Y2}

§ 91. Descomposicién de un vector segin
los ejes de coordenadas

—
Un vector arbitrario AB del plano de coordenadas 20y se
puede considerar como suma de dos vectores dirigidos segin
los ejes de coordenadas. Para ello es suficiente proyectar el

vector A_E sobre los ejes de coordenadas (fig. 59). En tal

-
caso obtenemos dos vectores proyecciones del vector AR

——

sobre el eje Oz y el eje Oy, o sea, el vector 4,5, y el vector

A,B,, la suma de log cuales es igual al vector AB:

———— ——

A.B, + AB, = AB.

Esto se deduce de la igualdad

AN + IFE' = ;4_78’, puesto que ﬁ ‘——-Iz%"m 1\71’3 =‘A_|_§;

—— B
@ pEFinicION, Los vectores 4,8, y A,B, se llaman compo-

—
nentes de un vector AB segiin los ejes de coordenadas.
Tomemos sobre cada uno de los ejes de coordenadas un vec-
tor que tenga la direccién del correspondiente eje:

4 es el vector unitario del eje Ox,
4 es el vector unitario del eje Oy.
Supongamos que

AB = {z, y).
1G4



Ny 8
g
g, 50
17 e
i 4 5z

En tal cuso segin la regla de multiplicacién de un veclor
por un esealar, tendremos:

E—IE — Iir ;27;& = yJ'.
117; = :1_, By - A_:BZ - xb = yi,
.‘-ﬁ? = It - yj.

Hemos obtenido una de Jas formulas fundamentales del 4l-
gehra vectorial :
Todo vector del plane de coordenadas x0y es igual a la suma

del producto de sus coordenadas por lus correspondientes veetn-
res unitarios de los ejes.

§ 92. Producto escalar de dos vectores

P Problema Poraccion delafuerza F un cuerpo realiza
un movimiente de avance, de manera que su centro de
gravedal O se desplaza al punto M; ademds OM forma un
angula de 60 con el sentido de accidn de la fuerza (fig. 60).
Calcular el trabajo realizado porla fuerzasi | F' | = F = 12
kgf y OM =5 m.

Si la direccién de la fuerza coincide con el sentido de des-
plazamiento, el trabajo A es igual al producto del médulo
de la fuerza por el camino recorrido. En este caso la regla
no es aplicable puesto que la fuerza actéa bajo un
dngulo. :

Descompongamos la fuerza #' en dos componentes: £y, diri-
gida segiin la recta OV, y 175, perpendiculor a Fy. El trabajo
lo realiza solamente In componente horizontal #}, su méduln
(véase el tridngulo rectingulo en la fig. 60) F, = F cos hi(® =

= 12-% =6 (kgi), por lo cual ¢l trabajo realizado 4 =
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Fig. 60. A a V. Fig. 61,

= 6.5 = 30 (kgm). En este problema hemes tenido dos
vectores: el vector fuerza F y el vector desplazamiento

—
OM. Fue necesario poner en correspondencia con ellos una
cierta magnitud escalar, en este caso, el trabajo.

® veriNictoN. Se llama producto escalar o interno del vector
@ por el vector b el producto de sus médulos por el coseno
del &ngule que forman
ab = ab cos q,
donde ¢ es el ingulo formado por los vectores @ y b.
De este modo, el trabajo es el producto escalar del vector
fuerza por el vector desplazamiento:

A = F-OM = 125 cos 60° = 12.5.% = 30 (kgm).

§ 93. Distintos problemas con vectores
B Problema 1. Sobre los lados del rectdngulo ABCD
—_— —_
se han construido los vectores AB = a y BC = b, Expresar

mediante estos dos vectores dados el vector MB, si M es
el punto medlo del ludn AD (flg 61)

Tenemos que: MB MA 4 AB, pero MA %b: AB =

= 1
=a, por woMB:—Tb-Jr-a.

p Problema 2 Construir un vector ¢ igual a
2a — b.

Construyamos un vector igual al doble del vector @ (el ori-
gen del vector es el punto arbitrario A). Lo sumamos con
el vector contrario al vector b, es deeir, con el vector (—b) =

i7i
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= EZ En tal caszo el vector ;5 es igual a la suma 2a 4
+ (—b) = 2a — b (fig. 62)

—
p Problema 3. Dado el vector 48 = a, siendo
A (—=2; 3), B(2; 6): hallar las proyecciones del vector sobre
los ejes de coordenadas; el médulo del vector @ y el vector
unitario a® del vector a (fig. 63).
—_—

La proyeccion del vector AB sobre el eje Ox es ignal a la
magnitud algebraica del segmento A B, que se encuenlra
sobre el eje Oz. El segmento A B, es positivo y de longitud
igual a 2 — (—2) = 4 unidades. La proyeccién del vector
sobre el eje de ordenadas es igual a 6—3 = 3.
El médule (la longitud del vector) es igual a

|ej=a=Vaifa)=V &+ 3t=5.

El vector unitario @® del vector dado @ lo hallamos de la
igualdad @ = a°-a, de donde a® =%

pProblema 4 Demostrar que si a = {—1, 2}, b =
= {3, 3}, entonces ¢ = @ + b = {2, 5} (fig 64).
Por el teorema de proyeccién delasuma de vectores tenemos:
proy - {@ + B) = proy ,@ + proy ;b = —1 +3 =2
Tomemos la proyeccién sobre el eje Oy:
proy ,(a -+ b) —pro)r ya+proy WO =24+3="5
Asi, pues, e =a + b 2. O}

pProblema 5 Hallar la descomposicién de -AB segiin
los vectores unitarios € y J de los ejes de coordenadas, si

A (=2; 8), B (4 5) (fig. 65).
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Hallamos las coordenadas del vector A_E':
proy AB =25 — 12, =4 —(-2) =6,
proy ,AB = yp — ya = 5-3 =2,

I

AB="6i+2j

Eierr.lcios

. Representar tres vectores cualesquiera y construir su suma.
2 Trazar dos vectores srhitraﬂos @ ¥y & y construit un vector igual
a la diferencia @ — b,
3. Sobre los lados del rectdngulo ABC se han constrwido los vectores
- = —p=
AB=a, BC=b, CAd =c¢. Mgué es igual la suma a + b 4 ¢?
4. Comentar las signientes igualdades vectoriales: (@ + &) = (b -+ a)
{propiedad conmutativa},a + bt e=a+ (b+ e)={(a+ d) + ¢
(propiedad asociativa), (@ -+ &) m = am + bm (propisdad dwtrlbu-
tiva).
5. Representar un vector arbitrario @ y junto a él construir los vec-
tores: a %. @ (——g—) i —2a.
6. Hallar la proyeccién del vector sobre el eje que forma con el
vector un Angulo de 120°, 51 | & | = 8.
7. Sobre los lados AB y AD del rectingulo ABCD se han trazado
{desde el punto A) los \recl.ore.! unlta‘rms iy j. Expresar por ¢ y j los

vectores: A? B(‘ EB DA A_E BA, si la longitud de los lados
de rectangulo es A8 = 4, AD =

8. M y N son los puntos medios de los lados €0 y BC del rectdn-
gulo ABCD {vénse el problema anterior). Determinar los vectores:

AM. AN y M.‘V. expresindolos por los wvectores unitaries i y 4
9. En el origen de coordenadas se han aplicado tres fuerzas: 04 :
0B y OC, ademds A (0; —2), B (4 2), C (4 —2).
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Construir la resultante de estas tres fuerzas, hallar sus coordenadas
y calevlar la magnitud de la misma.

10. Demostrar que los puntos A (3, —1), ¥ (1. 2, C{=1, 1)
D {1; —2) son vértices de un paralelogram.

Observacidn Lss coordenadas semejantes de los veclores
fnraleios son propurcionales,

{. Dados tres vértices sucesivos del paralelogramo: A (1; 11,
B'(4; 5), C(~2; 2); hallar las coordenadas del cuarto vértice L,
oguesta al vértice B, utilizando el método vectorial,

12, Dados los vectores « = 24+ 3j, & = % — 35, hallar el produc-
Lo escalar @b,

13. Utilizando el producto escalar hallar el dngulo entre los vectores
a=4+4 Jyb=2—3j

4. Dados los vectores & = 37 + 54, b = 8 — 37, hallar las proyec-
ciones proy pe y proy ,b.
£5. Sobre los dos vectores @ = {2, 1}y & = {—1, 5} se ha cons-
truido un paralelogramo; hallsr el dngulo entre sus diagonales.
16. Dado @ 1 b, ademds & = {3,4); b = {8, y}. hallar el niimero .
{7. Verilicar por el método vectorial que las diagonales del rombo
se dividen en el punto de interseccién por la mitad.
18. Dados tres vectores: a = {m;, ), b = (x2, ). ¢ = {z3, ¥}
demostrar que (& + b)-c = aie + b-c.
2(14-29 . ;

19. Calcular l——s,— » 8idy 7 son dos veclores unilaries
mutvamente perpendiculares,
20. Calcular -4

P
3
los vectores @ y b es igual a 60°.

v 8 jal=1, |6|=2 y el dngulo entre




CAPITULO IX

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
DE UN ANGULO CUALQUIERA

§ 94. Generalizacién del concepto de dngulo

En la Geometria el dngulo se define como una figura forma-
da por dos rayos que parten de un punto comin; en este
caso no se hace distincion enire los lados del éngulo: el
angulo AOB o el angulo BOA se consideran iguales. Ademas,
nunca en geometria se tropieza con angulos negatives.
Establezcamos un concepto mas general sobre el dngulo como
sobre una magnitud algebraica, que puede adquirir valores
cualesquiera: positivos, negativos o nulo.

Tracemos el eje OP desde el origen O y con un radio cual-
quiera r describimos una circunferencia. Supongamos que
esta circunferencia interseca al eje OP en el punto A
(fig. 66). Si M es un punto arbitrario de la circunferencia,

e
le corresponde el vector OM, el que en adelante denominare-
mos radio vector del punio M. En tal caso, el dngulo
AOM = o lo consideraremos formado por rotacién del

—_—
vector OM en el sentido contrario al movimiento de las
agujas del reloj, desde la posicién inicial 0A hasta la posi-
cion OM:
OA es el lado inicial del angulo (lade fijo),
OM es el lado extremeo o final del dngulo.

peFmicioN, El 4dngulo o se considera positive si estd for-

—_—
mado por la rotacién del vector OM en el sentido contrario
al movimiento de las agujas del reloj, y negativo, si el vector

(ﬁ)ﬂf gira en el sentido de las agujas del reloj. Sin embargo,
a la posicién dada OM del lado extremo le corresponde no

it

86lo el tinico angulo a: el vector OM que gira al principio en
el sentido positivo el dngulo @, después de esto puede cum-
plir cualquier nimero entere de revoluciones en sentido
positivo o negativo, luego de lo cual su extremo resulia
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invariablemente en el mismo punto fijado M, Por lo tanto,
a la posicién dada del lado extremo del dngulo le corres-
ponde un conjunte infinito de dngulos tanto positivos como
negativos. Todos estos dngulos se obtienen por la férmula
f = a 4 360°,

donde % es un nimero entero cualquiera, incluso 0:

k=0 31, 2, %3, ...

—
Ejemplo. Siel radio vector OM se gira en senlido posi-
tivo un dngulo de 120° con respecto al lado inicial 04, a tal
—

Fig. 66. Fig 67

posicion del vector OM corresponden: a) los dngulos posi-
tivos de 120° 480° 84(F, 1200°, . . .; b) los dngulos negati-
vos de (—240)°, (—600%), {—960%), ... Todos los ingules
enumerados estan contenidos en la férmula

B = 120° + 360°k

cuando £ =0,1, 2, 3 para los angulos positives a) y cuando
k= —1, —2, ~3 para los dngulos negativos h).

§ 95. Medida en radianes de los éngulos

Al medir los dngulos en grados se toma como unidad del
dngulo aquel que es igual a 1/90 del dngulo recto y se llama
grado apgular (1°).

En las Matematicas, asi como en otras ciencias (fisica, me-
canica, astronomia, etc.), se utiliza ampliamente una me-
dida de dnguilos distinta, denominada radian.
Supongamos que « es un 4ngulo central, al que corresponden
dos acros ANB y A,N B, (fig. 67) deradios 04 = ry04, =
= ry. Si la longitud del arco ANB lo designamos por [,
la longitud del arco 4 ,N,B;, por I, se demuestra facilmente
que

r P’.’
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es decir, para el dngulo central « dado la relacion dé la
longitud del arco, sobre el cual se apoya, a la longitud: del
radio es una magnitud constante, independiente de la medi-
da del radio. En efecto, la longitud del arco, correspondiente
al dngulo central, en « grados, serd: ’

2ra nr
g 3ot TR0
I = 20 nrgx
=760 T 180
de donde

I no 1 o

TEW v, T

De la igualdad de los segundos miembros se deduce la igual-
dad de los primeros:

i1

r ry "
’ 3 !
lo que se queria demostrar. Designamos — = a.

® periNicioN 1. E]l nimero @, igual a la relacién de la lon-
gitud del arco I, correspondiente a un cierto angulo central,
a la longitud del radio r, se llama medida en radian del
dngulo dado.
En el sistema de medicién en radianes se admite como uni-
dad el dngulo, para el cual I = r, en tal caso @ = 1. Este
angulo se denomina radian,

@ DEFINICION 2. Se denomina radian un 4ngulo central tal
cuya longitud del arco es igual al radio.
De este modo, 1) si la longitud del arco es igual a dos radios,
1

77, el dngulo es igual

el dngulo es de 2 radianes, 2) si l =
a un tercio de radian.

Observacién. Frecuentemente en la literatura matemética

no se escribe «radian» sino sélo se sobreentiende; por ejem-
plo, se escribe £ AOB = 1,5 en lugar de la notacién comple-
ta LACOB = 1,5 radian.

§ 96. Dependencia entre las medidas de éngulos en radianes
y en grados

Todo angulo medido en grados se puede convertir en radia-
nes y, viceversa, el dngulo medido en radianes se puede con-
vertir en grados.
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Hallemos en primer término cuédntos grados contiene 1 ra-
dian. Se sabe que la longitud de una circunferencia contiene
2n radios, por lo tanto,

360° = 21 (rad),

180° = n (rad),

de donde en 1 radian se tendré

180° 180° A ——
= = Imme T 1T4s

Con menor precisién se tomard el radian igual a 57°18'.
Supongamos que o es la medida en grados de cierto dngulo;
@, la medida en radianes del mismo #ngulo; en tal caso se
cumple la siguiente proporcion:
«:180 = :=,
de donde

T
a=Tg- (1)

Mediante la férmula (1) formemos la tabla de las medidas
en radianes y en grados de algunos dngulos

a®|30° 145° [60°| 90° {120°|135° | 150° | 180° [ 270° | 360°

3
=a| 2n

B 5 3

| e
e

|

L)
El

i [ BB e
i e il i i S )

En esta tabla se dan las medidas en radianes de los dngulos
més usuales; ademds, esta medida estd expresada mediante
el nimero x, cuyo valor aproximado se puede tomar con la

exactitud deseada. Por ejemplo, 30° :% {rad), de donde

30° 2 (rad) 2 0,52 (rad), 30°~ 2U0  (rad) ~
70,5236 (rad), etc. De la férmula (1) se puede hallar el
dngulo en «°; obtendremos:

o 180%
o =—-—:-i-—. {2}
La férmula (2) nos da la medida en grados del 4ngulo segin
radianes.
Ejemplo. a =0,3; hallar &

o_ 180°:03 _ 54 _ o0

o T
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Para una rdpida conversién de cualquier dngulo medido en
grados a radianes y viceversa existen las correspondientes
tablas en todas las guias.
Resolvamos dos ejemplos ulilizando las tablas de cuatro
cifras de V. M. Bradis.*)

E jemplo 1. Convertir en radiancs el ingulo de 64°38".
Por las tablas de Bradis hallamos:
(4°36" = 1,1275

2' =0,0006
64°38' =1,1281 (rad)
Ejemplo 2 Expresar en grados y minutos el dngulo de
2,154 rad. Puesto que en las tablas de Bradis no existe tal
angulo, su medida en grados se hallard en dos elapas
1,1537 rad = 66°6'
1,0003 rad =57°19
2,154 rad = 123°25"

§ 97. Longitud del arco de circunferencia

De la férmula @ = Ifr (véase § 77) se deduce que ! = ra;
en otras palsbras, la longitud del arco de circunferencia es
tgual al radio multiplicade por la medida en radianes del
dngulo ceniral correspondiente a este arco.

E jem plo. Calcular la longitud de! arco de circunferen-
cia de radio r = 20 cm, s1 el arco contiene 34°18’ (de arco).
El angulo central correspondiente a este arco también con-
tiene 34°18' (angulares), pero

34°18" = 0,5986 (rad),
y por eso
1 =20:0,5986 = 11,972 (cm).

§ 98. Definicién de las funciones {rigonométricas
de un dngulo cualquiera

El los cursos superiores de la escuela media se dan las defi-
niciones de seno, coseno, tangente y cotangente de un ingu-

*} Son las tablas logaritmicas para la escuela media. (Nota del T.)
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Fig, 68,

Fig. 69,

lo agudo « como relacién de log lados de un tridngulo re-
ctdngulo (fig. 68):

seng—2— catglo opuesto )

¢ hipotenusa

b caleto adyacente
GE = W !

tgo&=3~= cateto opuesto

b cateto adyacente '

b cateto adyacente
clga=—=

a cateto opuesto °

Puesto que estas definiciones corresponden solamente a un
angulo agudo @ (0 <C & <C 90°), no se puede hablar de seno,
coseno, tangente y cotangente de &ngulos tales, como, por
ejemplo, de 0°, 90°, 120°, puesto que el ingulo agudo de un
tridngulo rectdngulo no puede tomar tales valores.
Empero se puede dar una nueva definicion de estas magni-
tudes de manera que ellas correspondan a cualquier
angulo a.

Tracemos dos ejes mutuamente perpendiculares Oz y Oy.
Desde el punto de su interseccién O con un radio arbitrario
r describimos una circunferencia que corte al eje Oz en el
punto A {fig. 69).

Supongamos que M es un punto cualquiera de la circunfe-

rencia, al que corresponde el radio vector OM = » = {z, y}.
El lado inicial del éngule AOM = a se considerara siempre
el lado 04, que se encuentra sobre el eje Oz, el lado extre-
mo serd OM. Notemos una vez mis, que o és un 4ngulo for-
- mado por el vector » con el sentido positive del eje Oz.

@ periNicioN 1. Se llama seno de un dngulo o la relacion de
1a ordenada del vector # al médulo del mismo vector;

o ¢
seno=-. (1)
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VEFINICION 2. Se llama coseno de un dngulo oo la relacién
de la abscisa del vector # al méddulo del mismo vector:

-
cosa ==, (2)

DEFINICION 3. Se llama tangente de un dngulo o la relacion
de la ordenada del vector » a su abscisa:

=
lga=—. 3)

DEFINICION . Se llama cotangente de un dngulo ¢ la rela-
cién de la abscisa del vector  a su ordenada:

N.go'.:_%—. (4)

Est4 claro que el seno, el coseno, la tangente y la cotan-
genle son nimeros abstractos, Variando el angulo o las
coordenadas z e y del vector varian, el mddulo del vector
permanece constante, y, por eso, sen o, cos @, tga ¥y clg o
seran magnitudes variables dependientes del dngulo «;
debido a lo cual se llaman funciones trigonométricas del
angulo o.

Observacién 1. Ademés de las cuatro funciones trigonomé-
tricas citadas, a veces se consideran dos funciones mas,

DEFINICION 5. Se llama secanie de un dngulo o la magnitud
inversa al coseno:

1 =
cos @ )

PEFINICION &. Se llama cosecante de un dngulo o la magni-
tud inversa al seno:

SeC o=

coseca = (6)
Observacién 2. Si el dngulo & es agudo, las nuevas defini-
ciones de las funciones trigonométricas coinciden con las
anteriores, puesto que ambas coordenadas x e y son positi-
vas y catetos del tridngulo rectingulo con el dngulo
agudo a.

sen e

Observacién 3. Basdndonos en el teorema demostrado res-

pectn a que Ja relacidn de la proyeccién del vector sobre un
eje al médulo del veclor no depende del médulo del vector
(véase el teorema 2 del § 89), se pueden dar definiciones
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més sencillas del seno y del coseno de un dngulo . Tomando
como 2 el vector unitario, es decir, r = | # | =1, obten-
dremos

¥ z
seno= =y COSp=-r=1.

Se llama seno de un dngulo « el niimero que expresa la orde-
nada y del radio vector unitario, y coseno de un &ngulo o,
el ndimero que expresa la abscisa z del radio vector unita-
rio. Tal interpretacién del seno y del coseno es conveniente
para estudiar sus variaciones al girar el radio vector uni-

e
talrio * = OM en el sentido contrario a las agujas del
reloj.

Gorolario, De las formulas (1) y (2) se deduce
que r =rcosa, y =rsena, donde o es un angulo arbi-
trario, En adelante utilizaremos estas igualdades,

§ 99. Signos de las funciones trigonométricas

Los ejes de coordenadas Oz y Oy dividen la circunferencia de
radio unitario en cuatro partes cada una de las cuales se
lNama cuadrante. En 1a fig. 70 se muestra la numeracién de

—
los cuadrantes. Supongamos que el vector variable » = OM

gira desde In posicion inicial, coincidente con el vector 0A,
en sentido positivo y eumple un giro. Por lo tanto, el 4ngu-
lo @ en este caso varia de 0° a 360° (en radianes de 0 a 2n).
Veamos a continuacién como varfan durante la rotacién del

—
vector OM los signos de sus coordenadas z e y, puesto que
de los signos de las coordenadas dependen los signos de las
mismas funciones trigonométricas.
a) La ordenada y se conserva positiva hasta que el extremo

—
del vector OM, es decir, el punto M, se mantiene en la mi-
tad- superior. de la circunferencia. Cuando el extremo del
vector describe la mitad inferior de la circunferencia, la
ordenada ¥ es negativa. Por lo tanto, el seno es positivo
para los dngulos que terminan en los I y Il cuadrantes,
¥ Degativo para los dngulos que terminan en los IT y 1V
cuadrantes.

—
b) La coordenada z del vector OM es positiva si el extremo
—
del vector OM se encuentra en la mitad derecha de la cir-
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A_ Fig. 70.

cunferencia, lo que corresponde a los dngulos que terminan
en los | y IV cuadrantes. Si el extremo del vector rotatorio

—_—

OM describe la mitad izquierda de la circunferencia, lo que
corresponde a los dngulos gque terminan en los II y III
cuadrantes, la coordenada z es negativa. De este modo, los
cosenos de los angulos que terminan en los I y IV cuadran-
tes son positivos, y en los IL ¥ 111 cuadrantes son negativos.
¢) Conociendo los signos de las coordenadas = e ¥ del vector
7, st establecen facilmente los signos de la tangente y la co-
tangente de cada cuadrante, puesto que por definicion tga =

% . De aqui se deduce que la tangente y la cotangente son

positivas en los cuadrantes en que ambas coordenadas del
vector son de signos iguales, lo que ocurre para los angulos
que terminan en los I yI1¥ciiadrantes. En los I1 y IV cua-
drantes la tangente y la cotangente son negativas, puesto
que z e ¥ son de signos contrarios.

Gomo resultado del estudio del signo de las funciones tri-
gonoméiricas tendremos la siguiente tabla:

Cusdrante
1 1 i1 v
Funcidn

.t

sen o + | + - e
oS @ 11 - = 1
tg = +j=1+1]—
clg « o 4 =

Obsecvacién. El signo de secante coincide con el signo de

coseno, y el siguo de la cosecante, con el signo de seno, lo
que se deduce de las definiciones 5 y 6 del § 98.
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de

100. Variacion de las funciones trigonométricas
variar el dngulo o en los limites
Ia primera circunferencia

Analicemos la variacién de cada una de las cuatro funciones
trigonométricas por separado al variar el dngulo de 0° a
360° (de 0 a 2x}. Para ello lo mas sencillo es partir de la
circunferencia unitaria, para la cual (véase el § 98)

sen o = J; €08 & == I,

1. Variacién del seno. Si el dngulo a crece de 0° a 90°, el
sen & crece de 0 a 1 (fig. 71). Con el crecimiento ulterior
del dngulo de 90° a 180° el seno decrece de 1 a 0. En el III
cuadrante con la variacién del dngulo de 180° a 270° el
seno continta decreciendo de 0 a — 1. En el [V cuadrante,
al variar el dngulo de 270° a 360° el seno crece de —1 a 0.
2. Variacin del coseno. En la fig. 72 se muestra la varia-
cién del coseno: en el I cuadrante al crecer el angulo o de
0° a 90° el coseno decrece de 1 a 0; en el II cuadrante con el
crecimiento del dngulo & de 90° a 180° el cos a continta
decreciendo de 0 a — 1; al variar el angulo o de 180° a
270° el cos o crece de — 1 a 0; por Gltimo, en el IV cuadran-
te al variar el dngulo « de 270° a 360° el coseno crece de 0 a 1.

3. Varlacién de la tangente. Por definicion tga = .%.,

Para representarnos claramente la variacién de la tangente
tratemos de tomar para cada dngulo &, sobre un tierto eje,

un segmento, cuya magnitud algebraica es igual a {-, es

decir, igual a tg «.

Construyamos una circunferencia de radié unitario. En el
extremo del radio OA, que se encuentra sobre el sje Oz,
trazamos la tangente AT, cuyo punto 4 tomamos como ori-
gen de lectura de los segmentos. Como sentido positivo del

& ¥
" =7 r=j

Fig. 71. { | \ Fig. 72.
g i (ﬂ = T
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Fig. 73, Fig. 74,

eje AT tomamos el sentido desde el punto 4 hacia arriba
(fig. 73).

e
Supongamos que el vector OM forma un &ngulo a con el eje
Oz, Continuamosg la recta, en la que se encuentra el vector

OM hasta cortar el eje AT en el punto N, obtenemos el
segmento AN sobre el eje AT. Demostremos que su magni-
tud algebraica AN es igual a tg . Si el dngulo @ termina
en el I cuadrante, el segmento ON es positivo. De la seme-
janza de los trlangulos OM M y OAN se deduce la propor-
cifn ——— OM OA"S = AN, es decir, tg @ = AN.

Si el zinguio o t.armlna en el 1T cuadrante (fig. 74), el seg-
mento AN es negativo. En este caso, las coordenadas del

i
vector OM tienen signos distintos, y por eso, su relacién es
un néimero negativo. Por lo tanto, los nimeros £y AN tienen

signos iguales; queda solamente demostrar la coincidencia
de sus valores absclutos. De Ia samejanza de los trifngulos
rectingulos OMM,; y OAN (ambos tienen el mismo Angu-
lo agudo), tendremos:

M| _1AN] M|M »
A ‘ [AN |

(la razén de las magmtudea absolutas de dos nimeros es
igual a la magnitud absoluta de su relacién). Suprimiendo

el signo de magnilud absoluta, obtendremos{- = AN, es
decir, tg o = AN.
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Fig. 7a. Fig. 76.

Proponemos a los lectores verificar el cumplimiento de la
igualdad tg & = AN (véase las figs. 73 y 74) cuando el én-
gulo termina en los 111 y IV cuadrantes.

A continuacién se establece facilmente lo siguiente.

1) 8i el 4ngulo & crece desde 0° hasta 90°, la tg o = AN,
permaneciendo positiva, crece ilimitadamente a medida que
el dngulo o tiende al dngulo de 90° y deja de existir para

—

a = 90°, puesto que el vector OM deviene paralelo al eje

AT. Convencionalmente se escribe que

tg @ — 4- co para a == 90°.

2) Al crecer el dngulo a desde 90° hasta 180° la tangente se

&nce dz signo negativo, y su valor absoluto decrece hasta 0
ig. 74).

3) Puesto que (véase la fig. 73) tg o = tg {180° + &), al

variar el dngulo o desde 180° hasta 270° la ‘tangente varia

de igual modo que en el I cuadrante.

4) Andlogamente la variacién de la tg @ en el IV cuadrante

?s la ‘Znisma que en el II, lo que se puede apreciar de la
ig. T4,

4. Variacién de la cotangente. Por analogia con el punto

anterior, vomo eje tomamos la tangente BL trazada a la

circunferencia unitaria en el extremo del radio OB, que se

encuenira sobre el eje Oy. El punto B es el origen de lectura

de los segmentos, por sentido positivo se toma el del punto

B hacia 1a derecha (fig. 75), En tal caso, BP = ctg o, donde

P es el punto de interseccién de la recta, en el que se encien-

—_
tra el vector OM, con el eje BL. La demostracién de
esto la reducimos a la suposicién de que el &ngulo & ter-
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mina en el cuadrante I; el anélisis de los tres casos que que-
dan los dejamos a los lectores (véase las figs, 75 y 76).

En realidad, de la semejanza de log tridngulos rectdngulos
OMM, y OBP se deduce la siguiente proporcion

oMy _ BP i_g ;
wir=oF 8 =T ™)

De este modo,% = BP, es decir, ctg o = BP.

Ahora se estudia fdcilmente la variacién de la cotangente al
variar el angulo.

1) Para & = 0 el segmento BP es paralelo al eje Oz, por
lo tanto, el dngulo de 0° no tiene cotangente.
Supongamos que « varia desde 0° hasta 90° en tal caso el
segmento BP, manteniéndose positivo, disminuye desde los
valores infinitamente grandes hasta O (véase Ia fig. 75).

2) Al variar el dngulo desde 90° hasta 180° el segmento BP
crece ilimitadamente en valor absoluto, conservando su
signo negativo (fig. 76). Por lo tanto, la cotangente sigue
decreciendo, desapareciendo para « = 180°, lo que con-
vencsfgonalmente escribimos asi: ctg @ - — oo cuando a —
- 180°.

3) Si el dngulo & varia desde 180° hasta 270° la ctg o varia
de igual modo que al variar el dngulo a desde 0° hasta 90°,
es decir, decrece desde oo hasta 0. Esto se debe a que
ctg o = ctg (180° 4+ «), lo que se comprueba con facilidad
geométricamente (véase la fig. 75).

4) Analogamente al variar el dngulo desde 270° hasta 360°
la cotangente varia de igual modo que al variar el dngulo
desde 90° hasta 180° (véase la fig. 76).

§ 101. Construecién de un &ngulo por el valor dado
de una funcién trigonométrica

Veamos en los ejemplos la construccion del angulo a.

Ejemplo 1=senrx=%.

Dividamos el radio de la circunferencia OB = 1 en tres
partes iguales {fig. 77). A la distancia de 2/3 del punto O
trazamos una perpendicular a OB hasta cortar la circunferen-
cia en los puntos M y M. Obtendremos los dos &ngulos
buscados:

AAOM =& ¥ £AOM| = Q2.
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Fig. 79. Fig. 80

Ejemplo 2. sena:«i.

En la fig. 78 se muestra una construccién analoga a la des-
cripta antes. Obtenemos dos dngulos: el primero, ay, ter-
mina en el [l cuadrante; el segundo, @;, termina en el IV
cuadrante,

Ejemplo 3.cosam-§5-.

Dividamos el radio horizontal 04 = 1 (fig. 79) en cinco
partes iguales, A la distancia de 4/5 del punto O trazamos
una perpendicular a 04 hasta cortar la circunferencia en los
puntos M y M,; obtendremos dos dngulos o ¥ @; que ter-
minan en los cuadrantes I y IV,

Ejemplo 4 cosa=—07=— .

La construccidn estd dada en la fig. 80. Obtenemos dos én-
gulos: el primero, o, {ermina en el II cuadrante: el se-
gundo, @, en el III cuadrante.



N

Fig. 81.

Ejemplo 5 tga =15 =+.

Construyamos una circunferencia arbitraria y tracemos el
eje de tangentes A7 (fig. 81). Sobre el eje de tangentes,
desde el punto de tangencia 4, trazamos en sentido positivo
el segmento 4N, igual a un radio y medio; unimos el punto
N con el centro de la circunferencia y OM lo continuamos
hasta obtener el segundo punto de interseccién M,. En tal
caso, o, = SAOM y ay = L AOM, son los éngulos bus-
cados.

Ejemplo 6. Lgm:—%.
La construccién es aniloga a la anterior y estd dada en la
fig. 82.

Observaciéon 1. La dualidad de las respuestas deja de ser

rigurosa, si sobre el dngulo o $e impone una limitacidn;
por ejemplo,

tgo= —-% (90° << a0 << 180°).
Ahora el angulo o debe tomarse solamente del segundo cu-
adrante (angulo o, en la fig. 82).

Observacidn 2. La construccién de un &ngulo por la secarte

¥y la cosecante puede ser sustituida por la construccién se-
gin el coseno y el seno. Por ejemplo, si la seca = 2,

| g
0 m_z, entonces CoOS G = 3.
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Exactamente de igual modo no es necesario construir un
angulo por la cotangente. De la igualdad ctg o = gse dedu-

5
ce que tg o =3

§ 102. Valores de las funciones trigonométricas
de clertos dngulos

En adelante tropezaremos frecuentemente con dngulos tales
como 0°, 30° 45° 60° 90°, 180° 270°, 360° o en radia-
nes, 0, g, %. —;1, -’zi, %, 81, 2n. Se recomienda memorizar
los valores de las funciones trigonométricas de estos dngu-
los. Aclaremos como se han hallado los nimeros puestos
en la tabla:

Angulo o
o= a0° | 45° { 80° | a0® 180 | 270° | 280°

Denemi-

nacién de

In tuncidn

ry=sena 0 .é.. E @ i 0|1 0
re=cosa 1 @ % -:- [ | 0 i
5 it o ||t [¥3im | 0N o
rx V3 existe exiate

re 5 |
Z=ciga Ro VT 1 f—=x| 0 [No| 0 | No
Ty " existe v existe existe

Supongamos que & = 30°, es decir, el radic vector OM de la
circunferencia unitaria forma un éngulo de 30° con el eje
Oz; ambas coordenadas son positivas y son los catetos de un
tridngulo de hipotenusa r = 1.

Por lo tanto, z* + * = 1. Empero y s:% (el cateto opu-
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esto al éngulo de 30° es igual a la mitad de la hipotenusa),
y por eso,

— 71 : V3
Por 16 tanlo, $en30°%=- cos30°=l§§. zg3_0°=-§=

?n
g?*_s, ctg30°===V3. _

Deé igual manera se pueden calcular los valores de las fun-

ciones trigonométricas de los demés éngulos, que recomen-
damos que lo hagan los lectores.

§ 103. Dependencias entre las funciones trigonométricas
de un mismo dngulo
Supongamos que & es un angulo arbitrario formade por el

veetor OM con el eje Ox, en tal caso

V. x
sena-_—T. CDS&=7- (1)

Elevemos al cuadrado las igualdades (1) y sumemos
miembro a miembro:

2
sena= %
+' i z2
CcoR d = -
-
2 gt
sen“a+c05‘3a=ay—f.‘,i (2)

Pero las coordenadas de los vectores z e y, tomades en valor
absoluto, son las longitudes de los catetos; la suma de sus
cuadrados es igual al cuadrado de la hipotenusa:

22 4yt == e,
debido a lo cual, la igualdad (2) toma la forma
sen’ @ -+ cos® @ = 1. 3)

La suma de los cuadrados del seno y del coseno de un mismo
dngulo es igual a 1.

Por definicion tg o m% ; la magnitud de la fraccién%na
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varia si dividimos el numerador y el denominador por el
numero r:

¥
y_r _seng
tgu:?"z_cos a’
r
Sen o
tgazm- {4}

La tangente de un dngulo es la razén del seno de este dngulo
al coseno del mismo zingulo (se supone que cos e = ().

Por definicidn ctg o = -y- . Empero,

Por lo tanto,
oS
cge= G )

La cotangente de un dngulo es la razén del coseno de este dngu-
lo al seno del mismo éngulo (sen a == 0).
Si a las identidades (3), (4), y (5) agregamos dos mas,

soca=—-—, (6)
{
cﬁseca:m. (7}

entonces obtenemos cinco relaciones mutuamente indepen-
dientes entre seis funciones trigonométricas de un mismo
a:;igu]o Deduzcamos algunos corolarios de las igualdades
(3) — (7).

1) Multiplicando las igualdades (4} y (5), obtendremos:

tga-ctgo =1,
o bien
ctga = g

La cotangente de un dngulo es la magnitud inversa de la ian-
gente y viceversa,

2). Dividiende ambos miembros de la igualdad sen®a +
<+ cos * @ = 1 por cos® ; obtendremos:

eu’me a 1

sots Hi=saw
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Baséndonos en las igualdades (4) y (6) tendremos:
tg* o + 1 = sec® a.

De un modo semejante dividiendo ambos miembros de la
igualdad (3) por sen® @, obtendremos:

1 + cig? o = cosec® a.

§ 104, Célculo de los valores
de todas las funciones triginométricas
por el valor dado de una de ellas

Ejemplo 1. Dado: sen @ = 0,6, hallar los valores de
todas las demds funciones.

1) Inmediatamente se puede hallar el valor inverso del seno,
i L]

(S

2) De la correlacion sen® e + cos® o = 1, hallamos:

es decir, del cosec o =

cosa=+V1—(0,6° = i%

El doble signo +lo escribimos puesto que no se sabe en
qué cuadrante termina el dngulo a.
3) Hallamos la magnitud inversa del coseno:

1 5

st —=—— =+ —
cos o 4

4) Do la identidad 2% — tgo hallamos la tangente:

cos o

|r.n|:u
=] e

lga=—tr=i

+*

en] -

5) Por la tangente hallamos la magnitud invewsu a ella:
ctgo =4 %—

Observacion. Si se sabe en qué cuadrante termina el &ngu-
lo , se elimina la dualidad en los signos,

Ejemplo 2 tga = — 2,4 (90° < a << 180°). Calcular
los valores de las demés funciones trigonométricas.
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2) De la relacién 14 tg*a=secta
———— 13
seca=—V1+({—24)0= S
5
Jeosa=—p
4) De la identidad m: =tga se

=cosatga; de donde
5 12
seno = ( _E] (—2,4)=1.

13
5) coseca =154

hallamos:

deduce que sena=

Més adelante se da la tabla en la que cualquiera de las cua-
tro funciones, sena, cosa, tga y otg e, estd expresada
por cualquiera de las tres restantes, suponiendo que no se
sefiala en qué cuadrante termina el dngulo a.
Se recomienda & los estudiantes componer individualmente

esta tabla.

sen e cosa tga o
Funclones
%en o sen o :l:l,fi—cos“uiv:iis.:aivjictg‘u
s a +Vi-senlal cosa i'[/l:-tg’-a :tvuit—gijts %o
o j:Vs:n—:an Iy :I:V:o;-:m < e Gt:t «
otga *Kﬁﬁaﬂ_ e oo
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§ 105. Distintos ejemplos y problemas

den o —Cco8 o

Ejempl o: 1. Calcular el valor de la fraccién — s

para tg o =
Dividamos el numerador y el denominador de dicha fraccién
por cos @ {cos & 5= 0), por lo que la magnitud de la frac-
¢ién no varia; obtendremos:

2
tga—1 ?_1 3

igati T

e

pnratga::% §+i e
Ejemplo 2. Dado:
tga + ctga = p, (1)

hallar la suma tg® o + cig? a.
Elevemos ambos miembros de la igualdad (1) al cuadrado:

tg® o + ctg® @ + 2ig a-ctg @ = p?,
N —

2
de donde

tg?a + ctgla = pt — 2.

Ejemplo 3. Demostrar que la fraccién
sen o --tg =
cosxfctga

no puede tomar valores negativos.
Transformemos dicha fraccién:

senu__’_aenu ma(cosa-l-i

senatlga cosa L cosg
cos a o sena +1y
B cos a -+ S ma( T )
sen o sen o

__sena {4coae

T costa 'iq}-sena}’ch

sen® o 14cosa

puesto que ambos factoresm Y TFsens

negativos, su producto tampoco es negativo.

Ejemplo 4 Hallar el éngulo z(0<:c<%), si
3 sen z=2cos"z. Tenemos
3senz =2 (1 —sen’g),

no pueden ser
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o bien
2sen®x -} dsenz —2 = 0.

Iista es una ecuacion de segundo grade con respecto a
sen i

—'3 G 16
(sen x)llzz___:t}/g-l'_“’i
sen o = _34—'1 = —2 (no es posible),
—3+35 1{
sen:cgz«—:—:-z-.

El 4ogulo agudo buscade z=—;-(rad).6x=30°.

§ 106. Demostracién de idenlidades

En la Trigonometria se tropieza frecuentemente con dos
expresiones de diferentes aspectos, pero, que para todos los
valores admisibles de los dngulos adquieren iguales valores
numéricos. Estas dos expresiones se llaman idénticas. Para
cerciorarnos de que la igualdad dada es una identidad, o
como suele decirse, demoestrar la identidad, de ordinario se
transforma un miembro de la igualdad y se reduce éste al
otro miembro. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1. Demostrar la identidad

(sen x 4-cos a)* —1
clga—sena-cod

=2tg%a,

Reducimos el primer miembro al segundo:

(senat-cosa)}?—1  sen’a4cosfaf-2senacosa—1 A

cliga—sena .cosa cos &
song B GCRE
2sena cosa 28ena 2sen®a
= = = =2tgna_
( _ ) {—senfa cos
cosa {gor——3ma o

El primer miembro de laigualdad inicial se convirtié exacta-
mente en una misma expresién qué la del segundo miembro,
con lo que se demuestra la identidad.

Ejemplo 2. Demostrar que

2—cosec? @

- 1 i
Ba—1 cosecta+ 1 =ctga.
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Reducimos nuevamente el primer miembro. como el maés
complejo, al segundo; ademds, expresamos lodas las fun-
ciones trigonométricas por la cotangente:

2—cosec? o 3 _
'tgu—__i—('ﬁSSG a4-1=
- 9o —ctg?
e A HNEE ], {w:ac o—1) —»(cosec’a—i}:-*-—-—:_‘::g: —cigta=
utga_i ctgo
ctga{l—ctg o) (14 ctga) gl
= T—ctgw) ehg o=

=clga-cigla—ctga =ctga.

Ejemplo 3. Demostrar la identidad

tg? o —sen® o = tg? @ -sen’c.

Reducimos el segundo miembro al primero;

{1 —ecosta
cos? &

sen? oo
L RP— 2 iy Ay —
tg® o sen’ a=———sen®n = senlq =

1 3 sen® o 8. 4ol 2
=(m—‘l)sen o=y —sen'a=1tgta—sen*a.

En ciertos casos al demostrar las identidades conviene trans-
formar ambos miembros a una misma expresién.

Ejemplo 4 Demostrar la identidad
i 1 sen? @
tget+mme — Bco—lga s’ )

Representemos dicha identidad en la siguiente forma:

1 sen? oo 1
Bot e — s “Seca—1lge " (2

Transformemos el primer miembro:

o+t | senfa  senccosiafi—sen?a
BeT e ooia cosd o b
_senacwladcosta cos®a (sena4-1) _ sena-d
- cos’a - cos¥ ot T cosa

Transformemos el segundo miembro:

1 _ 1 _cosm
seco—tgae 1 sena i—sena
cosa  CoSa
_ cosa(itsena)  cosa(ldfsena) - i+4-sena
T (—sena)(1+sena) c09% ot €08 &
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Con esto la identidad queda demostrada.

§ 107. Reduccién de funciones trigomométricas
de argumento negativo a funciones
de argumento positivo

Supongamos que el vector O_ﬂ’d’ forma con el eje Ox un angu-
lo a; el vector OM", el dngulo (—a) (fig. 83; OM = 1); en
tal caso

sen @ = OM,; sen (—a) = OM,.

Las proyecciones OM, y OM, son iguales entre si en valor
absoluto, pero de signos contrarios; por lo tanto,

OM, = — OM,,

o bien

sen (—a) = — sen .

Los puntos M y M’ son simétricos con respecto al eje Oz,

es decir, sa encuentran sgbre una perpendicular al eje ¥ a
igual distancia a ambos lados de él, por eso, los vectores

— ]
OM y OM’ tienen la misma proyeccion sohre el eje Oz; por
lo tanto,

€08 (—a) = cos a.

Ahora deducimos facilmente que:

sen(—a)  —sena
@(—w)= w8 (—w) ~ cma 8%

ctg(—a)= :?:f::‘; = _q‘;::a = —ciga,
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e (—a)= cos(—@) | cos sl
1 !
cosec (—a) = g oy = Taena o

De este modo, el signo menos en el argumento del coseno y
de la secante se puede simplemente omitir, en tanto que el
signo menos del seno, de la tangente, la cotangente y la
cosecante se pone ante la notacién de la misma funcién. En
otras palabras, y = cos z es una funcién par (§ 50), en
tanto que y = sen=r, y = gz e y = ctg z son funciones
impares.

Ejemplos.

1) sen (—120°) = — sen 120° = —sen 60° = *_@;
2} cos{—210°) = cos 210° = cos (180°4- 30°) =

= —0830° = —?;

g (—F)=—wF=—1
4) cosec (—800°) = —cosec 300° = —cosec (360°—60°) =
= ¢osec 60° = — .

V3

§ 108, Férmulas de reduccibén

En este parrafo se daran las férmulas, por las cuales los
valores de las funciones trigonométricas de cualquier édngu-
lo @, que no exceda los limites 0°< & < 360°, se pueden
expresar por los correspondientes valores de las funciones
trigonométricas de un angulo agudo. Estas férmulas se
Nlaman férmulas de reduccisn.

1. Férmulas de reduceién para los éngulos que terminan
en ¢l II cuadrante. Todo &ngulo, que termina en el II ecu-
adrante, se puede representar o bien como una suma de
90°]+ e, 0 bien como una diferencia de 180° — a. Por eje-
mplo,

115° = 90° 4 25°, 115° = 180° — 65°.

De acuerdo a estas dos formas diferentes de representacién
de un mismo &ngulo obtenemos dos series de férmulas de
reduccién. En la fig. 84 se han representado dos circunferen-
cias de radio unitario; en la primera de ellas se ha trazado
un dngulo de 90° 4 «, en la segunda, un éngulo a.
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Supongamos que OM = {z, y}, 513"*= fro mih

sen (90° + @) = OM, = y,

Cos a4 = OlNl = I

De la igualdad de los tridngulos rectangulos OM M y
Odl\’lNi se deduce que |OM,|=|ON,|,6lyl|=
==z |

Eliminando el signo de magnitud absoluta, ya que y y =,

son positivos, obtenemos y = x;, o sen (90° + o) = cos a.
De la misma figura 84 se deduce que

cos (90° -+ a) = OM,, sen & = O,N,.

Les proyecciones OM, y O(N, son de igual valor absoluto
pero de signos contrarios, por lo cual

c0s(90°+ o) = —sena;

tg (90°+0) =g e = o = —ctgo;
coa (30°4- &) ~= 500 &

cig (%°+G}=W=H&Tm—tga.
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En la fig. 85 tenemos otro par de circunferencias unitarias,

en las que el vector OM forma con el eje Oz el dngulo de
180° — a; el vector O4N, el dngulo a: sen (180° — &) =
= OM,, sen o« = O,N,. Las coordenadas OM, y O,N, son
iguales en magnitud y signo:

OM; = ONy,

o bien

sen (180° — a} = sen a.

Luego,

cos (180° — &) = OM,, cos @ = O\N,

Las coordenadas OM, y O,N, son de igual valor absoluto
y de signos conirarios:

OMZ = — 01Nz.
o bien
cos (180° — @) = — cos a.

A continuacién se puede hallar los valores de la tangente y
la cotangente:
tg(180°—a}= sen (180°—~a) _  sena = —tga,

cos {180°—a)  —cosa
ctg (180° — a) = —cig a.

Ejémplos. 1)sen 150° = sen (180° — 30°) = sen 30° =
1, o o et N
5, 2) ctg 120 ctg (180° — GO°) ctg 60° Vi’

3) cos 110° = cos (90° -+ 20°) = —sen 20° == —0,342.

2. Férmulas de reduccién para dngulos que terminan en el
III cuadrante. El 4ngulo que termina en el 111 cuadrante se
puede represeniar o bien como suma de 180° 4 @, o bien
como diferencia de 270° — a.

En la fig. 86 se han representado en dos circunferencias uni-

tarias los dngulos 180° + o y a:
sen (180° 4 a) = OM,, sen @ = O4N;

las coordenadas OM, y O,N, son de igual valor absoluto y
de signos contrarios; por to tanto, OM, = —O\N,

sen (180° 4 a) = — sen a.



NP

¥ )

7@ HE---D)
@)
Qj z Fig. 8%

De manera semejanie establecemos que

cos (180° + @) = — cos @,

tg (180° 4 o) =tga,

ctg (180° -+ @) = ciga.

En la fig. 87 se muestran los dngulos 270° — o y « en dos

circunferencias unitarias. De acuerdo a lo representado en
la figura, tendremos

sen (270° — a) = OM,, cos & = O Ny OMy = — O(No,
de donde
sen (270° — &) = —cos a.

&3

E i"""\k
A
EE

De un modo andlogo hallamos que
cos (270° — o) = —sena,

tg (270° — a) = ctg a,

ctg (270° — @) = tg a.
Ejemplos. 1) sen 250° =sen (270° — 20°) =
= —co3 20° & = — 0,9397;

9) cos 240° = cos (180° + 60°) = —cos 60° = — .
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Recomendamos a los lectores deducir individualmente las
férmulas de reduceién para los éngulos, que terminan en
el Ivoqcuadrnnte, es decir, los dngulos del tipo de 270° + a,
6 360° — a.

§ 109. Generalidad de las férmulas de reduccién

Al deducir las férmulas de reduccién hemos supuesto que el
angulo a, que compone el argumento, es agudo. Sin embar-
go, las férmulas se satisfacen para cusalquier a.

Demostremos, por ejemplo, que tiene lugar la férmula

sen (90° -+ a) = cos a. 1)

En primer lugar, de su justeza para los dngulos, que varian
en los limites de la primera circunferencia, se deduce la
justeza para todos los Angulos. En efecto, si el ngulo @ >
> 360° 6 a < 0° éste se puede representar en la forma
o = p + 360°.n, donde f << 360°, n es un nimero entero
(positivo o negativo). Pero, de acuerdo a la definicién de
la= funciones trigonoméiricas (§ 98) sen (90° 4- o) =
= sen [360°.n 4 (B + 90%)] = sen (P 4 90°), oS & =
= cos (B + 360°-n) = cos B; por lo tanto, sen (90° 4 a) =
= ¢os &, puesto que para P esta férmula se cumple por
suposicién.*)

Demostremos a continuacién la férmula (1) para los dngu-
los @, que varian er los limites de la primera circunferen-
cia. Supongamos que ¢ es un dngulo del IT cuadrante, es
decir, & = 90° + f§, 0 << p << 90°. En tal caso, dado que

sen (90° 4+ a) = sen (180° + p) = —sen B,

cos @ = cos (90° 4- B) = —sen B,

ambos miembros de la igualdad (1) coinciden, por lo tanto,
en este caso la formula es justa.

Supongamos ahora que o es un dngulo del 11l cuadrante, es
decir, @ = 180° 4+ B, 0 <P << 90°, En tal ceso

sen (90° + a) = sen (270° - )= —cos B,

cos & = cos (180° + B) = —cos B,

de donde se desprende nuevamente la justeza de la rela-
cién (1). Por iltimo, supongamos que o es un angulo del IV

*) La propiedad de las funciones trigonométricas :‘Iue aqui utilizamos
se denomina periodicidad y serd examinada separadamente en el § 112.
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cuadrante, es decir, @ = 270° 1+ B, 0 << p << 90° En tal casn
sen (90° 4 @) = sen (360° 4 B} = sen §,
cos o = cos (270° 4 B) = sen fi.

Por lo tante, también en este caso la férmula (1) es
justa.

De este modo, se ha demostrado la justeza de la formula (1)
para todos los éngulos.

De un modo anélogo se puede verificar la justeza de cuales-
quiera de las férmulas de reduccién.

§ 110. Dos reglas para memorizar las férmulas de reduceién

1. Si el argumento (éngulo) de una funcién trigonoméirica
reducida tiene la forma (180° — ), (180° 4+ a), (360° — &),
o, en radianes, (n — a), (n + @), {2n — a), la denominaciin
de la funcién reducida no varia. El signo del segunde miembro
de la férmula de reduccidn se escribe en funcidn del signo que
posee la funcién reducida en el cuadrante dado.

Ejemplos. 1) cos 150° = cos (180° — 30°) = —cos 30°==
= __'i,gg_ Se ha tomado el signo menos puesto que el dn-
gulo de 150° termina en el segundo cuadrante, donde el
coseno es negative. _

2) g 240° = tg (180" + 607 = tg 60° = }' 3. El 4ngulo de
240° termina en el 11I cuadrante, donde la tangente es posi-
tiva.

3) sen 315° = sen (360° — 45%) = —sen 45° = — zzf

El dngulo de 315° termina cn ¢l IV cuadrante, donde el
seno es negativo

St Ty o vz
4) cos - =cos (n-{-T) = —cos = —-5%.

2. Si el argumento de la funcién irigonométrica reducida tiene
la forma (90° — @), (90° 4 @), (270° — &), (270° + @), O,
en radianes,

n n 3 3
(F~e) (F+e). (gn=a), (3a+a),
la denominacién de la funcion reducida cambia por la seme-
Janie: el seno past ol coseno y viceverse; la tangente pasa ala
cotangente y vicerersa, la secante, a la cosecanie y viceversa,

el signo del segundo miembro de las férmulas se escribe de
acuerdo al signo de la funcién reducida en el cuadrante dado.
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Ejemplos. 1) sen 100° = sen (90° + 10° = cos 10° El
ingulo de 100° se encuentra en el segundo cuadrante, donde
¢l seno tiene un valor positive.

2) 003300° = cos (270° + 30) = sen 30° = +-.

3) tg135°= tg{90° +'1.15q) = —Gtg%oz —1.
4) ctg%“:ctg (-—g—n+%) = -—tg%: —T;-ﬁ-.

§ 111{. Funciones trigonométricas de argumento numérico

Al estudiar la funcién del tipo y = az® (véase el § 52) se
indicé que esta funcién refleja diferentes fenémenos concre-
tos de nuestra vida, por ejemplo:

1) la ley de caida libre de un cuerpo en el vacio, en tal case,

z cs el tiempo, y es el camino recorrido, a = %;

2) la dependencia entre el rea del circulo y el radio; aqui,
z es el radio, y es el drea, el coeficiente a = m;

3) la resistencia del medio al movimiento de un cuerpo,
y = ka®, donde z es la velocidad, y es la fuerza de resisten-
cia.

En todos estos casos una de las magnitudes variables varié
proporcionalmente al cuadrado de la otra. Al estudiar mate-
méticamente la funcién y = az® nos abstraemos del sentido
fisico y geométrico de las variables y por las letras z e y
sobreentendemos nimeros. Andlogamente procedemos al
estudiar las funciones trigonométricas. El argumento z se
toma como un cierto nimero, en tal caso,

1) sen 0.5 significa el seno de un 4ngulo igual a 0,5 rad.
2) cos 1, 2 significa el coseno de un éngulo igual a 1,2 rad.
3) tg (cos ) = tg (—1) = —tg 1, donde tg 1 significa la
tangente de un angulo igual a un radian.

@ operinictoN. Se denomina funcién trigonométrica de argu-
mento numérico z la funcién (homénima) de un Angulo que
contiene x rad.

Observacién. Para hallar los valores del seno y del coseno de
argumento numérico al final del libro se da una tabla. Por
ella hallamos:
sen 0,75 = 0,6816,

cos 1,3 = 0,2675.



§ 112. Periodicidad de las funciones trigonométricas

—
Supougamos que el vector OM forma en lu circunferencia
unitaria un dngulo @ con el ejo Ox (lig. G6). 5i al argumento,
es decir, al dngulo & sumamos un namero enlero cualquiera

—F
de vueltas, el extremo del vector OM resultaré en el punto
anterior de la circunierencia, y por tal aumento del argu-
mento en un nimero entero de vueltas, el valor de las fun-
ciones trigonométricas no varia, cualquiera que sea el dngu-
lo inicial a.

@ cesINIcioN 4. Una funcién se llama periddica si existe un
némero, distinto de cero, cuya suma a cualquier valor del
argumento ne varia el valor de la funcién.

® oeeinicion 2. Se llama periods de una funcién*) el menor
nimero positivo, cuya suma a un valor cualquiera del argu-
mento no varfa el valor de la funcion.
Todas Jas funciones trigonométrices son periddicas, ademas
el periodo del seno, del coseno, de la secante y la cosecante
es igual a 2m, en tanto que para la tangente y la cotangente
el perfodo es igual a n (180°), lo que se aprecia de las fér-
mulas de reduceién.
La propiedad de periodicidad de la funcién f (z) se admite en
escribir del siguiente modo:

floy=flz+T)

donde T es el periodo de la funcién (fig. 88). -

Con respecto a las funciones trigonométricas, cuyes argu-
mentos designamos por z, la propiedad de periodicidad se
escribe asi:

sen (z - 2n) = sen z, cos (z + 21) = cos z,
tg(x+mn) =tgz, ciglz-a)=ctga

Observasién 1. Mediante el siguiente razonamiento se puede

comprobar que el perfodo de la funcién sen z es igual a 27
y no es menor. Supongames que existe un numero £ tal que

sen (z -+ ) =senz {1)

*) A veces por eperfodor e entiende un nimero positivo cualgulera,
distinto de cero, cuya suma a un valor cualquiera del argumento
no varia ¢l valor de la funcién. El menor nimero con tal propiedad
se llama periodo fundamentai.
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7 ) 7. -"'WTU Fig. 88.

7] %

para cualquier valor de 7. En tal ceso, para z = 0yz = -g-
de la identidad (1) se deduce:

o
sen l=0, sen (T'H] =1,
o bien
senl =0, cosl = 1.

El mencr dngulo positive [, cuyo seno es igual a cero y ¢l
coseno igual a 1, es el dngulo 2n (rad).

Observacién 2. El periodo no séle se puede sumar sl argu-
mento, sino también se le puede restar; ademads, se puede
sumar y restar del argumento cualquier ndmero entero de
perfodos:

sen {z + 2nk) = sen z, tg (z + nk) =

donde k& es un nimero entero cualquiera, indistintamente,
positive o negativo.

Ejemplos 1) sen(—330° = sen (—330° 4 360°) =
= sen 30° = —1. Aqui se sumé al argumento un perfodo.
2) sen 765° = sen (45° + 2.360°) = sen 45° = Y2,
En este ejemplo se restd del argumento dos pariodos

17: 17
3 tg— ") g~ + &u) =g 5-=V3.
Al argumento negativo [—-T”-) 86 le sumaron seis perfo-
dos (6x), lo que dio lugar al argumento pnsitivo%.
4) sen 1200° =sen (3.360° 4 120°) = sen 120° = sen 60° = VS.

§) sen (—5,8a) = sen (—5,6n 4 6n) = sen Q)dn =
= cos 0,1 =~ 0,305.
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§ 113. Curvas de las funciones trigonométricas

1. Curvas de las funciones y = sen x e 3 = cos x. Repre-
septemos graficamente la variacin de la funcidn y =
= sen z al variar el argumento z desde x = 0 hasta z =
= 21, o en radianes, desde 0° hasta 360°. Esto se puede
realizar sencillamente del modo siguiente:

Trazamos una circunferencia de radio unitario y la dividi-
mos en 16 partes iguales (fig. 89). A cada divisién de arco
corresponde un 4ngulo central de 22°30°, o en radianes,
%(rad). Por ¢l eje Ox vamos a llevar los dngulos

1t n n n ane
D, _é“r ! Tr BT TR re

ropresentindolos en forma de segmentos en la escala elegida.

En los puntos de divisién trazamos perpendiculares al eje
Oz y en ellas llevamos los valores del seno de los correspon-

dientes dngulos. Los valores del seno los hallamos por cons-.
teuccion, proyectando los puntos de divisién de la eireun-

forencia sobre el eje Oy y transportando las proyecciones

sobre las correspondientes perpendiculares. Por los extremos
de las perpendiculares trazamos una linea suave. La curva

obtenida se llama sinusoide o senoide. Hemos construido

g6lo una sondar de la sinusoide, correspondiente a la varia-

¢ién del argumento de 0 a 27, Debido a la periodicidad de
la funcién sen z, la ulterior variacién del argumento z en

ol intervalo de 2m a 4n da lugar a la formaci6n de la segunda
onda de la sinusoide, igual a la primera. Lo mismo ocurrird
si quisiésemos construir la parte de la curva que corresponde
a la variacion del argumento z desde O hasta —2x. La gra-
fica refleja la marcha de variacién de la fancién. De la gra-
fica se establecen ficilmente las propiedades de la funcién
y = sen .
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1) La funcién sen x estd definida para cualquier valor real
del argumento z, es decir, su campo de definicién son todos
los niimeros reales, admitidos como medida en radianes del
angule.

2) Todos los valores de la funcién sen z colman el segmento
f~1, 1], es decir, —1 <senz <1

3) La funcién es impar, puesto que sen (—z) = —sen z.
La curva es simétrica con respecto al origen de coordenadas.
4) En el intervalo (_T‘ ,—) la funcién sen T crece, va-
riando desde —1 hasta --1; en el intervalo ( i 3‘—;—)
la funcién sen z decrece desde 1 hasta —1.

5) La funcién alcanza su wvalor miximo para xm%,
- Z 424, o Zidm, ..., 2420k, donde k es un niimero

entero cualquwra, positivo, negativo y 0; en estos puntos
el seno es igual a
6) El seno ad qmere su valor minimo, igual a — 1, para z =

=_--5-2‘-, .-3-2‘--1—271; «%-{—43, ...y ¥, en general, para
z=—3+2ak.

7) La funcién se anula paraz = ... — 3x, —2x, —m,
0,nm, 2x, ...y, en general, paraz=nk (k=0, +1, +2,...).

Conoclendn la grifica de la funcién y = sen z se obtiene
facilmente la grafica de la funcién y = cos z. Utilicemos la
férmula

casz=san(x+%),

que se satisface para cualquier z real. De esta férmula se
deduce que en lugar del valor del coseno en el punto z se
puede tomar el valor del seno en el punto ::+—— , es decir,
que la gréifica de la funcién y = cos z gerf una sinusoide,
desplazada a lo largo del eje Oz en % hacia la izquierda (vé-

ase la fig. 90)*%).

De la gréfica establecemos las siguientes propiedades del
€0Seno.

1) La funcién cos x estd definida en todo el eje numérico,
puesto que a cada valor real de z, tomado como medida en

*) Sobre la transformacitn de la sinusoide véase més detalladamente
en el § 138,
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radianes del angulo, corresponde un valor completamente
determinado de} coseno.
:[2} ?l 1cionjunto de valores de la funcién colma el segmento

3) cos z es una funcién. par, puesto que cos (—z) = €08 Z;
la curva es simétrica con respecto al eje Oy.

4) La funeién cos z decrece en el intervalo (0, ), varidndose
desde 4 hasta — 1; en el intervalo (—n, 0) la funcién crece
desde —1 hasta 1.

- 5) El cos x alcanza el valor méximo, igual & 1, paraz = 0,
on, 4m, ..., 2nk; la funcién adquiere el valor minimo,
igual a-—4, en los puntos x, 3m, 5, . . ., @k +Dm k=
= 0.! :ti;ﬂ:z; e

6) La funcién se anula si el argumento z =-':— 2k 1 1),
k=0, 21, =2, ...
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2, Curvas de las funciones ¥y =igwx e ¢y =ctgx. En la
fig. 91 se muestra la grafica de la funcidn y = tg z, cons-
truida por el mismo método que la gréfica de la funcién
y = sén z. Propiedades de la funcién tg z:

1) La tangente es una funcién periédica de periodo x.

2) La funcién estd definida en todo el eje numérico,. con
excepcién de los puntos z:%, -g-:rr.,%n. i .-,%(2_&:4—1),
k=0, =1, 2, ...

3) tg z es una funcidn ilimitada, puesto: que puede tomar
cualquier valor tan grande como se quiera en magnitud
absoluta. .

4) La funcién es impar, puesto que tg (—z) = —tg z; en la
grafica se aprecia la simetria con respecto al origen de coor-
denadas.

5) tg« crece en los intervalos nk— %-( z << g- + nk.

6) La tangente no tiene valores miximo y minimo.

7} La funcién se anula para z = ak (k = 0; +1; £2; .. .).
En la fig. 92 se muestra la grifica de la funcién y = cig =z,
qué puede ser construida desplazando la gréfica de la fun-

cién y = g = hacia la izquierda a lo largo del eje Oz en %

con la aplicacién ulterior respecto al eje Oz, de acuerdo a la
férmula

cigr=—1tg [::-]—%) J

Constriyase individualmente esta grifica y formilese a base
de ella las propiedades de la cotangente.

Ejerciclos

1. Expresar en radianes la magnitud del dngulo que forman las
agujas del reloj cuando ellas indican las 2h, thl 8h.

2. Hallar la medida en radianes de los &ngulos:

£) 2% 2) 5% 38) 7°.5, 4) 12%5; 5) 22°,5; 6) 200° 7) 320°.

3. Hallar la medida en radianes de los dngulos:

1) 2700% 2} 7200°; 3) 10 000°,

4, Expresar en grados y minutos las magnitudes de los arcos cuyas
medidas en radianes ss expresan por numeros:

2 3n
n Fiad 93 gm0 linE

5. Dos éngulos de un tridngulo tienen 53° y 69°, Calcular en radianes
la magnitud del tercer dngulo del tridngulo.

6. Dos angulos de un tridngulo son de % rad y ?5-1 rad.
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Calcular de cudntos grados es el tercer éngulo.
7. jCual s la medida en radianes de los arcoss que componen las

siguientes partes de uns ch’cunfomnt-ia:%; ﬁ T TS 1; 4,75,

0,03, 0,005; 0,375

8. El arco de una circunferencia de radio # = 6 ¢m tiene una longi-
tud de 4,5 cm. ¢Cudl es la medida en radianes de este arco?

9, Utilizando la tabla convertir en radiames los dngulos:

1) 128% 279%  3) 118°,40'; 4) 250°20"; 5) 35207, 6) 168°15';
7) 56°18’; 8) 472°50'.

10. Utilizando la tabla convertir en grades los Angulos:

1) 0,4800: 2) 0,6510; 3) 1,2700; 4) 0,6270; 5) 1,3983; 8€) 0,0009;
7) 0.5000; 8) 2,8400.

{1, Hallar la longitud del arco de circunferencia si su radio es de
22,5 cm y su éngulo central, ds 40°30°.

12. El arco de circunferencia es de 200°. Determinar el radio de la
circunferencin si la longitud del arco es de 50 cm.

13. Hallar el fmrimetm y el drea del sector de circulo, cuyo radin
es de 15 cm, si el arco tiene 54°

14. Calcular el 4rea del segmento civcular limitado por un arco
de 45°44', sabiendo que el radio de la circunferencia es de 47,34 m.
15. Una rueda dentada tiene 80 dientes. Expresar en radianes el
fngulo de rotacién de la rueda cusndo eclla gira: 1) 30 dientes;
2) 25 dientes; 3) 40 dientes; 4) 200 dientes.

16. :Cuél ea la velocidad angular de un disco que gira a 300 r.p.m.?

17. La velocidad angular de unm arbol es de 42,3 ;-. Determinar

su ndmero de revolucionés por minuto.

18, Por construccién y medicidn directa en el circulo unitario (R = 1)
hallar las siguientes magnitudes:

1) sen 120°%; 2) ctg 60°; 3) com 75°% 4) tg 250°; 5) sen 225° 6) cos 160°,
19. (Verbalmente). ;Puede temer la funcién cos # en magnitud
absoluta un valor mayor que la unidad?

20. (Verbalmente). ¢En qué cuadrantes sen z y cos x tienen signos
iguales?

21. Demostrar la desigualdad

senz -4 cosz > 1; 0 < x << 90°

22, Determinar los signos de las siguientes expresiones:

1) sen 285% 2) ctg 252°30'; 3) cos 135°; 4) ig 327°20°.

23. Construir el menor Angulo positivo segin el valor dado de la
funcién trigonométrica y expresar el fingulo en radianes:

1) sen z = -g—: Deosz=—06; Htgz=12; 4 senzr=—0,T;
5) 1g z = —0,6.
24. ¢En qué limites puede variar el argumento x para que se cumplan
las giguientes. desigualdades (0 < z < 2n):
1) aenz-—-%—;’ 0; 2 ___21,{_'2_ +senz<<0; 3 ooe:-—% < 0
4) tgz—V320; 5 Vitgz+1<0; 6) ctgz41>0?
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25. Por el valor dado de una de las funciones trigonométricas caleu-
lar valores de las tres funciones restantes:

1) sen &= —0,6 (n(u(-‘?—) 1 2) "’““27/2'3 (%n(a{l—:)

3 tga=-y ; 4) olga=—2(80°< a < 180°)

26. Simplificar las expresiones
1) 58en 270° — 203 0° 4 3tg0°, 2) asennt ! heosn | tgm.

3H m l:oﬂ-;——ncos-;- -+ psen%n. 4) 2tg0° 4 Bcos 2107 —
— B gen 270°.

27. Reducir las funciones trigonométricas de los sigiientes -&ngulus
a las correspondienies funciones de dngulos sgudos:

1) sen 165% 2} cos 240% 3 tg 135% 41 cotg 240°, 5) cos315°

My te 200° 7) sen -f: n: B) cos %n: 9 tp ;—:1: 10y ctg% n.

28. Reducir las funciones trigonométricas de argumento negative
a funciones de argumento positivo:

1) sen (—300%; 2) cos (—400°: 3) tg (—960°; 4&) cig (- 3, 2n)
5) sen {—5,4n). 6) tg (—2,3n); 7) cos (—1250°%): B) ctg { - 4.3n).
29. Simplificar las siguientes expresiones:

1) ctg 675° cosec 280° — tg 1845° sen 460°;

2} cos = tg (180° -+~ 7} tg (270° — z) cosec (90° — V-

n
sen{m—z}tg (:—-z—) o =
3) . 41 sen e o

cos (-—-3-224—::) otg (n— )
5) sen 0,6 + cos® (—1,1n) sen 1,6
6) cos (—7,9n) tg {—-1,1n1) — sen 5,6m clg 4.4=x;

7) sen (A — 1) cos (A —2m) tg [-:- n— ,4) cosoe (5,57 + A);
8) [m' (5n4-0,3) + sen? (0.5-—% n) J sen (-%»— n ) :

9) sen (-%n—r-x) (sen%ﬂ—m%) 3
10) sen 170° cos 280° — sen 260° cos 10°— %:
11) tg (90° 4- B} + ctg (270° — B} — tg (480° — B) + ctg B:
12) ctg (z — 90°% [sen (z — 270°) — sen (480° — z)I.
30, Demostrar la justeza de las siguientes igualdades:

sen & {4cosa i {4clgia
Y e ;na VY fa—weia #ii—c_tgiF;
31 senla costo

i4etge 1-+iga

4) sen' @ + costa + sen mcost @ = 1;
3) etg? @ — cos? @ = cos® wctg® a;
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14-tgta .
¥ arega ¢
7) sen (A — 30°) + sen {4 4 150°) = 0;
8) cos (8 — 100°) = —sen (170° + B);

{-—sena i4senc LA
9 ]/i+aena FV 1=ema 2o (O<Q<T] '

10) sen a (2 cosec 4 ctg o) (coseca —2otga)=2sen e —3cig o

A cosztgiz :
i1 +'Tm' =35ecx;
12) 2{sen? A - cos® 4) —- 2 (sen* A + cost A) L+ 1 =0
13) (sen y + cosec y)* + (cos y +sec y) — (P y + ctg? ) = 7,
14) sen® 4 4- cos® 4 4 3sen* A cos* 4 = 1.
31. Partiendo de la representacién intuitiva sobre las variaciones
de las funciones trigonométricas en loa limites de la primera circun-
ferencia 10 < = < 2n), resolver las siguientes desigualdades utili-
zando el circulo trigonométrico (r = 1):

1) senz>0; 2) cosz < 0; 3) sen 2z < 0; 4) cosdz >0
Sitgz > W; &) senz)%; 7) cos2z < ?‘, B) l}(san:(?;

)] l;—2<wsz<l; 10) 0<tgs<vT§; 1) 0< sen (,_;__12.)(_% :

V3

i2)fsan:[<%; 13) %(cn@(x-»%—)(i; 1) |eos2e| <2,



LAPITULO X

TRANSFORMACIONES DE EXPRESIONES
TRIGONOMETRICAS

§ 114. Seno y coseno de la suma (resta) de dos dngulos

En el sistema de coordenadas rectangulares o cartesianas z0y
trazamos el rayo ON formando un dngulo & con el eje Ox,
y el rayo OP, formando un 4ngulo f con el rayo ON (fig. 93).

Sobre el rayo OP coustruimos el vector unitario (ﬂlr’f; desde
el punto M bajamos la perpendicular MM, sobre el rayo
ON. En tal caso,

—_ — —_—

OM = OM, + M M. (1)
Si

—_—

OM, = {xli yl};

—

MM = {2 Yz}

entonces

OM = {zy + T2, 11 + Yo }s

lo que se deduce de la igualdad (1) por el teorema del § 90.

Por eso
x4z

cos (@ -+p) mw'—“— 2+ 23 (2)
Pero,
&L= |OTJ, | cos a, (3)

— —
2y = | MM }cos (90° 4+ a) = —| MM | sen a.
Por lo tanto,
— —
cos (@4 B) = |OM, |cosa — | MM | sen . 4)
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Sin embargo, puesto que [OM, | =1.cosP, | MM | =
= {-sen B, finalmente tendremos:

(I} cos (@ + B) = cos e-cos f — sen -sen P.

El coseno de la suma de dos dngulos es igual al producio de
los cosenos de estos dngulos menos el producto de los senos de los
mismos drgulos.

Ejemplo. cos75° =cos {30° -+ 45° = cos 30°- cos 45° —
_Senaoa.sen45°=_v_3..ﬁ_l.ﬂ=_1{6_::[g_m

= 0,2588,

Hallamos la férmula para el seno de la suma de dos
angulos:

sen (o B) =T'—;ﬁﬁ;~ =Yty ®)

— —
pero, yy = |OM, |sena, yp = [ MM |sen (30° + &) =
—_—
= | MM |cosw, y por eso

sen (o + B) = | OM, |sen c + | MM | cos c. (6)

— —
Sustituyendo en la igualdad (B) | OM, |porcos By | MM |
por sen P, finalmente tendremos:
(II) sen (@ - f) = sen a-cos f + cos @ -sen B.
E1 seno de la suma de dos dngulos es igual al producto del seno
del primer dngulo por el coseno del segundo mds el producto
del coseno del primer dngulo por el seno del segundo.

Ejemplo. Dados: senaa-—f:-. cosﬂ=-1-, donde ¢ es del



segundo cuadrante, P es un éngulo agudo; hallar
sen (x + p). Tenemos que

cosa-_——-V‘I—-—g—z-——g;

16

aenﬁ-—-]/i—-%—-—-—lgi.

Por eso,
sen (o 4+ P) =senccosP+cosasen f=
3.4 Vi VE_ 3-2VR
4 3 4 3 12 i
Observacién. Las férmulas (I) y (II) se satisfacen para todos

fos valores de los éngulos @ y B, puesto que se basan en los
dos teoremas de proyecciones de un vector y dela suma vec-
torial sobre un eje; estos teoremas se cumplen para cual-
quier disposicién de los vectores con respecto al eje. La di-
ferencia de dos 4ngulos se puede representar en forma de
suma:

a—f=a+ (-

¥ por eso,

cos (@ — P) = cos [a + (—P)] = cos & cos (~—P) —sen & X
X sen (—f);

(IT1) cos (@ — B) = cos « cos f + sen @ sen P.

El coseno de la diferencia de dos dngulos es igual al producto
de los cosenos de ambos dngulos mds el producto de sus senos.
Ejemplo.
cos 15° = cos (45° — 30°) = cos 45°-cos 30° - sen-45° X
X sen'30°,
o VEY3 Vi _VE+VE
De un mode anélogo se puede obtener la formula para el
seno de la diferencia de dos éngulos:
sen (@ — B) = sen [a + (—B)) = sen a-cos (—=P) +
-+ cos - sen (—f),
(IV) sen (& — B) = sen @ cos f — cos o sen f.
El seno de la diferencia de dos dngulos es igual al producto

del seno del primer dngulo por el coseno del segundo menos el
producto del coseno del primer dngulo por el seno del segundo.
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Ejemplo.
sen 15° = sen (60°—45°) = sen 60°. cos 45° — sen 45°.cos 60° =

el J_gi_%:’i 4w VEVE 0,258,

§ 115. Producto escalar de dos vectores
expresados por sus coordenadas

Corrientemente los vectores se dan mediante sus coordenadas
{o por las proyecciones sobre un eje, lo que es lo mismo).
Por eso, es préactico expresar el producto escalar de dos vec-
tores por sus coordenadas.

=
Supongamos que el vector 04 = »; = {z;, y,} forma con
—

el eje Oz el angulo gy, el vector OB = r; = {x,, y,} formn
con el eje Oz el dngulo ¢, (fig. 94). En tal caso el angulo ¢
entre los vectores es igual a la diferencia ¢ = @, — o,.

Por definicién de producto escalar tenemos:

PiPg = Pyl €OS == Iy €08 (§a — ). (1)
Escribamos la igualdad (1) en la forma

7 -rg = 1y (COS @y cos @y + Sen ¢ sen p,) =

= T €08 (Py T3 €OS G + Iy SER @y -7, SEN (2)

De la defincién de las funciones trigonométricas se deduce que
Ty COS @y = &y, T2 €08 Py = Xy} Ty Sen gy = iy}
rySen ga =y, de donde »y -1y = 2.7y + ¥, Yo

El producto escalar de dos vectores es igual a la suma de los
productos de sus coordenadas homénimas.

Ejem plo 1. Calcular el producto escalar de log vectores
_— —

AB y CD, si A (2 5), B4 3), C(~5 1)y D (—1; 2.
Hallemos las coordenadas de cada vector:

—_ — —

AB = {ag5 — 24, Yp ~ Ya}i AB = {2; —2); €D = {4, 3};
—

AB.CD = 2.4 4 (—=2):3 = 2.

Ejem plo 2 Determinar la coordenada y del veclor ¢ =

= {3, y} de manera que los vectores @ y & = {4, —2),
sean, perpendiculares.
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Fig. 9.

Puesto que @ | b, entonces ¢ == %; €08 ;— =0, y por
eso el producto escalar se hace igual a cero,

ab =344 y(-2) =0

Por lo tanto,

y==6.

Observacién. En este ejemplo se utilizd la siguiente impor-

tante propiedad del producto escalar: de la perpendiculari-
dad de los vectores @ y b se deduce que @ -b = 0. También es
cierto lo reciproco: cuando el producto escalar se hace nulo
se deduce, que@ | b, si ninguno de los vectores @ o b es un
vector nulo.

§ 116. La tangente de la suma y de la diferencia

de

dos 4nguloes
Examinemos la tangente de un 4ngulo cualquiera como co-
ciente del seno de ese dngulo por su coseno:

sen (o +f) den @-coaffoosa-senf
ig(at+p)= cos{z 4 P) = eoac-cos p—sen ;-senf

sen o -co8 f cog &-58n fi

cos-cod f it cos-cosp _ tga--igh
T coga-cosf sena-senp  1—tge-tgh '
€08 &+ €08 08 o+ C08

__tga+tgf
O tele+B)=—"gaigr
La tangente de la suma de dos dngulos es igual a una fraccién,
cuyo numerador es la suma de las tangentes, Y ¢l denominador,
la diferencia entre la unidad y el producto de las tangentes de
estos dngulos.
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Ejemplo. Dados tgazé, Lgﬁ:%, ¢ y P son angu-
los agudos, hallar tg(a<-p). Tenemos que:
E i 4
]
tgla+p)=——"—"7—=1.
i_. .

o
4

v =
il =

Por lo tanto, o+ p=45°
Sustituyendo en la férmula (V) en &ngulo B por —p, obte-
nemos

gy igetig(—B tga—tigf
BB = e~ e e

_ gy lga—tgh

M we—f) =—Tuaier
La tangente de la diferencia de dos dngulos es igual ¢ una frac-
eidn, cuyo numerador es la diferencia de las tangentes, y el
denominador, la suma de la unidad y el producto de las tan-
gentes de estos dos dngulos.

Ejemplo,
o o 45° — tg 30°
1g 15° = tg (45 _30*’).:%:
V3
- i _83-V3 _ -V _12-6V3
=

1+1.% 3+V3 6

IS

=2-V3~0,2679,

Observacién. No hay necesidad de deducir y memorizar la
formula de la cotangente de la suma y la diferencia de dos
éingulos; para ello es suficiente servirse de que

(@) =5 o

§ 117. Funciones trigonométricas de argumento doble
Veamos el caso particular de la férmula de adicién:

sen (& < B) = sen & cos f + sen P cos
para p = @; en tal caso tendremos
gen (@ 4 @) = sen ¢ cos @ - Sen @ cos &,
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o bien

(I) sen 2o = 2 sen & cos «.

El seno de un dngulo doble es igual al producto doblado del
seno del dngulo dado por su coseno.

Ejemplo. senazé, G_<a<-—§—. Hallar sen 2a.

sen 2a | 2 =2senacosa | 2=
Een uﬂﬁﬂ?

A continuacidn, de la formula

cos (@ + P) = cos ct cos f — sen a sen f§
para & = f se deduce que
(IT) cos 2e¢ = cos® @ — sen® a.

El coseno de un dngulo doble es igual al cuadrade del cosene
del dngulo dado menos el cuadrado de su seno.

Ejemplo. 1. wsi20°=cns‘60°—sen'60°=%--§—=
= -—%. De esto nos persuadimos también asi:
¢03120° = cos (180°— 60°) = —c0s 80° = — ..

Ejemplo 2 Dado sena:%, 0<a<90%
hallar cos 2.
co8 2 = cos® @ —sen® a = 1 —sen®a—sen'a;
9 1
cos 2 | 3 =1—23en‘a}mu_f_= 1—2.g=—%"

aen G—-i-

Si en la férmula

tg(a+p)=Eet il

ponemos §=a, obtendremos

(1) tgh:-&%(tga;ei 1).



La tangente de un dngulo doble es igual a la tangente doblada
del dngulo dado dividido por la diferencia entre la unidad
y el cuadrade de la tangente de dicho dnguio.

Ejemplo. Dado tga=%. 0<a<—;~. hallar tg 2a.

2tga __ 3 _ 1
ngaltgun— 1i—1gta r.ga.‘-———g-—i___g = 5
4

Observacion. Todo éngule es el doble con respecto a la
mitad de dicho dngule, como, por ejemplo, & lo es con

r&spectc a l i 1o es con respecto a -%- , 9 lo es con
a+p

respeclo a —, {x+B) lo es con respecto a 3 ete.
Ejemplos,
1) sen 3z =2sen %’-msa—;,
@ @
2) cosa = cos? T—sen‘ 7
3) sen (& f) =2sen a+ﬁ cos — i
i I
2ig7=
‘1—tg‘ﬁ'

§ 118. Funciones trigonométricas de argumento medio

Vamos a partir de las siguientes dos identidades

1=cos’%+sen’-g~. 1
P v )
msa=ms“T-~san'?.

Sumando miembro a miembro estas dos identidades, y, luego
restando de la primera la segunda, obtenemos:

1+cnsa=2cos‘-%°—, (2)

1-—cosa = 2sen® - (3)

2
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De la férmula (2) hallamos que cos—-f--, ¥ de la férmula

(3), sen % :

) m-——-— :l:.l/i+eoau

o T—coso

Dividimos miembro a miembro la igualdad (II) por la (I):

() tg—=:t]/-:_::::: .

Las férmulas (I), (II) y (IIl) expresan el coseno, el seno
y la tangente del dngulo medio por el coseno de un
angulo entero.

Sj se sabe en que cuadrante termina el éngulo%, anta el

radical se toma el correspondiente signo, en caso contrario
se conserva el signo doble.

Ejemplo. 1. Caleular sin las tablas sen = . El dngulo

8
= es la mitad del dngulo -, ademés ma—}-:-lg—-%, por

'Vi—t.mai 1—ﬁ
sen%—_- 3 % 22’ =%|/2—]/-2_;

-;—;— es un angulo agudo, por eso ante el radical se ha tomado
el signo mas.

Ejemplo. 2. Dado sen a=—%, n<a<%u. caleular
el wa— Al principio hallamos cos o:

1
€08 @ = — 1—?,

V8

cos = '-'—'

(se ha ‘wmado el signo menos porque el dngulo ¢ termina
en el tercer cuadrante, donde el coseno es negativo);
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. & .
el semidngulo =~ termina en el segundo cuadrante, por
30

- 14cusa
008 5 = —I/—‘f——

=)
=

« 3-8 .
wu—2~=—-]/ g ~—10,1691.

Ejemplo 3. Calcular tg15°

Utilizamos la formula (111), considerando el dngulo de 15°
como la mitad del dngulo de 30°:

V3
1150 = |/ e /-‘_ 2 _4/2=V3 _
TV s ‘]/ 1+1/§. T V243
2

]/ (2— V3 5
-V3he+Vy v

Parala tangentedel 4ngulo medio en lugar de laférmula (111)
se pueden deducir otras dos, m4s convenientes para calcular
Yy que no contieren radicales:

:=1en-i Zaen“-i
' o 2 2 {i—cosa
(Ir’) g5= C o a  senaz '
cos == zcosTsen—z-—
0 bien
senu 2sena 0 2
o T TEST an @
() g =—= A T
08 5 2ma'-i-—

Conviene hacer noter que senc. y tg—- tienen el mismo
signo.
224



Ejemplo.

n Ve
.- i S ey R
8 5 V2 %
Sen=g g%

=ﬁ%l=ﬁ.—1  0,414.

§ 119. Expresién del seno y del coseno
por Ia tangente del semiingulo

Al demostrar las identidades trigonométricas y al resolver
laz ecuaciones trigonométricas, al igual que en otros casos,
son bastante convenientes las férmulas que expresan el

sen-a y cosa por la tg%-:
o o
QsenTcOBT

o€ o
sena = Zscn-z—cosT—

wa‘i-‘;—-l-aen“%

2500 - cos 2
senzcosz

<% 3
_ sl gy
- o QT
2 — 2 — o
cos? = sen?— 14192 =
; a o
cos 5~ cost 3~
2tg%
() sen o = —mmtem,
1+tg’T

El seno de un dngulo es igual a la tangenie doblada de la miiad
de este dngulo dividida por la suma de la unidad y el cuadrado
de la tangente del semidngulo.

Ejemplo. Caleular sena, si tg%=2:

[+4
2lg 2.2

[+ 2
{4 tp? —
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Andlogamente expresamos el cose por la tg-%-:
et B g O
0030 = 008" -5 — sin® — =

@ o o
coaz-:!——sanﬁT ‘l—tg’T .

=

e, a a '
At § — —
cos? 7 Ten? 14-1g2 5

1—1g2 5
{H} CCISCI'-#_—-E—.
141gt =

Dividiendo miembro a miembro la igualdad (I} por la (II)
hallamos:
@

2 I'KT

() tga= —e——r.
1—tg? 3

Las férmulas (1), (IT), (III) son interesantes, pues sus segun-
dos miembros no tienen radicales, por eso se dice que el
seno, el coseno y la tangente se expresan racionalmente por
la tangente del semidngulo; los valores de las otras tres
funciones trigonométricas, la cotangente, la secante y la
cosecante, son de magnitud inversa a los valores de la tan-
gente, el coseno y el seno respectivamente, y, por eso, tam-

bién se expresan racionalmente por la tg%'-.

Ejemplo. Dada la tgz=_£, O<z<-},hallarelsan4;.
En primer lugar hallamos sen 2z y cos 2z:

21gz 3 12
sen2y—=—"58"__ = —_—
t 1
14-tgis S 1+% 1
L 9
A—tgtz —F 5
00523-':———' PG S .
14t 9 13
P et 14

El éngulo 4z es doble con respecto al dngulo 2z, y por éso,
sen 4z = 2 sen 2z -cos 2z.

Sustituyendo en esta igualdad sen 2z y cos 2z por sus valo-
res, obtendremos
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§ 120. Ejemplos de demostracién de identidades

Ejemplo 1. Demostrar que
i4tgatgh costo—p)

1—~tgaigh = cos{z+p)’

Reducimos el segunde miembro al primero
co8 (& —f) coscos 4 sencsenp
Co3(a ) oS cecosp--sen asenp
cos o cos fi sen ce 3en §
_ cosacodf cosacosfh  i4-tpoigh
Cosacosfp senasenp  i—igatgh”
COS % COS p | COS G eus )

Ejemplo 2. Demostrar la identidad
14 sen 2o =V§cus (i—a).

cosg4%en o &

Reducimos el primer miembro al segundo
14sen2z _ SenladcosPaiZsencdosa

csasena CO08 ¢+ 90N o -

__ {cos & +-sen o)

= o 4 sen o=
cosa--sena s

=VZ [—&E«wsa+—]-}1i—aena)'=

=V2 (cos—:—cnsa +sen -’i» sena) =1 2Zcos (% —a) ’

§ 121, Transformaciones de la suma y de la diferencia
de las funciones trigonométricas en producto
y transformaciones inversas

1. Transformacion de la suma y de la diferencia de dos

8enos:
sen {o + P) = sen a-cos  + cos a-sen B,
sen (@ — P) = sen a.cos p — cos a-sen fi. }

(1)

Sumando miembro a miembro las igualdades (1), y luegu
restando de la primera la segunda, obtendremos

sen (& + B) + sen (¢ — B) = 2sen « cos fi, (2)
sen (& + P) — sen (@ ~ B) = 2sen P cos @ (3)
Ponemos:

at+p=2za—-p=y *)
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Sumando miembre a miembro y después restando las igual-
dades (4), lendremos que

o= ar-‘l-y ’ 5:..’.}2'_ (5)
En las nuevas desiguaciones las igualdades (2) y (3) final-
mente toman la forma

x+y —y
2 1
—I—y

(1) senz-|-seny=2sen —=

co.sx

(I} sen z—seny = 2sen = 2
La igualdad (I) corrientemente se formula asi: la suma de
los senos de dos drgulos es igual al producto doblade del seno
de la semisuma por el coseno de la semidiferencia de estos dn-

gulos.

Ejemplos.
1) sen 40°-+ sen 50° = 2 sen 40‘-;50“ cos 40°—£5|J" s
= 2sen 45°- c0s 5° =}/ 2 cos 5°
L T
-+ 22—
2) Wﬂ%*f‘*“ (2x ’;):25911 - - 4_ conx
F—utg

=2sen (z _TB') cos (z —

Andlogamente se lee la férmula (I1): la d:.fermcia de los
senos de dos dngulos es igual al producio doblado del seno de la
semidiferencia por el coseno de la semisuma de estos dngulos.

2

Ejemplos.

1) sen75°—sen 15°= 2sen

750 15° 75 4150
3 - COS ) =

— 2sen 30°cos 457 = L2 ;
2) sen (2 ) —sen (z—2) =

n 2
gl ST ,.t_..ff_.f.:_.{’f..
. 3 3 3 E]
=2sen 3 €08 3 -

szsen% €08 (z--:.—) =2cos (::—-T’F) 5
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2. Transformacién-de la suma y de la diferencia de dos
eosenos. Tenemos

¢os (e -+ B) = cos - cos f—senc-sen f, }

cos{c.— B) = cos a.-cos f+-sen o - sen f. ®)
Sumando y restando las igualdades (6), obtendremos:
cos (o0 + PB) + cos (z ~ B) = 2cos a-cos P, (7)
cos (@ + B) — cos (@ — B) = —2sen c-sen B, (8)
o en lag notaciones (5}

T4y I—y
g AT

(III) cosz-+ cosy=2co8

z—y

-
La suma de los cosenos de dos dngulos es igual al producto
doblado del coseno de la semisuma por el coseno de la semidi-
ferencia de estos dngulos.
De manera semejante se puede leer también la férmula (IV}).

(IV) cosz—cosy = ~—2sen ’_“2*;‘;'.. sen

Ejemplos.
1) cos 35°+ cos 25° = 2 cos

—2¢0330° co55° =V 3 cos 5%
2) cos [2:—{—)—005[;-}-%) -

25° 4 36° 35025
7 « CO8 3 =

-2 (- F) ~2mFan (F-5).

3. Transformacién de la suma y de la diferencia de dos
tangentes. Si cosz 550, cosy =0, tendremos:

sen x seny _ Senpz-cosy-f-seny.co8sr

tgz+tgy=cns:+co:y . C0S 2:CO3
__sen(z+u}
T coszecosy
De un modo semejante se puede transformar la diferencia:
__ sen {z—y)
tgz—tgy= COSZCOSYy
Ejemplo.
o o__ sen §T5°—15°) ___senB0®
1g75°—1tg 15°= cos 75°cos 15° o0 715° cos 15°

i OV L |

= TZcos75°cos15°  2sen 15° cos 15°
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4. Transformacién del producto en upa suma algebraica.
Cada una de las igualdades (2), (3), (7) y (8) se puede leer
tanto de izquierda a derecha como en sentido contrario.
Cada miembro de estas igualdades lo dividimos previamente
por 2, y luego los escribimos en el orden inverso, obtendre-
mos:

Sen & cos B=%[sﬁn (e 4 B) + sen (e —P)],
sen P cos ot = % fsen (o + §)—sen {a—fi)),
cosa cosP =—;—[cos{0= +B) 4 cos (@ —P)1,

seno sen = —-—{cos (e + )~ cos (o).

o

122. Introduceién de un dngulo auxiliar

Frecuentemente al transformar expresiones trigonométricas
se utiliza lo que se denomina método de introduccion de un
ingulo auxiliar.

LLjemplo 1. Transiormar en producto 1 4+ 2 cos a.
Sacamos el factor 2 fuera de paréntesis:

‘l+2casa=2(1+cosa) =2(cos60°+ cosa) =

GU°+0:

= 4-cos cos

% —4 cos [3{}" +-—) cos [30"-—) "
Ejemplo 2. Transformar en producto 1—3 tg?z:

‘1—3|.g3.'r=-.3(-;——tg‘z) =3 (tg’%—tg‘z) =

o (§os)m (544)

cos® x

=3 (lg—’[:——tgx) (tg-g—thg.r) =4

Ejemplo 3. Transformar }/ a®+b* en producto mediante
un éngulo auxiliar. Sacamos el factor ¢ fuera de la radical:

Va’+b’-]/a’(1+ =|a |]/i+

=le|V1+ 'tpﬂfasewl.
donde tgm:—%—.
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Ejemplo 4 Hallar el valor méxime de la suma
sen z - cos I:

senx - cosx= ]/E (--L—sen x+-—-i-- cos :c] =

Ve V2
=V 2 (cos 45°-sen 2 4 sen 45°-cos ) = V2 sen (z + 45%).

Puesto que el valor méximo, que puede adquirir sen (24-45°),
es igual a la unidad, tendremos que el valor miximo de

la suma de senz--cosz es igual a J' 2.

123. Ejemplos de transformacién
expresiones trigonométricas

En este parrafo se dan ejemplos de transformaciones trigo-
nométricas més complejas.
Ejemplo 1. Transformar en producto

sen 9z sen 4x + sen 4z sen 3x — sen 2z sen .
Utilizameos la identidad

sen 4 sen B=~%—[cos (A~ B)—cos (A4 B)};
en tal caso

sen 5z sen 4z = -;-(cos z—ocos 9z1),
sen 4z sen 3z = % {cosz—cos Tz),

sen 2z sen =—;—(ons.z—cos3x).

La suma inicial toma la forma
—;— (cos z—cos 9z 4 cos z—cos Tx—cos z + cos 3z) =

r—% (cos z -+ cos 3z}—~—;~(cos Tz -+ cos 9z) =

= ¢08 2z €0s 2 — cos 8z cos z = cos 7 (cos 2z —cos Bx) =
==c0s z 2 sen fr sen 3z = 2 sen 5z sen 3z cos z.

Ejemplo 2 Demostrar la identidad

4sen a sen (60° — &) sen (60° + @) = sen 3a.

Reducimos el primer miembro al segundo mediante la trans-
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formacién del producto de dos senos en una diferencia de
cosenos:

4een o sen (00° — a)-sen (60" 4 o) =
- 2gen a-2sen (60° — e) -sen (60° + a) =

= 2sen & (cos 2 — cos 120%) == 2sen o (cos 200 -{-%] =

== 2sen o cos 2o + sen @ = sen 3o — sen o - sen o =
= sen Ja.

Ejemplo 3. Demoestrar que
(1+tga)(1-+-1gh)=2, siat+p=T.

Lixpresemos el dngulo B por a: ﬁ:%—rx: en tal caso

tgﬁ:tg(%—-a]= :::g: . El primer miembro de la

igualdad toma la forma
] 2
(1+1ga) (1 +47 5% 1+t::)~-{1+tga)- s =2

Ejemplo 4. Demostrar que
sen®oe=senf (seny4-senf), si a+f+y=n y a=2f.
Transformemos el sepunde miembro y reduzcdmoslo al pri-

mero, teniendo en cuenta que 3-_—%. En tal caso

scuﬁ{senﬂ,’— -sen fi) = so %[sen (ﬂ cr,-v-——) - san—] =
=sen - 2501‘1[—2— ] .68 (——a)

:23&11,—(‘05'— cgen o =sen’ @.

2 2
e ——
senc

§ 124. Ecuaciones trigonométricas elementales

® pervicion 4, Una ecuacién se llama frigonoméirica si ella
contiene la incégnita sélo bajo los signos de las funciones
trigonométricas.

Ejemplos. 1) sen‘x+cosx—i = {;

gz +etgle=

3) cos 3z +sen z = 0.

La ecuacién tg  — 2z + 1 = 0 no se puede llamar trigono-~
métrica. En ésta la incdgnita z se encuentra no sélo bajo el
signo de tangente, sino también sin el signo de funcidn trj-
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gonométrica. Estas ecuaciones por ahora no las estudiaremos.
@ DEFINICION 2. Resolver una ecuacién trigonométrica signi-

fica hallar todos los édngulos que salisfacen dicha ecuacién,

es decir, que reducen la ecuacién a una igualdad después

de la sustitucién de la incégnita.

Asf, por ejemplo, la ecuacién

sen x — cosx =0
ki
4

rable de otras raices; todas ellas estin contenidas en la
formula

tiens la raiz z = =, ‘'pero tiene también un conjunio inume-

I=%+ﬂk.

donde k es un nimero entero cualquiera, positivo, negativo
v 0, es decir, £ =0, £1, £2, +3, ...

Resolvamos en primer lugar 8 ecuaciones elementales que se
encuentran con frecuencia

1) sen z = 0.

Puesto que sen 0° =0, sen 180° =0, sen 360° = 0,
sen 540° = 0, etc., asf como sen (—180) = 0, sen (—360°)=
=0, sen (—540°) = 0, etc., tendremos que los #ngulos
...—540°, —360°, —180°, 0°, 180°, 360°, 540°, . . . son solu-
ciones de la ecuacién sen z = 0. Todos estos angulos se
pueden escribir en la forma

z = 180° k, donde k =0, =1, =2, ...,

o en radianes x = mk, donde &k = 0, =1, +2, ...,

Si se ha dado la ecuacién

senzcosz =0,

ésta se puede resolver asi: multiplicando ambos miembros

por 2, obtendremos
2senreosxz = 0, 6 sen 2z = 0,

de donde 2z =gk, y z=£;-:—. donde k=0, +1, 42, ...
2 tgz =0

Puesto que tg # = 0 y sen z = 0 para iguales valores de z,
tendremos gque tgz = 0 para 2 = 180° k (z = =k), donde

k=00 ﬂ:l; :ﬂ:z‘ .
3) cosz = 0.

n tud 3n
Puesto que MST=0' cos (“+T)=‘MT=O‘
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cos(2:'c+%) =cosi,:-=0, €08 (3:: -{%) =10, ete.,

asi como cos [ *w;l] =0, cos ( _i_“) =0, cos (_%’.". =
=0, tendremos que los Angulos

5t 8 & g 3 5n
HATUET TR MW e

son soluciones de dicha ecuacién. Todos estos 4ngulos
estdn contenidos en la férmula

z=T 4k, donde k=0, +1, £2, +3, ...

Si se ha dado la ecuacién tg*z=1, la resolvemos del
siguiente modo:

2.4 __q. Sentz . Semfr—ces?zr o
tptr—1=0; e —1=0 ——— =0

cost z
cos? r—send z =0, S®2 _,
cost gz T Teostz

La fraccion se hace cero cuando su numerador es nulo. a
condicién de que el denominador sea distinte de cero. En
este ejemplo cos x5 0 (en caso contrario no existirfa la
tg z). De este modo,

cos 2r — 0,

De aqui 2=+ nk, y 2=+, donde k=0, =1,
+2, 23,0

4) ctg z = (.

Puesto que cig 2 = 0 y cos x = 0 para iguales valores de z,
tendremos que ctgz = 0 siz =2 4 nk, donde & =0,
1, 2, +3, ... :

5)senz =1

Puesto que sen 90° = 1, sen (90° 4 360%) =1,

sen (90° = 2.3680% =1, sen (00° + 3.360%) =1, .. .,

sen {90° 4 £.360°) = 1, donde k = 0, 1, 2, &3, ...,
tendremos que los 4ngulos = = 90° + 360° k (¢ = 5 + 2k),
donde & = 0, 1, =2, +3, ... son las soluciones de la
ecuacidn sen z = 1. Si se ha dado la ecnacidn

sen 3z cos 3z = -%—
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la podemos resolver del siguiente modo:
2sen 3z cos Jxr =1, 6 sen bz =1,

b T nk
de donde 6x=~2-—+—231k, Yy r=gz+-3
B) sen 2= —1.
Puesto que sen[w—’;) = —1, sen (-—%+2n)= -1,
sen (—%4—41‘:) = —1, ..., sen (-—%4— k-2=‘:)= -1,

tendremos que senz= —1 para z=ﬂ-’§‘-+2:dc. donde
k=0, +1, +2, ...

7eosz = 1.
Puesto que cos 0° = 1, cos (£360°) = 1, cos (2-360°) =
=1, cos (+3-360") =1, ..., cos (4~.360%) =1, tendre-

mos que cosz == 1, cuando z = 360°%k, donde k& =
=0, =1, +2, 43, ...

8) cosz = —1.

Puesto que cos (+n) = —1, cos (£a -+ 2a) = —1, .. .,
. +y €08 (= 4 2kn) = —1, tendremos que las soluciones

de la ecuacién cos x = —1 tiene la forma

z =x 4 2nk, donde k =0, +1, +2, £3, ...
Examinemos algunos ejemplos més de ecuaciones trigono-
métricas elementales, en los cuales los argumentos de las
funciones trigonométricas tienen una forma més compleja
que la de los sjemplos 1) — 8).

3 i) n e
a) ws(-fx -,—T]_—‘i.
Utilizando la resolucién del ejemplo 8) se puede escribir;
vzt T =2kt 1),
de donde
2= —F + 22k 4 1), donde k=0, =1, =2, +3, ...

b) sen(75°—3) = — 1.

Debido a la imparidad de la funcién ser z se puede cam-
biar el signo del argumento y de 1a funcién, es decir, en
lugar de la ecuaci6n dada, resolver la ecuacidn equiva-
lente a ella

sen (%—75") =1.
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Siguiendo la resolucién del ejemplo 5), obtendremos:
%—75" =90°4-360° -k,

de donde

z = 330° + 360°.2k, donde k=0, +1, +2, =+3, ...

c) sen (33:—-—%) =0.

Utilizando la resolucién del ejemplo 1), se puede escribir:
3?.—-;—:)'[]{,

de donde

z=%+—g—k‘ donde k=0, +=1, £2, £3, ...

En general el hallazgo de las soluciones de casi toda ecua-
cion trigonométrica, al fin de cuentas, se reduce a hallar
las soluciones de las ecuaciones elementales de tipo:

fYsenz=mobsenkz=m, |m|<1;
2Qcosa=mbeoskz=m, |m|<1;
3) tgz=m b tghkzr =m, m es un nimero cualquiera.

§ 125. Tipo general de &ngulos correspondientes
al valor dado de la funcién trigonométrica

Ejemplo i.senz=-%-.

Un 4ngulo elemental cuyo seno es igual a%es el éngulo%
(6 de 30°); ademds, en el segundo cuadrante hay otro dngulo
cuyo seno tiene el mismo valor: m —%—:%. Todos los
demiés 4ngulos se hallan sumando a éstos un nimero entero
cualquiera de periodos; obtendremos dos tipos de &ngulos:

3=+ 2km, (1)
fy= g b 2k — o 2k = — T (2K 1),

Zy= — gt (2k+-1). vy
Sefialemos que para todo entero k el nimero 2k es par, y el
niimero (2% + 1) es impar. Los dngulos, determinados por

la férmula (1), son iguales al dngulo elemental% mis el
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dngulo zt, tomadoe un nimero par de veces. Los 4ngulos, que
entran en la férmula (2), estin formados por 4ngulo m toma-
do un nimero impar de veces menos el dngulo elemental.
La férmula

n
z=(-1}“?+nn (3
contiene en si ambos tipos de dngules, es decir, une las dos
férmulas anteriores en una, puesto que cuando n = 2%k,
obtendremos
g (— 1) Tt 2k =+ 2nk,

que son los angulos dados por la f6rmula (1); para n=
=2k 41 tendremos

g=(—1)H. 2 a2+ 1) = — 5+ (2+1)

que son los dngulos contenidos en la férmula (2).

Ejemplo 2. senZzzlzq.

Eil menor 4ngulo positivo que satisface la ecuacidn es
= Dor eso

2z=3(—1)" +ak,

donde k=0, +=1, +2, ...; de donde

z-—-— —1) -|-—-k

i

& =
Ejemplo 3. sen N =—y—.

Para el valor negatwo dado del seno tomamos el dngulo
elemental _T todos los dngulos estdn contenides en la
formula

%:—%(-—1;"4—:1?:.
donde k=0, +1, +2, ..., de donde
2= = (— 1) 4 2k = G- (— 1) 4 2nk.
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Ejemplo 4. senpzr=0 (ps10).
El dngulo elemental es 0. Por eso,

pr=nk, 6 .rznTk k=0, £1, £2,...)

Ejemplo § ci:ls.r—]‘2
El menor &ngule posttwo que satisface la ecuacién dada es
%. Puesto que el coseno ez una funcién par, tendremos

que el dngulo —% también es una solucion de dicha acua-

cién; Lodos los 4ngulos rectantes se obtienen sumando a estos
_ dos 4ngulos fundamentales un némero entero cualquicra de
periodos. Obtendremos la férmula general

=+ T4k (k=0, 1, £2, ...).

Ejemplo 6. coshm—%.

El menor dngulo positivo es igual a ZTT, ¥y por eso,
2=+ 2 +2nk,
:,::t%-i-n:k (k=0, +£1, +£2, £3, ...).

Ejemplo 7. cos3z=0.
El coseno se hace nulo si el argumento 3z es igual a %,

%’f-, ET“, etc. La forma general de tales dngulos es

F(@k+1) (=0, £1, +£2, ...)
Por lo tanto,

3z == 5 (2-+1), x=%(2k+1).

Ejemplo 8. tgr=—
jemp 4 V

En los limites de la primera semicircunferencia se tiene
s6lo un éngulo, correspondiente al valor de la tangente;

igual a V— Este dngulo es -’5- Todos los 4ngulos res-
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tantes se obtienen sumandole un niimero entero de- perfodos
de manera que

z=gtak (k=0, £1, +2, £3, ...).

Ejemplo 9. tg-zg«s —V'3. Resolucién:
2z

F=—gtak (k=0, £1, £2, £3, ...,
= —%—}—-g-ﬂir.

Ejemplo 10. sen (2::-—1,5}:%,

b3
22— 15=2(—1) +ak (k=0, £1, ...),

2z =T (— 1)+ k41,5,

PN S U
z=g - (— 1)+ 5 k+0,75.

§ 126, Ejemplos de ecuaciones trigonométricas
mis complejas

Ejemplo 1. VZsen®z + cosz = 0.

En dicha ecuacién hay dos funciones de igual argumento,
por eso expresamos sen* z por el coseno de manera que la
ecuacién contenga sélo una funcién (cos z):

V2 (1 — costz) + cosz = 0.

Se ha obtenido una ecuacién cuadritica respecto a cos z:
VZecostz —cosz — |2 =0

de donde

(cos z) R O e
RV ez vz’

x,:gc%:urznk k=0, =1, +2, ...):

cos z, = —a
T 2VE

lo que no da solucion.

Ejemplo 2 sen2x+cosz = 0.
Reducimos la funcién a un argumento:

2sen rcosx 4 cos z =0,

=} 3>1,
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Descompongames el primer miembro en factores
cos z (2sen z -+ 1) = 0.
Igualamos cada factor a cero:

1) cosz=0, zy=5 (2k+1) (k=0, £1, £2, ...}

2) 2senz+41=0, senz= —-.i—, zzz%(—1)“+1+nk
k=0, £1, £2, ...)

Ejemplo 3. 2sen*2z —1 =0
A pesar de que esta ecuacion se resuelve ficilmente con res-

pecto a sen 2z [sen 2r=+ _._‘..2..] ; sin emhargo, es més con-

veniente sustituir 2sen® 2z por 1 — cos 4z.
Tendremos

1—cosdz—1=0,
cosdz=0; 4r=7 (2k+1),

z=%3(Ck+1) (k=0,%1, ...).

n+tz =0,

Ljemplo 4 1—cos(n—z)+sen >

Puesto que cos (1 —z)= —co8 z, sen (%4—%) ==c.os-;-, la
ecuacién toma la forma
1+cosz+cos-§-=0,
x T

2ms’~2-+c05?=0.

x z =
cosT(2cos-2—+l)=0,
1) cos5=0, -%:%(2};.1,1)'
oy=n(2k+1) (=0, 1, ...}

] z 1 2

2) 2503-2--}-1'.—.0‘ cos T==T -;—-.—:j;?n+2nk,
T=tanthnk (=0, £1, ...).

A Ejercicios
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hallar: 1) sen (« -+ B); 2) sen (a — B); 3) cos (@ 4 B); 4) cos (a — B);
5) tg (& + B); 6) tg (@ — B).
Z.tga=—24 g P = 1_5; %u <o <2t n<P 4%5.-..
Caleular cos (@ — f) y sen (= + f).
3. Simplificar las siguientes expresiones:
1) cos (@ — &) — 2 cos a cos b — 2 sen a sen b;
2) sen (45° 4 o) sen (45° — a) + cos (45° 4 @) cos (45° — @),
3) cos z + co9 {120° + 2) + cos (240° 4+ 7) 4 sen ;
- tgy

1
4) T+ igztey (cos z¢O8 ¥ --sen x sen y);
5 sep o __sena& 7 1—ig?a |
) cosa—sen o | cosa-+sene ' } g
1—cos 2o
- 2q: LS fig
6) 1--cos 20 — 2 sen? a; 8) TTenia"
4. Dados tgu:-_}: tgﬁ:%: o y B son ingulos agudos. Hallar:
1) tg (2o +£)
2) sen 2a; 3) cos 4oy 4) sen (2o — B}, 5) cos%; 6) san%.
5, Dado tg i,:-='|/i—t; 0<La<™: hallar 1) sena; 2) cosa;
3) tg e,
6. Demostrar las identidades:
2s5en x4 sen 2x

x .
) Tenz—seniz =elgh 34
2) co5 A4 008 (120° — A) - cos (120°- A4} =0;

3) tg (%4-:] —tg (-2...:) =2 tg2s;

R iASe o) — . SenZa
) 11 5 —a) = e
cos 2 b e

5 Toseza — 8@~

8% g, —sen’ o
ﬁ} .L—.—=msa—sena,;
{4senccosa

n 1—sendz
n WS(T_%) T fsondz '

8) __.1.1'_939.2_“-—_1/51:08 (—1‘——0‘.):

co8 o sen @
senzx
9) = =1+ecoszx;
senz—codxtg 5
10) 2cos? y+fcosy—1=2 cosa—;cos -g—;

1) gz |-tgy4-tgz=1gzigytgs si z-bytr=u
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12) sena +senfi-seay =4 cns%cm%cm%. si a+ft+y=mm.

7. Dados sen cc=-:j§-‘ sen ﬁ=-;—. a y f son dngulos agudos; hallar:

1) sen (2a—+2f); 2) cos2(a—f).

8, Caleular cos 2z, si el anguly z satisface la correlacién

g z—algr+i=0; 0z (%.

9. Resolver las ecuaciones:
1) 3sen r=2co8® r; 4) sen 2x==({cos z—son z)?;
2) senz-| costx :‘aif H 5) sen‘:——cos'::%;
3) sen 2z =c0s 2z,

0) sen (x-30°) 4 cos (x—30°) =0;

7) sen 2z ¢08 z - cos 2z sen z =0,

8) sen (x +-%) + sen (—g-—;) =-;—:

9) sen (x—{--g-) +cos (z+%)=z csta
Wt riensh 13) otg (5 a~z) :ctg =
11) sen (x—i,:-)+sen%= {

e =3
uson(f‘l"z_)' 14) 2sen? (.%___3-)=_,c052:;
12) cost (% -i-.r] i
-2cos z42=0;
10. Caleular sin tablas:

15) 3 1g{n+.:)=tg(%—:) :

1) send ~’§-+sen* Eg--l-sen‘ Jr%:-—i—sen‘ %;

2) 1g7°30".

11, Transformar en producto:

1) 1 —sen x4-coa z; coax-l—]/ﬁsen: .
2) sen a--sen Za 4-sen 3a; m'
8) 2-+1g 2a4-ctg 205 6) 3—1tg2a.

4) sen x-f-sen y+sen (x4 y);
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CAPITULO XI

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

§ 127. Funcibn directa e inversa

La funcién

y=1f=) (1)
la llamamos direcia; en tal caso la funcién
z =9 (y), &)

obtenida de la ecuacién (1) después de resolverla respecto
a z, se llama inverse con relacién a la funcién y = f (2).

Ejemplos,
1) y = 2z — 3 (es una funcién directa, lineal),

z= ”‘;‘3 (es una funcibn inversa, también lineal):

2) y=22* (funcidn directa), z =k ]/.i ;

aquf hay dos funciones, cada una de las cusles se puede
llamar inversa para la funcién directa y = 2z%. Si queremos
obtener una funci6n inversa de simple valuacién, hay que
imponer una limitacién en el campo de variacién del argu-
mento z de la funcién directa; por ejemplo, si y=2*
y >0, tendremos su funcién inversa de simple valuacién

z =]/%. Cabe hacer motar que la funcién directa y=

=2z—3 y su funcién inversa z= y'ga tiene la misma
grifica, puesto que cualquier par de nimeros que satisfaga
la ecuacién (1) satisface también la ecuacién (2). Por
ejemplo, para la funcién y==2z—3, tendremos z;=2;
yi=1; 2,=—3; y= —9. Pero, si en la funcién inversa
cambiamos de lugares z e y, es decir, la funcién inversa
la vamos a designar, como la directa, por la letra y, ¥ el
argumento por la letra z, lag gréficas de las funciones

"ga (funcién inversa)

y=2z—3 (funcién directs), y=
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ya no coinciden: eilas son simétricas respecto a las bisec-
Erices 5d}e los fngulos de coordenadas primero y tercero
fig. 95).

De este modo, la funcién directa y = f (z) tendra se fun-
cion inversa de simple valuacién z = ¢ (y) 6, para las nota-
ciones corrientes del argumento y de la funcién, y = ¢ (z),
si para la funcién directa se toma una regién de variacidn
tal del argumento z, en la que la funcién y 6 sélo crece, o
s6lo decrece.

Ejem plo. La funcién y = 27 crece en todo el eje numé-
rico. Su funcién inversa y = z/% también crece en todas
partes.

§ 128, Funcién arco seno

Vamos a partir de la gréfica de la funcién y = sen z (fig. 89).
A cada valor del dngulo z corresponde un valor determinado
y dnico del seno de este 4ngulo; en la interpretacién geo-
métrica esto significa que la perpendicular trazada desde
cualquier punto del eje Ox corta a la curva de la funcidn
s6lo en un punto, ¢Empero, se podria decir lo contrario, es
decir, que a cada valor admisible del seno, o sea; al nime-
To y, corresponde un valor dnico del dngulo z? Evidentemen-
te que no, puesto que sabemos que al valor dado del seno
corresponde un conjunto infinito de dngulos; por ejemplo,

siy =senz =«;~, tendremos que x ={--1)“%+uk. donde

k=0, 1, £2, 3, ..., es decir, k es un nimero entero
cualquiera. Geométricamente estos dngulos log obtenemos
si trazamos una recta paralela al eje Oz a una distancia
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-d=~.3- y sobre el eje Oz. Esta paralela corta a la sinusoide

infinitas veces, puesto que la grifica puede continuarse
indefinidamente a ambos lados. En la fig. 88 se muestran
los puntos de interseccibn, cuyas abscisas z son iguales. a

... 9
el '-5—; —E'l‘li o

De este modo, por ahora no se puede establecer la correspon-
dencia inversa entre los valores del seno (y) y los valores de
z, de manera que esta correspondencia sea univoca, No obs-
tante, s el dngulo x se considera variable silo en el segmento

(_',2}'”"2“_‘ a cada velor de y (| y | <<1) le corresponderd un

tinico valor de z. En otras palabras, existe una funcién inver-
sa de simple valuacién que se designa del modo siguiente:

Si

y=senz (—%ézé%) '
tendremos que
z=arcseny (ly| <)

La tltima igualdad se lee as{: z es un 4ngulo (arco) medido
en radianes, cuyo seno es igual a y, o abreviadamente: ¢z es
igual al arco seno de y». La notacién «arc sen» esté formada
por dos palabras sarco» y ¢seno»; algunos autores las eseri-
ben juntos ¢arcsens, aqui las escribiremos separadas,

El argumento de la funcién inversa también se admite en
designar por la letra z, y la funcién, por la letray, de mane-
ra que en lugar de z = arc sen y en adelante escribiremos:

y = arc sen z,

donde

lzl<1, —3<y<7-

La propiedad de que las funciones sen z y arc sen z sean

inversas se escribe asi:

sen (arcsenz) = z, si |z | <1,

arc sen (sen z) =z, si | z| éﬁ.

es decir, los signos de las operaciones sarc sens, y «sen» si se

suceden una a otra, se anulan mutuamente y queda el nimero
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, con el cual se realizaron sucesivamente estas dos opera-

ciones. Por ejemplo, 1) sen (arc sen%) = sen %‘.,—_%;
2) se.n[arcscn ( —?”:sen (——}) &= _zz-:.";

3) arc sen (sm —} = -;i :

4) arc sen [san (—%)J-_- _%.

Sin embargo,
2 2
arc sen [sen 5 n) 7 T
Esta expresion se debe calcular asi;
= n a (n LAY e
nT—sn *-3-)—391—3-‘

de donde

n

2
arc sen (sen -;) =

Observacién. El conjunto de todos los dngules cuyos senos

son iguales a z{|z}< 1), se designa por la notacién Arc
sen z, de manera que, por ejemplo,

Arc sen %=%—(-—1)"+uk‘
Arc sen l —-—lg—z) = —i;-(—i}k-i—nk,
donde k = 0, 1, 42, ...

129, Curva de la funcién y = are sen

Para trazar la gréfica de la funcién

Y = arc sen z (1)
puede servirse de que de la correlacién (1) se deduce
z=seny (2)

por definicién de la funcién arc sen.
Si construimos la parte de la sinusoide z = sen y, que cn-
rresponde a la variacién del argumento y en el segmento

[-—%. -;‘-]. ésta es precisamente la grafica de la funcién
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S=arcseny
L

é 7 x
i Fig. 96.

T

y = arc sen z (fig. 96). Toda la sinusoide z = sen y es la
grafica de la funcién de valuacién multiple

y == Arc sen x.

Sefialernos las propiedades de la funcién arc sen z, que se
manifiestan mediante la gréfica:

[1] lJa funcién estd definida solamente en el segmento
—1, 1];

2) el conjunto de tados los valores de la funcién compone el

segmento [—-g-. -E-l es decir,
—;-:{camsanzgl,:-;

3) si el argumento z recorre el segmento [—1, 1] de izquier-
da & derecha, los valores de la funcién y varfan desde — -

2
hasta%, decir, la funcién crece en todo el segmento
[—1, 1] , adquiriendo el meror valor para z = —1, igual
a —%, y el mayor valor para £ = 1, igual a “T;

4) la funcién se hace nuls cuando z = 0;
5) la funcién arc sen z es impar:

arc sen (—z) = —arc sen z;

su gréfica es simétrica con respecto al origen du coordenadas.
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§ 130. Funcién arco tangente

La funciénm y = tg 2 pone a cada valor del argumento r,
del campo de definicién (.r #% + m‘c), en corresponden-
c¢ia un valor determinado de y, es decir, la tangente de este
angulo. Be puede establecer también la correspondencia
univoca inversa entre los valores de y y «, si ala funcion

y = tg z la vamos a considerar sélo para los valores de =

que se encuentran en el intervale (—%.—’}) . Ental caso,

a cada namero real y, tomado como valor de la tangente,
se puede poner en correspondencia el tnico niimero z, es
decir, el correspondiente dngulo en radianes: cualquier recta
paralela al eje Oz, trazada a una distancia finita cualquiera
del eje Oz (indistintamente sobre odebajo de €l), interseca
a la grafica de la funcién y = tg z s6lo en un punto, cuya

abscisa se encuentra entre — = y 5t (fig. 91).

® pernvicion. La funcidn inversa a la tangente se llama arco

tangente.
81 y =tgz es la funcién directa, tendremos que z =

= arc tg y es la funeién inversa.
Esta notacién hay que entenderla asf: “z es un éngulo tal,

medido en radianes, tomado en el intervalo ( —% . %) , cuya

tangente es igual al nimero y". Trasladando las designa-
ciones del argumento y de la funcién, escribimos la fun-
cién inversa en la forma y = arc tg x. En esta notacién el
argumento z (tangente) es un nimero real cualquiera; la
funcién y (angulo en radianes) es un nimero cualquiera del

intervalo (—%, -?-)
La propiedad de que las operaciones «lgr y warc tgr sean
inversas se escribe del siguiente modo

tg(arctgz) =2 (z es un nimero real cualquiera),

arctg (tgi}:.x(-—-g--(:(-;).

De este modo

tg(arctg 2)==2, tglarctg (—n)] = —n;

arctg (_tg-;-) =7, pero arctg (tg %a] e %’i,
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Fig. 87.

puesto que el dngulo %1‘: sale de los limites del intervalo

n

[——g-. —2-)‘ Por eso hay que escribir:

arc tg (tg %n) =arctg(—1)= _.:_.,

Observacién. El conjunto de todos los ngulos (arcos), cuyas
tangentes son iguales al nimero dado z, se designan por
Arc tg z. Do aguf se deduce que la funcién y = Arctg z es
de valuacién multiple:

Arctgi =%+nk,

Arctg(—V38)= —%-}—ak,
donde k& = 0, 1, £2, ...

§ 131, Curva de la funecién y = are tg »

En la‘fig. 97 se muestra la grafica de la funcién y = arc tg z.
Fsta curva coincide con la curve de la funcién z =tgy,

cuando el argumento y varia en el intervalo (—--},%) ’

Propiedades de la funcién arc tg z:

1) el argumento 2 puede ser un nimero real cualquiera, es

decir, 1a funcién esté definida en todo el eje numérico;

2) el conjunto de valores dela funcién (y) forma el intervalo
i b

(—% %)

3) la funci6n arc tg z es impar, puesto que arc tg (—z) =

= —arc tg 7; la grafica es simétrica respecto al origen de

coordenadas;

4) 1a funcién arc tg x crece en todo su campo de definicién;

cuando z, al crecer, recorre el eje numérico (eje de abscisas)

de izquierda a derecha, los valores de la funcién aumentan

sucesivamente;
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5) la funcién arco tangente no tiene valores maximo ni mini-
mo, si se la considera en todo el eje numérico (— oo <<
<z <+ o).

§ 132, Funciones inversas de arc cos & y are ctg »

@ verinicioy 4. La funcién inversa al coseno se llama arco
COFENO.
Si y = cos z, tendremos que x = arc cos y, lo que se debe
interpretar del siguiente modo: z es un dngulo {arco) cuyo
coseno es igual a y. Designando el argumento de la funcién
inversa también por la letra z, y la funcién por la letra y,
obtendremos la notaci6n

y = arc cos z.

La funcién arco coseno serd de simple valuacion si el con-
junto de sus valores estdn comprendidos en el segmento
[0, x]. En tal caso, a cada valor de | z | < 1 corresponde un
anico valor de y (0 <<y << m).

La propiedad de que las funciones cos z y are cos z sean
inversas se escribe asf:

cosf{arc cosz) =, si —I <<z,
arc cos {cosz) =2, 51 0Kz

La gréfica de la funcién y = arc cos x coincide con la parte
de la gréfica de la funcién z == cos y, que correspoude a la
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variacién de y desde O hasla m (fig. 98). Utilizando esta
grafica establézcase las propiedades de la funcién arc cos z.

pEFINICION 2.. La funcién inversa a la cotangente se llama
arco cotangente.

De la igualdad y = cig z se deduce que = == are ctg y, 0 en
las nolaciones ya acostumbradas

y = arcclg . (1)

En la igualdad (1) z es un ndmero real cualquiera, tomado
como valor de la cotangente, y es el dngulo (arco) correspon-
diente tomado del intervalo 0 <<y << m. En la fig. 99 s
muestra la prafica de la funcién
Ejemplos.

n

1) arcctg—%ﬁgi
2) a:cmtg(——i):%n;
3) arccos(—1)=m;
4) arccos%—=%.

La propiedad de que las funciones arcctgz y ctg x sean
inversas se puede apreciar de la siguiente anotacién

elg (arc ctg z) = z, si — o0 <z < 00;
are ctg (ctg 2) = z, si l<z<m
Observacién. El conjunto de todos los dngulos, cuyos cose-

nos (cotangentes) son iguales a z, se designa con la notacién
Arc cos z (respectivamente Arc ctg z). Por ejemplo:

ArccosK—- :l:%--l- 2nke,

Are ctg(—1)=Tn+ ak,
donde & = 0, +1, +2, ...

§ 133. Algunas identidades que relacionan
las funciones trigonométricas inversas

T eorema. Para todo valor real de x que satisfaga la desi-'
gualdad |z | < 1, se tendrd la identidad

arc sen z 4 arc cos = 1‘:‘-
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pEMOSTRACIoN. Lixaminemos los dos angulos
9
AICSCN X Y 5 —ArCCos Z

y demostraremos que ellos ceinciden.
Por definicién

n PR
—?-éarc seNn z o,

0 arccos r << .

De las dltimas desigualdades obtendremos:
X X T
—?&.?—arccoszﬁ—.z-.

De este modo, ambos 4ngulos estdn contenidos en el seg-
mento [—~%. %] . que es, como se sabe, el conjunto de valo-

res de la funcién de simple valuacion y = are sen z. Por lo
tanto, para la demostracién de la coincidencia de estos dngu-
los es suficiente demostrar la coincidericia de sus senos.
En efecto,

sen {arc sen r) = x,

sen (g—--—-arc cos .-r) = cos (arc cos 1) ==z,
con lo que el teorema queda demostrado.

De un modo semejante se puede demostrar que para cual-
quier valor real de z se cumple la identidad
arctgz+arcctgx=;.

Recomendamos a los lectores la demosiracién individual del
mismo.

§ 134. Expresién de cualquier funcién trigonométrica
fnversa mediante las demfis funciones

Cualquiera de las cuatro funciones trigonométricas inversas
se puede expresar mediante cualquiera de las tres restantes.
1. Expresién del arcsenx mediante el arccos, aretg y
arc ctg. Tengamos

sena =z (0<z<< ).
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En tal caso
cosa =Y 1—23, ]
Lgm=;.
Vi=a 1)

1—at

ctga =

Las igualdades (1) y la igualdad inicial son equivalentes
a las siguientes igualdades:

@ = arc sen r, )|

c=arccos Y 1—2°, |

a—;arctg——v_;—;;, (2)
o =arc ctgvt

Estas igualdades se deducen de la misma definicién de las
funciones trigonométricas inversas.

Puesto que los primeros miembros de las igualdades (2) son
iguales entre si, también son iguales sus segundos mlembros

1/1

arcsen z =arccos V' 1—z2 —arc tg _V_ =arec clg ———.

Ejemplo.
5

arc sen —arccos]/i-—i-g-g—arctg]/i 25 =arcclg X

169
Vi-&
Ty

0 bien.

-

®

wle

are se arc cos t5~—a ctg
I Sﬂi—a'—- 0 1—3——31'0 gﬁ— rc gs.

2. Expresién del arctgax mediante las restantes funciones
trigonométricas inversas. Tenemos

lga=x (z;:—f); 0<a{%).
En tal caso

sen o =

1 z
tg o —=—, = =i
ciga=c, C080= oo Virs
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Por eso
a=arclgz,
1
a=arcotg —,
1
Vite
I
0. = Arc sen ———— ;

Vifa2
1 x
arc tg z = arcclg — = arccos = A0 80N —=m——,
% T Vit Vit

o == arc cos

Ejemplo.

3 4 1
arc lg-=arcclg  =urc Wsﬁ = arc 80N ————=,
- Vs
16 16

ohien
arc t, = b : re L arc se 3
g‘i arc ctg =are cos ¢ = arcsen .

Recomendamos a los leclores demostrar por el mismo méto-
do la validez de las siguientes igualdades-

arccosz=arcsen YV T—z =are tg Vi —arcctg V—»—~
O<z<t);
1 1 z
tgr=arcig —= —_— — .
arcctgz g - =aorcsen Virs arc cos Viga (z=>0)

§ 135. Ejemplos de funciones trigonométricas inversas

Ejemplo 1. Calcular sen [arccoa [u«%) -+ 3 arcsen %_;3,} ¥

Suponemos que:

,.arccos( %) [3c—ar|:5:mE
En tal case
casa:—-.:-. por lo tanto, o'._—-—_% n,

FH
scnﬁ=v—2-'*, por lo tanto, 5:,'17'
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de donde

sen 2—“-{-&’.‘— =sen2:sen b L '——sennz—ﬂ
3 d) 3 3 El

e
Ejemplo 2, Calcular tg (arcsau F-}-nrcl‘.g?).
Suponemos quo

1 e &
@ == are sen -, ﬂ:ar..tg—s—.

En tal caso
L
1 3 1 4
e ———=— gp==
sna=7g; lga ‘/1_1- VB gh=3
[

Por la férmula de la tangente de la suma tendremos:

)= Lkl

1-3&‘—;;% '

t!ﬂ*-é—

L 8 a48V2
=+ = . = 3,19
V& 3 TEVia J

Liie
318
; 11 3
Ejemplo 3. Caleular san(2arctg7—7arcws-é—).

En las nuevas nolaciones este ejemplo se puede escribir del
siguiente modo:

o (a-3),

donde
c=arc¢ t.g-.t—.

1
p=arccos % . ™
Conforme a estos datos calculamos previamente sen 2a,
cos 2@, sen -g- y cos E, puesto que
sen [20; —%) =sen Em-cos%wcos Zm-sen-%. (2)
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De las igualdades (1) se deduee que
1 3
tga==, cosfp=7,
donde ¢ y § son dngulos agudos. Por eso,
itga |
sen 29&1:2—_‘__@ :
para tga:—;? tendremos;

sen 20 = —— =

5 1
4

._
e e

_i—tgie
cos 2o = [TieTe :

_ 3
g o= 3

(aquf el dngulo « se considera como mitad con respecio
a 2o y, por eso, se han utilizado las formulas del § 119).
Andlogamente

B 1—f—c063| 1.r5
sen = e = — 2,
T o pom 7V

d -/ Y

A continuacién, utilizando la (2), tendremos

1 —
s =7 VI

08 e

t
sen (2arc l.g-z——%arccos%) =

4 1 1 3_VE 3VZ
=g gV lU—gV2s="57-5~053%6

Ejemplo 4. Verificar si se cumple la igualdad
:ur(:tgf—i +2arc tg%:nmtg%.
TR — !

@ ap

Si esta igualdad se cumple, es decir, el primer y segundo
miembro son dngulos idénticos, tendremos que a iguales
dngulos les corresponden iguales tangentes. Tomemos las
tangentes de ambos miembros:

256



Tero

2t

=z (0<®<5)

-3
tgﬂ=% (0<a<%).

por lo cual a+2ﬂ<%, y el primer miembro de la igual-
dad es un dngulo agudo, ademds,

2.1
2 1 [
tg(am'tgﬁ+2arcth)m—2—7=~f:
n'wm

elowed) -1

De la igualdad de las tangentes de los dos angulos agudos se
deduce 1a igualdad de los mismos dngulos. Con esto queda
demostrada la igualdad.

Ejemplo 5 Hallar z de la ecuacién

arcsenz —arccosz =0 (x> 0).

Puesto que arcsenz=arecos )/ T—2z% la ccuacién pucde
tomar la siguiente forma:

arccos ) 1—a®=arccos z,
de donde

Vi—Z=2z, 1—af=2
2:2=1, o :€=i}¥.
Verificacion:

Vi VE n a
1) aresen == —arccos - = — = =0;

2) arcsen (—?) —arc cos (—1@) = ~—1—E4=0,

El niimero -»]—g— no es una raiz de la ecuacion dada, sino
es la raiz de la ecuacidn

arc sen r — arc cos r = —m.
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§ 136. Algunos ejemplos de ecuaciones trigonométricas

En ¢l § 124 se dieron ejemplos de resolucién de ecuaciones
Lrigonométricas elementales.

Veamos olres Lipos de ecuaciones irigonoméiricas y sus
métodos de resolucién.

1. Eeuacién del lipo
acostz + beosz-sena + csentz =0, (1)

La ecuacion {1) se llama homogénea respecto a sen z y cos x,
alemias el grado de homogeneidad es igual a 2. (Compérese
con la ecuacién algebraica az® + bxy + cy® = 0, que tam-
bién se llama homogénea de segundo grado respecto a z
e i)

Vamos a considerar los tres coeficientes g, b y ¢ distintos
ile cero. Es evidente que los dngules, cuyos senos o cosenos
son nulos, no pueden sersoluciones o raices de la ecuacién (1):

cos x 5= 0, sen z 5= 0.

Supongamoes lo contrario, es decir, que cosz = 0. En tal
caso los dos primeros términos del primer miembro de la
ecuacién (1) hacen nules, y se obtiene:

c.sentz =0,

lo que es un absurdo para ¢ = 0, puesto que sen z = +1
cuando cos z = (.

Anglogamente comprobamos que sen z == 0. En tal caso,
todos los términos de la ecuacién se pueden dividir por
cos® z (o por sen® z). Obtendremos una ecuacién cuadrética
con respecto a la tangente (correspondientemente a la co-
tangente):

ctg?x + belgr+a=0,

de donde
= /B —dac
tgx--.-. ﬂt—f‘.—é&f— 3

si 0® — 4ac >0, la ecuacién liene raices reales,

Ejemplo. 2cos*z + Scosz-senz — 3sen®z = 0. Des-
pués de dividir por cos® z, obtendremos:

3gtr —Sger —2=0,

(tg2).g = L V§5+M ST

FATL]



(tg )= *—*i;' (tg 2)e=2;

z;=arclg (-——;-} +nk, #y= —arec tg-;— -k,

zo = arc ig 2 + nk,

donde & = 0, +1, 42, . ..

En general, la ecuacion de tipo

acos®z J bcoszsenz + csen®z =m,

donde m 5= 0, se resuelve del siguiente modo: multipli-

quemos el segundo miembro de la ecuacién por 1 =
=sgen?z + cos®z. En tal caso

a cos? z -+ b cos z sen z + ¢ sen® x = m (sen® z - cos® z),
(a — m) cos®z 4+ bsen z.cosx + (¢ — m)sen®z = 0.

Esta es una ecuacién homogénea y se resuelve por el método
anterior.

2. Ecuacién del tipo

acosz+ bsenz=c¢c (20, b£0, ex=0).

Expresemos cosz y senz por la tg—';— (§ 119); obtendremos:

T x

{—tz? 3 2tg 5

a z +b z =6
1412 5 i+1g? 5

o hien
1—st % oz
s tb o =c [s=w3).

lo que nos conduce a una ecuacién de segundo grado:
(@a+c)yz*—~2bs+c—a=0

Si el discriminante D = b — (¢ — a) (a + ¢} 20, 6 a* +
+ b*> ¢ la ecuacion tiene raices reales.

Ejemplo. Scosx -+ 4dsenx =3,

Aqui @ 4 b — ¢ = 25 4 16—9 = 32> 0, y la ecuacién
tiene raices reales. Obtendremos
822 — 8 —2 =0,

4 — 4z — 1 =10,

_—VE 1-VE _14-VE
== = RTTT

%
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_.K "_—amtgw bk,

2y
tg—z—

z,_--—Zurctgv + 2nk;

tg-f;l - V?‘Z'H . Zp=28rety Vi-‘_l + 2nk,

El menor éngulo positivo gue salisface a la ecuacién dada es

1/'&+1

Al principio hsllemas su magnitud en grados y después
en radianes:

V'-i‘“ “"‘2 =1,2071,

arc tg 1,2071 ~ 50° 22',

2 arc tg 1,2071 ~ 100° 44" ~ 1,758 rad.

Segundo método de resolucién. Transformemos el primer
miembro de la ecuacion:

z=2arec tg———

Scosz4dsenz=4 (—E—cosx-r-sen.z).

Introduzeamos el dngulo auxiliar ¢; suponiendo que lgq =
=-i-{¢p=51°20’}, tendremos

Seosz+44dsenx=4(tg poosz 4 sen z) = O:'P sen (x4 ¢).

Ahora la ecuacién toma la forma

4

e zt+9)=

de donde

sen (z+¢) = 222

Pero,

(;qu):-——-}-u—u—.: 1 =:L~ 4
Vidigp .,/H__g'b Vil 6,48

sen (z4- ) = % Ei—m.zi-szﬂ,‘iﬁsa

Por eso,
z+4 ¢ = (—1)" arc sen 0,4686 4 nk (k = 0, =1, .. .).

260



Pero
arc sen 0,4686 = 27°57".
Finalmente,
= —51°20" 4 (~—1)*-27°57" + 180° k.
Frecuentemente, después de transporlar todos los términos
de la ecuacién al primer miembro, se consigue descomponer

este miembro en factores. Igualando a cero cada factor,
hallamos las raices de la ecuacién dada.

Ejemplos. 1) cosz — cos 2z = 1. Representemos la
ecuacién en Jla siguiente forma

cosxz — (1 4 cos 2r) =0,
cos ¥ — 2costx =0,
cosx{f —2cosx) =0

Si el producto es igual a cero, debe ser igual a cero aunque
sea uno de los factores: o bien

cosz=0, 2= (2k+1),
o hien

{—2cosz=0, cosz:-%-,

m=tg+2nk (k=0, 1, £2, ...).

2) sen z + sen 3z + sen 5z = 0. Transformemos la suma
sen z -4 sen S5r en producto:

sen z -+ sen 5z = 2 sen 3z.cos 27.

La ecuacion toma la forma

2 sen 3z -cos 2z 4- sen 3z = 0,

sen 3z (2cos 2z + 1) = 0.

Igualando a cero cada factor por separadoe, obtendremos:
sen3r=0, 3z=nk, z="T3k (k=0, =1, £2,...)

2cos2z+1=0, cos2r=— 7

de dande
Gr=t b2k, m=kFtak (=0, 21, £2,...).



§ 137. Indicaciones generales
para Ja resolucién de las ecuaciones trigonométricas

Los métodos de resolucién de las ecuaciones trigonoméiricas
son variadisimos y no existe una regla general de resolucién
de cada ecuacién. Por eso, nos limilaremos a mostrar en
ejernplos algunos de los métodos de resolucidn frecuentemen-
te utilizados.

1) Si la ecuacién conliene varias funciones trigonométricas
diferentes de igual argumento, todas las funciones se pueden
expresar mediante una de ellas, después de lo cual obtendre-
mos una ecuacion algebraica con respecto a la incégnita, que
designa la funcion por la cual se expresan todas las demés.

Ejemplo 1. 3senz + cos®z = 2. Aqui es conveniente
expresar cos? z por el seno, después de lo cual obhtendremos
una ecuacién cuadritica respecto a sen z:

sen*x — 3senz 41 =0.

Resolviéndola, obtendremos:

senx=3—_;"£ ~ 0,382,
a == (—)" 22° 30" + 180"k (k =0, £1, ...}
3+V5

la segunda raiz, senz= 5 8e desprecia, puesto que

3+ V5
2

>1.

Ejemplo 2 3senz+ cosz = 1. En este caso no con-

viene sustituir cos z por 4 ]/1 — sen? z, puesto que obten-
driamos una ecuacién irracional respecto a sen z, y después
de Jibrarnos del radical podrian aparecer raices impropias.
Lo sencillo es resolver esta ecuacién del siguiente modo:

3senz — (1 —cos z) =0,

Bsan,—:cns%mfhen’-;- =0,

Después de simplificar por 2 y descomponer el primer miem-
bro en factores, tendremos:

sen& (3 cos 3~ sen 32") =0

sen %:-— 0, z,=2nk;

tg-g-=3, Ty =2arctg 3+ 2nk.
252



2) Si la ccuacién contiene funciones trigonométricas de
distintos argumentos, en los que se encuentra la incdgnita,
frecuentemente lo conveniente es reducir las funciones a un
argumento.

Ejemplo 3. senz + 2cos2z =1,5. Aqui cos 2z se
puede expresar solamente por sen z, puesio que cos 2r =
=cos*zr —sen*s =1 —gen*xr —sen®z =1 — 2 sen? 7,
después de lo cual obiendremos una ecuacién cuadritica
. respecto a sen a:

8sen®x — 2senzx — 1 =0,

senz =4, m=e(—0fbnk (=0, %1, +2, ...),

‘}." oy = (— 1) mtsen-;- | nk

k=0, =1, 2, ...

Ejemplo 4. cosz - cos2z + cos 3z = 0. Al resolver
esta ecuacidn no es necesario redueir todas las funciones a un

argumento. Transformemos el primer miembro de la ecuacién
en un producto:

{cos x -+ cos 3z) + cos 2z = 0,
2 cos 2z cos £ -+ eos 2z = 0,
cogs 2z (2cosx 4+ 1) =,

sen zp = —

n= @) o =T b2k (=0, x1, £2, ...).

3) Los ejemplos expuestos demuestran que uno de los méto-
dos mas eficientes de resolucién de las ecuaciones es la des-
composicion del primer miembro de la ecuacién en faclores
después de pasar todos los términes a ese miembro. Por eso,
a veces se hace necesario recurrir a métodos artificiosos de
descom posicion.

Ejemplo 5. 1:& = =1 4-sen 2. Representemos la ecua-
cién en la siguiente forma:

1+$g.z_ "

P T 1=2senzcosz,

o bien

2igz

— —2senzxcosz=10;
gz
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sacamos el factor comin sen x:

1
tos 2
sen % —c.osx)=0.

1—tgz
o bien

sen I (—-——-—cos :.:} =0;
CO8 X —=30NI

1) senx =0, z,=nk k=0, £1, £2, ...k
1
2) COsE —BfN T

{—cos?r| senzcass 0
—_— e — =4,
COs T --30N T

—eosz=0,

Suponiendo que cos x — sen z == 0, hallamos

{1 —cos®zr--senzcosx =0,

sen?a 4+ senreosz = 0,

sen z (sen £ 4 cos z) = 0;

de donde o bien sen z = 0, entonces tendremos 1}, o bien
sen x - cosx =0,

o hien

gz =—1, zz:—%-}nk k=0, +1,...).

4) Si la ecuacién contiene senos o cosenos cuadrados del
argumento incognito, generalmente se utilizan las formulas
de reduccion de la potencia, sustituyendo sen®z por
1"'—??2—:. y cos*z por 1+—?'1-25. Este método conviene
utilizarlo también para potencias pares més superiores del
seno y del coseno.

Ejemplo 6. sen‘x+ms‘:c.-=%. Resolucién:

(1———;05 2:)2 & _[t+c:sza:)2 =-5-.

]
(1 —cos 2z)* + (1 + cos 2:)‘::-2-.
242 cos*2z -——%
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o bien

14 cos dx:% cos Az = ---;:,
4r=+ 224 o,
g=t ik (k=0,%1, 2, ...).

5) La ecuacién, que contiene términes con productos de senos
o coserios, puede ser conveniente reducirla a la forma en la
que los productos sean sustituidos por sumas algebraicas.

Ejemplo 7. sen 5z cos 3z — sen 8z cos 6z = 0. Reso-
lucién:

-:}_- (sen 814 sen zzj—% (sen 14z +sen 2z)= 0,

sen 8z —sen 14z =.0,
—2sendrcos itz =0,

son3z=0, =7k (k=0, =1, £2, ...)

cos iz =0, ;=55 (2k+1) (k=0, £1, +2,...)

§ 138. Graficas de las Junciones obtenidas
por transformacién de la sinusoide

1. Grifica de la funcibn ¥ = sen (x -+ a).Veamos como estan
relacionadas entre si las graficas de las funciones

y =senx e y= sen (x - a).

Supongamos para certeza que a> 0.

Para iguales valores de la variable independiente z los argu-
mentos de estas dos funciones se diferencian en la magnitud
conslante (z -+ a) — = = a. Debido a esto, a todo punto M
de la grifica de y = sen x le corresponderd un punto A,
de la segunda grafica, de igual ordenada pero la abscisa del
punto A,, ez menor que la del punto A en la magnitud a.
De este modo, cualquier punto de la primera grifica puede
transformarse en el punto correspondiente de la segunda
grafica transportandolo paralelamenie al eje Oz en la magni-
tud @ en sentido negativo (fig. 100). Si se desplaza la sinu-
soide y =sen x a lo largo del eje Oz a la magnitud a, en
senlido negativo, se producird la unién (coincidencia) de
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eslas dos grificas, y puede decirse que la grifica de y =
=sen (x -+ a) es la sinusoide y = sen x desplazeda a la
magnitud a a lo largo del eje Ox hacia la izguierda. En gene-
ral, la grdfica de la funcidn y =sen (z + a) es la sinusoide
y = sen z, desplazada a la magnifud |a | a lo largo del
eje Oz hacia la derecha cuando a << 0, y hacia la izquierda
cuands a > 0;

Observacion. En particular, cuando au-f::- tal transfor-

macién de la sinusoide la hemos examinado en el § 113 al
construir la gréfica de la funcién y = cos z, puesto que

sen ( x4+ —'}) == 08 .
2, Grifica de la funcién y=A senx. Comparemos las dos
funciofies: 1) y =2senz (4 =2) y2) y=gsenz (4 =;]

con la funcién y = sen z.

Para iguales valores del argumento z los valores de la pri-
mera funcién son dos veces mayores que los correspondientes
valores de la funeién y = sen z; los valores de la segunda
funcién son dos veces menores. En la representacién geomé-
trica esto significa que las ordenadas de la curvay = 2sen z
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pueden ser obtenidas de las correspondientes ordenadas de la
curva y = sen x alargdndolas dos veces en direccién del efe
Oy (las ordenadas posilivas se alargan hacia arriba, las
negativas, hacia abajo).

La grafica de la funcién y =7}sen z se obtiene de la gréfica

de y = sen # comprimiendo todas las ordenadas dos veces
en direccion del eje Oy, lo que estd representado en la
fig. 101.

En general, la grdfica de la funcién y = A sen x se obtiene
de la grifica de y = sen x alargando las ordenadas A veces

en direccién del eje Oy cuando 4 > 1y mmprimféntiolax%

veces, si 0 << 4 < 1.

El nimero A se llama amplitud de la sinusoide y =
=A sen z y denota ladesviacién mixima de los puntos de la
gréfica del eje Ox, es decir, la ordenada mayor en valor abso-
luto de la curva.

Observacion. La grifica de la funcién y = —2senz es la
reflexion especular, respecto al eje Ox, de la grafica y =
= 2 sen z (véase la fig. 101). En general, la grifica de la
funcién y = A sen z para A < 0 se obtiene de la grifica de
¥ = sen x alargando las ordenadas, si |4 | > 1 (respecti-
vamente comprimiendo, si | A | <Z 1) con la ulterior refle-
xi6én respecto al eje Ox.

3. Grafica de la funcién 4 = sen k2. Supongamos que y =
= sen .2z (k = 2). Se comprende ficilmente que el periodo
de esta funci6n es igual a n, es decir, T = =, donde por T
se ha designado el periodo. En efecto, por definicién del pe-
riodo la igualdad

sen 2 (z + T) = sen 2z

debe cumplirse para cualquier valor de z, &
sen (2z + 27) = sen 2z,

lo que es posible sélo si

27 = 2an, T = nn.

Puesto que T = m, cuando n = 1, tendremos que n es el
menor nimero positivo, cuya adicién a x no varia el valor
de la funcién y = sen 2z, es decir, su periodo. La grafica de
la funcién y = sen 2z es una sinusoide comprimida dos
veces en direccijn del eje Oz (fig. 102).
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La gréfica de la funcién y = sen -;7 es una sinusoide alar-

gada dos veces con una longitud de onda (periodo) de 4n
puesto que la identidad

Sl‘-ﬂj:gi‘—-"sﬁn-;—.

o bien

o (34+3) s,

se verificard para todos los valores de z, si

J=2n, es decir, T=4n.

En la fig. 102 se muestra la construccién de la gré-

fica.

4. Gréfica de la funcién y = sen (kx + @),k > 0. El argu-
mento (kz -+ a) se puede representar en la forma k (z + a,),

donde a; = -, En tal caso, y = sen k (z + a;). Despla-

zando paralelaments (trasladando} la sinusoide y=senz la
magnitud e, en direccién al eje Oz (én | g, | hacia la dere-
vha, si g, <0, y hacia la izquierda cuando a; > 0) logra-
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mos que a la nueva posicién de la sinusoide corresponde la
nueva ecuacién y = sen {r 4+ ;). Si ahora reducimos la
longilud de la onda k veces, i & > 1 (correspondientemente

alargamos -1- veces, si k <C 1), a tal transformacién geomé-

trica secundaria de la sinusoide le corresponde la ecuacién
y=senk (z 4 ap), 6 y = sen (kz + a).

Asi, pues, la grafica de la funcién y = sen (kz 4 a) es una
sinusoide transformada o deformada. En la fig. 103 se muestra
la grafica de la funcién y = sen (2:: - -’-’—:) ¢on representa-
cion de cada transformacién.

5. Grafica de la funcién ¥ = A sen (kx + a). Esta grifica
es una deformacién de la grafica de y = sen (kx + a), es
decir, el alargamienio en A veces de todas las ordenadas de
la grifica en direccion al eje Oy, si A > 1, 6 la compresién

en -}f veces, si 0 << A <1 (si 4 < 0, Ia respectiva compre-
sién o alargamiento se realiza con la reflexion ulterior res-
pecto al eje Oz). La semejante grafica (y = 1,5 sen (2x —

—%)) se muestra en la fig. 103.
6. Funcion ¥ = A cos kx + B sen kx. Demostremos que
y = A cos kxr 4 B sen kx (1)
puede ser reducida a la forma

y = C sen (kz 4 a}.

Multiplicamos y dividimos el segundo miembro de la igual-
dad (1) por VA* -+ B%:

v A s wlli
y=V A*+ B (mcoskm—l— VAT senkz).

Pongamos
A

B
—-"'""_=SEHG. e —
VAL B Var+BE
lo que siempre es posible, puesto que, en valor absoluto,

= COS O,

cada una de las fracciones ~——=—— y —=—== n0 €3
Y Aar B y VAaE+ B3

mayor que la unidad y la suma de sus cuadrados es igual
B

a la unidad:
A 2

7w <t [vaem <t
A B 2

(v=s) ) =
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En tal caso, tendremos:
¥ =V A4 B* (sen  cos kz + cos w sen kz) =
=V AEF B sen (kx4 o) =C sen (kx |- a),
donde €=V A*F B
Ejemplo y= —005cos2z+ 1.2sen2z. Aqui 4 =
= —0,5; B =1,2; k = 2. Hallamos:
C=V (=05 F(L.2F=1,3.

En lal caso,
—0,5 5 _
C08a = —=—= ——= & —0,3846;
1,2 12
mna=ﬁ=ﬁ~0.923i.

El dogulo @ corresponde al segundo cuadrante, en el que el
seno tiene valor positivo, y el coseno, negativo. Por las
tablas hallamos

o = 180° — 67°23" = 112°37".
En radianes

o = 1,9654, 6 « ~ 1,97,

De este modo

y = 1,3 sen (2z + 1,97),

es decir, hemos obtenido una écuacion del tipo examinado
antes {véase el p. 5).

139. Resolucion gréfica de las funciones trigonométricas

Ejemplo 1. Supongamos querer resolver la ecuacién
trigonométrica sen 2z = 0. Esto significa que hay que ha-
llar las raices de la funcién y = sen 2z, mientras que en
la interpretacin geométrica, las abscisas de los puntos de
interseccién de la curva con el eje Oz. Los puntos de inter-
seccibn de la curva y = sen 2z con el eje de abscisas se

pueden dar por la férmula z = -g- k=0, +1, +2, ...},
lo que estd representado en la fig. 104.

Ejemplo 2 Las raices de la ecuacién sen 2z = %sqn
las abscisas de los puntos de interseccién de la curva y =
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=sen 2z con la recta y=~;— , paralela al eje Oz y dispuesta

sobre ella a la distancia d = -3- Los puntos de interseccién

tienen la forma

L] £ .
g=(—1)m+5k (k=01 £2 ...).
En la fig. 104 estin marcados los puntos préximos al

origen de coordenadas de abscisas: -ﬂ-. I3 e

Ejemplo 3. La resolucién de la ecuacién sen 2z —
—cosz = 0 se reduce a hallar las abscisas de los pun-
tos de interseccién de las curvas de las dos funciones, y =
= sen 2r e y = cos z, puesto que a la ecuacién se le puede
dar la forma sen 2z = cos z.

Las abscisas de los puntos de interseccién de las curvas y =
= sen 2z & y = cos z, es decir, las raices de la ecuacién,
se determinan por dos férmulas (fig. 105):

xl:%[zupi) (=0, =1, %2, .. )

m=(—1) FFnk (k=01 £2 ...)

En la figura estdn representadas las raices -—%, -g-. ﬁ‘

obtenidas de la primera férmula para k= —1, 0 y 1,
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Fig. 100,

y las rafces =, —:-:1, obtenidas de la segunda férmula
para k=0 y 1.

§ 140. Oscilacién arménica simple

Por la circunferencia de radio 04 = a se mueve el punto M
a una velocidad angular constante en sentido positivo. Se-
gin qué ley se mueve la proyeccion del punto M sobre el
eje Oy, es decir, ¢l punto C, si al comenzar el movimiento
(¢t = 0) el punto M que se mueve por la circunferencia se
halla en la posicién My; la velocidad angular del punto M
es igual a o (%) (fig. 106).

En el instante inicial el radio OM, forma con el eje Oz el
dngulo , AOM, = a. Después de ¢ segundos el dngulo
aumenta la magnitud i, y el radio OM, correspondiente a
la nueva posicién del punto, forma con el eje Oz el 4ngulo
£30M = ot + a. En el tiempo ¢ 8 la proyeccién del punto
M sobre el eje Oy, o sea, el punto €, de la posicién inicial
Cy se traslada por el eje Oy a la pesicion €. Si designamos por
y el segmento OC, que caracteriza la desviacién de la pro-

yeccién C del centro de la circunferencia en el instante ¢,
tendremos

%=sen (ot +a),
o bien
y = asen (0! + a).

Esta es precisamente la ley que describe el movimiento de la
proyeccién del punto M sobre el eje Oy. La proyeccién C se
mueve de manera rectilinea por el eje Oy, oscilando alre-
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dedor del punto ©, es decir, desvidndose ora hacia arriba, ora
hacia abajo no mas que la magnitud del radio. Por lo tanto,
la proyeccion se mueve por el eje Oy entre los puntos By y B.
@ perinicion.. El movimiento por la ley
y = esen {wt + @)
se llama oscilacién armdnica simple.
Aclaremos el significado de las constantes que componen la
ecuacibn
y = asen (ot + a).
El pardmetro a se llama amplitud de la oscilacién y caracteri-
za la mayor desviacién del punto oscilante del centra O.
El argumento w¢ + o recibe el nombre de fase del punto osci-
lante C; « es la fase inicial de la oscilacién. El tiempo T,
durante el cual el punto M cumple una vuelta completa por
la circunferencia, y por lo tanto, el punto € efectiia una
oscilacion completa y vuelve a la posicién inicial, se llama
periodo de oscilacidn armdnica. Es evidente que
2w
Ty b e g
La magnitud inversa al periodo de la oscilacién, se llama
frecuencia de la oscilacién; la frecuencia

1 W

T~
Observacién. La proyeccién del punto M, tomada sobre el
eje Oz, efectia también una oscilacién armobnica, si el pun-

to M se mueve uniformemente por la circunferencia, pero
sélo con otra fase inicial:

r=acos(wl+a)=asen [%-I—wt—}-o:],
o bien
T
z=asen (mz+—2-+a].
@y
La grafica de la oscilacién arménica para el caso a= 1,5;

0=2 a= —% esti representada en Ja fig. 103.
A Ejercicios

{i. Hallar; 1) arcgen T:2-; 2) arcsen ]gii i
3) arctgV/3; 4) warctgt; §) Jarcig (*]_;_5]
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2. Mallar: 1) arc cos V2 3 2) arecns -—Jﬁ 3 3) arcctg /3
2T F]

4) 2arcelg (—1); 5) are cos (),

3. Caleular; 1) arctg14-arcty 1/'5; 2) arccos (— 1)+-arc sen (—1);
) arclgiw—vg}—{—ﬂMMS(nl:i) .

4. Construir los correspondientes dngulos (arcos):

1) aresen 0,6, 2) are cos (—W0,4); 3) are by 1,5 4) arc sen (—0,3).
9. Lxpresar z como fumeidn de y de las siguientes igualdades:

1) y==set r, i e cre X 2) —isen
¥= -1 7S < 7 .!-‘—2 x,

I A B 4
51 --—2—%;_1.%—2—;
3y -cosie, 51 U:g..ra;.;-%',
-i}_y=—;—tgx. si _{ET<I<_2£;

5) y=3|-g—;—. si —n<r<am b y=clg2z, si 0(:(—}.
6. Expresar  como funcidn de y de lag jgualdades:

1) y:.m:sen%'. 2y y=2arcigr,

3) yzéarc ©os r; 4) y- Isen 2z,

7. Caleular: 1j cos (arc sen 0,8); 2) lg(am sanl——jz’—arccm%);

3) sen (2arc sen z) (I < z < 1); 4) cos (2arc tg '|/§ —&are sen —;—) i

8. Demostear el cumplimiento de las siguientes igualdades:
1) 2are cos z =arc cos {28 —1), 0 Lz < 1;

2) arc ig14-are tg-é—=am tg s

3) are cos 0,6 +-arc ¢0s 0,8 =are cos .

9. Utilizando Jas notaciones de las funciones rigonométricas inver-
gag, escribir la forma general de los angulos, correspondientes al
valor dado de Ja funcién trigonométrica;

1) senzn--g-; 2) sen 3¢ = ~t; 3) 008 2 m s

n 4, z 3
4) tg2z=5; 5) sen (:—--8—) =z 6) cos T ==
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Advertencia. 8i sen 2::%. tendremos que 2r=(—1)fx

Kire sen -——{—nk r= i— {--1)* arc sen "j."‘",z"' kk=0,+1, +£2,+3,..).

10. Transformar en pmducto:
1) sen 80°-sen 3U°; 2) sen Jot—sen «; 3) sen 5+-sen J;
4) cosdr —cos 2r;

5) g 3—"+ng-¥—; 6) g T07-Felg40e; 1) %—+cosz;

8) V3i+4tga; 9 v_ + sen 40°; 10) cos a 4 cos 2a + cos Ja;
11) t +-sen z|-cos x; 12} cos x +-sen 2x— cod 3x;

13) zen A 4-cos 4; 14) 3—4cos? 2,

11, Representar en forma de suma las siguienles expresiones:
1) 2 sen 40°-cos 20°; 2} 2 cos T0°.sen 10°, 3) sen Ja-cos

3t 3n
4) cos 5z.sen 2z; 5) €05 —-€08 —= , G) sen -8—- sen |

7) sen (3+T) cos {2.: .—-—T) . 8) cos (2::— T) cos ['T+_,.;:')

12. Demostrar las identidades;
1) 4 sen @-sen (60° —a) sen (60° + o) = sen de,

2) senzrtcoszt1-: Zchs%ms (45"— %] :
4+3

3) (cos A+ cos B)2-+(sen A—3en B)? = 4 cos? ——

2 i = ohcos 20"
4) 183074 1g 40°+ g 507 1g BP o

5) sen 107--2 sen 5. cos 15° 4 co8 50° = cos 107

6) cos 2¢.-c08 o — Sen 4a-sen a= cos 3a cos 2a;

7) sen « sen (B — )+ sen B sen (Y — a) + sen ¢ sen (o —f) = 0;
V3

8) co=10° cos 50°.cos TWmT 5
9) 41— 4 cos? o = 4 sen (B0° 4 ) sen (a —60°);
__ cosla ctga+1
10) {—tgta=—ror 12) SeaT =cl U —a)
n 2n 1, 13} tg 20°.tg 40°- 1g 60°-1g80° =3,
Bt U

13. Resolver las ecuaciones;
1} senx+2¢03z=1;

2) Visenztcosz=1;
3) Bsenxr—3cosz=4;
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4} sen 2r =(cos z — sen z)2;

5) sen? :+-,:,—san 2r=1;

6) son 3z = cos 2z,

Advertencia. cos 2r =sen (%-—1-2:) H

T tg2z—clgdr=0; 9) sen 3z co3 5z = sen 4z cos bz;

8) sen (x4 45°) sen {:«-15“}=%; 10) sen&—i—cmZ::Vﬁsmaz;

V3 a n :
1) 5 sen (:-4—-—-4—-) — sen (T—z) ={;
12) 12senz-++4 VB cos (z +m)=8 V/3;
18) 8se0? 3+ Jaenz—4=0; 18) costz—2 V3 cos 2 sen z —
—genfz=1;

14) sen z.sen 2z 4-cos 3z =0; 19) sen z sen (z 4 60%) x
15) sec s =4 sen z 4G cos z; {
: X8en (z +120°) =—
16) 3cos 2+ 5sen g=—1
20) sen z-gen 2z.sen 3z ==

z <

17) €08 5+ 008 z 03 2r = (; n%-s.enéz;
senxlug-'f 7

2) cofr-1q =&

22) ctgz=2cos (-;——%) 4
Advertencia, y= _:""%:

23) 2sen3z+ /3 cos 52+ sen 5z =0;
24) sen? dz —gon? 2z = gen? r— sent 3r;

25) see’--;——i =%+-é—secx'.

26) tg (%-&:) =clgz—1;

27) 2{cosz—~senz)+10cos zsenz —5=0;
28) send z—cosdz=1;
cogldr |
{—sen2s’
860 £ 4 sen 3z -+ sen 5z T
Jcoa:+m3z+cos$z +atge=0; ,
31) sen 3z+-4 sen? r+bdeosr=35;

82) 2 [1—ssn (%—z)J:V?tg ﬂ;'t !

29) cosz4-senr=




CAPITULO XII

PROGRESIONES

§ 141. Sucesién numérica

Ejemplo 1. Los postes telegrficos se ponen a una dis-
tancia de 50 m uno del otro. Expresar la longitud de la
linea de comunicacion S, en funcién de la cantidad de postes
instalados.

Es evidente que S, = 50 (r — 1).

Paran=2, 34,5, ...

S, =50 m, 100 m, 150 m, 200 m, ...

Ejemplo 2. De la geometria se sabe que el nimero de
todas las diagonales de un poligono convexo de n lados se

determina por la férmula a,,=ﬂ';',:-§3, donde a, es el ni-

P
mero dé diagonales en n 4ngulos. Dando a n los valores:
4, 5, 6, 7, 8, ... obtendremos los correspondientes valo-
res de'a, = 2, 5, 9, 14, 20, ...

En los dos ejemplos examinados hemos obrado con funcio-
nes, cuyo argumento n puede adquirir solamente valores
enteros positivos. Estas funciones se admiten en llamar fun-
ciones de argumento natural (de otro modo, funciones de
argumeiito entero} y escribirlas brevemente (simbélicamente)

asi:

e, = | (H-) é {an}‘

La particularidad esencial de la funcién de argumento natu-
ral es que el conjunto de sus valores se puede numerar y dis-
poner en un orden determinado: @, @, @5 a4 « -« @n.
Aquf, en el primer lugar se encuentra el nimero a;, = f (1),
en el segundo, el nimero @, = f (2), en el tercero, a, =
= §(3), ete. En este caso se dice que el conjunio de nume-
ToS: @y, @py Qg - -+ Qpy . .. eStd Ordenado.

@ bepvicioN 1. El conjunto ordenado de valores de la fun-
cién de argumento natural se llama sucesién numérica. En
forma general una sucesion numérica se escribe asi:
4, Gy, Ggy « .., Gy, ... El nimero a, se llama primer {ér-
mine de la sucesibn, el nimero a,, segundo término, ete.
Veamos otros ejemplos de sucesiones,

n
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Ejemplo 3. 5iseeleva al cuadrado cada nimero natu-
ral obtendremos una sucesién de cuarlrados de nimeros
naturales {n*}: 1, 4, 9, 16, 25, ..., »% ..

Ejemplo 4 Para cada numero natural » exista un ni-

mero inverso a él -;, estos mimeros inversos forman la su-
o 5 1
CES1ON numerica {;} H
1. A1 d f
1:?1 'ﬁ’- 'Z_! ---.;‘
La sucesién se considera dada si se conoce la regla por la
cual cada niimero natural » se encuentra en correspondencia

con otro nimero 4,. De ordinario esta correspondencia se
establece por la férmula del término general de la sucesién,

por ejempln. a, = 2n" 7 Esta férmula da lugar a la suce-
= =
su‘m " ; . % %, .., Sin embargo, no toda sucesién nume-

rica se puede dar por una férmula. Asf, por ejemplo, para
la sucesién 3, 3,1; 3,14; 3,141; 3,1415; . . . no estamos en
condicién de indicar una férmula que permite por el ni-
mero del término de la sucesién determinar el propio
término.

No obstanie, la regla por la que estan formados los térmi-
nos de la sucesién, se expresa verbalmente con facilidad: el
primer término de la sucesiéon es un valor aproximado del
niimero n por defecto con la exactitud de hasta 1, el segundo
término es un valor aproximado de m por defecto con la
exactitud de hasta 0,1, etc. En gencral el r-simo término de
la sucesion es un valor apmximado del nimero n por defecto

con la exactitud de hasta — 1 0ﬂ —.
La sucesién 2, 3, 5, 7, 11, . . . es interesante ya que sus
términos son niimeros simples dispuestos en su orden de cre-
cimiento. En primer lugar se encuentra el menor nimero
simple 2; en segundo lugar, ol siguiente nimero simple, es
decir, el 3, etc. Esta sucesion se continda facilmente, dis-
poniendo la tabla de nimeros simples; sin esta tabla no -
estamos en condicién de decir, por ejemplo, el término que
se encuentra en el 1000-8simo lugar, puesto que no hay una
férmula que exprese el n-simo nimero como funcién del
namero. Sin embargo, la regla verbal expresa exactamente
la ley de formacién de¢'sus términos. A veces la sucesién se
da por la I6rmula de recurrencia, por ejemplo, 2,2 = a, +
+ a,.4. El sentido de esta férmula consiste en que cada



lérmino (comenzando del tercero) se determina como suma
de los dos términos anteriores proximos a él: a; = a; + a.,
@, = @3 + a4, . .. Para que sea posible escribir esta suce-
§ién hay que dar sus dos primeros lérminos. Supongamos
que a; = 2, a; = 1, en tal caso tendremos: a; = 3, g, =
= dl! a; = 1, ag = 11, ele.

@ oerinicion 2. La sucesion {a,} se llama monétona crecien-
te, st cada lérmino siguiente es mayor gque el ante-
rior,es decir, la desigualdad a,4; > a, es cierta para todo n
natural. En los ejemplos 4, 2, 3 ya nos hemos encontrado
con la sucesién monétona creciente,

@ oerivicion 3. La sucesién {a,} se llama mondtona decre-
ciente si cada término siguiente eés menos que el anterior, es
decir, la desigualdad a,,y << a, es cierla para todo n na-
tural.

Un ejemplo de una sucesion mondtona decrecienle es

ot b

Existen sucesiones cuyos términos ora crecen, ora decrecen-
Estas sucesiones se llaman oscilantes o indeterminadas.

y . 2n
o o qyneL,
Ejemplo g, ={(-1) o
Para n =1, 2, 3, 4, 5, ... obtlenemos los términos de la
sucesion
1 4 3 E i)
y _ﬁ\ E‘ Eoya 5 1 F1 e

Se nota facilmente que a; <C a,, pero ay; > a».
Los términoes de esta sucesién crecen y decrecen alternativa-
mente.

§ 142. Ilustracién grafica de una sucesion

Los términos de las sucesiones mondtonas {es decir, sélo
crecientes o s6lo decrecientes) se representan comodamente
por puntos sobre un eje numérico; ademds, al crecer el punto
se mueve hacia la derecha a medida que crece el nimero de
término, lo que estd representado en la fig. 107. Para la
sucesién mondtona decreciente el punto se mueve hacia la
izquierda con el crecimjento del nimero de término,

Podemos proceder también de otro modo, admitiendo el
niimero de cada término como abseisa, y la magnitud de ese
término, como ordenada y construir los puntes (I; ay).

279



——t——4—+ 2=  Fig. 107.
1 2 20t
1} I
y 24 4 Loan
g 4 4 i Zn-/ 1’
! ' Fig, 108.
la! ta, oz, 4
(2; a;), (3; @3), . . . etc. Se obtiene una serie de puntos aisla-

dos del plano o, como se dice, puntos discretos. Estos pun-
tos, o dicho con rigor, sus ordenadas son las representacio-
nes de los términos de la sucesién.

En la fig. 108 se muestra la sucesion {a,}:1, —1, 1, ...
En ésta a, = (—1)"*. 8i quisiésemos representar los tér-
minos de esta sucesién en forma de puntos sobre el eje numé-
rico (eje de abscisas), tendriamos que la representacién
seria inexpresiva, puesto que los términos con niimeros im-
pares se representan por un punto d..s; = 1, y todos los
términos con némeros pares se reiinen en otro punto a,, =
= —1. En este ejemplo se puede notar la ventaja del segundo
método de representacién ante el primero.

§ 143. Progresién aritmética

Examinemos las siguientes dos sucesiones:

4,7, 10, 13, 16, ...,

8 3, -2 -7, —12, ...

Su ley de composicién es la misma; la diferencia entre cual-
quier término de la sucesién y el préximo a él de izquierda
(anterior) es una magnitud constante. En el primer ejemplo
esta diferencia es igual a: 7—4 = 10—7 = .., = 3; en el
segundo ejemplo tendremos 3—8 = —2—-3 = —5.

@® operinicioN. Se llama progresion aritmética una sucesisn de
nimeros, en la cual cada término siguiente se obtiene del
anterior sumando a dste un mismo namero denominado
diferencia de la progresion. La diferencia de la progresidn se
desigha por la letra d; por lo tanto, en el primer ejemplo
d = 3; en el segundo ejemplo d = —5. Los términos de una
progresion aritmética se designan por a;, a,, a,, etc.; en el
primer ejemplo a; = 4; a; =T7; a, = 10.
8id > 0, la progresién es creciente; si d << 0, es decreciente.



Para demostrar que la sucesién dada es una progresién arit-
mética se le antepone el signo <+, por ejemplo: =7, 9,
1,13 « . s

8i d =0, todos los términos de la progresién son iguales
entre:si. El estudio de estas progresiones no presentainterés.

§ 144. Férmula de cualquier término
de una progresién aritmética

Por definicién de la progresién tendremos

ay = ay + d_:

ay=a +d = a, + 2d;

a, = a; + d = a; + 3d.

Se puede notar la siguiente ley: para obtener un término de
una progresién aritmética de nimero & hay que sumar al
primer término la diferencia d multiplicada por el nimero
de términos que preceden al que se determina:

a=a +k—1)4d (1)
{al término a, le anteceden (k — 1} términos). Por ahora
ésta es nuestra suposicién, pues atn no estd demostrada la
validez de la igualdad (1).

Demostremos que si la igualdad (1) es cierta, también es
cierta la igualdad

Gpet = 0 + Kd. 2
En efecto,

g =0 +d =a, + (k—1)d + d = a; + kd,

con lo que queda demostrada la validez de la igualdad (2).
Hemos comprobado directamente que para k =2 y k = 3
la férmula (1) es cierta, en tal caso, por demostracién tam-
bien es cierta cuando k = 4, y si 1o es para k& = 4, lo es
también para k = 5, y en general, es cierta para todo k = n.
Por eso,

an =a; + {(n — 1) d.

§ 145. Media aritmética

Supongamos que a_y, Gy, Qx4 SON tres términos sucesivos
de una progresién aritmética. En tal caso, por propiedad de
la progresion tendremos:

Ay — Bp_y = Gpyq — Q3

20, = aps + apes;

a,:ﬁ;.t.‘%.?.&.u,
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Se llama media aritmética la semisuma de dos ntmeros; por
lo tanto, cualquier término de una progresin aritmética (ex-
cepto el primero) es la media aritmética de dos de sus térmi-
nos contiguos.

E jem plo. Intercalar 7 medias aritméticas entre los ni-
meros 8 y 20. Esto significa que se deben hallar 7 nimeros
tales que junto con los niimeros dados 8 y 20 formen una
progresién aritmética; el primer término de esta progresién
es el 8, el noveno, el mimero 20. Tendremos que

ap=a;+8d; 20=8+ 84, d =15
La progresién bhuscada sera:
=8 9,5; 11, 12,5; 14; 15,5; 17; 18,5; 20.

Este ejemplo se puede generalizar: si hay que intercalar &
medias aritméticas entre los ndmeros a y b, tendremos que

b—a

b=a+(k+1)d, d=377

Conforme al primer término y la diferencia d se puede escri-
bir los restantes términos.

§ 146. Férmula de la suma de los » primeros términos
de una progresién aritmética

Seitalemos previamente una propiedad de la progresién
aritmética con un niamero finito de términos.
Supongamos tener la progresién

=+ 2, 7, 12, 17, 22, 27, 32, 37.

Sumemos los términos equidistantes de los extremos ‘de la
progresion: 2 4 37 =139; 74 32=239; 12 + 27 = 39;
17 4 22 = 39; notamos que la suma de dos términos de ung
progresidn aritmética eguidistantes de los extremos es igual a la
suma de los términos extremos.

Asi debe-ger: los primeros sumandos de estas sumas (es de-
cir, 2, 7, 12, 17) ‘crecen en 5; en cambio los segundos suman-
dos (37, 32, 27, 22) decrecen en 5; debido a esto la suma de
cada par de sumandes permanece constante.

Pasemos a la deduccién de la férmula de la suma de los n
primeros términos de una progresién aritmética. Designemos
esta suma por §,:

So=atata;+ ... + a0+t +a, ()
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Si los sumandes del segundo miembro de la igualdad les
escribimos en el orden inverso, la suma &, no variard por
ello:

Sy=a,+ e+t ... tagt+atar 2

Sumando miembro a miembro las igualdades (1) y (2), obten-
dremos:

an o= (al + an) + (az + an-l) + (as + an-!) + LR
o (an-g -+ aa) -+ (an—l -+ ﬂ’z]‘ -+ (an + ai)-

in cada paréntesis tenemos una suma de dos términos equi-
distantes de loz extremos de la progresién; por lo tanto, to-
das estas sumas entre paréniesis son iguales entre si y cada
una de ellas es igual a la suma de los términos extremos a; +
-+ a,; en total son n paréntesis, es decir, tantos como térmi-
nos de Ja progresion. Por eso, tendremos:
28, = {a; + a,)n

_ {0y~ &n) ;
Sn T "-"2_ n.
La suma de los n primeros términos de una progresién aritmé-
tica es igual a la semisuma de los términos extremos multipli-
eada por el nimero de términos.
Se se utiliza la expresion del término general de una pro-
gresién aritmética: a, = a; + (n — 1) 4, la férmula de la
suma puede tomar otra forma:

-(n—1jd

S, =tatiNd,
gDl e,
Es conveniente utilizar esta férmula cuando hay que hallar
el nimero de términos de una progresion segin los dates
a, dy S,

147. Representacién geométrica de la suma S,

Demos la deduccién geométrica de la férmula de la suma de
los n primeros términos de una progresién aritmética. Antes
sefialemos lo siguiente: si la base de un rectingulo es igual
a la unidad, sd superficie se expresa por el mismo niimero
que su altura.,

Construyamos n rectdngulos de alturas iguales a los térmi-
nos de la progresién aritmética (fig. 109); la base de cada
rectngulo es igual a la unidad: todos los recténgulos estan
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juntos uno a otro. Obtendremos una figura escalonada (en la
figura se muestra rayada), cuya superficie numéricamente es
igual a . Si a la figura rayada se le yuxtapone una misma
figura, pero dada vuelta, se obtendri el recténgulo A BCD
de base AB = n, altura AD = a, + @,; la superficie de
la figura rayada es la mitad del rectingulo, es decir, §, =
_ {aytanin

.-—-—-"2"“‘_--

§ 148. Ejemplos de empleo de la férmula de la suma S,

Ejemplo 1. Hallar la suma de los » primeros niimeros
de una serie natural. Tendremos: ¢, = 1; a, = n; el nmero
de términes también es igual a n; por la primera férmula de
la suma se puede escribir:

__(+nin
S“ ——T" .

Ejem plo 2. Hallar la suma de 10 términos de una pro-
gresidn:

= 18; 14; 10; 6, . ..

En este caso d = 44—18 = —4; a;, = 18; n = 10. Por la
segunda férmula de la suma tendremos:

Sp=2212429 10; 5,0=0.

Ejemplo 3. El cuarto término de la progresién es igual
a 8, el noveno término, igual a —6. Cuantos términos hay
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que tomar para que su suma sea igual a 547
gg=—06, 6 a;+8d=—G
¢I..|'=9, o Gi+3d=9

Sd= —15;
d = =3;
9 =a + 3.(-3)
@y = 18.

Por la segunda férmula de la suma tendremos:
B 2-134-(;1;1}-{-31 he

108 =(36—3n + 3) n;

36=(13—n)n;

n*—13n+36=0.

Resolviendo esta ecuacién cuadrilica obtendremos
=4 n, =9

Abmas respuestas satisfacen los datos del problema, lo que
se aprecia al verificar:

+ 18, 15, 12, 9, 6, 3, 0, —3, —6; S, = 54;

8 = 84 + 0 = 54, puesto que la suma de los Gltimos cinco
términos es igual a cero. Evidentemente, lo mismo ocurrira
si la progresién tiene términos de signos contrarios, pero
iguales en valor absoluto.

§ 149. Suma de los cuadrados de los n primeros némeros
de una serie natural

La suma de los # primeros nimeros de una serie natural la
designamos por Sy, y la suma de sus cuadrados por S,, de
manera que

Si=14+243+4+ ... 4n

S, =124 22430 L 48 L | 4 nt

Si en la identidad

(n+1)*—n*=3n"4+3n 41

damos sucesivamente a n los valores 1, 2, L T—
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obtendremos:

2 - 13=34% 434 +1;

3F 28 —-3.224+3.241;

45 — 3 = 3.3+ 3.3+ 1

B3 — 43 = 3.4% - 3.4 4 1;

- —1¥=3r—-1P+3(0r—1) 4 1;
m+1P—n?=3r"4+3n+ 1.

Sumando miembro a miembro estas igualdades:
M1 —12=3(12+ 22432 +4%... 4 n% +
+3U+24+3 44+ ... +n) +nr,

o bien

(n+ 1)* — 12 = 35, + 38, + n. (3)
Pero

B l‘n+21_)n_

Sustituyendo el valor de S, en la igualdad (3), obtendremos:
n’+3n’+3n=3«5‘;+ﬂ%ﬂ-}~+n,
de donde
85, = 2 (n* 4- 3n® + 3n) — 3n* — 3n — 2n = 2n® +
+ 3P4 n=n{n+1)(2n 4+ 1)
g, —nirt+i)@nti)
3 = —
De manera semejante se puede hallar la suma de los cubos

de los n primeros niimeros de una serie natural, si se parte
de la identidad

(n 4 1) — n* = 4n® 4 6n® + 4dn + 1;

obtendremos:

8y= ['-('—‘%er =8}

§ 150. Progresién geométrica

@ DEFINICION. Una sucesién de nimeros, en la que cada tér-
mino siguiente es igual al término anterior multiplicado por
ol mismo nimero, se llama progresién geométrica. Expondre-
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mos ejemplos de progresiones geométricas

1,2,4,8, 16,32, . .;

; : 11 ]

27: ("1 3! 1! ‘3" ﬁv R

12, —8,3, —3. 3, ..

Cada término de la primera sucesién, comenzando del se-

gundo, es igual al anterior multiplicado por 2; en el ségundo
ejemplo el término siguiente se obtiene del anterior multi-

plicado por % , en el tercer ejemplo, multiplicado por —%.

El niimero por el que hay que multiplicar el término anterior
para oblener el siguiente se llama razén de la progresién,
y se designa por la letra g. Los términos de una progresién
geométrica, andlogamente a los términos de la progresién
aritmética, los designaremos por a;, a4, a4, etc. La pro-
gresién geoméirica la vamos a designar per el signo -,
puesto ante sus términos.

Si la razén de la progresién g es mayor que 1, la progresién
es creciente para @, > 0 y decreciente para a, << 0.

Si g==1, todos los términes de la progresién geométrica son
iguales entre si. Estas progresiones no presentan interés. En los
ejemplos anles citados, la primera progresién es creciente,
la segunda, decreciente, y la lercera no es ni creciente ni
decreciente {(aqui el Lérmino conseculivo puede ser mayor o
menor que el precedente),

§ 151. Férmula de cualquier término
de una progresion geométrica

Por definicién de la progresién geométrica tendremos:
iy = @44,
a3 = 2,9 = a,q%

a, = asg = @,q°.

Se pone de manifiesto una ley determinada; para obtener
un término de una progresién geométrica de niimero determi-
nade, hay que multiplicar el primer término de la progre-
sién por la razén de la progresién con exponente igual al
namero de términos precedentes. Supongamos que esta ley
se cumple para el término de niimero k:

o = ag*; (1
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demostremos que, en tal caso,
Gp = ayf’ (2)

En efecto, por definicién de la progresién geométrica tendre-
mos:

apt = aag = 3"~ = a,g",

con lo que la igualdad (2) queda demostrada.

El cumplimiento de la igualdad (1) lo hemos verificado hasta
el valor de & = 4. En tal caso, por demostracién, también es
cierta para k = 5, y si se cumple para k =5, entonces tam-
bién es cierta para & = 6, ete., y, en general es cierta para
cualguier valer natural de k = n:

b=l

an = alq“-l‘

Todo término de una progresidn geoméirica es igual al primer
término multiplicade por lo razon de la progresion con expo-
nente igual al nimero de términos precedentes al que se deier-
mina.

Ejemplo 1. Determinar ¢l 8° término de la progresién:
«1,3,9, 27, ...

En este ejemplo a; = 1; g = 3; por eso,
ay = a,q" = 1-37 = 2187,

Ejemplo 2. Hallar el 10° término de la progresién:

= 1
2, =V3 A, — 5

La razén g= -—--%g»; a=2,
2\ * 2 Vi 2
a,u-——2(———-.v;—) =—2- -!/‘ ==—-ivg:-

2

§ 152. Media geométrica

Supongamos que ay_;, @y, a4 Son tres términos consecuti-
vos de una progresién geométrica, donde el subindice k
es un nimero natural cualquiera mayor que 1. En tal caso
tendremos:

N SR

ap.y  ap '

288



cada una de estas relaciones es igual a la razén de la progre-
sién g. Por una propiedad de la proporcion tendremos:

0f = @y Gpsy

El niimero cuyo cuadrado es igual al producto de dos niime-
ros dados, se llama su medie geoméirica; por ejemplo, el
nimero 6 es la media geométrica de los numeros 4 y 9,
puesto que 6° = 4.9,

De este modo, todo término de una progresién geoméirica es-la
media geomélrica de dos términos equidistantes a él.

Ejem plo. Intercalar entre los nimeros 2 y 1458 cinco
medias geométricas.

La condicion del problema es: hallar cinco nimeros tales
que junto con los numeros dados 2 y 1458 formen una progre-
sién geométrica cuyo 177 término sea @, = 2 y el 7° término
a; = 1458,

Tendremos que:

&; = a:q’;

1458 = 2¢% 729 = ¢

Son posibles dos progresiones:

s+ 2, G, 18, b4, 162, 4386, 1458

6
+ 2, —4, 18, —54, 162, —486, 1458.

§ 153, Suma de los n primeros términos
de una progresién geoméfrica

Designemos por S, la suma de los »n primeros términos de
una progresion geomélrica.

Sn=ﬂ1+az+ﬂ3+-<-Jl‘an-i‘al‘an' “)

Multipliquemos ambos miembros de la igualdad (1) por ¢:
obtendremos:

Sug = aig + @ + ag¢ + ..o F @G T+ 2 (2)

puesto que

G = @y Qo] = Gy« ooy B T Ay

la igualdad (2) toma la [orma

$.g=ar+ag+a,+ ... +a, + a0 (3)
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Restamos de la igualdad (3) la igualdad (1):
Sng — Sp = ang ~ ay,

Splg —1) = ey —ay,

de donde

ang —ay
Sa= By {g=1).

La formula de la suma se puede representar en otra forma,
si en ella se sustituye a, por a,g"-'; obtendremos:

RN | e L B 1

g—1 g—1
§p= 2D (g 1),

Si la razén de la progresién es | g | << 1, es convenienle
escribir la férmula del siguienle wodo:

_oag(l—qm)
Sn— e
para que el numerador y el denominador de este cociente

sean positivos para a, > 0.
Resolvamos un viejo problema del siglo XVIII.

+

Problema. Cierta persona vende su caballo con la con-
dicién de que por el primer clavo de la herradura se le pa-
gue 1 céntimo; por el segundo clavo, 2 céntimos; por el ter-
cero, 4 céntimos, ete. Los clavos de las herraduras son 32.
Se pregunta: ¢a cufinto valora su caballo?

Evidentemente, hay que hallar la suma de los 32 términos
de la progresién geoméirica, cuyo primer término es g, =
= 1: la razén g = 2;

agp = 1.2%%

Sao= 2t == 29— 1 = 4204967 205 (céntimos).

Convertidos en rublos, esla cifra es aproximadamente de
2,45 millones de rublos (iprecio fantdstico!).

Ejemplo. Lasuma de los tres primeros términos de una
progresién es igual a 6, y la suma de 2°, 3° y 4° términos es
igual a —3. Hallar la progresién. Escribimos los datos:
ay + @ + a5 = 6;
as + a, - g, = —3.
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Expresando los términos de la progresidén por el primero,
obtendremos

@ + g+ ag® =6, 6 oy (1 + g+ g% = 6 (4)
ag+ag®+ag=-306aq(l+q+4q%) =3 (5)

Dividimos la igualdad (5) por la igualdad (4), obtendremos:
1

g¢=—- . El primer término lo hallamos de la correlacién
] i
e e o
3

La progresion buscada es: ++8; —4; 2; —1; . ..

§ 154. Método de induccién matematica

Al deducir la férmula de cualquier término de las progre-
siones aritméticas y geométricas hemos aplicado los razo-
namientos que llevan el nombre de méfodo de induccién
matemdtica. La esencia de este método es la siguiente: . si
hay que establecer que una férmula, en la que figura el
nimero natural n, es cierta, entonces:

1) comprobamos que la ley supuesta se cumple para el caso
particular de n = 1

2) suponemos que la ley se satisface para cualquier valor
arbitrario de n = k, y demostramos que, en este caso, ella
es cierta también para n = k 4 1; de aqui se deduce que la
ley es en general cierta para cualquier valor de n, pueslo
que su validez se puso de manifiesto para n —= 1, y por demos-
tracién ella es cierta también para n = 2, y si es cierta
para n = 2, también lo es para n = 3, ete.

En ciertos casos estos razonamientos se llaman método de
demostracién de n a n -} 1. Veamos el siguiente ejemplo.
Ejem plo. Demostrar que para cualquier valor natural
de n se cumple la igualdad

R =~ a3

La férmula es cierta para n = 1, puesto que
g LUHD-@A4D 4 gy
8 R

Supongamos que la férmula es cierta para n—k:
15+2"‘|"3*+ Vs +k2 ____fliﬂw.
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Demostramos que, en ese caso, ella es cierta también para
n—k+41, es decir,
B4 203 R (o )7 B DR 2R

En realidad, .
P4 200 B L (e )2 AN L g

=k i—i){"——{z’;"”J.- k 1-1)] =k 4-1) 2___.._“"”:““‘“:

(k-f-'!) 291‘;}‘4‘5 - (k1) (k-tZ) (2k+-3) :

puesto que 2k* + Tk + 6 = (k + 2) (2k -+ 3).

La verificucion directa ha demostrado que la formula es
cierta para n -= 1; por demostracion serd también cierta
para » =- 2, y, por cse, tsmbién para n = 3, por lo tanto,
Y para n = 4; y, en general para cualquier n natural.

§ 155. Problemas de progresién

P Problema 1. Dos cuerpos que se encuentran a la dis-

tancia de 133 m uno del olro, se mueven al encuentro mutuo.
El primero recorre 10 m por segundo, y el segundo recorrié
3 m en el primer segundo; en cada segundo siguiente recorre
Hm mas que en el anterior, {Después de cudntos segundos los
cuerpos se encuentran?
Supongamos que el encuentro se produce después de x se-
gundos, en tal caso el primer cuerpo recorrid un camino igual
a 10 x (m), el segundo cuerpo recorrié un camino igual a la
suma de los términos de la progresion aritmética:

S§=34+(34 N4B-F5-2)5 ... +[3+5(x—1)]. Por los
datos del problema 10z4S=153, 6 10z4 £:;-}j..":=153.
Resolviendo csta ecuacién cuadritica, hallamos que z = 6.

P Problema 2. (Pueden log nimeros que expresan las

longitudes de los lados de un trigngulo y su perimetro, for-
mar una progresién aritmética?
Supongamos que las longitudes de los lados forman una
progresién aritmética, en ese caso se los puede designar por
¢, a + d, a + 24, siendo su perimetro igual a 3a 4 3d.
La diferencia entre el perimentro y el lado mayor es
{3a + 3d) — (a + 2d) = 2a + d, y, puesto que 2a+d'>
> d, el perimetro no es el cuarto término de la progresion
aritmélica.
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PProblema 3. Cuatro nimeros forman una progresién
geométrica decreciente. Sabiendo que la suma de los tér-
minos extremos es igual a 27, y Ia suma de los términos me-
dios, igual a 18, hallar esa progresién.

Tengamos el sistema

o+ ayq® = 27,
{ ag +ag* =9
Dividamos 1a primera ecuacién por la segunda: L i %
= 3. Resolviendo esta ecuacién cuadratica, obtendremos
g =2 V3. Solamente ¢ = 2 — }/3 satisface las condi-
ciones del problema dado, puesto que la progresién debe ser

decreciente y, por eso, | g | < 1, El primer términe de la
progresion lo hallamos de la correlacién g, (g 4 ¢%) — 9,

B=3-0+5V3.

P Problema 4 Lasuma de tres nimeros positivos, que
forman una progresién aritmética, es ignal a 2. Si a estos
nimeros les sumamos respectivamente 2, 3 y 9, los nuevos
nimeros forman una progresién geométrica. Hallar esos
nimeros. Supongamos quez, ¥ y z son los niimeros buscados.
En tal caso z + y +z = 21, y, puesto que los nimeros
z, ¥, z forman una progresién aritmética, tendremos que
2y =z + z. Por las condiciones del problema z + 2,
¥ + 3,z + 9 componen una progresién geométrica, es decir,
W+ 3= (x+ 2)(z +9).

Se obtuvo el sistema de ecuaciones

z+y+z=21
{ 2y =z + 2z,
W+3=(z+2)z+9).

De la primera ecuacién hallamos que z +z =21 — g,
entonces la segunda ecuacién toma la forma 2y = 21 — y;
y = 7. Sustituyendo en la tercera ecuacién y por su valor 7,
obtendremos (z + 2) (z + 9) = 100, pero,’ dade que
z+ 2 =14, z = 14 — 7, entonces

fz+2) (14 — = + 9) = 100.

Resolviendo esta ecuacién cuadritica, obtendremos z, = 3;
z, = 18. El segundo valor z, = 18 no nos sirve, puesto que
la suma de los primeros niimeros z 4 y excede la suma de
los tres, lo que no es admisible, puesto que los tres niimeros
son positivos. Asi, pues, los nimeros buscados son: 3, 7 y 11,
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A Ejercicios

1. Escribir varios de los primeros términos de una sucesifn, si el

término general se expresa por la férmula e, = n-:-i ;
2. lem para cusndo: 1) e, = . 12y ap s 1 S 3 ap=
3n4-1 an—1 )

1 el
T L Tl B i 7 i

3. Escoger, ¢n lo posible, una férmula simple para el término gene-
ral de las siguientes succsiones: 1) 1, 3,5, 7, 9,...; 2) 1,
3 4 3 _6_
R R el T

4. tCudles de las siguienles sucesiones son una progresién aritmé.
tica: 1) 3,6,9,12, ... 12} 1,8,27,64, ... 3 1,3,7,1531,...:
4) 5,3, 1, =1, =3, ...7

5. Dada la progresi6n

S PR & L (-

hallar: 1) el 7° términe; 2} ¢l k-ésimo término.
6. En la progresién

=5, 2, =1, —4, ...,

hallar: 1) ayz; 2) ap.
7. Hallar ef término general de la progresién

<+ 3b, 5b, Th, ... (b= 0).

8. Dada la progresion
3579 ...,

jendl es la sucesidn de nimeros que forman los términos que quedan
si se suprimen en ella los términos situados en los lugares pares?
9, Intercalar 8 medias aritméticas entire los nimeros 4 y 40.

10. Los diimetros de las poleas asentadas en un oje comun forman
una progresién aritmética de einco términos, cuyos términos extremos
son iguales a 120 mm y 216 mm; hallar los didmetros de las poleas
intermedias.

1. Hallar la suma de 12 términos de la progresién

— 4,8, 12,18, ...

12. (Cuédntas veces suena un reloj por dis si éste suena también en
las medias horas?

13, Demostrar que la suma de los n primcros nimeros impares es
un cuadrade exacto.

14. Completar los lugares vacios de la tabla en la pig. 295.

15. La suma del 2° y 5° términos de una progresién es igual a 14,
la suma del 3° y 7° es igual a 8; haller la progresién.

16. La suma de] 3° y 6° términos de una ru{resién es igual a 3, y la
suma de sus cuadrados es igual a 45; hallar la p i6n,

17. Kupetsky es una persona que tiene 14 copitas de plata, cada una
de- las cuales se diferencia en 4 medias onzas segin una egifn,
la Gltima pesa 59 medias onzas; hallar e} peso de todas las copitas
{de la aritmética de Magnitsky, afio 1703).

T
vay 3) 6%, o4, gt
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aj a, o n S"
1 7 39 9

2 8 —2 14
3 a —7 10

4 1 i 5

3 12 40 9400
3 2 3 442
7 22 0.4 43

8 25,7 1.3 266
9 —4.,3 100 955
10 —15 11 1]

iB. Un cuerpa gue cae libremente en el vacio recorre en el primer
seﬁndo agroxlmadamente 4.9 m, y en cada segundo siguiente 9,8 m
mas. (Qué camino recorre el cuergo en 10 segundos? ;Qué camino
ha recorrido en el iltimo segundo

19. iCudl es el nimero natural igual a Ia suma de todos los nimeros
naturales que le anteceden?

20. La suma de tres nlimeros que componen una progresién aritmética

es igual a 16. El producto del primero por el segundo es igual a !2»3-.

Hallar esos niimeroa,

21, El sexto término de upa progresién aritmética constituye el 60%
del tercer término de la misma progresién, y su producto s igual a 15,
¢Cuéntos términos hay que tomar de esta progresién para que su

suma Sea igual a 30 = ?

22. Se ha dado la progresion

~ 3 3.2;: 3.4 36: ...

iComenzando de qué nimere sus términos serdn mayores de 10007
Demostrar que la sucesibn, cuyo término general se expresa por

la férmula a, = 2-37, es una progresién geométrica. Escribir los

rimeros cuatro términos de esta progresion.

gé. Determinar el 10° término de la progresién

+~+2 4 B, ...
25. A qué es igual el 7° término de la progresidn
++ 15, —5, e SO

26. ¢A qué es igual la razén de la progresién geométrica
H2 VI A, o i20an e, et L (@ 0
27. Intercalar tres medias geométricas entre los niimeros 12 y 972.

28, Intercalar cuatro medias geoméiricas entre los nimeros 5 y 20.
29. Hallar la suma de diez términos de una progresién, si

e=349=2,2 a,:S;q:‘-}-
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30. Hallar 1a razén y la suma de siele términas de la progresidn
geomelrica, $i a, == 36; ¢ = ;—i

31. Dados 8, — 2186, ¢ = 3; hallar ¢, y a,. )
32. Hallar el nimero de términos de la progresién geoméirica, si

=3 qg—=% S, = 189,

33. Hallar la razén de la progresibn, sieudo 2 = 1, n = 3: §, = 157.
34. Dada la progresifn geométrica, en la que

3
a4 a2 =9, 51"’?'—‘27;-

hallar a;.

35. Lasuma de Lres mimeros que componen una progresidn geométrica
creciente es igual a 65, 3i restamos defmpunr niumero 1, del mayor 19,
los mimeros nuevamente obtenidos componen una progresién arit-
mética. Hallar estos mimeros.

36. Hallar cuatro niimeros sabiendo que los tres primeros de ellus
cOmponen una progresidén geométrica, y las (llimas tres, una aritmé-
tica. B¢ sabe que g = 2, d = B,

37. Hallar cuatro nimeros positivos que componen una progresifn
gaométrica, si a; + ap = 15, a3 + a, = 60.

8. Demostrar que si tres niimeros positivos a, b y ¢ forman una
progresifén geométrica, entonces

1 1 1
aZhlct (F+b_3+c_3) =ad 4. b7 f.e3,

39. Un cuerpo se mueve por una recta uniformemente acelerado.
El camino recorrido en el primer segundo es de { m; en el segunda.
de 1,2 m; en el tercero, de 1,4 m. Do este modo, el camino recorrido
en cada segundo siguiente es 0.2 m mayor. jCudl serd e} camino
recorrido por el cuerpo al final de dos minutos desde el instante de
comenzar el movimiento?
40. Desde los puntos A y B se mueven simulténeamente dos cuerpos,
uno al encuentro del otro. El primero de ellos recorre en el primer
minuto 50 m, ¥ en cada minuto siguiente dos metros méds que en el
precedente. El segundo cuerpo recorre en el primer minuto 40 m,
v en cada minuto siguiente 4 m mas que en el precedente. ;Despuss
e cuantos minutos se encuentran estos dos cuerpos si la distancia
AR = 510 m? Dar la resolucién grifica del problema.
41. Resuélvase analitica y grificamente el siguiente problema:
Desde el punto 4 parte un ciclista. Supongamos que en el primer
segundo haya recorrido 3,5 m, y en cada segundo siguiente de movi-
miento el camino recorrido aumenta 1 m en comparacién con lo reco-
trido en el precedente. Tres segundos después, del mismo punto A
g en la misma direccién parte el segundo ciclista. En el primer segun-
0 éste recorre 4 m, y en cdda segundo siguiente recorre 2 m més
qua en el precedente. (D és de cudntos segundos el segundo ciclista
alcanza al primefo y a qu_{ distancia del lugar de partida ocurre esto?
42, Tres numeros positivos: a, ag, ag?, que forman una progresitn
geométrica, pueden ser tomadas came longitud de los lados de un
rectdngulo. {En qué limites puede variar la razén de la progresién ¢?
Examinese los dos casos:

Ng>1y ) 0<g<t.




CAPITULOQ XII

FUNCION EXPONENCIAL Y LOGARITMOS

§ 156. Potencia de exponente irracional

En el cap. V se generalizé y extendié el concepto de poten-
cia a enalquier exponente racional. Asi, por ejemplo,
a¥? = V¥ a Vi 1;_ , donde a>0y a1,

[
Sin embargo, no hemos examinado el caso en que el expo-
nente es un nimero irracional, lo que denota el simbolo
a* (e es el nimero irracional, a > 0; a 5= 1).
Sin examinar esta cuestion en forma general, aclaremos el
sentido de este nuevo simbolo en el ejemplo de la expresién
2",
Al nimero irracional }'2 se puede aproximar por dos suce-
siones de nameros racionales:
() 1; 1.4; 141; 1,414; ...
o hien
(I 2; 1,5; 1,42; 1,415; ...
La primera sucesién es mondtona creciente; sus términos son
valores aproximados de la raiz cuadrada de dos por defecto,
tomados con el grado de exactitud creciente.
La segunda sucesién ¢s mondtona decreciente; sus términos
son valores aproximados de la raiz cuadrada de dos por
exceso; ademds, la exactitud de la aproximacién crece g
medida que crece el nimero de términos de la sucesidn.
Formemos dos nuevas sucesiones:
(1) 2y 218 ot Jrae,
(11°) 2%; 11.8; prae, gras.
La primera de las nuevas sucesiones también es monétona
creciente, y la segunda, monétona decreciente.
Se puede demostrar que ambas sucesiones tienden a un mis-
mo nimero con el crecimiento ilimitado del nimero de tér-
minos de la sucesién. Este nimerose toma (por definicién)

como valor de 2VE,
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Ubservacion. Con las potencias de exponentes irracionales
se opera segin las mismas leyes que con las potencias de
exponenies racionales, por ejemplo:

a*ab = qu*B,

a%aP = a2~B, etc.

(o y p son dos nimeres irracionales),

§ 157. Funcién exponenical

En muches campos de la ciencia y la técnica al estudiar los
fenémenos y procesos mas variados se descubre una depen-
dencia funcional comin entre dos magnitudes variables que
intervienen en ¢l proceso dado. Veamos algunos e¢jemplos.

1) Con la variacién de la altura % sobre el nivel del mar la
presién atmosférica p varia segiin Ia ley: p = p,a*, donde
Po es la presién sobre el nivel del mar, ¢ es una magnitud
constante.

2) El crecimiento de un drbol se produce por la ley 4 =
= Aya*, donde ¢ es el tiempo. A, es la cantidad de madera
inicial, A es la cantidad de madera variable con el tiempo,
expresada’ generalmente en m®,

3) La reproduccién de bacterias en un cultivo cualquiera
{(por ejemplo. en levadura de cerveza) se produce por la
ley: y = yo0™, donde ¢ es el tiempo, y es la cantidad va-
riable de bacterias, y, es la cantidad inicial de bacterias
en el instante £ =0, @ v &k son constantes.

4) El radio se desintegra por la ley: z = z,6"'; aqui z, de-
nota la cantidad inicial de radio para t = 0, a y k son ni-
meros constantes.

En los ejemplos expuestos hemos tratade con procesos que
llevan el nombre de proceso de crecimiento orgdnico. Si nos
abstraemos del sentido fisico de las variables que intervie-
nen en los procesos de crecimiento ogrdnico, y designamos
eslas variables por las letras z e y, se puede decir que todo
crecimiento orgdnico se representa (describe) por una fun-
cion del tipo

y = Ca*~,

Veamos al principio el caso elemental de tal funcién, cuan-
do € =k = 1; luego y = a*.

DEFINICION. La funcién de tipo y = o*, dondea > Oya 5 1,
se llama ezponencial.

El estudio de esta funcién lo comenzamos construyendo su
gréfica:
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§ 158. Graficas de las funciones exponenciales

Formemos la tabla de valores de las siguientes funciones
exponenciales:

y=2" (a=2); y=(é—): (a=7);
=10 @10 4= () (e~ ).

x —4& —3—2‘—10 i E[Jl-t\

==
=|
|
¥
L
-
-]
=

2 ol B AT
- e LY OO O Y N e R T i
e BITIB|ZT| T T
y=10* o, 00,1810, 30, 4Jo,8[0,3] 1 [1,3]8,82,4]3,204,2 5,6 |10

11

,.z(.l‘_u)‘ 10 5.6 13, 22,401, 801,2] t jo,7l0,6lo, 4]0, 3]0, 2400, 18]0.1

La segunda parte de la tabla estd compuesta del siguiente
modo. Los valores positives del argumento z forman una

progresion aritmética de diferencia d_- ; los valores de

la funcién exponencial 10*, en este caso comp{}nan una pro-
gresion geoméirica de razén g = 101%

1) 10"* =V 10 ~ 3,16;

2 104 =V 10" ~ V316 ~ 1,78;

10V VB 133 (g=1,33).

Las restantes polencias las hallamos por multiplicacién:
4) 192210%-1[1%%1.‘?8-1.33%2.3?, ete.

Para los valores negativos de los exponenles conviene uli-
lizar las magnitudes inversas t-;i—-]

ik
Z

e

10 —‘- ~ 0,422, etc.

5716 ~ 0,316; 107 ~ 5

%S

m]»

-
(=]

Ll

Gt

10

299



¥
18 8
12 :
2t
10
H
815
61 )
: Fig. 110.
41
2
— —
-4 -3 -2~ jof 2 3 & =

Frg. 111,

-4 -3 -2 -

Los resultados redondeados con una cifra decimal han sido
llevados a la tabla.

A base de las tablas compuestas en las figs. 110 y 111 se
han construido las grificas de estas cuatro funciones expo-
nenciales en una misma escala.



§ 159. Propiedades de la funcién exponencial

Las grificas construidas de las funciones exponenciales
ilustran las siguienles propiedades de la funcién exponen-
cial, las que admitimos sin demostracién:

1) La funcién exponencial es positiva para cualquier valor
del argumento (la grafica estd dispuesta encima del eje Oz).
2) Si la base a > 1 la funcién exponencial crece con el
aumento del argumenlo z; ademds, a* << 1 para z<<0 y
g¢* > 1 para = > 0.

3) Si la base es positiva @ <C 1, la funcién exponencial ¢*
decrece con el aumento del argumento r; ademds, ¢ > 1
zara z<<0 y a*<<1 para z> 0.

) Para cuslquier base positiva ¢* = 1, si z = 0 (todas las
cgrvfs intersecan el eje de ordenadas en un mismo punto
(0; 1).

3) Si a>1 la funcién ¢ crece lanto més rdpidamente
cuanto mayor sea a (la curva y = 10* sube mas rapidamen-
te que y = 2.

6) Para un crecimiento ilimitado del argumento z, la fun-
cién @* (@ > 1) puede tomar valores tan grandes como se
quiera.

Aunque esla propiedad no se deduce directamente del dibu-
jo, se ve facilmente que para

z=1,2 3 45,
etc., la funciom

10 = 10, 100, 1000 10000, 100 000, etc.

Esta propiedad de la funcién exponencial se expresa bre-
vemente con la notacién convencional: y—~ oo para z— o,
donde el signo — oo es el simbolo de crecimiento ilimitado
de la variable; la frase «z tiende a infinito» significa el
crecimiento ilimitado de la variable z

7) Para valores negativos y grandes, en valor absoluto, del
argumento, la funcién a* (2 > 1) puede adquirir valores
tan pequefios como se quiera, por ejemplo, cuando z = —8

10-* = 0,00000001.

Esta propiedad se expresa brevemente con la notacién con-
vencional: a* — 0 cuando z - — oo {a > 1).

8} Si a << 1, entonces ¢¥ — 0 para z — o0 y @° — oo para
I = — 0o,

3



§ 160. Grafica de la funcién exponencial y = Ca**

Como se sefiald en el § 157, los procesos de crecimienlo orgd-
nico se representan por una funcién exponencial de tipo
y = Ca**,

Construyamos la grafica de esta funcién para valores parti-
culares de los pardmetros:

C=3a=2 k=04

Luego y = 3.204*,

Compongamos la tabla de valores en la que los valores de 2
forman una progresion aritmética; en tal caso los valores de
la funcidn y {calculado con Ia exactitud de hasta 0.1) forman
una progresion geométrica:

z —4|-3] -2 —10‘1 2 3‘47...

y=3-20,4x t11,3(14,7 2,3' 3 Iqi‘l] 5,2 5,9'9

Los valores de la funcién estén calculados mediante las
tablas. La grifica estd representada en la fig. 112. Comparin-
dola cen la grifica de la funcién y = 2 (fig. 110) se puede
decir que el cardcler general de ambas curvas es el mismo:
ambas funciones son crecientes en todo el eje numérico y
para ningéin valor de x no adquieren valores negativos, Sin
embargo, el ritmo de crecimiento de la funcién y = 3.20%*
retarda con respecto al ritmo de crecimiento de la funcién
y = 2%, lo que estd motivado por el factor & = 0,4 en el
exponente, menor que la unidad.

Mediante la grafica de y = 3.20% se puede resolver la
ecuacién, por ejemplo:

3.2%% 4 2 rm1=0.
Para ello es suficiente representar la ecuacién en la forma
3.2 2241

y trazar la recta y= —%H— 1, que corta la curva y =

= 3.20¢ en el punto M; lo abscisa del punto M nos da el
valor aproximado de la raiz de la ecuacién dada, la que es
ignal a —1 {fig. 112).
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Fig. 112.
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Observacian., La funcién y = Ca™** se reduce a la forma

y = Ae™*, puesto
A=C.a%

que Ca™+ = Ca*<.a" = 40", donde

§ 161. Nocion de logaritmo

Al formar la tabla de los valores de la funcién y =
= 3.209% (§ 160) surgié una dificultad: jedmo caleular por

el valor dado de z,

por ejemplo, para x = 1, ¢l correspon-

diente valor de la funcién y =3.204' = 3.2%6 = 33/9%
El problema es que no existen tablas para la extraccién de
la raiz 5% de un nimero.

[ista dificultad se puede vencer estudiando la variacion el
exponente en funcién de la magnitud de la misma potencia,
pero esto requiere la introduccién de un nuevo conceplo
matematico. Supongamos dada la igualdad a° = b, donde
a>0,b>0yas1

© verivicioN. Se llama logaritmo de un mimero b respecto de
la base a el exponente ¢ a que hay que elevar la base a para
obtener el ndmero b. La notacién log,b = ¢ se lee del si-
guiente modo: el logaritmo del niimero b de base a es igual
a ¢. El niimero que sirve de base del logaritmo se escribe

debajo del renglén.
De las igualdades
25 -- 32,

10% = 100,

31— 81,

se deduce que
5 = log, 32,
2= logm 100,
4 =log, 81,



> = 125, 3= logs 125,

(%)'1_-:8, —~3=log%8,

a=b, ¢ ==log, b.

Las igualdades de ambas columnas son equivalentes: las,
primeras delerminan las segundas igualdades y vice
VEersa.

De la definicién de logaritmo se deduce que

alogsb = b,
Por ejemplo, 2/% %% = 39. 10 1810190 _ 4qq
Examinemos la resolucién de ejemplos de tipo
a* =6 2)2"=b; 3) ¢ =z,
donde por dos numeros dados hay que hallar el tercero.
Ejemplo 1. ;A qué es igual el logaritmo del nimero
27 de base 97
logy 27T =z, 9° = 27;
3

(3%* =33, 3**=3% de donde 2r=3; :1?

Ejemplo 2. ;Cudl es la base del logaritmo de 8 si éste
es igual a 6? Tenemos que:

log.8 = 6;

P28 2=y By TV

Ejemplo 3. Hallar el ntmero cuyo logaritmo de base
64 es igual a —2/3.

Designando el nimero buscado por z, tendremos que
loggsz = —2/3, de donde

7 1
X r—-TI—]

§ 162. Funcién logaritmica y su grifica

@ DEFINICION, La funcién inversa a la funcién exponencial se
llama logaritmica.
Siy=2a(@e>0yas=1), entonces

z = log.y,
0, cambiando la designacién del argumento y de la funcién
¥ = log,z.
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La grafica de la funcién logaritmica se puede obtener por
la regla general de la grafica de la funcién exponencial, si
se dobla la figura por la bisectriz de los dngulos de coorde-
nadas primero y tercero.

En la fig. 113 se muestran las graficas de la funcién expo-
nencial y = 2° y de su inversa, la funcién y = logsz.

§ 163. Propiedades de la funcién logaritmica

A cada propiedad de la funcién exponencial corresponde una
propiedad determinada de la funcién logaritmica, lo que
se puede apreciar de las siguientes comparaciones:

Funcién exponencial Funcién logaritmica

1. La funcién expenen- 1. La funcién logaritmica tiene
cial es positiva para valores reales sélo para valores
cualquier valor del positivos del argumento (la
argumento z. grifica se encuentra a la dere-

cha del gje de ordenadas).
2. Para z =0 la fun- 2. El logaritmo de 1 de cual-

cion exponencial es quier base es 0.
igual a 1.

3. Para valores negati- 3. Los logaritmos de los nime-
vos del argumento z ros menores que 1, de base
la funcién a* << 1 a > 1 son negativos; ademds
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{a > 1); ademds log,x - — oo cuando z— 0,
a* ~ 0 cuando

I~y — 00,
4. La funcién exponen- 4. La funcién logarftmica crece;
cial crece y a* — 0 ademds, log,z — oo cuando

cuando 2 — o0 (@ > 1). z— o0 {a > 1).

§ 164. Significado prictico de los logaritmos

Formemos la tabla de potencias enteras del nitmero 2:

Expouente » 1 2 3 4 5 6 7 8 49 j[1] 11

Potencia 2% 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048

Exponento n 12 13 14 15 16 17
Potencia 27 4096 8192 1638 32768 65536 131072
Exponente n 18 19 20 2
Potencia 21 202 144 524 288 1048 576 2007 152

Conviene hacer notar que en la primera y tercera lineas de
la tabla se han dado los logaritmos de base 2 de los niimeros
de las segunda y cuarta lineas. Asi, por ejemplo, 11 =
= log, -2048.

Mediante esta tabla rdpidamente se puede multiplicar,
dividir, elevar a potencia y extraer la rafz de los niimeros
puestos en las lineas con la notacién 2", por ejemplo:

1) El producto de 2048 por 256 se puede sustituir por la
suma de los correspondienties exponentes (11 4 8 = 19),
de acuerdo a este exponente buscamos el niimero y obtenemos:

2048 .256 = 524 288’

2) El cociente de 1 048 576 por 32 768 se sustituye por la
sustraccién de los exponentes (2015 = 5) y buscamos de
acuerdo a esta diferencia el nimero (32}, es decir,
1048 576:32 768 = 32.
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3) La potenciacién de 128° puede ser realizada por multi-
plicacién del exponente (7) correspondiente a la base por 3:

73 =124

al exponente 21 corresponde el nimero 2 097 152:

1287 = 2 097 152,

4) La radicacién, por ejemplo, de 1048576 se reduce

a la division del exponente (20) por el indice de la
raiz (2):

V1048576 = 1 024.
En los cuatro casos las voluminosas operaciones con los

mismos nimeros las hemos sustituido por operaciones mas
simples con sus logaritmos.

§ 165. Propiedades generales de los logaritmos

1. El logaritmo de un producio de dos o varios niimeros posi-
tivos es igual a la suma de los logaritmos de los factores.
Supongamos que N y N, son dos nimeros positivos, luego
por definicién de logaritmo tendremos:

N =a'%%¥ N, %M, (1)
Multiplicande miembro a miembro estas ignaldades, obten-
dremos:

NN*____aannh+logﬂ?\',

de donde

log, (NN,) = log,N + log,N.

2. Ei logaritmo de un cociente v una fraccién es igual al lo-
garitmo del numerador menos el logaritmo del denominador.
Dividamos miembro a miembro la primera de las igualda-
des (1) por la segunda, recordando que al dividir potencias

: N s
de igual base los exponentes se restan: A—,;g""‘a” Togg N1
1

de donde
log, %I =log N —log, N,.

3. El logaritmo de una potencia es igual al producto del ex-
ponente por el logaritmo de la base.

En efecto, si ambos miembros de la identidad N = /%"
los clevamos a la n-ésima potencia, obtendremos N" =
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= g"'%" de donde
log, (N") = n-log,N.

4. El logaritmo de una raiz de un nimero positivo es igual al
logaritme del radicando dividido por el indice de la raiz.
En efecto, si se extrae la raiz n-ésima de ambos miembros de

la igualdad N = o'%", tendremos que
VN={'/W=NL‘°"“”.

Por lo tanto,

loge (Vx_V)z-i-log.N.

Las propiedades obtenidas se llaman generales, puesto que
ellas no dependen de la base a (siempre que a > 0 y ¢ == 1).

§ 166. Ejemplos de logaritmacién del producto
y del cociente

A base de las cuatro propiedades establecidas en el pérrafo
anterior, el logaritmo de cualquier expresién monomia
puede expresarse por los logaritmos de los niimeros que la
componen,

ah3

Ejemplo 4. Hallar log z, siendo z = e
cy d?

akd _ i o 3T
T log (ab®)—log (¢ /') =
= loga+log b*~(logc + log ;) d%) =
=1oga+3logb—(logc+-§iogd)-——

log

=loga+3log b-logc—% log d®).
Ejemplo 2,

—— —
lOg_‘%/L;-%_= ll:lg;‘/a C—cr—log Vo + =

ﬁ-é' log [a (b—¢}? —% log (a®4 b*%) =

=% Iloga+2lag(b—c);....%hg(as+bz)
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Cabe hacer nolar que la suma y la diferencia no se exponen
a logaritmacién,

Ejemplo 3. Dados: logy2 = 0,3010, logye3 ~ 0,4771,
hallar log,q % 12.

logio}/ T2 =5 log, 12 = 7 logo(2?:3) =

=+ (21og 2+ l0gio3) & + (20,3010 +0,4771) ~ 0,216,

Ejemplo 4.
o (a—bpye
Veta'

logy=3log(ea—b + % log c—% [2log (a+ b)+ 3 logd].

§ 167. Potenciacion

Si por el logaritmo de cierta expresién se busca la propia
expresién, se dice que hay que realizar la potenciacion,
es decir, la operacion inversa a la logarilmacién.

Ejemplo 1, Dado: logz =loga -+ 2logd — loge,
hallar z,
_a.b%
c

Ejemplo 2.
logz=%[loga—-%logb+2log(a+ b}]+logc;

3 /alat by
= ]/—1/"5':.—

En la potenciacién nos valemos de las siguientes considera-
ciones: la suma de logaritmos es igual al logaritmo del pro-
ducto, por ejemplo

log m + log n = log (m -n);

la diferencia de logaritmos es el logaritmo del cociente;
el factor antepuesto al logaritmo indica que se ha tomado
un logaritmo de poiencia, por ejemplo:

3 log a = log a®,
%—(log e+ log b) = log VE.
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La correcion de la potenciacién siempre se puede verificar
por la logaritmacién.

§ 168. Sistema de logaritmos decimales

Los logaritmos de los nfimeros, calculados por una misma
base, forman un sistema de logaritmes. En particular, si
como base se toma el nimero 10, el sistema de logaritmos se
llama decimal. Los logaritmos decimales se indican por el
simbolo «lg» sin apuntar Ia base 10, es decir, en lugar de
logioAd se escribe simplemente Ig A,

Los logaritmos decimales tienen una serie de propiedades,
que los hacen extraordinariamente cémodos en los céleu-
los. Mencionemos estas propiedades.

Propiedad 1. EI logaritme decimal de un nimero entero, re-
presentado por la unidad con ceros consecutivos, es igual ‘a

tantas unidades como ceros tiene el nimero. Esta propiedad es
evidente, puesto que

101 -- 10, es decir, lg10 =1;
10% = 100, es decir, 1g100 = 2;

103 = 1000, es decir, 1g 1000 = 3;
10"=100.... 0, es decir, 1g100 ... 0 - n.
e N —

T Ceras 7 CeTOB

Propiedad I1. El logaritmo de una fraccién decimal propia,
representada por la unidad precedida de ceros, es igual a tan-
tas unidades negativas como ceros preceden a la unidad, con-
siderando también cero de enteros. En efecto,

107 = 0,1, de donde 1g0,1 = —1:
10~% = 0,01, de donde Ig0,01 = —2;
107 = 0,001, de donde 1g0,001 = —3;

10°"=0,00 ... 01, de donde 1g0,00...01 = —n.
S
T Cercs n ceros

Los logaritmos decimales de niimeros racionales, que no son
nimeros de tipo 10" y 10=" (n es un nimero entero), no se
pueden expresar exactamente ni por un nimero entero,
ni por un fraccionario; éstos son nameros irracionales,
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Vamos a demostrar, por ejemplo, que Ig 2 no puede ser igual
al ntimero fraccionario -, donde p y ¢ son niimeros enteros
positivos. '

Si suponemos que lg 27"%, tendremos que tener la igual-

dad 10{-= 2, 6 107 = 2%, Esta igualdad no es posible,

puesto que su primer miembro 10” es un nimero represen-
tado por la unidad con p ceros, y estd compuesto de los
factores 2 y 5, repetidos p veces [10° = (2.5)° = 2P.5P);
el segundo miembro 27 no puede dar tal descomposicién,
por lo tanto, la suposicién de que lg 2 es un nimero frac-
cionario no es cierta.

Sin embargo. se puede calcular aproximadamente lg-2, asi
como el logaritmo de cualguier otro nimero con cualquier
grado de precisidn, es decir, con cualquier nimere de cifras
decimales. En el siguiente pérrafo se dard un ejempio de
este cdleulo. Agni damos el modo de estimar aproximada-
mente el logaritmo, es decir, el modo de hallar entre qué
niimeros enteros estd comptendido.

Supongamos que se quiera hallar lg 275.6; cscribimos la
desigualdad

100 < 275,6 << 1000;

luego

lg 100 << 1g 275,6 << Ig 1000,

6 2 < lg 275,6 << 3, de donde

lg 275,86 = 2 + una fraccién propia positiva.

pEFINICION. La parte entera de un logaritmo se llama carac-
terfstica, la parte fraccionaria, mantisa. En las tablas de
cuatro decimales de Bradis hallames: lg 275.6 = 2.4402;
aqui la caracterfstica es 2 y la mantisa 0,4402.

Propiedad 111. La caracteristica del logaritmo de un ridmero,
mayor o igual a 1, tiene tantas unidades como cifras en
parte entera del nuimero menos una.

Al principic vamos a comprobar la veracidad del postulade
enunciado en los distintos ejemplos, y luego veremos el caso
general.

a) El niimero 32.185 tiene en la parte entera dos cifras
comprendidas entre 10 y 10%, es decir, 10" < 32,185 <
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<< 10%, pero al nimero mayor le corresponde un logaritmo
mayor:

g 10 << 1g 32,185 << 1g 107,

6 1< 1g 32,185 < 2. de donde

lg 32,185 = 1 4 una fraceién propia.

La caracteristica es igual a 1, es decir, una unidad menos
que el nimero de cifras de la parte entera.

b) lg 5147,3 = 3 - una fraccién propia, puesto que

1000 < 5147,3 << 10 000,

6 10 < 5147,3 < 104, de donde

3<lg51473 < 4.

¢) Supongamos que el niimero A tiene en la parte entera n
cifras, en tal caso temdremos la desigualdad

1M1 L 4 < 107,

de dende n — 1< lgd <n, por lo tanto,
lgA=n—14-una fraceién propia

carag- mantiaa

teris-

tica
Propiedad IV. La caracteristica de un logaritmo de frac-
cibn decimal propia contiene tantas unidades negativas
como ceros preceden a la primera cifra significativa, conside-
rando incluso el cero de los enteros; en este caso la mantisa es
positiva.
Ejemplo 4. La fraccién 0,0475 estd comprendida entre
0,01 y 0,1, es decir,

0,01 < 00475 < 01;
Ig 0,01 < 1g 0,0475 < Ig 0,1;
—2 << 1g 0,0475 << lg —1.

Por lo tanto, lg 0,0475 = —2 4 una fraccién propia posi-
tiva. En este caso la caracteristica es igual a —2. A la
primera cifra significativa (4) le preceden dos ceros.
Ejemplo 2. 1g0,00054 = —4 + una fraccién entera
positiva, puesto que
0,0001 < 0,00054 < 0,001,
de donde
Ig 0,0001 < Ig 0,00054 < g 0,001;
—4 << 1g 0,00054 << —3.



Supongamos tener una fraccién decimal propia a, a cuya
primera cifra significativa preceden n ceros (considerando
el cero de los enteros). En forma general, dicha fraceion
se puede representar asf:

 CEros

e\,
a=0,000...0bb, ...,
donde b, es la primera cifra significativa.
Tenemos la desigualdad
7 ceroe {n~1)ceros

Fouetamwe e\,
0,000...01 <« < 0,000...01

Por eso
T CeTO8 (n-1) ceros

e i, rr— .
1g0,000.. .01 < lge < 1g0,000...01;
—nglga < —(rn—1).
El logaritmo de la fraccién dada resulté comprendido entre
dos nimeros enteros negativos: —n y —(r — 1), cuya dife-
rencia es igual a 4, por lo tanto, éste es igual a un nlimero
menor -+ una fraccién propia positiva:
lg & = —n 4 una fraceién propia positive.

Asi pues, la caracteristica de lg o es igual a —n.
Convenimos en escribir la suma algebraica de un nimero
entero negativo y una fraccién propia positiva, en forma
abreviada, asi:

—3 + 0,4317 = 3,4317;

—5 + 0,8205 = 75,8205

El signo menos de encima indica que sélo la parte entera
es negativa, siendo la mantisa positiva (ge lee: cinco bajo
el signo menos). En esta forma se admite escribir los loga-
ritmos de los niimeros menores que 1; esta forma de loga-
ritmo se llama artificiosa.

Todo logaritmo negativo se puede reducir a la forma arti-
ficiosa, por ejemplo:

a) —2,1543 = —2 — 04543 = (—2 — 1) +

-+ (1 — 0,1543) = —3 4 0,8457 = 3,8457;

b) —1,0647 = (—1 — 1) + (1 — 0,0647) = —2 +

+ 0,9353 = 2,0353;

¢) —4,2564 = 5,7436.

313



R e gl a. Para convertir un logaritmo negativo en la forma
artificiosa se procede del siguients modo: se aumenta en,
una unidad negativa la caracteristica y sobre el resultado
e pone el signo menos, todas las cifras de la mantisa se
restan de 9, y la 1ltima, de 10,

Propiedad V. Al multiplicar o dividir un nimero por 10,
100, 1000, etc. la mantisa de su logaritmo permanece inve-
riable, y la caracteristica se aumenta o se disminuye respecti-
vamente en una, dos, tres, ete. unidades.

Hay que sefialar que los nimeros 10, 100, 1000, . . . son
potencias enteras positivas de 10, es decir, ntmeros de tipo
10"

a) Tenemos: lg (4 -10") = lg 4 + Ig 10" = lgd +n
Debido 2l producto del nimero A por 10" el logaritmo au-
menté n unidades, por lo tanto, la parte fraccionaria, la
mantisa, quedd invariable,

b} ]g(%) =lgd —lg 10" =1lgd —n;

el logaritmo disminuyé »n unidades, por lo tanto, la mantisa
perinanece igual. Por ejemplo:

lg 38,1 = 1,5809;
lg 381 = 2,5809;
g 3810 = 3,5809:

ig 38 100 = 4,5809;
lg 3,81 = 0,5809;

1g 0,381 = 1,5809;

1g 0,000381 = 4,5809.

Corolario. 1) La caracieristica de un logaritmo depende sola-
mente de la situacion de la coma en el niimero dado, pero no
depende de las cifras que representan este miimero.

Los logaritmos de nimeros tales como 278; 598,5; 110.7;
705,48; 142,845 tienen una misma caracteristica, igual a 2,
2) La mantisa no depende de la situacién de la coma, sino so.
lamente de las cifras significativas y su disposicién mulua,
Las mantisas de los logaritmos de nimeros tales como 23,4,
2,34, 0,234; 2340, etc., son iguales.

]

§ 169. Caleulo de logaritmo

En el § 168 se demostré que Ig 2 es un nimero irracional.
Veamos el método que permite calcular el valor aproximado
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de lg 2 con el grado de precisién dado, por ejemplo, con la
exactitud de hasta 0,001.

El método se reduce a lo siguiente: se hallan dos potencias
enteras positivas de 10, cuyos exponentes se diferencian en
1: entre ellas debe estar comprendida la potencia del nime-
ro 2 con un exponente suficientemente grande En otras
palabras, hay que resolver la desigualdad de tipo

10™ < 2P << 10™4, (1)

donde m y p son los nlimeros enteros positivos buscados.
8i p == 1000, se lograra la exactitud requerida. En reali-
dad, por logaritmacion de la desigualdad (1) obtendremeos:

m<plg2<m+t, 6 %(lg?.(f%%.

Las dos fraceiones % y , entre las que estd comprendi-

m+1
P :
do lg 2, se diferencian entre si en la magnitud y' Cuande
p > 1000 se alcanzard la precisién requerida.
Pasemos al célculo, para lo chal utilizamos la tabla de
cuadrados como medio auxiliar. Tendremos

2 =32

0 — 322 — 1024 = 1,024-10%

210 — (1,024 .10%% ~ 1,04 108,

200 ~  (1,04-10%% ~ 1,08-10'%

280 ~ (1,08-101%)% ~ 1,16 -10%,

2180 o (1,16-10%)* & 1,34 10,

2020 ~ (1,34-10%)% ~ 1,79 .10°;

2000 ~ (1,79 -10%) x 3,20.10'%
2180 oy (320.101%)° ~ 1,02.10%5,

Puesto que 1,02.10%% > 10, pero 1,02.10%8 < 10%,
entonces tendremos la designaldad

1_0336 <21280 < 10388‘

Procediendo a la logaritmacién de la doble desigualdad,
obtendremos:

385 < 1280 Ig 2 < 386;

385 385
Tf8_0<1g2 <i=m'

0,3001 < lg 2 < 0,3017,
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o bien
0,300 < 1g 2 < 0,302,

Tomando la semisuma de los limites superior e inferior,
tendremos:

lg 2 ~ 0,301.
Un céleulo més exacto nos dard:
lg 2 = 0,3010209956 . . .

Las primeras tres cifras decimales las calculamos con com-
pleta exactitud. Existen otros métodos de célculo de loga-
ritmos mas convenientes, sblo que elles requieren conoci-
mientos de matemdtica superior.

§ 170. Operaciones con logaritmos

Antes de pasar a calcular utilizando logaritmos hay que
¢studiar las cnatro operaciones aritméticas con logarilmos,
puesto que la técnica de la logaritmacidn se reduce funda-
mentalmente a esto. Veamos cada operacién por separado.

1. Suma.

Ejemplo 1. Ejemplo 2.
21742 3,4832

+1.5736 +1.6758
1,7478 3,1590

La suma se realiza por las reglas de la suma de fracciones
decimales con la diferencia de que las caracteristicas se
suman algebraicamente, y al resultado se suman unidades
enteras obtenidas de la suma de las fracciones decimales de
las mantisas.

2. Resta, Examinemos algunos casos.

Ejemplo 1.

2,4845
73,4796

1,3049
31e



De la mantisa del minuende (0,4845) restamos la mantisa
del sustraendo (0,1798), obrendremos como: resultado 0,3049,
a continuacién de la caracteristica del minuendo (2) resta-
mos la caracteristica del sustraendo (3), obtendremos —1;
ambos resultados de la sustraccién las unimos en la inscrip-

cién 1,3049.

Ejemplo 2.
1,3516

T 2,6432
2,7084

Al restar las mantisas hemos tenido que temar una unidad
de 'la caracteristica del minuendo, decir, de 1,3561 se
restd 0,6432, obteniéndose 0,7084; restando las caracteristi-
cas obtendremos 0 — (—2) = 2.

Ejemplo 3.
3,2534

5,678
1,5816

A la caracteristica del minuendo (—3) la representamos men-
talmente como una suma (—4 + 1). l& unidad positiva la
unimog a la mantisa y de 14,2534 restamos la mantisa del
sustraendo 0,6718, obtendremos 0,5816. A continuacién
restamos las caracteristicas: —4 — (~—5) = 1; siendo el
resultado final 1,5816.

3. Multiplicacién. Al multiplicar un logaritmo de caracte-
ristica negativa por un nimero natural se multiplica por
separado Ja mantiza y la caracteristica:

74853.4 = (—2 + 0,1853).4 = —8 4+ 0,7412 = §.7412,

Generalmente tal producto se realiza sin representar el
logaritmo en forma de una suma algebraica, por ejemplo:

1,8016 .5 = 1,4580.

Después de multiplicar las fracciones decimales de la manti-
sa por 5 se obtuvo 4 unidades enteras positivas, las que
ficilmente se suman mentalmente a 5 unidades negativas
obtenidas del producio de —1 por 5: —5 4+ 4 = —1; el
resultado final serd 1,4580.
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Si un logaritmo de caracterfstica negativa y mantisa posi-
tiva se multiplica por una fraccion decimal positiva, con-
viene transformar el logaritmo de la forma artificiosa en la
natural, multiplicar las dos fracciones decimales y conver-
tir el resultado en la forma artificiosa.

Ejemplo 1

1,4526-0,23 = (—1 -+ 0,1526).0,23 = —0,8474.0.23 =
= —0,1949 = 1,8051.

Ejemplo 2

3,6418 (—0,47) = —2,3582.(—0,47) = 1,1084.

4. Divisién, Al dividir un logaritmo de caracteristica nega-
tiva por un nimero natural, hay que distinguir dos casos:

a) cuando la caracteristica se divide enteramente, b) cuando
la caracteristica no se divide enteramente.

Ejemplo 1. 2,1856:2 = 1,0928.

Aqui se dividid a la vez por 2 la caracteristica y la mantisa.
Ejemplo 2

2,4365 : 5 = (~2 4 0,4365) : 5 = (—5 + 3,4365) : 5 =

= —1 + 0,6873 = 1,6873.

Agregamos a la caracteristica tantas unidades negativas
(—3) a {in de obtener el nimero entero proximo que se divi-
da enteramente por el divisor; al mismo tiempo agregamos
a la mantisa la misma cantidad de unidades positivas y di-
vidimos por separado los enteros obtenidos y la parte frac-
cionaria.

Ejemploe & B,4724 : 4 =72 8681,

A la caracteristica se le agregd — 3 y a la mantisa+3; con
facilidad se divide mentalmente.

Ejemplo 4.
3,1832 : 0,658 = —2,8168 ; 0,658 = —4,2809 = 5,7191.
Ejemplo 5

1,6405 : (—1,3) = —0,3595 : (—1,3) = 0,3595: 1,3 =
= 0,2765.

314



§ 171, Logaritmo complementario

Como se sabe, Jos dos niuneros NV y % se llaman muiuamente
inyersos, su producto es igual a 1.
DEFINICION. Se llama logariimo complementario del niimero

N el logaritmo del nimero -;,—:

lg N ad. = !g%‘
Puesto que

1. T
lg y —lg N,

luego
IgN ad. = —lg N

El logariimo complementario del nimero N es el logaritmo
del mismo nidmero fomade con signo contrario; por ejemplo:

a) lg 17,18 ad. = —1g 17,18 = —1,2350 = 2,7650;

b) Ig 0,0085 ad.= ~Ig 0,0085 = —3,9204 =

= —(—3+1—1+409294) = ~ (~2-0,0706) =

= 2,0706.

Supongames que lg N = ¢ + m ,donde ¢ es la caracteristi-
ca ¥y m la mantisa, en tal caso,

lgN ad=—-lgN=—¢c—m=—¢c—1—-—m4+1=
=~ e+ 1)+ ({1 —m).

Para hallar el logaritmo complementario segiin el logariimo
de N hay que agregar a la caracteristica la unidad y tomar el
resultado con signo contrario; la mantisa se resta de 1.
Ejemplos.

1) —Ig 0,0672 = Ig 0,0672 ad.= —2,8274 = 1,1726:

2) —lg13.8 — —1,1399 - 2.8601;

3) —2150,825= —3.7,0185 = 880 _

d
= —1,9443 = 0,0557.

§ 172, Tablas de logaritmos

Las tablas de Bradis dan los valores aproximados de las
mantisas de los logaritmos de todos los niimeros enteros de
1 a Y099 con cuatro cifras decimales exactas; la caracteris-
tica del logaritmo se pone a base de las propiedades sefiala-
das de los logaritmés decimales. Puesto que la mantisa del
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logaritmo no depende del lugar de la coma en la representa-
¢ién del nimero, sino depende sélo de la sucesién de cifras
significativas del nimero dado. estas tablas se pueden utili-
zar para buscar las mantisas de los nimeros fraccionarios.
A continuacién se da una parte de la tabla.

(<)
oo
-
o™
@
-1
oo
-

N[O i 2 3 4 5 L] 7 8 B[‘l

65 [8126(8136|8142(8149|8158|8162|8160|8176/8182]8188
66 [8105|8202{8209|8215|8222)8228|825/8241|8248]8254
67 |B261|8267|8274{8280(828T|3203|8200|8308]8312(8318
68 |B325(833118338]8344(8351|8357|8363|8370|8376/8382
69 |BISE|8305/8401 B40T|BE14[8420[8426|8432]8439/8445
0 |BE51|8457|8463|84T0|8476|84B2{B48&(B4D4{BI00|8500
71 [8543(B510|A525(8531(8537|8543|8540(B555|8001 (6547
72 |8673|8579(B385/8501[859T|8603/8000|5815|8621(8627
73 |8633|8030|B845|965118657|8683(8669|8875 8681|8686
T4 |B602|G69B|6T04|BT10I8716/87221872T|8T33|8739(8T45
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Supongamos que se quiere hallar Ig 65,4. Las dos primeras
cifras del nimero (65) las tomamos de la primera columna de
la izquierda, marcada encima con la letra «/N», y corremos
la vista desde el nimero 65 horizontalmente hasta la colum-
na vertical donde se encuentra la tercera cifra significativa
escrita encima (o debajo), es decir, la cifra 4. En la inter-
seccion de la vertical y la horizontal obtendremos la man-
tisa 8156, que designa las decimales, es decir, 0,8156, por lo
tanto, lg 65,4 = 1,8156. Las mantisas de los logaritmos
de los nimeros de dos cifras y de tres cifras, que terminan
con ceros, se obtienen de la columna indicada encima por el
cero; por ejemplo, la mantisa del logaritmo de 68 6 de
680 es igual a ,8325.

Para hallar el logaritmo de un nimero de cuatro cifras, por
ejemplo, el lg 6754, determinamos antes que nada la caracte-
ristica, es decir, escribimos lg 6754 = 3, .. .; las cifras
desconocidas de la mantisa las hallamos del siguiente modo:
como se explicé antes, primero encontramos la mantisa del
logaritmo del niimero de tres cifras 675, es decir, el repre-
sentado por las tres primeras cifras del nimero dado; obte-
nemos 0,8293; desde esta mantisa corremos la vista hacia la
derecha por la linea horizontal, intersecando la raya verti-
cal doble y continuando hasta encontrar la columna de la
perte derecha de la tabla indicada encima con la cifra 4;
en la interseccién hallamos el nimero 3 (3 diezmilésimas);
ésta es una correccién a la cuarta cifra significativa 4, que
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se suma con facilidad mentalmente a la mantisa ya hallada
0,8293; finalmente obtenemos: lg 6754 = 3,8296.

§ 173, Tablas de antilogaritmos

El nlimero correspondiente al logaritmo dado se Hlama anti-
logaritmo. Para hallar el nlimero segiin su logaritmo dado se
utilizan las tablas de antilogaritmos. El modo de su empleo
no se diferencia en nada de las tablas de logaritmos descrip-
tas antes. Si lg z = 1,5245, hallaremos z (antilogaritmo) del
siguiente modo: dejando de lado por ahora la caracteristica,
tomamos las dos primeras cifras de la mantisa, es decir,
52, de la primera columna de izquierda, indicada con la
letra m (mantisa}, y corremos la vista por esta horizontal
hasta encontrarnos con la columna sefialada encima con la
tercera cifra de la mantisa 4; en su inlerseccién hallamos el
niamero 3342; para la cuarta cifra de la mantisa, 5, hallames
la_correceién 4, que se encuentra en la interseccién de la
misma horizontal con aquélla de las columnas extremas de
derecha, que estd encabezada por la cifra 5; sumamos esta
correccion (error) al nimero encontrado 3342 y obtendremos
z = 0,3346. A la primera cifra significativa le antecede un

cero, puesto que la caracteristica es igual a 1.

§ 174. Ejemplos de célculos con uso de logaritmos
; 3/ 783 Vs
Ejemplo 1. z= V T}-.ﬁf.'-’-_ﬁ:_b
lgx:%[lg783+%lg41‘3—(2130,815-1—15?52,6)].
o bien
lgz=(1g783 4 L1g413421g0,815 ad. +1g52,6 ad.).

Cdleulos preliminares Cdleulos finales
Tlegi,3 =289 o 8080, lg 783 =2,8938
1
10,815 ad. = —(1,9112)= - lg41,3=0,8080
= 0,0888; 21g 0,815 ad. =0,1776
lg 52,0 ad.f—__-——l.7210= 1g52.6 ad. =2,2790
= 2,2790; 21584
lgz= 2’1;84 =(,7195;
xr=05,242;
x22 0,24,
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Ejemplo 2.
y= V0,178-§/0,4963+4,?27 Y ,00283.

Caleulamos cada sumando subradical por separado:
1) N=0,1783/0, 4963'

lg N=1g0, 178+ 1g 0,4963;

Ig0,178 =1,2504

11g0, 4953_‘-339-5§m1‘.8986

2) M =4,727.)/0,00283;
lg M =1g4,727 +  120,00283;

+1g0, 0028:-;._%‘1j —2,7259

Ig 4,727 = 0,6745

g M =1,4004

M =0,2514;
3) ,.0.1400
0,2514

0,3923;

4) y==,/0 3923;

y= 0,8292, y ~ 0,829
Ejemplo 3.
]
7 - (8.4620)0. 0.819)%
o 6:420)0.90.{0,649)" 5
(4,27) 5.(0,00318)0,48

Representamos dicha expresién en la siguiente forma:

3 1
7o 62508190
= (6,429)7,32.(0,00318) 0,78 -
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Pasamos -a la logaritmacién:
1gZ=31g4,27 - +1g0,819+0,321g 6,429 ad. +
+0,481g0,00318 ad.

Cdleulos auziliares Céleulos finales
1) 0,321g 6,429 ad. = 8 1o St
=-—0,32-0,80§1= 5 o 4 4O
WD 000418 ot 0,321g6,420 ad. =1,7414

— _g'iz' 53’“32443;) 0,48120.00318 ad, = 1,108
— 1,088, lgiiii.;e:f;?
_3'0.‘}304__ A v
Cion b Z~19,5.
" 1 8912 ~0,3782,

§ 175. Médulo de paso de un sistema de logaritmos a otro

Planteamos la siguiente cuestién: jeomo hallar el logaritmo
de un ndmere positivo N de base b (b >0 y b= 1), si se
conoce el logaritmo de NV de base 2 (a > 0, a 5= 1)?

Para respotider a la pregunta planteada hay que saber hallar
un factor de paso con el cual se obtiene un nuevo sistema de
logaritmos.

Supongamos que log,N = m (m es un mimere conocido).
Hay que hallar el loge¥V = z {x desconocido).

Siendo asi

a® = N, b* =

de donde

" = b~

Tomamos logaritmos de ambos miembros de esta igualdad
de base a:

m log,a = z log,b,

o bien

m=xlog. b,

1
z—m-m.



Sustituyendo z y m por sus valores, ohtendremos

1
lﬂng ,—_log.,N-m.
El factor ﬁ"ﬂ se llama médulo de pase de un sistema de

logaritmos de base a a otro sistema do base b.
Ejemplos.

1 1
‘l} log, 2= lg 2. 1_33- = 0|3010 'U.UQQU ~ 0,431.

2) log, T=1g 7—%=0,8451-3.322 ~ 2,807.
1
log, V‘-‘

Supongamos que ¢ y b son dos nimeros positivos distin-
tos de 1, en tal caso se obtendrd la identidad

log,b-logya =1,

3) log ;N = logs V-

== 2log, .

puesto que de la igualdad a!o¥.® = b mediante su logérit-
macién de base b hallamos:

log,b-log,a = log ,b = 1.

Observacién. Adem4s de los logaritmos decimales, en mate-
méticas y sus distintas aplicaciones se utilizan ampliamen-
te los logarilmoes naturales (también llamados neperianos)
la base de los cuales es el niimero irracional e, e v 2,718,
Lus logaritmos naturales se indican con «lns sin indicar la
base, por ejemplo

1 1
In 2= lg.?,-«lg—c w2 0,3010————ig PXIE] =0,3010.2,303 ~ 0,6932.
Asi, pues, el logaritmo natural de un nimero es aproxima-
daniente 2,3 veces mayor que el logaritmo decimal del
mismo namoero.

Veamos casos particulares del médulo de paso:

1) si la nueva base b=-—:‘-. tendremos que M=;=.ii_=

=~1, por lo tanto, log, N= —log, ¥;

o
Tgawr 7+ PEal =g logti

2) si b=a?, M=
D24



: i 1
3si b=Va, M=p———=—=2 1 N=2 N;
2

. 1 i
&) si b=an, M__log,_aﬂ =0

De este modo,
1
loga“ N e log. N.
El caso 4) generaliza las tres anteriores: para n = —1{ tendremos el
caso 1), cuando n = 2 tendremos el easo 2), si n = % tendremos el

caso 3).
Ejemplo. Resolver la ecuacién

15

loga 2+ logy 2+ logy x4 log s =7+

Z
Reducimos todos los logaritmos a la base 2:
loszz-laszr+% lozex-+2103=x=-3.-§.

15
"3‘1082 =
logaz=3, z=8.

§ 176. Ecuaciones exponenciales
Veamos las ecuaciones con la incégnita en el exponente.
Generalmente estas ecuaciones se llaman exponenciales, por
ejemplo:

V= ﬁ ;BT 55 = 750; 9t 34— 486,

Existen dos métodos fundamentales de resolucién de las
ecuaciones exponenciales.

1. Metodo de reduccién a una base comin. Si ambos miem-
bres de una ecuacion se puede representar como potencias de
base a, donde @ es un nimero positivo, distinto de 1, de la
igualdad de las potencias y las bases se deduce que los expo-
nentes deben ser iguales. Igualando los exponentes obten-
dremos un tipo de ecuacién generalmente conocido.

" T __ 1
Ejemplo 1. V3 F__Vﬁ'



Tendremos:

= 1 = -3
3% = —; 32=3 2,
3/4 =)

de donde
z 3
T=—73; ¥=-—3.
Comprobacién.

3
A PR R I
V3 3 3‘.} Ver

Ejemplo 2. 5% 4 5% = 750

Puesto que 5** — 5%.5 en el primer miembro se puede
sacar fuera de paréntesis el factor comin 5%, por lo que
obtendremos:

0% (0 +1)=750; ».6=T750, 5' =125,
o bien

=04 a=3

Comprobacion.

5314 59 =625+ 125=T50;

750 ="750.

' 1
Cjemplo 3. V 97T =3,
Representemos ambos miembros de la ecuacién como poten-
cias de 3:

i 4 1
(=)= — —
gz[ zl___34;

i 1
Resolviendo esta ecuacién cuadritica, hallamos

1 3
Ty== —?; .’Cg=‘?.
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Sustituyendo estos valores en la ecuacién dada comproba-
mos que ambas raices satisfacen la misma.

2. Método de logaritmacién de ambos miembros de una
ecuacién.

Ejemplo 4. 2,3 =15
Aqui es mas conveniente la logaritmacién de ambos miem-
hros de la ecuacién, después de lo cual obtenemos

z1g2,3 =(xr+1)lg15:
zlg23 —zlg15 =1g15
z(lg23 —1g15) =Igl5

Ig15 o DATEL
Ig23—1g15 ~— 0,185 ~ 0,95,

r=
En ciertos casos, al resolver una ecuacién exponencial es
conveniente introducir una incognita auxiliar

Ejemplo 5 41— 2%3% 28 =0,
Tendremos

(221 — 2743 L 28 = (},
o bien
20270 2723 4+ 28 = (;

supongamos que 2% = 3z; en tal caso 2* — % la ecuacidn
toma la forma

S —8+28=0, 6 3% 112 =0

Resolviendo esta ecuacién cuadratica, obtendremos

2, = 4; 7, = 28,

de donde

2% = 4; zy = 32;

2 =28 zlg2 =g 28;

1g28 _
.’t::-—lggT~4,81

Ambas raices satisfacen la ecuacién dada,
Ejempleo 6. Resolver el sistema

25 = 12,
2V.3% = 18.



Dividimos miiembro a miembro la primera ecuacién por la

segunda:
23 2 o ogaey apex 2 y-r 1
Tiogr =T| o 2%¥.3¥" . ‘ﬁ' pero BJ W,
-y 9y x— 941
¥ por €so i;u _=%. (T) = ("d') , por lo tanto,

r—y=1 oy=a~—1
Ahora la primera ecuacion del sistema toma la forma
25351 = 12, 6 6% — 36,

de donde x — 2, iy == 1.

§ 177. Ecuaciones logaritmicas

® oerivicion. La  ecuacidon  con  la incognita  bhajo el
gigno de logaritmo se llama logaritmica.
Ejemplos de tales ecuaciones son:

1) lg (24 6)— 5 lg (22— 3) = 2—1g 25,

2) Vigz - 1gVx,
3) loga (- + T) = 2 + logs 3* + 1).

El método fundamental de resolucion de las ecuaciones lo-
garitmicas es la potenciacién, a base de la que se obtiene
cominmente una ecvacién algebraica. Las raices halladas
se deben verificar, ya que pueden apareccr raices impropias.

Ejemplo 1. lg(z4 6)—lg(22—8)=2—1g25.

Es evidente que
lg (@ +6)— 3 lg (2r—3) = lgee

Va3
(el primer miembro de la ecuacién),
2—1g25=1gi00 —1g25 =1g4
(el segundo miembro de la ecuacién). De este modo
| x| B
tyE=s
Pero a logaritmos iguales, tomades do una misma base, co-
rresponden nimeros iguales. Por lo tanto, o S

Viz—3

=lg4.
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Resolviendo esta ecuaciéon irracional hallamos dos Taices:
r=06; z,=14. Verificacion de la raiz z,=6: lg12—

—--é-lg9=lg4; lg%:lgé (es cierta).
Verificacion de la raiz 714 1g20—olg25=1g4,
192 = 1g4 (es cierta).

Ejemplo 2. Vige=1gVz.

Antes de hallar las raices de csta ecuacién hallamos el
campo de valores admisibles de z: ambos miembros de la
ecuacién tienen sentido para lgz >0, £>1; teniendo on
cuenta que 1lgVz -:%lg x, tendremos 'b"’i?§=élgx; ele-
vamos ambos miembros al cuadrado:

lgz.—=% 1g%2, 6 lgz(lgz—4)=0.

Por lo tanto,
gz =0 — 1
lgz =4, x, = 104

Compruéhese que ambas raices satisfacen la ecuacién dada.

Ejemplo 3. lg{z'8s) =1, Estd elaro que z >0 y
PR R

Puesto que lg (€% = lg z-1g z =~ lg* x, la ecnacién toma
la forma: lg?x = 1; lgz = ==1; =, = 0.1; z; = 10; ambas
raices son ciertas.

Ejemplo 4. 2lglgz =1g(7—-21gx) —lg 5.

Si se pone Ig x = {, tendremos que 2lg¢ = lg (7—2f) —
—1g5, 6lg e =g ¥ dedonde 2 =TZ% 4 = 75
(no sirve, puesto que no existe lg &), & =1; = = 10. Se
comprueba facilmente que r = 10 satisface la ecuacién
dada.

Ejem plo 5 Resolverel sistemazy = a®, lg* z - lg* y=
= ;]g’ a*.

Es evidente que los valores buscados de las incégnitas deben
ser nfimeros positivos: z > 0; y > 0.

Pasamos a la logaritmacién de la primera ecuacion: lg z
4 lgy = 2 lg a. Suponemos que lg z = u; lg y = v, en tal
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caso tendremaos el sistema
u +~v=2Iga,
@ =2 (21g o,

o bien
{ u v =2m,
u? + p* = 10 m?,

donde m == lg a.

Resolviendo este sistema, hallamos:
u, = —m = —lga; u, =3lgea
y=3m=231Iga v,=—lga.

de donde lgz, = —lga % = -} :
lgy, =3lga; vy = a’

Anilogamente hallamos: 7, = @* ¥, = —:- ;

Verificacion de la solucién z, = = ; y = @*:
1

— .a% = g,

a

(—lga)® + (31ga)® = 101g*a.

§ 178. Resolucién de desigualdades exponenciales

¥

logaritmicas elementales

Las desigualdades gque conti la incbgnita en el exponente o bajo
¢l signo de logaritmo se llaman respectivamente desigualdades expo-
nencigles o logaritmicas. En la mayoria de los casos estas desigual-
dades se reducen a algebraicas.

Ejemplo 1. Resolver la desigualdad 22=~% < 2x+3 Para uns
base mayor que 1, a un valor menor de la funcibn exponencial corres-
ponde un valor menor del exponente, es decir,

2243, 22 L5, 2 <-g—.

Ejomplo 2. Resolver la_ desigualdad 2.33x—5.3x4.2> 0. Intro-
ducimos, una incégnita auxiliar. Ponemos z=3< (s> 0). En tal caso
2:2—5242> 0, es decir, tendremos una desigualdad cundratica de z.

Las rajces del trinomio del primer miembro son iguales & % ¥
por la regla conocida el trinomio es ﬁvoaiti\m para todos los valores

de z comprendidos en el intervalo (T , 2) . Por lo tanto, z>2

a z<-;— . Puesto que £>>0, tendremos que 0 <= <-—;— 6 2>
Mtwm0<¥<%6$>z
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De este modo, después de la logaritmacion {de base 10) tendre mos
lg3<ig g,

1
2<Tg'3—:

22,3010
047

z < =0,63.

Resolviendo la segunda desigualdad 3% > 2, hallamos:
< g2

%3 Iga

Ejemplo 3 log, (2x45) <—2

L6 23> 0,63,

3
Sefialemos que la desigualdad tienc sentide si 22452 0, o cuando
2> =g Ropresentemes el segundo miembro de la desigualdad,

es decir, el niimero—2 on la forma de log , (%)_3, 6 —2=log, 9.
T 55
Luego log, (2x--5) < log, 9, pero, puesto que cuando la base es
T 3

positiva, menor que }a unidad, a un logaritmo menor corresponde
un nimero mayor, tendremos que

24559 2>2

Ejemplo 4. logs|3—éz|>2.

En dicha desigualdad z puede tomar cualquier valor, excepto z=

=--- Luego, por potenciacion, tendremos:

13—dz|>32=9,
|8—dz]> 9.
1) Supongamos que 3—4z>0, 0 = <——:«-. En tal caso

J=bdr>98 = <—-% :
2) 813 — 4x << O,entonees | 3 — 4z | =4z — 3, dxr — 3>9, 2> 3.
De esta forma, la desigualdad logs |3 — 4z | > 2 se satisface con

los valores z>> 3 6 :{—'?.

Ejomplo 5 loga(z —3Vz+ 14 3) <1
Esta designaldad tiene sentido, si se cumplen simultineamente dos
condiciones

t—3Vz-+14+ 30,
{=+ 130, 6 z>—1.

33



Resolvemos In primera desigualdad del sistema:

t+3>3 YVt 1 para r 3z —1.

Amui ambos miembros son positivos y se pueden elevar al cuadrade
(z432=>0(r+ 1), 6 2 —3x=>0,

z2<<0, >3

De este modo, la expresion afectada del signe de logaritmo tiene
sentido si —1 < r < Oy 22> 3 Ahora resolvemos la propia desigual-
dad. Con Ya potenciacién, recordando que la base de los logaritmos

s mayor que 1, obtendromos x — 3 YTXF 14+ 3 <6, 6
r—3< SVIFT, 1y

1) Para todo r del intervalo —1 <€ » < 0 la desigualdad (1) se cum-
ple, puesto que el primer miembro es negativo, el segundo miembro
nn e negativo, y, en conseceencia, la desigualdad inicial también
es cierta.

2} Cuandn r == 3 ambos miembros de la desigunaldad (1) son positi-
vos, se puede elevar al cuadrade, va que el sentido de la desigualdad
no cambia. Tengamos (z — &i* < 0 (z + 1) Después de abrir parén-
tesis y pasar todos los términos al primer miembro obtendremos
22 — 15z < 0, de donde 0 < = < 15. Puesto qur r == 3, las soluciones
serfin valores de r comprendidos en el intervalo 3 = 1 < 5. De este
mode, fodos los puntos de los intervalos —1 < x <0 0, 3 < x <2 15
zon spluciones de la desigualdad inicial.

Ejemplo 6. log..2-log,.2-logs 4571,
Por definicién de funcién logaritmica las bases z y 22 deben ser posi-

tivas, no iguales a 1. De suerle que r = 0, x &= -;— , %1, Reducimos

todos los logaritmos a una mizma base, igual a 2:
log L log 3__i_=._1._

G log,z ' T log, 2 1+-logyx
{véase la identided log, a-log, b = 1).
La desigualdad inicial adquiere la forma

1 1
T.-gz—x'—i-_,’jfggz—z'(z-i-lﬂgzl}>i-

Ponemos log, z=-1t,

1 i a :
T"Tq_—r‘(—'l—l)>1|

después de simples transformaciones la desigualdad toma la furma
it 2 RPN e
i i+1) 2

Resolviéndola, hallamos: — V2 < t<—1, 0«7t VI,
Sustituyende ¢ por log, z, tendremos

1) log, 2 ﬁ(lng,:(lcg:—;—, de donde 27 ri(;(%;

2) Jog.1 < log, = < log, 2 "’i, de donde 1 < 22 VE,
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§ 179. Ejemplos de resolucién grifica de ecuaciones
y desigualdades

Ejemplo 1. Resolver la ecuacién 4z = 2%
Trazamoes la recta y =~ 4x y la curva y = 2% (fig. 114).

Las abscisas de los puntos de interseccion de estas lineas
son raices de la ecuacién dada. En la figura se aprecia que
Iags abscisas de los puntos de interseccion de estas graficas

sonz =4y 1, f,s-} . De este modo, dicha ecuacién tiene

dos raices. De las siguienles consideraciones se puede com-
probar que la ecuacién dada no puede tener mds de dos
raices: la grifica de y = 2 es una curva concava, en tanto
que la recta puede tener con esta curva dos puntes comunes,
o un punto comin, o bien ninguno.

Ejemplo 2 Resolver la ecuacién z.28" = 1.

Dado que para todos los valores reales de z la funcién 3*
es positiva, luego 23" > 1 (propiedad de la funcién expo-
nencial cuando la base es mayor que la unidad y el exponen-
te positivo). Escribimos la ecuacion dada en la forma

e lem (1"

Puesto que 2% es positivo, tendremos que r > 0. Proce-
diendo a la logaritmacién de ambes miembros de la ecua-
34X
cién z= (%)J debase%. obtenemos la ecuacion log ; z=3%,
2
equivalente a la dada.
Construimos las graficas de las [unciones logy z y 3

z

(fig. 145). La abscisa del punto de interseccién de estas
graficas es la solucién de la ecuacién dada. De la figura se
desprende que la raiz de la ecuacitn es z =~ -}
Ejem plo 3. Resolver grificamente la siguiente desigual-

dad i::f > 1. Si z = ~1, el primer miembro de la

desigualdad es indeterminado. Si z = -1, tendremos que
jz 41 |>0, por eso dicha desigualdad se puede escri-
bir del siguiente modo: |z 4+ 2 |> |z + 1 |. Construi-
mos las grificas de las funciones y, = |z + 2| e y, =
= |z 4+ 1| (fig. 116). De la figura se deduce que todos
los valores de z que se encuentran a la derecha del punto
z = —1,5, las ordenadas de la grafica de y; son mayores
que las respectivas ordenadas de la grafica y,.
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Fig. 114. Fig. 115.

Fig. 116.

En consecuencia, Yy >> Yy, Si 2> —1,5. Pero, dado que
x4 —1, entonces ~i5<z<c—~1 6 > —1.

Ejemplo 4. Resolver la desigualdad 3 —z> 2%

Construimos las gréficas:

1) de la recta y, =3 — z,

2) de la funcién exponencial y, = 2% (fig. 117).

Las lineas se cortan en el punto z ="1. Para todo z <C 1 la
ordenada de lp recta es mayor que la correspondiente orde-
nada de la grafica de la funcién exponencial. Por lo tanto,
todo niimero real de z << 1 es solucién de la desigualdad.

334



A Ejercicios
1, Escribir las siguientes igualdades exponenciales en forma logarit-
mica: 1) 3¢ = 1§: 2) 48 = 1024; 3) 10 = {0 000;
145 1 243 8 i

" (T) =3 9) (-5-) =g © 109=0001

2. Escribir las siguientes igualdades logaritmicas en forma expo-
nericigl: 1) log. B4 =6; 2) loga 81 =4; 3) logs ;25 = 3;
4) logy, 100000 = 5; 5) logie 0,01 = ~2; 6) log, T -3

5

7y logs z'}{ o

3. Hallar los logaritmons de base 2 de ]c:;‘?I siguientes nﬂmeroi: 1) 32,
1 1 - A S

D w1 3 = Ve 5H2V2; 6) —=; T) ¥4 8 5=

) 51 9) 5 AVE B2V ) D VE S oy

4. Hallar los logsritmos de base 10 de los siguienles nimeros:

1) 10; 2) 1000; 3} 0.1; 4} 0,0001; 5) 10m 6) V10, 7) s", 104 8) 3/100;

i

4 3 10) ——=

! Vi '3 _

5. Basindose en la definfcién de logaritmo hallar la incégnita de las

siguientes igualdades: 1) z = log; 27; 2) y = log, 16; 3) = = logs 625;

4) = =logg 27; 5) y = logs 0,04; 6) u = log, 0,125; 7) logaz = 2;

8) logs z = 0; 9) 1og;y:_§.; 10) logg s = —2; 1) log, u=2;
5

12) logy N = —3

z

iPara qué bases:
1) log 36 = 2 2) log 27 =3; 3) log 64 = 4 log2 = —0.5?
6. ¢(Entre qué némeros culoros estin comgrandldos los logaritmos
de base 2 de los nimeros: 7, 30, 120 y 4957
7. ¢Entre qué nimeros enteros se encuentran los logaritmos de base
10 de los nimeros: 3, 18, 134 y 17827
8. ¢Entre qué nimeros enteros negativos estin comprendidos los
logaritmos de base 10 de los nimeres: 1) 0,07; 2) 0,018; 3) 0,00215
g 4) 0,000057

. ¢Entre qué nimeros enteros negativos estin comprendidos los

logaritmos de base 2 de los nimeros: 1)z 2) g5 v 3) EG?

10. ;A qué es igual el logaritmo de 3B cuando la baso es: 1) 2; 2) —;— ;
3) 4; 4) 16; 5) 647

1. ¢Con qué base 1/27 tiene logaritmo igual a: 1) —g—; ) —:;— 3 —12- H
o3

12. Componer una sucesién de nimeros tal, que los logaritmos de los
términos de es:,a sucesion de base 2 formen la progresién aritmética

v 2y Buen i

iQué sucesién forman estos nlimeros?



13. Demostrar en forma general que si los nimeros forman una pro-
gresibn geométrica con términos positivos, los logaritmos de estos
términos forman una progresién aritmética.
14. Constrir en un mismo dibujo las grificas de las funciones:
1) y=logaxz 2} y=loga(x+ 1); 3} y = loga z + 1.

@ Observacién. Componer previamente la tabla de valores.
15. Exprosar el logaritmo del nimero 15 por los logaritmos de los
nimeros 3 y 5
16. Expresar el logaritmo de 2—;- por los logaritmos de los niimeros
7y 3
17. Expresar: 1) log 8 por el log 2; 2) log 81 por el log 3. _
18. Elx reser: 1) log /5 por el log 5; 2) log /2 por el log 2; 3) log 3/ 27
por el log 3.
19. :Cuéles son los logaritmos de los nimeros simples quo hay que
saber para hallar los logaritmos de los nimeros:

27 12 - V 3
9, 5. 35 VA, w
de la misma base? -
20. Hallar 1) logy {8-128); 2) logs (25 V/125).
24, Sabiendo  que  logye 2 = 0,301, 10g 103 = 0:477¢: logye 5 =
= (,6980, hallar: 1) log,s 40: 2) log,o 1,8; 3} logy, 0,12; 4) logyg 0,02.
22. Logaritmacién de las siguientes expresiones:
1) z=3eb; 2) 2:=22; G poat; § =22, 5 2s(a—b);
= (] el b= H S i

2a — Vae
N i) z=Vab; 8) r=—ra %) y=rgpey s

g o - s
abd at Vbe 1/ 4a Vab

10) z= —_— ) pme————— 7 {2) 5= Frecih o LA
)z = Y ¥ 3T ) 5 53/ a%

YV T gy e SV
W=V 51/ T w e Va=n |

Ve | e
5 |1/ EYD, i) i 18 =1/40V2V~*;
e (/ b2 3be ) = ENTG

H

- Ebg -V—F — 1
17) y=-= 2 18) z=V m 10t

c_.g VﬁVb ]/c_
20) y=V a1 /05 2ty 2=(V3)'E,

22) 2= log, [(a +3) " "F),

23, Hallar por el logaritmo de un nimero desconocido ese mismo
ndmero:

1) log =z = log 5 — Jog 2 - log 3;

2) log £ = IDF 74 log5=1log3;

A) logy =2log3+ 3log 5, B}

4) logs =3 log 2 — 2log 3 + log 5:
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1 P it 1
3) logy:T lagd-l—Tlag 5—-? log 2;
6) log u = - log (a~+5)—(log a-+-2 log (b-+ Ol

7) log = = log (a4 %) — - [log (a-+ 5)— log (b~ )}
8) log = ==3 Inga—(Sl:gb-{-?.logc! ;

9) logy ==-;— 13 log (e—b) 4- 2 log {a 4 b} —4 log a];

10) logz= —;‘_ [loga l,--:—(log a+3 log c)]—

—flog b4 3 log {e +a)— log (3-- 1)),
24. Hallar: 1) ig 1000, 2) 1g 0,1; 3) 1g 0,0001,
25. Hallar la caracteristica de los logaritmos de los siguientes nime-
o8t
7: 125; 5832, 108,54, 0,083, 0,00012.
26. Sabiendo que Ig 32 = 1,505{, hallar: lg 3.2, lg 3200, log 0,32,
g 0,0032.
27. Representar los siguientes logaritmos de caracteristica negativa
en _forma de numerns negativos:
1) 1,4728, 2y 2,5893, 3 4,0075; 4) 6,9917.
28. Representar los siguientes Iogaritmos negativos en forma arti-
ficiosa, es decir, con mantisa positiva:
1) —0,5618; 2) —1,0247; 3) —2,0019; 4). —3,9904; 5 —0,7328.
29, Hallar por las fablas los logaritmos de los siguientes nimeros

onteros:

1) 30, 2) 160: 3y 4800: 4) 72000; S 252; ) 493; 7) 109; B) 649:
9) 1183; 10y 7845, 11) 5848, 12) 2007,

Hallar los lugaritmos de las siguientes [racciones:

1) 0,007; 20 0,03 3) 70,0008, 4) 0,0002, 5) 0,12, & 0,019; 7) 0,0031;
8) 0,0078: 9 318 10) 0.0542; 11y 72,8, 12) 0,632, 13) 30,65,
14) 1,967, 15) 18,12, 16) 0,4343,

30. Sabiende que lg 275 = 2.3740, hallar sin tablas los logaritmos
de los nitmeross 1) 37,5: 2) 0,375: 3) 3,73, 4) 0,00875, 5) 3750,

31. Redondeando los pumeros de cinco cifras dados hasta cuatro
cifras, hallar sus logaritmos:

1) 13407; 2) 32,742; 3) 0,055369; 4) 18396; 5) 0,070418.

32, Hallar los numerns que corresponden a los logaritmos:

1) 0.8140: 2) 1,6590. 3y 1,6454; 4) 2,7780; 5) 3,1580, 6) 3.1752;
7) 1,003: 8) 3,0463: 9) 2,0032.

33. Hallar los logaritmos de 1ns nimerns y realizar las operaciones
indicadas:

1) g 0,087 + g 0,09, 2y Ig 3,18 L+ lg 0,25 3) lg 256 — g 18.2;
1) 1g 0,873 — 1g 0.543; ) g (247)% 6 lg (0,3723)% 1) lg 3 127,
8) 31g 0,728; 9) 21g 15,8 + 3 1g 0,263 10) Ig V327 + 1g § 0,0253.
34. Hallar lus logaritmos complementarios:

3
1} 1g 18,23 ad.; 2) Jg 0,0532 ad., 3) lg 33,0 ad.; 4) % 1g 0,326 ad.;

5) —-%Igi.‘i.ﬁ.
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35. Calcular mediante las tablas de logaritmos de cuatro cifras:

120,4-1,44

1 =0,7545.2,457; 2) z==144,6.0,0256.0,75%; 3 =l

) Fehlbidal; @ = U T X
17,6.2,85 . 0,0795-15,4 % ;

Y e=Bram D mTasmy s O =viLE D) e=

V27,3 AN
=$/0,0385; Sjy-“_‘g)z=—r— 10)z= T3 =

37,26 ; B T
= ]/%57. 1) smigr VIS 13) 2=y 0,421/0,0205;
4 Jy=0,75 0,755,

-/2 530,015
rli) ,0125% 0,25
17) y=y/ 3By 0.75; 18) 2=y 1—7 0,084

3 -
1,56%.0,00364% ]/g

15) z=%"0,275-3/7,386 ; 16) z=

9 smm—— e T 20) y=2,7508 20) 2=0,4630.45;
)= em oo Y -
22) ;s,‘,‘_éém; 28) A=0,004850,0082; 24) y =1 0,48930,285;
3/ 783 V# 0,089)0.41.(3 726)°1.%
%) 5=/ = VA, gy = QUL G 22,
T 3007 .(43,6)70.7

i
zn==l/ 1 gnron
E)

(6,402) ° -(0,081)0.8
36. Resolver las siguientes ecuaciones exponenciales:

1
o i | 5108 84
b 33=0m 2i=in B4 T=gs 0 (7)) =

1y 243 e =
) et mat=x; 6) &%= ()75 1) YTH=VE
37. Resolver las ecuaciones:
1) 13,25 =8; 2) (0,785)8%=3,18; 3) ¥ 22,1 ="7%
38. Resolver las ecuaciones:
1) 3=+1+§=29; 2) £=TEH2 s 3) T2 BT 5 =0

g2z . 1 2
Y BRe—5~% Vgt 1+lg;

B) lg (29— =5 1) g VIS +31g Qe 4= 14145,
538

=1;



3 g x
8) E-1=100; &) = 3 =000;

10) g (x—5)— 5 lg(3z—20)=0,3010; 1) 716 =1003;

12) lg (—,}‘l- z) =lg %vlg z; 13) Vs]_‘ﬁ?= 10;

Ig (35— 25)
lg(5—2)

39, Resolver graficamente las siguientes ecuaciones:

14) —3: 15) lg (528 — 142 +1) = Ig (422 — bz —20).

g x_.;_:--l,-é —0; 2 Lx_2-0.
40, Calcular:
1) 4I03u?1; 2) 5]0252; 3) 3]08.‘{3—1_

~1g0,375 V10
4. Calcular sin utilizar las tablas, 102

Resolver las ecuaciones:

2
TT e
i (2VE+3 V340 ]/i =V A3

4. mlugn(x‘! 3:-5-’} 3lugﬂ10

B, (2t—z— 1y TR g,

2
digix——Ig=x
4. z T 100 Y10, 46. 1g[3+-21g (14 2)]=0.

§7. 21glgx=lg(7—2lgz)—Ilgh.
1
48. log 4 m-l—?logs{x-—a) logy {z 4 2) =log} (z — 3} + logd {z +2)-
EY

2 2
—_—— —t
9 2
Vi T-l3)
43, m = m mi om0y ms=1
y m - Y
50. 2]Dg=r.x'2—-ﬁr+9}: 32 In-g_‘c V-1t

51, 25V T 1245V F= 125
52. logiz —9 logar —4-
53. lg812lga=1g2? 2t g2+ 21g VI,

XY — 1
¥ IJ-U' 3=.20 =5T6;
54. 73 5. { log .- (y—z)=4.
(L y)-2-% =48, LE

| ra

5. logx 5 1/5—1,25=(lng. V5)% 57 (43}* (%)x—l L

A
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60, 0,23-165431.5 _5 /B, o1, ) FR=TRHIE - (e-syes,
62. 4% 465 —2.95 =0,

63. 21g (I/I-F%ﬁ-]/zi&) —1=lg3-lg2
64, 1g2 (100z) 4 1g2 (10z) 4 g 2= 14,

65. 41g® Var=Igaz(a>0)

66, z4lg(14+ 25 =zlgh+1gb.

67. Yoge V5 + loge (52) — 2,25 = (logx V/5)%.
6k V8 V5=10. 69, lgz=24lga,

4x=4
70. 3v+142.355—20 0. 71 34 logy (2 2“]:3«.

log
72. 1695 gz 73.9°VF gtz
74, gUExB-31gxl 408, 75, log, (222 —1)=2c—4.

.1.) =Zlogax

76. 3iHgetgx _3lgtg1 4 =0, 77, (2 4z log,0,125=4.

78. [%-’;)1"3:"""'2’=210g,1/ﬁ_ 79. 227 (224 1)e2% 23 =0.

80, Resolver las desigualdades:

1) log ; 2r45) <24 5) log 4 122—3|>—3
Kl T

2) logy {32+ 2)—log (1—22)> 2% 6) loge{|=—2)—1)>1;

"21-1-?) >3

r—3

3) logy {3z 4)—logy (2z—1) > 1, T) log, (

4) logg|3—dzi>2; 8) logs(z—1)-4-logs(2—3z) > 2.

81. Resolver graficamente las ecuaciones {al construir las gréficas
utilicense las tablas de valores de las funciones: e¥, e"* senz y
co0s z, dadas al final del libro):

1) e*=2—1z; 2) st=e*+1; 3) 0.5+ z+senz=0;
4) 2m:+%=0; 5) l—i—lga:-i—%:ﬂ.

82. Resolver grificamente las desigualdades:
1) ex> 33—z, 2) e~ 41 L1
I lge—2y>d—=x;

4) lgsenz > %-2 (0 <Lz < m).



83. Resolver los sistemas:

2% 20 =24;

D spy=s;
16y,

z]{ar*==4y.

gVt =77,
e &g B

2—_2% =0
g | 84 Hoev=40,
) B4x+y = 12;

228 4y~ 15,

. { 2lgr—lgy=21g24I1g3;

84. Resolver las desigualdades:
3. =
1) logy.s (r"—z ——4-) > 2—log, 5;

L
2) log,;"_f>s

6)

7

9

i
{
|
[~

le_~i+lgE

yrlg:———arcseni

V=

2

s - yI—N

zy=-2— arcsen
n

-+ arccos

3%®

o

Vi

2

(‘)

Zlogosll]

) ;

1
Vi

+.



CAPITULO XIV

REGLA DE CALCULO

Introduccién. El aparato de céleule més difundido entre
los ingenieros y los técnicos es la regla de calculo.

La regla de céleulo permite realizar las operaciones mas
variadas: multiplicacién, division, potenciacién, radica-
cién, logaritmacién, bisqueda de los valores de las fun-
ciones trigonométricas de los 4ngulos dados y viceversa.
En este caso se economiza considerablemente el tiempo y se
facilita el célculo. Empero, los resultados de todas las ope-
raciones obtenidos mediante la regla son aproximados con
una precisién de hasta tres cifras significativas.

§ 180. Partes de una regla de cilculo
¥ denominaciones de las escalas

La regla de cilculo estd compuesta de tres partes:

2) el cuerpo de la regla con las escalas;

2) la corredera, es decir, la parte mévil, que se desliza en
la caja ad-hoc del cuerpo de la regla;

3) el cursor formado por un marco metdlico con un cristal
de aumento, que lleva un trazo visor para facilitar las
lecturas. En la parte anterior o frontal de la regla y la
corredera se encuentran las siguientes escalas (fig. 118):

1) La escala de cubos (marcada con la letra C), es la mas
superior.

2) La escale de cuadrados {marcada con la letra B), es la
segunda de arriba; la misma estd representada dos veces: una
sobre el cuerpo de la regla (escala B) y la segunda, sobre Ja
corredera (escala B,).

3) La escala fundamental (marcada con la letra A), es la
segunda de abajo; al igual que la escala de cuadrados, estd
marcada en el cuerpo (escala 4) y en la corredera (escala 4;),
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Fig. 119

4) La escala de logaritmos {marcada con la letra D), es la
més inferior.

Las escalas fundamentales marcadas en el cuerpo y en la
corredera coinciden en todas sus divisiones si ésta ultima
no se desliza a derecha o a izquierda. Lo mismo se puede
decir con respecto a las escalas de cuadrados en el cuerpo
y en la corredera.

En el reverso de la corredera se tienen las siguientes escalas
(fig. 119):

1) La escalo de senos (marcada con la letra S), es la escala
superior.

2) La escala de senos y tangentes (mnarcada con las letras
S u T), cs la escala media.

3) La escala de tangentes (marcada con la letra T), es la
escala inferior.

181, Escala logaritmica

Antes de pasar a estudiar las operaciones que se realizan
con la regla, hay que saber como esti construida la escala
logaritmica, que constituye la base de la regla.
Tomemos la funcién y = lg z. Si el argumento (x} varfa de
z =132z =10, ¢l logaritmo de (y) varia de O a 1, puesto
quelg 1 = 0;1g10 = 1.

Tomemos convencionalmente un segmento de 250 mm de
longitud como unidad y lo dividimos proporcionalmente a
los logaritmos de los nimeros enferos de 1 a 10.
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Compongamos previamente la siguiente tabla:

x y=Ilgx m::g.ulrﬂx x p=lgx 2“.:12‘3“3;:
1 0,0000 0,00 6 0,7782 194,06
2 01,3010 75,3 7 0,845 211,3
] 0,471 119.3 8 0,903 225.8
4 0,6021 150,58 9 0,9542 238,86
5 0,06990 174,7 10 1,0000 250,0

Basdndonos en esta tabla construimos la escala de la fun-
cién y = g =.

Sobre una recta arbitraria ltomamos el punto origen O.
Frente a ¢1 marcamos el 1, ya que el valor inicial de z es
igual a 1. A continuacién, desde el punto O hacia la derecha
llevamos sucesivamente los segmentos de longitud iguales
a 75,3 mm, 1193 mm, 150,5 mm, ..., 250 mm; marca-
mos Sus extremos con los correspondientes mimeros 2.
2.3, 4, ..., 10. De este modo se ha obtenido 1a escala loga-
ritmica, sobre la que se ha marcado por ahura sélo las divi-
siones mayores, o las divisiones de primer orden. En la
fig. 120 se ha representado esta escala en tamafio menor,
Para precisién de la escala hay que dividir el intervalo
entre cada dos divisiones (cotas) adyacentes en 10 partes
proporcionales a los logaritmos de los niimeros intermedios.
Por ejemplo, para obtener en la escala la cota 1.5 hay que
levar desde el origen un segmento igual a 250 mm -lg 1,5 =~
~ 250-0,476 ~ 44 (mm). De un modo semejante so pueden
marcar en la escala las cotas 1,6; 1,7, elc.; éstas seran divi-
siones de segundo orden, correspondientes a las fracciones
décimas de la unidad.

Asi, pues, las marcas en la escala logaritmica: 1, 2, 3, 4,
.. +» 10 expresan de por si nimercs, mientras que los seg-
mentos 1—2, es decir, desde la cota 1 hasta Ia cota 2, 1—3,
1—4, ..., 1—10 expresan respectivamente los logaritmes
de estos nimeros, mis exactamente, los mimeros propor-
cionales a los logaritmos, donde el coeficiente de proporcig-
nalidad es la escala; en este caso la escala M = 250 mm.
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Se obtuvo una escala irregular, puesto que los logaritmos
de los nimeros no son proporcionales a los mismos nimeros.
La escala logaritmica de 250 mm se llama normal.

§ 182. Propiedades de la escala logaritmica

Una de las propiedades més importantes de la escala logarit-
mica es que ella es periddica.

Analicemos esta enunciacién. Si la escala logaritmica
1, ..., 10 Ia continuasemos hacia la derecha para los ni-
meros 10, 20, 30, ..., 100, tendriamos que llevar, desde
el origen de la escala (desde la cota 1) hacia la Werecha,
segmentos iguales, mds exactamente, proporcionales respec-
tivamente a 1z 20, 1230, 1g40, ..., lg100. Pero
1220 =1 4 1g 2, 1g 30 = 1 + 1g 3, ete. De aqui se apre-
cia que la construccién de una cscala suplementaria nos
conduciria a que, a la escala original, cuya longitud es igual
a la escala, se le afiadiria la misma escala. De manera exac-
tamente igual se repeliria nuevamente la escala para los
nimeros de 100 a 1000, ete. Lo mismo se puede deducir con
respecto a la escala para los nimeros que se encuentran a
la izquierda de 1, por ejemplo, para los ndmeros:
0.4: 0,2; 0,3: ...; 1; la escala representada en la fig. 119
estaria desplazada hacia la izquierda en toda su longitud
(250 mm).

Esto era de esperar, partiendo de las propiedades de los
Jogaritmos decimales: los logaritmos de los nimeros 0,02;
0,2: 2: 20; 200; 2000, etc. tienen iguales mantisas, diferen-
cidndose solamente en las caracteristicas. Al realizar unas
u otras operaciones con la regla, en realidad las hacemos
con las mantisas, por eso es suficiente iener a mano una
escala logaritmica de 1 a 10. Al calcular con la regla, el
papel de las caracteristicas lo juegan los érdenes, que se
caleulan sin la regla y permiten hallar el resultado buscado.
De este modo, la propiedad de periodicidad permite susti-
tuir 118 escala infinita por una de sus partes, por ejemplo, de
1 a 10.

§ 183, Divisiones en la escala fundamental

En la escala logaritmica fundamental las divisiones estin
marcadas de 1 a 2, a cada 0,04, es decir:

1,01; 1,02; 1,03; 1,04; 1,05; ete.;

de 2 a 4, a cada 0,02:
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2,02; 2,04; 2,06; etc.; de 4 a 10, a cada 0,05: 4,05; 4,10,
4,15; ete.

Se admite decir que el «valor» de una divisién menor en la
porcion de 1 a 2 es igual a 0,01; el «valor» de la division
menor en la porcién de 2 a 4 es igual a 0,02, y en la porcién
de 4 a 10, es igual a 0,05.

§ 184. Instalacion y lectura de los niimeros
en la escala fundamental

Antes de pasar a estudiar las distintas operaciones que se
pueden realizar en la regla de cilculo es necesario saber
establecer el niimero con ayuda del visor y leer el niimero
que estd debajo del trazo visor.

En este caso conviene recordar que en laregla de tipe nor-
mal se pueden poner o leer tres {raramente cuatro) cifras
significativas sucesivas del nimero. Cuando se necesita
poner en la regla un nimero con gran cantidad de cifras,
previamente éste se debe redondear.

Al disponer el niimero ya redondeado po se tienen en cuenta
los ceros que anteceden a la primera cifra significativa,
y todos con que termina el nimero. Por ejemplo, la dispo-
sicion de los niimeros 238; 0,238; 238 000; 0,000238 sera
la misma en la regla. Cada uno de estos niimeros lo consi-
deramos en la regla como: 2—3—8. La fig. 121 muestra
¢6mo hay que poner en la regla el nimero 2—3—8.

La primera cifra 2 corresponde a un nimero de divisiones
mayores; la segunda cifra 3, a un nimero de divisiones de
segundo orden; la tercera cifra 8, a un nimero de divisiones
menores, es decir, a las divisiones de Lercer orden, se han
tomada 4, puesto que en el intervalo dado el valer de una
divisiéon menor es igual a dos unidades de tercer orden.

En la fig. 122 se muestra la instalacién del nimero 4—0—5.
El cero refleja la falta de unidades de segundo orden.
Inversamente, si se quiere leer el nimero que estd debajo
del trazo visor, primero se lee la cifra inmediata de izquier-
da de primer orden, luego, la cifra inmediata de izquierda
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de segundo orden, y la cifra de tercer orden, que en la mayo-
ria de los casos se lee a ojo. La fig. 123 representa el nimero
3—6—5 bajo el trazo visor.

Recordemos que hasta que el trazo visor salga de los limi-
tes, por ejemplo, del intervalo 1—2, todas las lecturas
comenzarin con la cifra 1. Lo mismo ocurre con las divisio-
nes de segundo orden.

De manera exactamente igual se instalan y se leen los ni-
meros en la escala rozante de la corredera (reglilla mévil),
la que llamaremos escala A;.

§ 185, Multiplicacion en la regla

El producto de dos nimeros en la regla de cdlculo estd basa-
do en la suma grifica de los logaritmos de estos numeros,
puesto que

lgab =Ilga+lgh

Tixaminemos los casos.

1. Supongamos que se necesite multiplicar 2 por 3. Lleva-
mos el trazo visor del cursor sobre la cota 2 de la escala
fundamental A. Debajo del trazo visor colocamos la unidad,
o sea, el origen de la escala A,. A continuacion deslizamos
el cursor hasta llevar el trazo visor sobre la cota 3 de la
escala A, y en la escala 4 leemos el producto 0.

Esta multiplicacién estd representada esqueméticamente en
la fig. 124.

2. Supongamos querer multiplicar § por 5. Llevamos el
trazo visor sobre la cota 8 de la escala A. Si colocamos bajo
el trazo visor el origen de la escala 4, tendremos que la cola
5 de la escala de la corredera 4, resultara estar fuera de los
limites de la escala 4. Esto se comprende, puesto que al
sumar las mantisas de los logaritmos de 8 y de 5 se obten-
dra un niimero mayor que 1: lg 8 + lg 5 = 0,903 4- 0.698 =~
= 1,602. Medimos con un compés lo que excede la cota 5
de la escala 4, fuera de los limites de la escala fundamental
A y Hevamos esta porcién desde el origen de la escala A.
Enfrente del exiremo de esta porcién o segmento se en-
cuentra la cota 4 de la escala 4. Esta lectura hay que aumen-
tarla 10 veces. puesto que el nimero correspondiente al
logaritmo 1,602 debe tener en la parte entera dos cifras.
Al mismo resultado se llega mds simplemente del siguiente
modo: en lugar de la unidad inicial de la corredera coloca-
maos el final de la corredera enfrente de la cota 8 de la escala
A. Debajo de la cota 5 de la escala de la corredera leemos
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2:1-5 6-9-2

Fig. 126

en la escala A el resultado 40. En la fig. 120 se muestra es-
quematicamente esta multiplicacidn.

Los dos ejemplos antes expuestos han tenide como objeto
explicar el principio de la mulliplicacién de niimeros en la
regla de céleulo.

Un caso mas complejo de multiplicacién es cuando el resul-
tado no se puede obtener mentalmente, por ejemplo:

0,0215.32.2.

Como se aprecia de la fig. 126 el resullado es igual a 6—9—2.
Surge la pregunta: jdénde hay que poner la coma? Se puede
estimar aproximadamente el resultado obtenido redondeando
los datos hasta wna cifra significativa:

0,02.30 = 0,60,
De este modo

0,0215.32,2 = 0,692.

Es evidente que la primera cifra del resultado denota las
fracciones decimales. En los primeros tiempos se recomienda
realizar, precisamente de este modo, un «cilculos aproxima-
do del resultado a esperar.

Cuando se quiere hallar el producto de un gran niimero de
factores o realizar también otras operaciones, ademis de
la multiplicacién, surge la necesidad de estimar con otra
regla la significacién de la primera cifra, en el resultado,



es decir, la estimacién de que la primera cifra significativa
represente centenas, decenas o, puede ser, milésimas, ete.
Establezcamos el concepto de orden del nimero.

§ 186. Sobre el orden de los nitmeros

En adelante convendremos en decir, por ejemplo, que

1) el nimero 183,4 tiene el orden -+3;

2) el nimero 34,87 tiene el orden —2;

3) el namero 8,53 tiene el orden +1;

4) el nimero 0,784 tiene el orden 0;

5) el ndmero 0,0215 tiene el orden —1;

6) el nimero 0,00012 tiene el orden —3, etec.

En consecuencia, el orden de todo nimero positivo, mayor
que la unidad, se caracleriza por el namero de cifras de la
parte entera, tomado con signo posilivo.

La cantidad de ceros entre el cero de los enteros y la pri-
mera cifra significativa, tomada con signo negativo, se
admite como orden de cualquier nimero posilive menor que
la unidad.

Observacién. Ll conceplo de «orden del niimero N» y ¢l
concepto scaracteristica del logaritmo del nimero V» no es
el mismo. Por ejemplo, el orden del niimero 48,7 es el niame-
ro 2, en tanto que la caracteristica del lg 48.7 es igual a 1.
es decir, el orden de un ntmero es una unidad mayor que
la caracteristica del logaritmo del mismo numero.

§ 187. Calculo del orden

St al multiplicar dos widmeros ln corredera se desplaza a la
derecha, el orden del resultado es igual a la suma de los drde-
nes de los faciores menos la unidad. Si la corredera se des-
plaza hacia la izquierda, el orden del producto es igial @ la
suma de los drdenes de los factores.

Si el orden del multiplicando es m, y el orden del multi-
plicador es n, ¢l orden del producto se caleula por el si-
guiente esquema:

Desplazamicnle  de la corredera | & derecha |a tzquierda
al multiplicar

Orden del producto mtn—1 m n
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Ejemplo 1. 3225 = 800,

La corredera se desplaza a la derecha, lo que estd indicado
por una flecha, por eso el orden del producto es igual a la
suma de los érdenes de los factores menos 1.

Ejemplo 2.45:82 = 300,
4§ =3,

La corredera se desplaza a la izquierda, lo que estd indicado
por una flecha, por eso el orden del producto es igual a la
suma de los drdenes de los faclores.

Si se desea multiplicar varios nimeros, se recomienda fijar
el desplazamicnto de la corredera en cada multiplicacién
poniendo la flecha dirigida hacia el lado de desplazamiento
de la misma.

Ejemplo 3. 000754243450 = 20,3,
24141483 —1=2

Al multiplicar Ia corredera se desplaza dos veces a la izquier-
da y una vez a la derecha, por eso el orden del resultado
es 1gual a ta suma de los érdenes de los factores menos una
unidad.

Ohservacidn. Cabe sefialar que si el producto de las prime-
ras cifras significativas es igual a 10 o mayor que 10, la
corredera se desplazard, sin duda, a la izquierda. Por ejem-
plo: 4,8.0,327; 54,8-2.1, ete.

§ 188. Divisién
Puesto que el logaritmo de un cociente es igual al logaritmo
del dividendo menos ¢l logaritmo del divisor, la division en
la regla se reduce a la sustraccién gréfica de los Jogaritmos.
Ejemplo 1.6:3 =2.
Disposicidn, Disponeros con el visor el dividendo
(6) en la escala 4. Desplazamos la corredera de manera que
el divisor (3) sobre ella resulta bajo el trazo visor.
Enfrente del origen de la escala de la corredera leemos en
la escala A el resultado (2). Esta division esté representada
esquemdticamente en la fig. 127.
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Ejemplo 2.40:5 =8,

Disponemos con el visor la cota 4—0 en la escala A, Debajo
de él hacemos coincidir la cota 5 de la escala de la corre-
dera. Enfrente de la cota 10 (o bien 1) del extremo de la
escala A, leemos en la escala A el resultado 8, Esquemati-
camente esta divisién se muestra en la fig. 128.

El caleulo del orden de un cociente, si el orden del dividen-
do es m y el orden del divisor es n, se realiza por el si-
guiente esquema:

Desplazamiento de la corredera |a izquierda | a derecha
al dividir

Orden del cociente m—n m—n41

— ~ -~

Ejemplos. 875:00025 = 3500; 4,7:0,065 = 72,3;
1 —{(=2)+1=4 1 (~1) =2

Observacion. Si la primera cifra del dividendo es mayor

que la primera cifra del divisor, la corredera se desplaza

a la derecha, y, en ese caso, sl calcular el orden se agrega

la unidad.

Ejemplo. 00842 :421 = 0,002;

—{=3 1= =L

§ 189. Ejemplos de multiplicacién y division

Ejemplo 1 0,215175

18

0,618 5

Las flechas indican la sucesién de las operaciones: primero
la division y luego la multiplicacion.

En este ejemplo la divisién y la multiplicacién se efectua-
ron con una instalacién de la corredera, por eso el orden del
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resultado es igual a Ja suma de los drdenes de los [uclores
del numerador menos el orden del denominador. En nuestro
ejernplo tenemos:

—

(©.215 1 0,010) 17.5.
111 ¢ileulo del orden es:
[0 - (=1} + 1] 3 2—1 = 3.

2
Ejemplo 2. —7=uu

Dividiendo 54,2 : 0,0154 oblenemos el resultado enfrente de
la unidad inicial de la corredera (no lo leemos), No logramos
multiplicar el resultado obtenido por 042, puesto que la
cota 4—2 en la corredera resulla estar fuera de los limiles
de la escala fundamental :L. En este caso hay que «trasladar»
la corredera, es decir, en lugar de la unidad de origen de la
corredera (lebe ponerse la unidad final de ésta. Entonees,
el orden es igual al orden del numerador menos cl orden del
denominador més la unidad, puesio que en la segunda ope-
racién (multiplicacion) la corredera se desplaza o la iz-
quierda.

: 0,486 £,007 25;
Ejemplo 3.—1%}—\—/—:;9,29_

5,24-2,5
{10,486 : 0,124)-0,007] : 2,5}-26,4.

Durante las operaciones fue necesario trasladar la corredera
a la izquierda; por lo tanto, el orden del resuliado final es
igual al orden del numerador menas el orden del denomina-
dor mas la unidad:

04 (=9 +2—0+H+1=0.

§ 190. Sobre las divisiones en la escala de cuadrados

La escala de cuadrados estd compuesta de dus partes {esca-
las) iguales en longitud y completamente idénticas, que se
suceden una a otra: la mitad izquierda y la mitad derecha,
Cada una de ellas tiene una escala de 125 mm.

La mitad derecha comienza de la cota media indicada 1
(a veces 10) y termina con la cota 1 (a veces 100} al [inal de
la escala de cuadrados.
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in cada una de estas esculas existen divisiones de tres 6rde-
nes.

1. Las divisiones mayores que estin marcadas con las cifras
1, 2,3, ..., 1. (A veces en la mitad derecha estas divisiones
vstin marcadas con los nimeros 10, 20, 30, . . ., 100),
istas divisiones corresponden a la primera cifra significati-
va de un aimero de Lres cifras.

2. Los intervalos entre divisiones, marcados con cifras,
estin divididos en 10 partes; ademads, estas nuevas divisio-
nes en la porcién 1—J5 sobresalen algo mds arriba (en la
corredera} y mds abajo {en la propia regla) de las bandas
horizontales. En la porcién H—1 (10) estas divisiones,
fuera de la quinta, no sobresalen de las bandas. Las nuevas
divisiones indicadas corresponden a la segunda cifra
signilicativa de un namero de tres cifras,

3. Los intervalos entre los 0llimas divisiones se dividen en
cinco partes (entre 1 y 2), o en dos partes (entre 2 y 5) 0 no
se dividen en absoluto (entre 5 y 1). El valor de la divisién
en la escala de cuadrados de 1 a 2 es igual a 0,02; de 2 a
5, igual a 0,05 y de 5 a 10, igual a 0,1.

De esta manera, en esta escala la tercera cifra significativa
se hace necesario con frecuencia establecerla y leerla
a o0jo.

191. Multiplicacién y divisién en la escala de cuadrados

También se puede multiplicar y dividir en la escala de
cuadrados. Se opera de igual modo que al calcular mediante
la escala fundamental, sélo que los resultados, por asi decir,
SON menos precisos.

Hay que distinguir dos casos de célculo del orden al multi-
plicar en la escala de cuadrados. Si el producte de dos facto-
res no se encuentra en la misma subescaln, en la que se ha
tomado el primer factor, su orden es igual a la suma de los
ordenes de ambos fuctores. St el producto resulta en la misma
subescala, en la que se tomé el primer factor, el orden del pro-
ducto es igual a la suma de los drdenes de los factores menos la
unidad.

Ejemplos. 1) 2,4.0,0075 = 0,018, Cilculo del orden
del resultado: 1 4+ (—2) = —1,

2) 0,0018.0,0345 = 0,0000621. Calculo del orden del resul-
tado:r —2 4 (—1) —1 = —4.

Bl caleulo del orden también tiene dos casos al dividir en
la e¢scala de cuadrados.
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1 b Fseate de cuadrados (B)

Fag. 124,
1 a fseola fundamentat (A )

Si el cociente se encuentra a la derecha del dividendo, el orden
del cociente es igual a la diferencia de los drdenes del dividen-
do y del divisor. Si el cociente se encuentra a la izquierda del
dividendo, su orden es igual a la diferencia de los érdenes del
dividendo y del divisor mds la unidad.

Ejemplos. 1) 450 : 0,06 = 7500. El caleulo del orden

del resultado es: 3 — {(—1) = 4.
2) 3,6 : 2400 = 0,0015. El céleulo del orden del resultado

es: 1—4 +1 = —2.

192. Elevacién de un nimero al cuadrado

Supongamos que frente a la cota a de la escala fundamen-
tal A se encuentra la cota b de la escala de cuadrados B
(fig. 129).

Esto significa que la porcién desde 1 hasta a es igual a la
porcién de 1 a b, Pero la porcién de 1 a & es igual a
250 lg @ mm, puesto que el tamafio de la escala fundamental
de la regla es igual a 250 mm, La porcién de 1 a & de la es-
cala de cuadrados es igual a 125 lg b mm, puesto que el
tamafio de la escala de cuadrados es de 125 mm, como se

dijo antes.
Basindonos en la igualdad de las porciones de { aa y de 1
a b, tenemos

250 lga =125 1g b,
o bien
2iga=1gb,

o bien

lga®=lghb,

de donde

al = b.
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De este modo, enfrente de cualguier lectura (cota) de la
escala fundamental A en la escala B se encuentra el cuadrado
de este niumerv.

Observacion. Al elevar al cuadrado no interviene la corre-
dera.

LISPOSICION AL ELFVAR UN NUMERCQ AL CUADRADO

1. Marcamos en la escala fundamental con el visor del cur-
sor el nimero que se debe elevar al cuadrado.

2. Leemos en la escala de cuadrados, bajo el visor, el cua-
drado del namero dado.

El orden del cuadrado del némero dado se determina del
siguiente modo:

a) si el cuadrado del nimero dado se encuentra en la mitad
derecha de la escala de cuadrados, el orden del resultado es
igual a 2m, donde m es el orden de la base;

b) si el cuadrado del nimero dado se lee en la mitad izquier-
da de la escala de cuadrades, su orden es igual a 2m — 1:

Orden del cuadrado, sl éste e encuentra
Orden del numere
que se eleva al cuadrado

en la mitad fzqulerda en la mitad derecha

m 2m—1 2m

3};:‘.;].'262 m plos. 1) 200 = 40 000. Calculo del orden
2—1=05.

2) 0,00855% &~ 0,000073. Caleulo del orden
(—2).2 = —4.

3) 0,0295% =~ 0,00087.

&) 0.6042 ~ 0,365,

5) 1,08 ~ 1,17.

§ 193. Extraccion de la raiz cuadrada de un namero

Antes de proceder a la extraccién de la raiz cuadrada en la
regla, dividimos el nimero subradical (radicando) en grupos
de dos cifras cada uno, comenzando de la coma a izquierda
y a derecha. Si el (ltimo grupo a la derecha de la coma es
incompleto, le adjudicamos a éste un cero. El primer grupo
de la izquierda puede resuliar también incompleto.
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B ef caso de una fraceién decimal propia al primer grupo
de la irquierda 10 vamos a considerar un grupo que sigue a
grupos puramente de ceros; éste puede comenzar de cero
y en ese caso se considera incompleto.

Por ejemplo, en la fraceion 0.00268 el primer grupe de la
izquierda 26 es completo, en lanto que en la fraceion (,000169
el primer grupe de la izquierda 01 es incompleto.

Los ceros que anteceden las cilras significativas en la frac-
cidn decimal, como ya se dijo, no se loman en cuenta en la
disposicién. Eslos se consideran al delerminar el lugar de
la coma.en la respuesta, o sea, en la raiz.

Observacion. Al extraer la raiz cuadrada de un nime-
ro, de igual modo que al elevar al cuadrado, la corredera
no interviene,

DISPUSICION AL EXTRAER LA RAIZ CUADRADA
DE UN NUMERO

1. Senalamos en la escala de cuadrados con el visor del
cursor las tres primeras cifras significativas {redondeadas)
del nimero subradical; ademads, si el primer grupo de izquier-
da es completo, esta disposicién o instalacion del cursor
la efectuamos en la mitad derecha; si el primer grupo
es incompleto, la instalacién la efectuamos en la mitad
izquierda.

2. En la escala fundamential leemos las cifras de la raiz
buscada: esta raiz estd seiialada por el mismo visor del
cursor.

Esquemdticamente Ja disposicién en la regla al extraer la
rafz cuadrada de un nimero se anota del modo siguiente:

Mitad de !a escala de cuadrados,
Primer grupo laquierdo en la que se dispone el namero
subradical

Incompleto Izquierda
189, 0,0235, 0,00024

Completo Derecha
0,0012, 0,45, 0,4

Para disponer el nimero subradical en la regla conviene,
utilizando la tabla de multiplicacion, determinar la primera
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cifra de la raiz, os decir, extracr la rain del primer grupo
del radicando, y escribirla en su lugar en la raiz; esta cifra
permite controlar la justeza de la disposicion en la régla,
El nimero de cifras en la parte entera o el lugar de la coma
en la fraceién decimal propia de la raiz cuadrada buscada
se determina segiin la siguiente regla:

Para los mimeros mayores que la unidad, la cantidad de cifras
en la parte eniera de la raiz es igual al nimero de grupos
(completos e incompletos) de la parte entera del radicando;
para los niimeros menores gue la unidad, la cantidad de ceros
después de la coma es igual al mimero de gripos puramenie
de ceros en el radicando.

Ejemplos,

VEYO0 = 70; V725 =852
V7,25 2,60 V07007603575 = 0,00596;

Y07,00°01769 — 0,013; V007268 =0,052.

§ 194. Elevacién de un némere al cubo

En este caso ulilizamos 1a escala de cubos (escala C).

La escala de cubos esta dividida en tres subescalas conse-
cutivas completamente iguales (izquierda, media y derecha).
Las divisiones en cada una de estas subescalas tienen el
mismo caricter que las subescalas de cuadrados, sélo que
las primeras son respectivamente menores, puesto gue el

250
tamafio de la escala de cubos es igual a = mm.

(Mhservacién. Cuando se eleva al cubo la corredera no inter-
viene,

DISPOSICION AL FLEVAR UN NUMEROD AL CULO

1. Sefialamos con el visor del cursor en la escala fundamen-
lal el nimero que se guiere elevar al cubo.

2. Leemos en la eseala de cubos el cubo del nimern dado;
éste esta senalado por el mismo visor,

El orden del cubo de un niimern se delermina por el siguiente
esquema segdn en cudl de as tres subescalas de cubos se
lee el mismo:
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Orden del gubo de un namero,
gl se cncuenlra

Orden del ndmero
a elevar al cubo

en la subes- en la sukes- | en la subes-
cala fzquierda | cala medla cala derecha

m Im—2 dm—1 3m

Ejemplos. 1)20® = 8000.Calculo del orden: 2+3 — 2 =
=14

2) 0.003% = 0,000000027. Ciloulo del orden: —2.3 — 1 =
7

3) 509 = 125000, Céleulo del orden: 2.3 = 6.
4 0,123 — 0,00066. Calculo del orden: 03 — 2 = —2.

§ 195. Extraccién de la raiz ¢ibica de un namero

Para disponer el niimero subradicalen la regla lo dividimos
en grupos de tres cifras cada uno, comenzando de la coma
a derecha e izquierda. Si el (ltimo grupo a la derecha de la
coma es incompleto, hay que afiadirle uno o dos ceros para
que el grupo sea completo. El primer grupo de izquierda
puede ser incompleto, es decir, contener una o dos cifras.
Conviene hacer notar que en el caso de una fraccién decimal
propia el primer grupo de izquierda se considera el que
sigue los grupos puramente de ceros. Este grupo puede
comenzar con uno o dos ceros y, en cse caso, éste también
se considera incompleto; en consecuencia, los ceros de
delante no se toman en cuenta como cifras.

Antes de pasar a disponer en la regla el nimero subradical,
hay que aclarar si el primer grupo de la izquierda es com-
pleto o incompleto, y si es incompleto, contiene una o dos
cifras.

Observacién. Al extraer la raiz cibica de un nimero la
corredera no interviene.

DISPOSICION AL EXTRAER LA RAIZ CUBICA
DE UGN NUMERO

1. Segiin la cantidad de cifras del primer grupo de izquierda
del ntmero subradical la disposicién de éste en la escala
de cubos mediante el visor se realiza por el siguiente esque-
ma:
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Cantided de clfras er

1 pri de d tr
flq ]\ﬁe?;ie; grupo una o8 e
ggble;l:;hg s: .itiaiuan.' fzqulerda media derecha
el nimero
Ve V2 V216
yi728 77427300 1 156000
Ejemplos
¥ 07,005 yor,012 ¥y 0425

707, 080°002 | y0°,000'095 | ¥07,000°125

2. El nidmero buscado, o sea la raiz ciibica, se lee en la
escala fundamental, donde estd sefialado por el mismo
VISOT.

Ll niimero de cifras en la parte izquierda de la raiz cithica
buscada, asi como el lugar de la coma en él, si es una frac-
cion decimal propia se determinan por la siguiente regla:
Para los mimeros mayores que la unidad, la cantidad de cifras
en la parte entera de la raiz cibica es igual a la contidad
de grupos en la parte entera del nimero subradical;

para las fracciones decimales propias la cantidad de ceros,
después de la coma, en la raiz cuibica es igual a la cantided
de grupos puramente de ceros en el nimero subradical.

Ejemplos.

78000 =20; V0,008=0,2;
YO 000027 =0,03; /0,036 =0,33;
/12576007000 =: 500; Y07 =0,888,

§ 196. Operaciones combinadas elementales

Durante los edlculos nos encontramos frecuentemente con
expresiones que contienen varias operaciones. En tal caso
conviene efectuar las disposiciones en la regla que conduzcan
ridpidamente al fin deseado.

Examinemos algunos ejemplos.



Ejemplo 1. Caleular 3,5%.720.
Aqui la disposicion es la sipuiente: sefialamos con el visor
del cursor 3,5 en la escala fundamental. Multiplicamos por
720 en la escala de cuadrados llevando la unidad final de
la corredera bajo el trazo visor, es decir, haciéndola coin-
cidir con el euadrado del namero 3,5. A continuacién en la
escala de cuadrados hallamos Ja respuesta: 8800 (enirente
del niimero 720 en la escala de cuadrados de la corredera).
: 2,32.0,56
Ejemplo 2. Calcular—nmg—.
Disponemos 2.3 en la escala fundamental y luego todo el
cilculo se realiza en la escala de cuadrados. Respuesta: 237.
Ejemplo 3. Calcular —1-/—31132’—";:—&-%--
Se calcula del siguiente modo: seiialamos con el visor del
cursor el niimero 3,85 en la subescala izquierda de la escala
de cuadrados, y llevamos bajo el visor el niimero 23,6 toma-
do de la oscala fundamental de la corredera. Despuds de
eslo fijamos en la escala fundamental de la corredera median-
te el visor ¢l miimero 48. En esta posicién el visor indiea
en Ja escala fundamental de la regla la respucsta buscada:
0,0368.

. 3,35 V44

Ejemplo 4. Calcu]arm—-
Comenzamos el célculo disponiendo la raiz cibica de 44,4,
Descendiendo por el visor a Ja escala fundamental, en ella
finalizamos el caleulo por analogia con el cjemplo 3. Respues-
ta: 7,40,

108-0,208 3
“r)
La expresién entre paréniesis se caleula en la escala funda-
mental y la respuesta la leemos en la escala de cubos. Ella
estd sefialada por el visor en su Gltima posicién aleanzada
en el cileulo del paréntesis. Respuesta:r 388
i ; /A8 B0snt.
E jemplo G. Caleular i Tra 00
Esta claro que todo el caleulo del radicando conviene reali-
zarlo en la escala de cuadrados, para leer la respuesta final
en la escala fundamental bajo la Gltima posicidén del trazo
visor. Respuesta: 0,803

Ejemplo 5. Calenlar

Ejemple 7. En los problemas de cavicter aplicade
w veces se tropieza con la expresion de tipo a¥s. Aqui el
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cileulo ests basado en que a¥/s = 3/ a%, En tal caso extrae-
mos la raiz cibica de @, utilizando la escala de cubos, y 1a
respuesta final la leemos directamente en la escala de
cuadrados, sin descender la vista hasta la escala funda-
mental.

Por ejemplo,

2
8% = (VB =4.
2

Calcular 42,5°. Disponemos 42,5 en la escala de cubos,
y en la escala de cuadrados el mismo trazo visor indica
la respuesta: 12.2,

4
Ejemploe 8 Calenlar (0,53) 2.
En este ejemple con el visor del cursor establecemos e¢n la
escala de enadrados 0,53 y en la escala de cubos el mismo
visor indica la respuesta: 0,385. No hace falta descender
la vista hasta la escala fundamental,

§ 197. Basqueda de los logaritmos decimales
de los nimeros

La escala de logaritmos (escala inferior) es una tabla de
mantisas de logaritmos.

DIVISION EN LA FSCALA DE LOGARITMOS

La eseala de logaritmos 13, a diferencia de lns demas escalas,
es uniforme. Tiene 10 divisiones seffaladas con cifras. Estas
divisiones corresponden a la primera cifra de )a mantisa
del logavilmo. A diferencia de las restantes escalas, la
primera division de izquierda es O y no 1,

Cada unc de los intervalos entre las divisiones indicadas
esta dividide también en 10 partes. Estas nuevas divisiones,
que sobresalen un poco de la horizontal. corresponden a la
segunda cifra de Ta mantisa del logaritnio.

Cada uno e los intervalos entre las filtimas divisiones estd
dividido en cinco partes. De este modo. el valor de cada
una de eslas divisiones es ignal a Jdos unidades de la lercera
cifra significativa de la mantisa, Utilizando la escala D,
se puede realizar cualquicr tipo de operacion, que requiere
el uso de las tablas de logaritmos.

Observacidn. La corredera no participa al hasear los Inga-
ritmos de los nameros mediante la regla de caleulo.
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DISPOSICION EN LA REGLA AL BUSCAR LA MANTISA
DEL LOGARITMO DE UN NUMERO

1. Seiialamos con el visor del cursor el niimero dado en la
escala fundamental.

2, El mismo visor indica en la escala de logaritmos la
mantisa del logaritmo buscada.

Fjemplbs. 1) Ig6750 = 3,830; 2) lg 3,14 = 0,497,
3) ‘1g 0,00873 — 3,041,

§ 198, Hallar con la regla de célculo un nimero
dado su logaritmo

Observacion. Al hallar un nimere dado su logaritmo la
corredera no interviene.

DISPOSICION AL HALLAR UN NUMERO

DADC 5U LOGARITMO

1. Sefialamos con el visor del cursor la mantisa del loga-
ritmo dado en la escala de logaritmos.

2, En ess posicién el visor indica simultineamente, en la
escala fundamental, las tres primeras cifras (a veces también
cuatro) del nimero buscado. El lugar de la coma en este
niimero o la canlidad de ceros después de las cifras halladas
se determina por la caracteristica del logaritmo del nimero
dado de acuerdo a las reglas del algebra.

Ejemplos. 1) lgz = 4,398, z = 25 000,
gz =274, z = 0,0518; 3) lg N = 0,420, N = 2,63.

§ 199. Ejemplos de céleulos con la escala de logaritmos

No tiene sentido calcular en 1a regla, mediante la escala de
logaritmos, expresiones que contengan 36lo multiplicacién,
divisién, potencias simples (cuadrades, cubos) o raices
cuadradas y cibicas. Estas se calculan mas simplemente
con las escalas antes examinadas.

La escala de logaritmos se utiliza fundamentalmente al
calcular expresiones exponenciales complejas o expresiones
que contienen logaritmos,

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1. Calcular la expresién 2,573, Tenemos
que:

z = 2,570.04,

Hatlamos:

lg x =g (2,57%8%) = 0,344 1g 2,57 = 0,344 -041.
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Multiplicando en la regla, obtendremos

g z = 0,141,

de donde

z =1,38.

Ejemplo 2. Celcular z = 0,002569-°%¢, Procedemos a la
logaritmacién de ambos miembros. Obtendremos:

Ig z = 1g (0,00256%.09%¢%) = (,00256 lg 0,00256 =

= 0,00256 -3,408.

El logaritmo de caracteristica negativa y mantisa positiva

lo representamos en forma de una fraccidn decimal negativa.
Tendremos que:

3408 = —3 + 0,408 = —2,592.

Después de esto continuamos el cdlculo:
lg z = 0,00256 -(—2,592) = —0,00663.

Transformamos el Jogaritmo obtenido de manera que su
mantisa sea positiva, y la caracteristica negativa. Obten-
dremos:

g z = 1,993,

de donde

x = 0,985,

Ejemplo 3. Calcular A=(%)o'“. Tendremos que:
231 4 0.4 231

lgA=1g (55)"" =0411g 757

La fraccidn —fg—;— no se expone a logaritmacién. Dividimos

en la escala fundamental 231 por 482 y frente al final de la
corredera leemos en la escala de logaritmos la mantisa del
logaritmo del cociente G8; la caracteristica de este logaritmo
es igual a —1. Por lo tanto, tendremos que

Ig A = 0,41 1,68 = 0,41 (—0,32) = —0,132 = 1,868,

de donde

A =0,738.
Ejemplo 4. Calcular
1

v=4,8 (%&—)T

W
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Al principio dividimos 20,5 por 135 y el cociente obtenido
lo ponemos en la expresién dada. Asi, obtendremos:
i
v =4,8.0,1527.
Con la lﬂgarilmacic’m de ambos miemhrm tendremos:
lgv=1g 48 + = lg0152 = 0,681 +—— 1182 =
= 0,681 + 1,883 —-0564
de donde
v = 3,66.
Ejemplo 5. Calcular
9.5

Tenemos:
lgv=1g 95— B2B _ 0978 - % 0,978 0,222~
= 0,756,
de donde
v = 5,70.
i 43,5
Ejemplo 6. U:W.
Tomando logaritmos, tendremos
lgv=1g435 — (0,67-1g0.75 - 022 1g 6,5) =

= 1,638 — (0,671,875 + 0,22.0,813) =

= 1,638 — 10,67 (—0,125) — 0.179] =

= 1,638 — 0,095 = 1,543,
de donde
v = 34.9.

U=

§ 200. Caleculo de la superficie del circulo

o
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y el problema inverso

Ademds de las divisiones de earacter general, muchas reglas
de calculo tienen rayas que indican nimeros frecuentemente
encontrados en los cileulos, Por ejemplo, en la escala funda-
mental y en la escala de cnadrados del cuerpo de la regla
y de la corredera se indica especialmente el nimero .
Al comienzo de la eseala fTundamental de la eorredera {entre
las eotas 11 y 12) se tiene Ja raya ¢, gue sirve para el calcu-
lo de la superficie del circulo.



La superficie del circulo S puede expresarse mediante su
didmetro d del siguiente modo:

S‘_'""'(lﬁ) "( )

Como se aprecia, la magnitud ]/-% se ha designado por .

En consecuencia, tenemos que:

C=@H1.128.

Dado el didmetro, la seperficie del circulo se determina
mediante la raya ¢ del siguiente modo:

1. Sefialamos en la escala fundamental de la regla, mediante
el visor del cursor, el didmetro dado.

2. Deslizamos la corredera de manera que la cota ¢ quede
bajo el visor del cursor.

3. Enfrente del comienzo o del final de las divisiones de la
corredera leemos en la escala de cuadrados la superficie
buscada.

El orden de la superficie del circulo se determina como
el orden del cuadrado de un nimero, Si el orden del didwetro
se designa por m, el orden de la superficie del circulo se
determina conferme al siguiente esquema:

1 Enfrente del comienzo de las
8 sugfrlg‘:?:e dpl Al final de las divisiones de la corredera
g0 encuentra divisionea de Ia
en la escala de corredera en la
cuadrados mitad derecha en la mitad en la mitad
fzquierda derecha
QOrden de la super- 2m—2 2m—1 2m
ficie del circulo

Ejemplos: 1) d=103 m, § = 8330 m¥

2) d = 0,195 m, § = 0,0299 m?;

3) d=45T m, § =164000 m®.

Para hallar el didmetro del circulo dada su superficie pro-
cedemos del siguiente modo:

{. Senalamos en la escala de cuadrados con el visor del
cursor la superficie dada del circulo.

2. Llevamos bajo el visor del cursor el comienzo o el final
de las divisiones de la corredera.
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3. Enfrente de la raya ¢ de la corredera hallamos en la
escala fundamental el didmetro buscado.

El orden del didmetro del circulo se determina como el
orden del producto ¢ V'S, donde S es la superficie del
circulo.

Ejemplos 1) § =577 m* d = 8,57 m;
2)S-=g330 m? d =103 m.

El célculo de la superficie del circulo segin su didmetro
mediante la raya (cota) ¢ permite caleular simplemente una
serie de expresiones relacionadas con esta superficie.

E jem plo 1.Calcular el volumen de un cilindro circular
conociendo el didmetro de su base d y la altura del mismo A.
Tenemos la siguiente formula para el volumen del cilindro:

V=s.11=—“§31{, 6 V:({E)zn,

La disposicién al calcular el volumen del cilindro por esta
férmula estd clara. La superficie del circulo hallada segin
el didmetro dado en la escala de euadrados la multiplicamos
por H y obtendremos, de este modo, el volumen buscado
en la escala de cuadrados.

Por ejemplo, si d = 20,3 dm y H = 4,5 dm, tendremos que
V = 1460 dm3.

Ejemplo 2. Dado el didmetro de una esfera d calcular
su superficie Q.
Para la superficie de una esfera @ tenemos la férmula

Q=4n3-, o bin Q=4 (<)".

Disposicidn. Conforme al didmetro dado hallamos
en la escala de cuadrados el drea del circulo, que inmediata-
mente la multiplicamos por 4.

Por ejemplo, la superficie ¢ de una esfera de didmetro
d =315 cm se expresa del siguiente modo:

Q = 3120 cm?,

Ejemplo 3. Conocido el didmetro de la esfera d, calcu-
lar su volumen. La férmula del volumen de la esfera es

Ve 2,
o bien
=33 () -3



Disposicién. Hallamos en la escala de cuadrados el
srea del eirculo mayor de la esfera dada y la multiplicamos

por% d. Por ejemplo, el volumen de una esfera de didmetro
igual a 146 cm es de 1 630 000 em?,

§ 201. Escala de senos

En el borde superior del reverso de la corredera se encuentra
1a escala de senos S. En ella las longitudes de los segmentos
de la eseala, contadas desde su comienzo, son propercionales
alasuma (1 4 lg sen z), puesto que la escala esta construida
para la funcién

1 = 250 (1 4 lg sen ).

La escala de senos contiene divisiones desde 5°44" hasta 90°.
El valor de cada divisién menor estd dado en la siguiente
tabla:

Valor de una Valor de una
Intervalo dlvisidn Intervalo divigitn
MENOF menor
de 5°44" a 10° 5 de 40° a T70° an’
de 10° a 20° 10° de 70° a 80° 1°
de 20° a 40° 20" de 80° a 80° 2,5°

Como se aprecia de la tabla expuesta, el valor de una divi-
sién menor es variadisimo, es decir, la escala de senos resulta
ser heterogénea, y al principio hay que acostumbrarse a sus
divisiones para poner después con certeza los ingulos dados
y leer ripidamente los dngulos correspondientes al valor
dado del seno.

§ 202. Determinacién del seno de un dngulo

comprendido entre 5°44’' y 90°
DISPOSICION

1. Volvemos la regla al reverso.

2. Deslizamos la corredera hacia la derecha de manera que
el angulo dado en la escala de senos S resulte enfrente de la
marca hecha en el recorte de la regla.

3. Dames vuelta la regla hacia el lade frontal.

4. En laescala fundamental de la corredera 4, leemos enfren-
te de la unidad final (o bien 10) de la escala fundamental
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de la regla A el valor del seno, recordando que Ia primera
cifra significa las fracciones decimales.

Fjemplos 1) sen 20° = 0,342; 2) sen 41°30" - (L6G3;
3y sen a3y = 0,910,

§ 203, Determinacién del angulo segin su seno
si el orden del seno es 0

DISPOSICION

1. Manienemos ante si la parte frontal de la regla.

2. Deslizamos la corredera hacia la derecha de manera que
en su escala fundamental A, el valor dado del seno resulte
culrente de I unidad final (o bien 10) de la escala A.
3. Volvemos la regla al reverso y en ¢l recorte derecho de la
regla, enfrente de la marca, leeinos el dngule cn la escala
de senos S.

Ejemplos 1) senz =043, z = 26°40"; 2) seno =
= 0196, o = 11°15'; 3) sen y = 0,808, y — 04,

§ 204, Determinacién de la tangente de un dngulo
comprendido entre 5°%44" y 45°

Utilizamos la escala de tangentes T que se encuentra en el
borde inferior del reverse de La corredera. Esta escala contiens
divisiones desde 5°44' hasta 45° ademds en el intervalo
de 5°44" a 20° las divisiones estin trazadas cada 5, en
el intervalo de 20° a 45° el valor de una divisién menor
es de 10'.

DISPOSICION

1. Damos vuelta la regla al reverso.

2. Deslizamos la corredera hacia la izquierda de manera que
el dngulo dado, tomado en la escala de tangentes, resulte
en el recorte izquierdo de la regla, enfrente de la incision.
3. Damos vuelta la regla y en la parle frontal, frente a la
unidad inicial de la escala A, leemos el resultado en la
escala 4. Delante del nimero lefdo hay que poner ol cero
entero y la coma,

Ejemplos, 1) tg17° =0,306; 2) tg42°30" = 0,916;
3) tg 8°40' = 0,152,



§ 205. Determinacién de un #Angulo
por el valor dado de la tangente,
si el orden de la tangente es jgual a cero

DISPOSICION

1. Deslizamos la corredera hacia.la izquierda de manera
que el valor de la tangente, tomado en la escala A4,, resulte
enfrente de la unidad inicial de la escala-A4.

2. Damos vuella la regla al reverso y cn la escala T, frente
a la marca del recorte de izquierda leemos el éngule
Ejemplos Dtgz = 0,348 z = 19°10": 2) tg @ = 085,
a = 40°20"; 3) tgy = 0152, y = 8%40’.

§ 206. Determinacién de la tangente del dngulo « si
45° << a < 48°1T

DISPOSICION

1. Damos vuelta la regla y deslizamos la corredera hacia
la izquierda de manera que enfrente de la marca del recorte,
de izquierda, en la escala T' se encuentre el dngulo suple-
mentario al dado.

2. Damos vuelta la regla hacia el lado frontal y en la escala
fundamental de la regla 4, enfrente de la unidad final
de la escala de la corredera 4 leemos el valor de la tangente,
recordando que la primera cifra significa las unidades ente-
ras.

Ejemplos. D tg 48°30' = 1.13; 2) 1g 65°10' = 2,16;
3’ g 835 = 8.14.

Observacion., Si hay que resolver el problema inverse, es

decir, dado el valor de la tangente hallar el correspondiente
angulo, las operaciones se realizan en el orden inverso.

Ejemplo. Dada la tga = 2,54, hallar «.

1. Disponemos con el visor 2—5—4 en la escala 4 y Heva-
mos bajo el trazo visor la unidad final (10) de la escala 4,
de la corredera.

2, Damos vuelta la regla y en el recorte izquierdo, enfrente
de la marca leemos el dngulo de 21°30’. Por lo tanto,

a = N® — 21°30' = 68°30".
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§ 207. Determinacion del seno
y de la tangente de fngulos pequefios (44’ < @ <Z 5%4’)

Si el angulo @ es pequefio y no supera 5°4’, su seno y tan-
gente se diferencian muy poco entre si, y sus ires primeras
cifras decimales coinciden; practicamente se pueden consi-
derar iguales entre si. Por eso, en el reverso de la corredera,
en la parte media, se encuentra la escala comdn para el
seno y la langente de 4ngulos pequefios, o sea, la escala
ST,

El valor de cada divisién menor de esta escala estd dado
en la siguiente tabla:

Intervalo :;Lr.;_de la divisldn
de 44" a 3° T
de 4° aj® 0
de 5° a 544’ 5

Al utilizar esta escala, al igual que la escala de senos, hay
que recordar que el orden del seno o de la Langente es igual
a —1.

Ejemplos. 1)sen 2%40" = 0,0465; 2) tg 3°20" = 0,0582.
Inversamente, si dado el valor del seno o de la tangente,
desorden — 1, hay que hallar el correspondiente &ngulo,
deslizamos la corredera hacia la derecha y ponemos con el
trazo visor el valor del seno o de la tangente en la escala 4,
enfrente de la unidad final de la escala A; damos vuelta
la regla y en el reverso, en el recorte derecho, frente a la
murca hallamos la magnitud del dngulo en la escala media
para los senos y las tangentes.

Ejemplos. 1) senz =0,0435 x=2°30"; 2) tgy =
=10,0740, y = 415",

Ubservacidn. Si mediante la regla de cdlculo hay que hallar
el coseno o la cotangerite de un dngulo, buscaremos respecti-
vamentd el seno-o la tangente del dngulo suplementario.

A Ejercicios

Calcuiar mediante la regla de cdleulo

1. 1) 450.48; 2) 24,4-2,38; 3) 72,5-0,306; 4) 358-472; 5) 1,46.0,0298;
6} 51.5-4.62; 7) 0,202.3,03; 8) 8,05-423; 9) 419-0,0358; 10) 0.0177 x
w 0,00785, 11) 2,57.0,00305.
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2, 1) 485:655; 2) 62,5:1,25; 3) 42,5:3,06; 4) 0,305 : 0,00675;
5) 246 : 0,188; 6) 0,107 : 0,00315; 7) 4,07 : 0,00805; 8) 52 300 : 19,8:
9) 0,0344:75, 10) 0,0404 : 3,25; 11) 0,0543-: 0,00743;
12) 2,02 : 0,001435;
3. 1) 73,5-0,124-1,07, 2) 73,5.0,124-4,3; 3) 14,5.0,00191.7,78;
4) 6,66-5,55.0,223.

4 1) 2008, ) 1.05424, o 5.45-0.0%43 . 0,0743.4,36
: 0,00555 ° 157 ' 0,00555-66.5' 0,00045.23,8"
5 16,7095 o 108.0.208 . 000427-6,45 o 54,2042
® Somzsez O “ae0 ¢ D Domms’ O o005

9 2,74:0,00515-1,09 10y 3:8:0.27.48,5
85,6.3,56-0,0228 ' ' T0,07.0,548

5. 1) 13,5%; 2) 4,35% 3) 0,2222; 4) 0,0308%; 5) 47%; 6) 670%; 7) 1,002

8) 0,01032.

6 1) V0.4 2 VOUTT, 3) ViGe0; &) VE.56; 5) VU,000248;

6) VU, {K06-

7. 1) VA%, 2) V' §,25; 8) VaL,5; 4) ¥ 0,495; 5) 30,0095,

8 §) 1/18,9-4,56 ) V' 0,0405.6,08 3 1620-0,00509. /6,24

* M U0074578,07 ' © 15,8.0,00835 © £,07-70 i

" su,s-u,om%’mvm 38,7-1200 37,07 \ 2
1860-0,00356-4,03 ° 51,8-6,13-9 )

9, 1) 0,2750,324; 2) 0,4890,285, 3) 0,62=0,01; 4) (,1570,0088; 5) 1,24 50,508

6) 0,0640.0521,

10. ) 208.5020.080.0; 2) 30 ()" 9) 5,48.0,00.0-750.8. 5508

4 126 500400012
) 50,28.0,60.5. 450,85, 551,68 *
2

3 3

1. 1) 0,425%; 2) (65)%; 3) (0,55)%.
8 r— By p— 0,25
12. 1) "%/ 0,427; 2) 24,8-5022.0,80.07; 3) *WTE; 4 ("—‘fa] ;

0.3
.. (,2890,880, (), 6252,54
%)~ 5058.4

13. Hallar 2 1) o =

x 0,243 6,54

Towes’ 2 7 =015



CAPITULO XV

NUMEROS COMPLEJOS Y OPERACIONES CON ELLOS

§ 208. Nameros complejos

No todas las ecuaciones cuadriticas tienen raices entre los
numeros reales; por ejemplo, la ecuacién 2?41 =

o bien 2* = —1, no liene raices, puesto que no existe un
nimero real euyo cuadrado sea igual a — 1

El problema de resolver la ecuacién cuadritica de tipo * 4
4+ b =0 (bs£0) ha servido como uno de los motives
para la introduccién de los nuevos nimeres llamados imagi-
narios.

Introduciremos el nuevo nimero i, la unidad imaginaria,
que posee la propiedad de que su cuadrado sea igual a — 1:

=

Jamos a admitir sin demostracién que se pueden introducir
los nuevos nimeros, llamados nimeros complejos, de manera
que uniéndolos con los ya conocidos niimeros reales, obten-
dremos un conjunte de nimeros con los que se pueden reali-
zar las operaciones aritméticas segin las reglas ordinarias,
v, ademds, entre los nuevos nimeros se tendra el nimero i,
que posee la propiedad de ser

= —1.
@ DEFINICION., Los nimeros a + bi, donde a y b son dos ni-
meros reales, se llaman complejos. El nimero a se llama parfe
real; bi, parte imaginaria del nimero complejo, Por ejemplo:

342(e=3;b=2); +—iV2 (a:%; b=—V2).

Dos ngmeros complejos a + bi y a; + b, i se consideran
iguales cuando y sélo euando son iguales, por separado,
sus partes reales e imaginarias, o sea, i

a 4 bi == a; + b, tendremos que ¢ = a,, b = by.
Sia=0, b3 0, el nimoro complejo a -+ bi-se convierte
en un numero imaginario puro bi; b se llama coeficiente
de la unidad imaginaria.
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¥ =A
+C oM
y
.8
M
b
- 0‘[ a x 0 z
Fig. 130. +D Fig. 131,
.Ml

Si b == 0, el nlmero complejo @ 4+ bi deviene un nimero
real igual a a.
E! conjunio de nimeros complejns contiene, como parte
(subcenjunto), tanto todos los niimeros reales como todos
los niimeros imaginarios puros; en otras palabras, los nime-
ros reales, asi como los niimeros imaginarios son casos
pariiculares de niimeros complejos.
Por ejemplo:

d=5L0d {@=35 b =0
=B =0+(=Ri (@a=0;b=-3)
Observacién 1, La raiz cuadrada de un niamero negativo

ge puede expresar mediante la unidad imaginaria i. Por
ejemplo:

V=i=Vii—1=-2i; V=5=V5.V—1=1V5.
Observacién 2. La introduccidn de los nimeros complejos
hace posible la resolucién de ecuaciones cuadréticas con

discriminante negativo; por ejemplo, la ecuacién z* — 6z +
+ 13 = 0 tiene dos raices complejas: x,3 = 3 & 2i.

§ 209. Representacién geométrica de los nimeros complejos

El ntimero complejo z = a <+ bi se admite representarlo
por un punto M en el plano; la abscisa de este punto es
igual a la parte real a, la ordenada es igual a b, es decir,
al coeficiente de la unidad imaginaria (fig. 130). A todo
nimero complejo corresponde un punto determinado del
plano, y, viceversa, a cada punto del plano corresponde
un niimero complejo determinado. De este modo, se establece
una correspondencia biunivoca entre los puntos del plano
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de coordenadas z0y y el conjunto de nimeros complejos.
A los puntos del eje Oz corresponden niimeros reales
(b = 0); a los puntos del eje de ordenadas Oy corresponden
los niimeros imaginarios. Asi, por ejemplo, el nimero
complejo 3 4+ 4i se representa por el punto 4 (fig. 131),
el niimero complejo —3 - 2i se representa por el punto B,
el niimero 3i se representa por el punto C y el nimero -- 2i
se representa por el punto D.

pEFINICION, Los dos ndmeros complejos z =a + bi yz =
= a — bi se llaman conjugados; se diferencian sélo por el
signo ante la parte imaginaria.

Un par de nimeros complejos conjugados se representa por
los puntos M y M,, simétricos respecto del eje de abscisas.
En la fig. 131 los puntos M y M, representan los nimeros
complejos conjugados 2 43t y 2 — 3i.

Al nimero complejo a + bi se le puede dar también otra
interpretacién geométrica.

Unimos el origen de coordenadas O con el punta M (a; b)

{fig. 130). En tal caso, el vector OM se puede admitir como
figura geométrica del nimero complejo z = a <+ bij ademas,

la parte real a es la proyeccion del vector OM sobre el eje
Oz, el coeficiente b antepuesto a la unidad imaginaria es
la proyeccién del vector sobre el eje Oy:

a= proy,f)-ﬁ'f; b = proy ,0_5{.

Ambos métodos de Tepresentacién geométrica de los nime-

ros complejos son equivalentes, puesto que a tedo punto M
—

del plano zOy corresponde un vector determinado OM,

=
y, viceversa, a todo vector OM, cuyo origen coincide con
el origen de coordenadas, corresponde un punto determina-
do M, extremo del vector.

peFINICION,  Se llama mdédulo del mimero complejo

z=a -+ bi el nimero real r = Y a¥ -+ b,

Geométricamente el médulo o valor absoluto es la longitud
o =)

de! radio vector OM. El niimero r es positivo y se anula sélo

cuando a = 0, b =0,

El médulo dé un nimers complejo se designa con dos lineas

verticalés a cada lado del nimero, por ejemplo:

1344l | =V F+4 =5
| =2 —i|=VZF T =V5
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En el caso particular cuande b = 0, tendremos
fa 40 ]=VeaT+ 0= lal,

es decir, el médulo de un ndmero real es el valor absoluto
de ese niimero. Por eso, el médulo de un nimero complejo
se llama también valor absoluto de ese nimero.

Todos los nimeros complejos de mddulo igual a la unidad
se representan por los puntos de una circunferencia unitaria
con centro en el origen de coordenadas; por ejemplo, los
NUMETOS

Ve Vi L V3 _o6+08

"'1"‘—9 -"'E‘ _"1'

se representan por los puntos My, M. y M, (fig. 132).

§ 210. Adicién de niimeros complejos

® oerivicioN.  Se llama suma de dos nidmeros  complejos
2y =@y + bi ¥ 2z, = ay + byi el nimero complejo z =
= a -+ bi, cuyas partes real e imaginaria son ignales res-
pectivamente a la suma de las partes resles e imaginarias
de loz nimeros sumandos z; y 2z, es decir, 2 = 2, 4+ 2, =

= {a, + a») + (b + b2) i.
Ejemplos.

D243 +B—-—=2+3)H+@B—-1)i=5+2i;
2) (4 — 5i) 4 (2 + 5i) = 6

3) (2m 4 ni) + (m — 2ni) = 3m — ni,

De los ejemplos expuestos se aprecia que la adicidn de nime-
ros complejos se realiza por las reglas ordinarias de adicidn
de polinomios.

De la interpretacion geométrica de los niimeros complejos
como vectores se deduce que la adicién de los nimeros
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complejos se reduce a la adicion de veclores segin la regla
dada en el § 83, En la fig. 133 se muestra la adicién de los
nimeros complejos 2, = 3 + 2i y 2o = 2 + 4i.

§ 211, Sustraccién de nimeros complejos

@ veriNicion,  Por sustraccién de un  ndmero  complejo
z; = a; -+ bii de otro numero complejo z, = a, -+ byi se
sobreentiende la determinacién de un nimero z = ¢ + bi
que sumado al sustraende z; nos da el minuendo z,.

En consecuencia, .

Zy — 33 = I,

si z 4 2z = 7y, 0 hien

(ay + byi) — (az + boi) = @ + bi

a condicién de que

a+ bi + ap + bai = ay + byi.

Sumando obtendremos:

(@ + az} + (b + bg) i = ay + byi.

Utilizando la condicién de igualdad de dos niimeros comple-
jos, obtendremos:

a4+ a; = ay, de donde ¢ = @, — as,

b 4+ bs = by, de donde & = b, — b,

En la sustraccién de dos nimeros complejos se restan separa-
damente sus partes reales e imaginarigs.
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Fig. 134.

Ejemplo.
3-2i—(14+3)=0B—1)4+(=2-=-3t=2-—5,
Geométricamente la sustraccién de nimeros complejos
significa la resta de sus correspondientes vectores. En la

fig. 134 se muestra la sustraccidn de 3, = 5 + 3i del niime-
ro Zn = —2 + §.

§ 212, Producte de niimeros complejos

Dos niimeros complejos a -~ bi y a; + b;i se multiplican
segln la regla ordinaria del producto de polinomios; en el
resultado i se sustituye por —1 y se separa la parte real
de la imaginaria;

{a-+ bi)(a;-|- i) = aay + aybi -+ abyi 4 bbi* ==
Mr—bb’ -+ (alb + ab,) i

b
parte real  parie imaginaria

Tengamos en cuenta que el producio de dos nidmeros complejos
también es un nimero complejo.

Esta regla de la multiplicacién se extiende también a un
numero mayor de factores complejos

Ejemplos. 1) 2—3)(3+5) =6 — 9 + 10i —
— 152 =6 4+ i —15-(—1) = 21 + ¢

DG +i)2="5+2%=—-2+8i

El producto de nimeros complejos puede resultar un niimero
real. En particular, esto ocurrird al multiplicar dos mimeros
complejos conjugados:

(@ + bi) (@ — bi) = a® + abi — abi — b%? = a® + b =

= '

donde r es el médule .de cada uno de los factores,
3



Asi pues, el producto de dos nimeros complefos mn/aémz’a.r &5
un ndmero real, iguel al cuadrado de s mddulo comin.
Veamos un nuevo ejemplo, que demuestra que debido a las
operaciones con los niimeros complejos pueden obtenerse
interesantes correlaciones en el campo de los nimeros reales.
Tenemos dos productos:

(@ + bi) (¢ + di) = ac — bd + (be + ad) i

Yy
(@ — bi) {c — di) = ac — bd — (be + ad) &

Multiplicando miembro a miembro estas igualdades, cbten-
dremos:

(@ + Y (¢ + ) = (¢ — be)* + (be + ad)’.

La dltima igualdad contiene exclusivamente niimeros reales
y expresa la siguiente correlacion de la teoria de los nameros:
al multiplicar dos nimeros, cada uno de los cuales es la
suma de dos cuadrados, se obtiene un producto que es
también la suma de dos cuadrados

Ejemplos. 1) (1+4©@+2)=53% = 1710 =

=1+13

2) (25 +4) (1 + 9) = 29-10 = 200 = 1® + 17,

§ 213. Divisién de nmeros complejos

Se llama cociente de la division de dos miimeros complejos
a + bty a; + by el nimero complejo z + yi que multi-
plicado por el diviser nos da el dividendo.

De este modo, si los coeficientes a, y b, son simultdneamente

distintos de cero, suponiendo que :i:’i =z +yi,
tendremos: e

a + bi = (g, + byi) (z + y1),

o bien

a+bl=az—by+ bz +ay)i

De la condicién de igualdad de dos ndmeros complejos se
deduce gie

{a;z — by =a;
bz + ay = b.
a8



Resolviendo este sistema, hallamos gue:
b ab—
=5 v=
Por lo tanto,
a-f-bt _ agy by ayb— aby
af+bi ~ af+ B aj-+bi
Fste resultado se puede obtener més simplemente multi-

plicando el dividendo y el divisor por un mimero conju-
gado al divisor:

a4bi (a+ bt) (ay— byi) - aay4-bby -+ (agp—aby) i -

i

_l’..

ay by (ay+byt) (g —byi) @+ 5
aay -+ bby ab—aby
==ar8 Tarw
En adelante nos guiaremos con esta regla de la division.
Ejemplos.
1) 248 _ @+3)@— _4-30+b—% T _ 4.
2Li T {(24-0(2—=9) 2241 L
2) 3—41 (34D (4—30) =l2——i2——16i—9i= — 25i e
Gaal (&30 (E—3) 16++9 25

§ 214. Potencia de la unidad imaginaria

Utilizando la igualdad i* = —1, se puede determinar
facilmente una potencia entera positiva cualquiera de la
unidad imaginaria. Asi, tendremos:

B=fd=—ld=—i B=itgt=1{;

PP=fd=1 == —1; i"=—i; i*# =1, etc.
Esto demuestra que los valores de la potencia i", donde n
es un nimero entero positive, se repiten periddicamente
al aumentar el exponente en 4. Por eso, para elevar el
niimero i a una potencia entera positiva, hay que dividir

el exponente por 4 y elevar i a la potencia cuye indice es
igual al resto de la divisién.

Ejemplos.
P =gt 0= Ml = =

B — 843 _ 43 _1‘ 81 488 o

En general

PR g R e ] S o P =1L
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§

215. Potenciaciéon de un nimero complejo

La elevacién de un nimero complejo a una potencia entera
positiva se realiza por )a regla de potenciaciéon de un bino-
mio, puesto que es un caso particular del producto de facto-
res complejos iguales.

Ejemplos. (a+ bi)® = a® + 2abi + b%% = (a2 — b3 +
+ 2abi; (@ + bi)® = a® + 3a%hi - 3ab¥® + BB = (a® —
Z 3ab%) L (3a% — b?) .

§ 216. Extraccién de la raiz cuadrada

de

z

380

un ndmero complejo

Supongamos que s¢ quiera extraer la raiz cuadrada del
niimero @ + bi. Quiere decir que debemos hallar un nimero
complejo = + yi tal que su cuadrado sea igual a a + bi.
Tendremos que:

Va+b£=::+yi.
donde r e y son nameros reales. En tal caso,
a+ bi = (z 4 yi)? = 2® — y* + 2ayi.

Utilizando la condicion de igualdad de dos nimeros com-
plejos, obtendremos:

B —yt=aq, 2y =0
Resolvemos este sistema con respecto a las incégnitas x e y.
De la segunda ecuacién hallamos que y = % En tal caso,

x’—;—i= a,

de domnde

4ot — B2 — dax? = 0,
o bien

4at — dax® — b* = ();
por lo tanto,

P 2”:1/?'1“&% L e aiV2a2+as )

Puesto que Va? & B° > a4, ante el radical hay que tomar
el signo mds para que z® sea un niimero positivo o cero:
por lo tanto,

o+ VITE
IR

(1)



Sustituimos este valor de «* en la ecuacién z* — y? = ¢
y obtendremos:

—— 'i/uﬁ -2
2

¥= (2)

Los valores de z e y los hallamos de las igualdades (1) y
(2):
$=j:],/“_11f_fj._ 3)

y
y-——-:f:l/_“' 2a2-+-h‘1 . {4)

La ecuacién 2ry = h demuesira que el producto zy iiene
el mismo signo que el ndmero b. Por lo tanto. si & > 0,
e y lienen signos iguales; si b << 0, z e y ticnen diferentes
signos. Por eso, para b >0 tendremos:

VaFliea ( ,/a__;_ '[;;ah}.-b': i ,/ _..a_|_1:z/au.52 ) '
para b <0, tendremos:
ViFhia (J EVEER_ )/ —ed VAR

En la préctica estas formulas no se utilizan, sino se realiza
el paso dado de los cilculos de z e y en cada caso separado.

Ejemplo 1.
Vi¥2i=z+yi;
142 =2 —y* |- 2xyi;

{x’—~y‘=‘l,
zy=1;
=1 Bty S22 =0; 2= 1+Vs .
z 14 2
5 1 5
Z—j:]/i'}';r: +2V ¥ =1
—14+ V5 —1+V5
ye:_,__‘éi; y=:[:1/__‘%l/.,,

Finalmente
+

ViTa=x (Y 208 1) =VE)
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Ejemple 2.

Vi=z+yi,

i=a?—y?4 2xiy;
2t~y =0,

{ 2zy =1,

1. ) T
y=-§;-‘ x~—m=0: -‘;.24—1:0, I‘:—‘-{, x m?,
z'—-:I:-.I;E_-; yzd:—iﬁ: Vf::t%{iwi i}.
Verificacion.

1 . | .
[i-ﬁ(wq] =t (24 = F (L +2A—1) =t

En el § 222 se demostrara un método mds conveniente de
radicacion de un nimero complejo.

§ 217. Forma trigonométrica de un nimero complejo

Como ya se expresé en el § 209, el nimero complejo a + bi,
—

distinto de cero, se representa por el radio vector OM
ademés la longitud de este vector es el médulo del nimero
complejo (fig. 135):

r =Va‘+ bi.

El angulo g entre el sentido positivo del eje Ox y el vector
OM se llama argumento del niimero complejo a -+ bi. Este

angulo se cuenta desde el eje Oz al vector O_Ef, lo que esté
indicado en el dibujo por una flecha. 8i el nimero complejo

es igual a cero, el vector QM se convierie en un punto
(vector nulo) y no hay necesidad de hablar de su sentide.
Por eso, se considera que el nula no tiene argumento.

Es evidente que cada niimero complejo, distinto de cero,
tiene un conjunto infinito de valores del argumento; estos
valores sé diferencian entre si en un nimero entero de
vueltas completas, es decir, en la magnitud 2k, donde &
es un ndmero entero cualquiera; por ejemplo, los argumentos

del pimero complejo 2 + 2i son los dngulos de tipo -15—{-

+ 2ak (k =0, £1, £2, £3, ...).
El valor del arguniento, tomado en los limites de la primera
circunferencia, es decir, de 0 a 2z se llama principal.
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g, 135.

Asi, por ejemplo, para el nimero complejo 2 4 2i el valor
principal del argumento es igual a % para el nimero

—2 + 2i el valor principal del argumento es igual a % n.
Para los nimeros 3, —3, i, —i los valores principales son
m

Pl R

Por la fig. 135 tendremos:
a=rcosq, b=rsengq,

de dende

8+ bi=rcosqp-+irseng=r (cos¢ -+ isenq).

La expresion r (cos q + ¢sen @) se llama forma trigono-
méirica del nimero complejo, a diferencia de la forma

a + bi que se llama algebraica.
Para determinar el argumento ¢ utilizamos las f6rmulas

respectivamente (1, mx,

ws@="2y seng=2(r= V@),

En funcién del signo de las partes real e imaginaria se toma
el correspondiente cuadranie, en el que debe terminar el
dngulo ¢.
Ejemplo 1. Representar en forma trigonométrica el
némero —1 4+ {}/3.
r=V{CIpr (V3P =2 cosp=—ia=—d

! — 2

2 1 4 1
(cos.—n_ —5 Y s za= __) ]

3 ) 2
V3

Puesto que sengp= —5— @ debe tomarse igual a -2—"3‘- Por
lo tanto,

T 2n : 2n
_1..1..;]/3.“2(005—34 es&n—g-—) .



Ejemplo 2. Representar en forma Lrigonomdétrica el
nimero —1—1i.
Tenemnos que:

r5 1
reV2 eosg - ——5=; Beng = —op
V ¢~ =35 PS5
Por lo tanto, ¢ - 5—:—
De este modo, —1—i=V¥2 ((:Ds -’;— “isen i:_) .

Ejemplo 8. Representar en forma trigonométrica cl
nimero 1.

Tenemos que ¥ = 1, ¢ = 0; por lo tante. 1 =1 {cos 0 +
+ isen0), o bien t = cos 2nk | i sen 2nk,

§ 218. Producto de nimeros complejos dados
en forma trigonométrica

Multipliquemos los dos nimeros complejos:
gy = ry (cos @, -+ i sen ¢)

Y

Zs = rp {cos @y + i sen @a).

Obtendremos:
Zy03s = FTa 008 iy CO8 §a  +— irrg Sen ¢ cos g +
-+ iryrg COS @y SED G — 1 T2 SeN G Sen (.

En forma reducida:

282 = ryry leos (g + qa) + 1 sen {1 + g2)l.

El resultado nos muesira que el médulo del producto es
igual al producio de los midulos de los fuctores, y el argumento -

del producto es igual a lo suma de los argumentos de los
Juctores.

§ 219. Interpretacién geométrica

del producto de niimeros complejos
En la fig. 136 el veclor 031, corresponde al niimero com-
plejo 2y = ry (cos @y =+ Tsen ). y el veclor O, al nid-

Mero 2> = ra (€08 o + 1 561 ).

—
El vector Q] corresponde al producto 2z, — ryrs [eos (¢ -+
-+ qg) <+ rsen (g -+ @2)l.
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EI vector OM se obtiene del ve(tor Oﬁ?, girando el angulo
@2 y variando su longitud (ry) rp veces. Si ry > 1, se dice

que el veclor OM, se dilata, y si r, << 1, se contrae. En el

caso particular, cuando el nimero complejo z, se multi-

plica por i. el vector 0:1’5‘: gira un angulo reclo (-’21) , con-

servando, en este caso, la longitud ry sin variacién (fig. 137).

Ejemplo.

2 (cos @ + isen )5 (cos 29 + isen 2¢) = 10 (cos 3¢ +
+ isen 3g¢).

La regla oblenida sirve para un nimero cualquiera de
factores.

§ 220. Division de nimeros complejos dados en forma
trigonométrica

Hallamos el médulo y el argumento del cociente

2 _ryl(cosgytisen g)

23 ry(cosqy+iseng,) v

Multiplicamos el numerador y el denominador del segundo
miembro per (cos g2 — i sen ;); obtendremos :
21 _ ryfcos gy 4-isen py) (cos g —1sen @)
PRISE 72 {C0SZ (p, + gen? ;) -

= 7 [¢08 (1 — a) + e (91— )],

Por lo tanto, el médulo del cocienie es ipual al cociente de
los médulos del dividendo y divisor, y el argumento del cocien-
te, es igual a la diferencia de Ilos argumentos del dividendo
y del divisor.
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Utilizando esta regla se puede demostrar que
1 cos0+isend

(cos ¢+ isen ¢)! = cosgptiseng  cosg--isengp
= 08 (~— @) 4- i sen (—@).

En forma reducida:

(cos © + isen ¢)~! = cos ¢ — isen q.

§ 221. Potenclacién de un nimero complejo dado cn forma
trigonométrica

Puesto que la n-ésima potencia, donde » es un nimero
entero positivo, es el producto de n factores iguales, por
la regla de la multiplicacién de niimeres complejos chtenemos

[r (cos @ + i sen )" = r" (cos ng + i sen ng),

o bien

r (cos ¢ + isen )" = r” (cos ng + isen ng).

Después de la reduceién, tendremos que:

(cos ¢ + isen ¢)" = cos ng -} i sen neg. (1)

Esta formula se llama férmula de Moivre, En particular,
nos permite obtener el coseno y el seno de los arcos, mialti-
plos del dado.

Supongamos que n = 2, en tal caso {cos ¢ + isen g)® =
= cos 2¢ + i sen 2¢,

o bien,

cos® ¢ — sen® @ 4 2i sen ¢ cos ¢ = cos 2¢ -+ isen 2, de
donde

cos 2¢ = cos® ¢ — sen® ¢ y sen 2¢ = 2 sen ¢ cos ¢.
Cuande =z =3, tendremos que:

{cos @ + i sen @) = cos 3¢ -+ i sen 3¢,

o bien
cos? ¢ — 3cosqpsen® @+ i(3cos’pseng@ — seng) =
= ¢os 3p + i sen 3o,

de donde
o8 3p = cos? g — 3 cos @ sen? g,
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o bien

c0s 3p = 4 cos® ¢ — 3 cos @;

sin 3p = 3 cos’p sen ¢ — sen® @,

o también

sen Jp = 3'sen ¢ — 4 sen® @,

Si ambos miembros de la dltima igualdad del pirrafo ante-
rior los elevamos a la potencia n, obtenemos:

[{(cos @ -+ isen g)~1" = [cos (—g) + isen (—g)I?

o bien

{cos @ + i sen ¢)™" = cos (—ng) + i sen (—ng).

La, Giltima igualdad muestra que la férmula (1) se cumple
también para los exponentes enteros negativos,

§ 222. Radicacibn de nimeros complejos dados en forma
trigonométrica

Supongamos que se quiere extraer la raiz n-ésima del nimero
wmpleJu Z =r{cos ¢ -+ isen ).

Esto significa que se debe hallar un nimero complejo z =
= p (cos B 4 i cos 8), que elevado a la n-fsima potencia
nos dé el nimero Z, es decir,

[p (cos 8 < isen 8)]® = r (cos @ + isen ¢),
o bien
p" (cos nB + isen nB) = r (cos ¢ + isen g).

Baséndonos en la condicién de igualdad de dos nimeros
complejos deducimos que sus médules deben ser iguales,
y los argumentos se pueden diferenciar en un niimero mal-
tiplo de 2x, es decir, r = p"% n8 = ¢ -+ 2ak, donde k es
un namero entero, de donde ohtenemos:

o= 5 BTkt

De este modo, el resultade de Ja radicacién se presenta do
la ‘siguiente forma:

=Y r(cosgtiseng)= 1 (cos —q#n—-k—-—}—isenngm) .
(1)

donde % es el valor aritmético de la raiz.
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Si en la formula (1) damos al ndmero % los valores 0, {,
,n—1, obtendremos los siguientes n valores dela

i g

raiz:
st k=0, 2=y/7 (cos -T-+isenL);

ket o (4 22) i (242
k=, /o (4] i (3 45) ]

i bt g /s (420502 4

—Hsen( +.EL’!:*_}"‘”

Los argumentos de estos valores de la raiz, es decir, Jos
dngulos

P, 9 2, 9 4n, 2(ﬂ*iln

Th Th T BT e TSR

van en orden creciente; se comprueba ficilmente que cade

uno de ellos es menor que un dngulo completo, o bien 2x.
Para ello es suficiente demostrar que el mayor de ellos

1-{-—-—”—”“ < In.

En realidad, el valor principal del argumento de un nimero
complejo es menor que un dngulo completo: 0 < ¢ << 27,
y por eso,

2(—-n)n 2(:1—1}:;__‘2“;

n

2 <= +

n

R

'7(!!-*1)11

< 2n.

Dée la trigonometria se sabe que en los limites de una circun-
ferencia dos dngulos distintos no pueden tener ‘simultd-
neamente valores iguales del seno y valores idénticos del
coseno; por lo tanto, todes, los n valores de la rafz serdn dis-
tintos.

Con el aumento ulterior del nimero % (k=n, n + i,
n -2, ...), vya no se obtienen nuevos valores de la raiz;
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por ejemplo, para k = n tendremos:

Zn = V;(cosw—_*f’-t—"—-lﬁisan-%ﬂ):
= ,’VF[cos (%—I—Qn) +isen (—31-4-2:1.) ] =
=Jr (cos L fisen %) =2

Se ha obtenido el mismo valor que para k=0.8ik=n41,
obtenemos z;, para k=n+-2, obtenemos z,, etec.

Ejemplo 1. Vi. Representemos i ¢n forma trigonomé-
trica:

. T - 14 .

i=cos 5+ isen-z (r es igual a 1);

= n - T
Vf,_]/cos 5 +isen =

( 4 onk L 4 onk )
2 4 ]
=\c0§ ————J-{sen ——5——.

Para k=0, ?Jbtendremos ;
V:—cos-w-;—zsenvg—_v‘elr—avz _Vz + i).

Para k—=1, obtendremos:

Vl. c{)‘i—-—+zsen5—:-=—y—a—£¥—z %2—(14—!).

Este ejemplo se resolvié de otro modo en el § 216.

Ejemplo 2. z=,/ 1. Tenemos que:
—1=cosm+isenm.
Luego

W =1 =/ cosn | isenn=cos xchak

4 l

n 4 2nk

73 - fsen

para k=0, obtendremos:

. L —
%1,= COS -§-+:sen %:v—zti +1i);
para k =1, obtendremos:
Zy = COS —4 isen — 3" g vz(-—i - ik
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para k=2, obtendremos:

39 =08 341 sen 2 = —%‘?(1 e

para k=3, obtendremos:

zy=cos ?%J,— i sen -?41 ::l?(i —i).

Ejemplo 3. Hallar cuatro valores de z=,/T.
v/ 1=V T(cos0+isen0)=

=y‘/i(ws 0+42ﬁk +isen O'if““ )=

k i k
= €08 —;——f—;sen ﬂ;izzk.

Si k=0; 1; 2; 3, obtendremos:
ry=cos0+isen0=1;

s "o T
Ty =008 T-l-ssen b [
Ty=Ccosn{isenm=—1;

3n an .
I, --cos—z-k isen-—i—ﬁ —i.

Vamos a dar una interpretacién geométrica a los resultados
obtenidos. Construimos los puntos correspondientes a los
cuatro valores hallados.

Estos seran los puntos 4,, 45, A3, 44, que representan los
vértices del cuadrado inscripto en la circunferencia dada
(fig. 138).

De un modo semejante, extrayendo la raiz cibica de 1,
hallamos tres ndmeros complejos:

cos0 4 isen0, cos%"—+:'sen%1— y cosé—;-+:‘sani§-.

Si construimos sus puntos correspondientes, éstos estardn
sobre una circunferencia de radio unitario y serén los vérti-
ces de un tridngulo equildtero inscripto (fig. 139).
Geométricamente la extraccién de la raiz n<ésima de 1 se
reduce a la construccién de un poligono regular de n vértices
inscripto en el ¢frculo de radio unitario; ademés, si n es
impar, uno do los vérlices se encontrard sohre el eje de
abscisas a la derecha de 0; si n-es par, se tendrén dos vértices
sobre el eje de abscisas,
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Tig. 138,

§ 223. Forma exponencial de un ntmero complejo

En las diferentes partes de la moderna matemdtica, asi
como en sus aplicaciones (electrolecnia, radiotécnica, hi-
draulica, etc.) se utiliza la forma ezponencial del nimero
complejo, basada en la férmula de Euler, que relaciona
las funciones trigonoméiricas del argumento real con la
funcién exponencial del argumento imaginario.
Exponemos la primera férmula de Euler sin deduccién:

e% = cos ¢ <+ isen ¢, (1)

donde el nimero e, tomado como base de los logaritmos
naturales (véase los §§ 175 y 240), es irracional (e =~ 2,718;
este nimero es tan importante en la matematica como el
numero 7).

Si en la formula z = r (cos ¢ + i sen @) sustituimos la
expresién ¢os @ -+ i sen g por e®, obtendremos z = re%l.
Precisamente ésta es la forma exponencial del namero
complejy z.

En esta notacién r es el modulo del nimero complejo, ¢ es
el argumento del nimero complejo 2.

Sustituyendo en la férmula de Euler (1) ¢ por (—g), obten-
dremos la segunda férmula de Euler

e~ = cos (—g) + i sen (—¢),
o bien
e~ = cos ¢ — isen q. (2)

Ejemplo 4. Representar en forma exponencial el
niimero complejo 2 = 3 4 4i.
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El médulo r=) 344 =5. Hallamos el argumento ¢.
Puesto que tg'tp=-§-. tendremos que ¢ =arc tg% =~ 0,93,
3 -+ 4i = DeM ¥t

Ejemplo 2. 2=V 3—i.

Hallamos el médulo: [z] =V 31 = 2. El argumento ¢

(valor principal) lo hallamos de la correlacibn tgo=
1

:—'_Va—g,

Por lo tanto, l}?:—%; V3—i=2¢

‘c.-l.-l

b s

Ejemplo 3. i=cosiz-l ison—}—-e
Ejemplo 4. —1 =cosn + isenm = e™

Ejemp!lo 5 Calcular ettt

Tenemos que e**' = e?-¢' = e (cos1 + isen 1)=

= €% (0,540 + i-0,842) = 7,39 (0,540 + i-0,842) ~ 3,99 +
+ 6,220,

De la férmuta de Euler

e® = cos ¢ + | sen g, 1)
eV =cosp—iseng (2)

se pueden obtener importantes resultados.
Sumando miembro a miembro las igualdades (1) y (2),
obtenemos

e® 4 =¥ =2 cos @, de donde
e@‘f+£'ﬂ

7 (3)
Restando miembro a miembro de la igualdad (1) la (2),
tendremos
e% — e % = 2 isen ¢, de donde
vi_,-ui

i (4)

Las igunldades (3) y (4) se laman también férmulas de
Euler; cllas exptesan las funciones trigpnométricas del
argumento real ¢ por las funciones exponenciales del argu-
mento imaginario. Las formulas (3) y (4) se cumplen también
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cuando @ se sustituye por un nimere complejo z cualquiera;
esta sustitucién nos da:

c0s 3= ﬂ‘;g—_“ 1 (5)
senz=-"700 (6)
las igualdades (5) y (6) se toman como definicién del seno
y del coseno de argumento complejo,

Ejemplo, Calcular cos i.
Poniendo en la igualdad (5) 4 = i, obtendremos:
el g pmivi _elpet

2 B T

Co8 ==

Resultd que cos i es un nimero real, mayor que 1, lo que
no nos debe extrafar.
Calculemos sen i:

. el gl ifevl—el)
sen i— = s

En consecuencia, sen { es un n{imero imaginario.
Demostremos que las funciones trigonométricas de argu-
mento complejo también son periédicas, de perfodo T = 2n,
En efecto,

€03 (z+4 2n) =

e:ilfzr;i,+!—:i_e—2m e“—}-s'“
= 5 = 5 =C083,

8(2-}-2::){ + e—-[x+2m€
2

pueste que por las formulas de Euler
e = cos 2n + isen 2r =1,
e ¥ — cos 2n — isen 2 = 1.
La periodicidad de la funcién exponencial de argumento

complejo se revela ficilmente; su periodo es 7 = 2,
En efect, .

et = gf gt = % = of

Se observa que todas las férmulas de la trigonometria
ordinaria son vilidas en el campo complejo. Por ejemplo,

cos®z +sen?z =1,
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fisto se verifica fédcilmente

(er( +Zg':i )2 - (,xi_if—xl )2 =

t‘3‘+2+e"" P LA BT e-2zl
= q —3 =
glzl L34 e—z:t..,z:i.;_-z__rz:i 4§ 1
4 iFTv

Exactamente del mismo modo se puede verificar que sen
97 = 2 sen z-:co8 £, c08 (2, + 22} = €08 2 €08 Z; — Sen Z X
X sen g, y una serie de otras férmulas conocidas para las
funciones trigonométricas de argumento real.

§ 224. Distintos problemas de nimeros complejos

Ejemplo 1. Hallar dos nimeros reales z e y que satis-
fagan la igualdad

2 i 3

?i+1y-2=3i-—--£+y'

Dicha igualdad la escribimos en la forma
2 3 A

—24 (;-{-y) i= (y-—-?) -+ 3i.

Basdndonos en la condicién de igualdad de dos ndmeros
complejos, tendremos el sistema

3
y__z.z _2‘
2
s ty=3

de donde hallamos:
= 1, y= 1.
Ejemplo 2. Hallar el nimero complejo z, igual al
cuadrado del nimero complejo corjugado a él, es decir,
g.= 24, )
Supongamos que z = & -+ yi, en tal caso z7=z—yi La
igualdad (1) toma la forma
z 4 yi=(z—yd),
z 4+ yi = 2t — y* — 2z,
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de donde

{ x=r‘a_ya,

Ly=—2,

donde nuevamente hemos utilizado las condiciones de

igualdad de dos niimeros complejos,
Si el sistema toma la forma

P—yi=z,
y(1+22)=0,
su resolucién se reduce a la resolucién de los siguientes
dos sistemas més elementales:
r—yt =1z, ?—y ==z

{ 142z=0.

Resolviendo cada uno de ellos, obtendremos:
1

1 :
=0, [%:i, = ==
1=0; [ 1n=0; V3, V3
L] 2 o]

y=0

Ya==—— Vo= —

2

De este modo, los cuatro valores satisfacen la condicién
establecida:

Iy =0+0‘i = G,
2 =14+0i=1,
a=—1+ 33,

3
3|—_%_K28.

Ejemplo 3. Interpretar geométricamente el producto
(2 + 2i) i. Al nimero complejo z, = 2 - 2i corresponde el
vector ry = {2, 2}; ademds, el vector r, forma con el eje Oz
el &ngulo
2

o=1(ter=2=1).

El niimero complejo { se representa por el vector unitario
'y == {0, 1), dirigido bajo el 4ngulo -2’1 al eje Gz, De acuerdo
a la explicacion dada en el § 219, el producto de (24 2i)
por i significa el giro del vector », el dngulo 3- en sen-
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tido contrario al movimiento de las agujas del reloj, con-
servindose la longitud del vector.
Por lo tante, al producto dado eorresponde el vector #,,

‘ " 3
que forma con el eje un dngulo igual a w:i‘—{——.’:—:—:.

La longitud del vector #; es igual a la longitud del vec-
tor 7, es decir, |r|=V T T =2VZ.

Verificacion: (24-2i)i= —24-2i=2 V2 (cos d-g i sensT")

Ejemplo 4 ;Cudl es el seniido geométrico de la desi-
gualdad |z |<T1?

El médulo del niamero complejo z, es decir, | z |, significa
la distancia del origen de coordenadas al punto z; ya que
esta distancia es menor que 1, describimos del origen de
coordenadas una circunferencia de radio r = 1.

Todos los puntos interiores del circulo representan los.
niimeros complejos z, para los cuales {z |<C1. Para los
puntos de la circunferencia, tendremos que |z | = 1. Los
puntos externos son nimeros complejos que satisfacen la
designaldad |z | > 1.

Ejemplo 5 ;Cémo estdn dispuestos los puntos comple-
jos quo satisfacen la designaldad |z — 2 | << 3?

Fl médulo de la diferencia de los nimeros z y 2, o sea,
iz — 2|, denota la distancia del punto z; = 2 al punto z,
que debe ser menor que 3. Por eso, desde el punto 2 trazamos
una circunferencia de radio igual a 3 unidades; los puntos
complejos interiores de esta circunferencia son soluciones
de la desigualdad |z — 2 | < 3.

A Ejercicios
1. Eseribir en [prma reducida las siguientes expresiones:
g} P4 b4 D) 5 — 91 4 126 ¢} a8 + bi;
) 10i — 10i; €) at 4 bi — ai; 1) at — ai.
Calcular: :
2.8) 3450+ 2+ b) (T—5)+ (745, ¢) @+ 5)+
+ (=24 3i).

3. 8) (4 + 40) + (=1 — 4i); B) (—6 4 B1) 4 (6 -+ 31); ¢) (5 4 31) 4
+ (2 4 3.

4 a) (=7 4 20 + (74 2005 b)(m + ne) + (= + yo); e} £ + (o + Bil.
5. 8) (3L 5)— (34 i W (T—=050— (T | b ¢ (24 50—
— {2 ok 31,

6. 0) 14 4i—(—1—4i}y B) —6 | 3t —(F § $u); ¢ (54 38} —
— (5 — 30).
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7.8) (0,25—H—(0.7540; b) (.; - ;) = (% 3: % a_) ;
¢) (a-fbe)—i,

H.oa) D(2— 30 b —2 (L), ey dta4 ).

9.8) =2@—a); b) £ (1 — o) €} ~0,5¢ {1 - 2i).

10. 2) 3+ 20 (4 — 0 b) (1 — 1) (2 + 05 0} (0,2 — 0,31) (0,54+0.64).
M) B+ V@~ VB b) (abm) @a—mi) ) (2 —t Vi) x
X({—z—2 V).

12: 00480 60 b 0+ 10 030, 0 (44 4) (F-51).

3.0 Vi VHOV S VI b G—2e0@ptay o (a
—i VB a+2i V),

1o a) (@t VEe— Vi b G+2VHE—2VD o (Vit
+i VB (Va—-1V5).

Descomponer en pares de [actores complejos

15. a) 2% 4-y%  b) a2 4982 ) 4m?0n2,

16. a) az—f—%; b) p2+41; ) 1640,

17. 8) 254-1; b) 5, ¢) 65,

Calcular los cocientes:

18. a) %; by 35-5;-; ¢) Bt : (—164).
21—y 144 12
19. 8) =15 b)—-::;'..; o -2,
5 AL 17— 6
2l drmt Vgt g

634 16: 4 5i
1. H ~ = =,
2. a) 413 )1+f1/3 % Vi-iV3
1—20i V5 1+IV§ m—+ ni
2. H = ) ———,
e 7 A Ve ¢ m
{—id 14 {—1
(140 b) =it 14-2
o Vite+iVi—a Vi—a+:Vita
Vite—iVi—e Vi—a—iVifa

23, a)

32 2 5
24, i b I Ry —
» 143 V7 ’ 4430 VE Y Vi—iV3
3, 7 . 10
B0 Yyaroe @ e
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Elevar a potencia:

26. a) i3%; b) 37 ¢) 19 d) (—i)'0; e} (—i)% M) —ilo,
27. a) @2 b) ey ) 25 d) 144 e) 88 ) L3,

2. 8) @—i VY b) (e4piPHE—yih o) (L

2. 8) (—05—08 VAL B (—p V§)3;
(L) ()

<)

30. a) (4302 b) 2~i V3% o) (1—i3

Extraer la raiz:

3. o) Vo b ViF1a

32. a) /21420i; b) V' —13+84i.

33, a) V518 b) V—T1+36,

34, 8) V3.5+2; b) VItad-Vi—i.

35. Construiv los puntos que representan los nlmerns:

8) 34+ Gi; b) 4 — i ¢) =3+ 2 d) —2 — 25 e) 5; f) —4i; @) 54
h) 0,2 — 0,5i; i) —5i — 5.

36. ;Cémo se dispone en el plano la representacién de dos nimeros
complejos conjugados?

Hallar ¢l médule y el argumento de los numeros:

Moay 1+ 6 b 1—ij¢) =14 d) —L—=4i

38. a) V34 4 b) 54 26 ¢) ~2i0 d) 3 — 3.

Representar en forma trigonométrica los nimeros:

i3
Y

39, a)&; b) —i; ¢} =3 d)%

40. a) 34 2i; by 3 4i

4. a) 3— 44 b) 84 50

42,8} 2 4 3i; by —12 - 5é,

43.8) —2—1Ti; b) 4 — 30

Construir los sumandos y la suma da los nimeros complejos:
G4.a) 3+ 4iy S+ 3D —5iy24 i) —4+2y4+ 20
i5.8) 543y 345 D1 —3y143i;6 54+ 2Uyi+ A
Formar el minuendo, el sustreendo y la diferencia de los nimeros
complejos:

W.a) 34+ 4iy2+ i )T —20y5—30) 4+ 5y 5+ 4N
§7.0) 34+ 6i y6--3i; b) 643 y 34 6iic) 1 —iy 3
Calcular los productos:

48. 2 (cos 30° + isen 30°)-3 (cos 30° + i sen 30°).

49. 2 (cos 30° + i sen 30°)-3 {cos 45° + i sen 45°).

50. 2 (cos B0° -+ i sen 60°)-(cos 45° -|- { sen 45%).

51, (cos 30° + i sen 30° -{cos 15° 4 i sen 15°).

52, (cos 40° 4 i sen 40°)-(cos 50° + { sen 50°).
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Domostrar que

53. (cos 30° 4+ i sen 30%)2 = cos 60° -} i sen AO°,

M. {co_s 30° 4 isen 30°° =1 & sea cos 90° - isen Y0°.
:

55. (tos 60° -k i scn 60°%) % = cos 80° 4 i sen 20°.

Calcular

56. a) (cos 60° 4- { sen 60%) b) (cos 25° 4 i sen 25°)°.

57. a) (cos 30° 4 i sen 30°)%; b} (co345°-F i sen 45°),

58. Vi 59. V=i 60. V1+i 6. Yi—i. 62 Vi 63 Y1,
84 1. 65 ¥ —1.

66. Representar en forma de vectores log siguientes nimeros: 1,5;
=2 =3 244 =24+ 5 2—=4 =21

67. Interpretar geométricamente cada una de las siguientes opera-
CIUI.'II?S con numeros cnmple 032

1)@+ 30+ (=14 D 2 (—4+ 20 — (2 — 3y

3) 24-3; 4 U4+ )4

5 U+ 0.0+ V3 6 (1 — VAR

68. Hallar los niimeros reales = ¢ y de las ecuaciones:

1) 34 224+ 3yi=8i+ 72 —23 ) —az+ (24 ) y=4+2i;
dEry—2=u-24y

69, Hallar las raices complejas de las siguientes ecuaciones cuadré-

ticas:

1) 22 — 62+ 13=0,2) 2224+ 52+ 6=0; 3) 22 —=2{1 + N}z +
A (26— 1) = 0.

?l‘i Cémo estén distribuidos en el plano los puntos complejos z,

para los cuales:

o=Ti B o=tm Ho=12 4 1:0>H 5|1 <5

8 22| <hi T) (aH1[<3 B fa—i]>2
7! ’ Representar en forma exponencial los siguientes nimeros com-
plejos:
nz+3; 91— 3% &) —Vi+i 5 —2 6 i
72. Transformar en la forma algebral—("_a
..5.1 —--EI.
1) 2.e% 3 2) eo+d; 3) 2.¢ ¢,
73. Utilizando la igualdad ax = ¢*'™% a2~ 0 y a £ 1 (verificer
par logaritmacibn), representar en forma exponencial los siguientes
nhmeras:

1
1) 29, 2) 3 3, 3) 5i+i; &) 1011,
74. Calculsr los valores de las funciones trigonométricas de argu-
mento complejo:

1) cos (2—t); 2) sen(t40,51; 3) coa(%{— 3:); 4) sen{—3).

75. Demostrar la validez de las igualdades
1) cos (3, 4 33) == cos 5, cos z; — sen =, %en 3;;
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2) sen (z, + 1) = %en £, c0s z; + €08 2, <en z2)
3) cos 2z = cos? 2 — sen® 1,
4) sen 2z = 23enzcos L.
76. Demostrar que los raices de Ja ecuaciin cuadritica ax® |- e -
-k ¢ =1, para a, b y ¢ reales y dwseriminaule negativo, son un par
de niimeros complejos conjugados.
77. iCuil debe ser a dependencia entre z ¢ y para que el products
{x + yi)+(2 4 3¢ sea un nimero real?
78. Demostrar que si zy z es un par de nimeros complejus conjugados,
entonces #* vy z° son también mutuamente conjugados.
79. Como cstan distribuidos en el plano =7y los puntos compleos z.
que satisfacen la desigualdad:
logy |3]+logy ([z]+1)<logy 2]=]+5P

£ 7 z
80. Resolver la desigualdad:

—_2<20g, |z 1—t)/F | < —logz2—1.
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CAPITULO XVI

ELEMENTOS DE LA TEORIA DE LOS LIMITES

§ 225. Ejemplos de repeticion del concepto de funcién

y propiedades generales de las funciones -
En el capitulo VI fueron dados los coneciicntos funda-
mentales sobre funciones. Sin llegar a repetir las defini-
ciones y formulaciones dadas antes, veamos una serie de
ejemplos concretos, que en conjunto abarcan todos los
momentos importantes del estudic de las funciones dentro
de los Iimites previstos por el programa.

Ejemplo 1. Dada la funcion f (z) =225 — = + 1, calcu-

lar: l(%); —1-1—--—; f (%) Demostrar que el ndamero
1{z)+s

z= —1 es una raiz de la funcién f(z).

)= G 1= -3
2

:2.[.})3—%“-_——;——:&1-
x

Puesto que f(—1) = 2+(—1)? — 2 + 1 =0, tendremos

?]ia el nimero — 1 realmente es una rafz de la funcién
).

Ejemplo 2. La magnitud de la presién atmosférica p

(kgf/em?) varia segin la ley p = %" en funcién dé la

altura k (km) sobre el nivel del mar. Hallar la presién

a la altura 2 = 10 km,

Utilizando la tabla dada al final del libro hallamos

01210 — o-1.2 o (3042 & 0,3.

De este modo, la presién atmosférica a la altura 2 = 10 km

es, aproximadamente, igual a 0,3 kgf/em?,
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Ejemplo 3. Expresar la superficie de un triéngulo
rectangulo de hipotenusa conslaate, igual a ¢, como funcién
del dngulo agudo a. jP’ara qué magnitud de o la superficie
alcanza el valor miximo?

Si designamos los catetos por ¢ y b, 8 = %!f. pero a =
=csena, b=c¢cosa, luego

c? e
S——-Tsanacosa =7 sen 2a.

» .- 2 .
Ast, pues, la funcién buscoda es § = ‘=sen 2z, La superfi-
4

cie ser4 maxima si sen 2z = 1, es decir, cuando a = 45°

En consecuencia; si la hipotenusa es constante la superficie

mayor corresponde al tridngulo rectingulo isbsceles; esta
2

superficie mayor e¢s igual a ‘—4

Ejemplo 4 Hallar el campo de definicién de cada uno
de las siguientes fumciones:

) y=V2—Tgl—2;
2} y=arcsen -i_;—/—-;—;

3) y=tgz clg z.

1) La funcién |/ 2—Ig(4—z) estd definida parn tode z que
satisfaga el sistema de desigualdades

{ 2—lg(4—2)>0;

d—z=0.
o hien
lg (4—1x) <2,
{ < 4.

Resolviendo este sistema hallamos—96 <z << 4. El campo
de definicidn es ol semisegmento [— 96, 4).

I

2} la funcién arcsen _'53 estd definida para todo z que

satisfaga la desigualdad 31;23 Igi. lo que es equivalente
ala doble desigualdad —1<-=<T2<1, o bien —Y32<

V2
£z—3<V2. Sumando 3 a todos los miembros de la
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desigueldades obtendremos 3—V2<z< 38+ 2. La regisn
de definicién de la funcién’ dada es el segmento {3—}2,

34V2. 3) La funcibn tgxz+ clgz estd definida para
todos los valores del argumento, para los cuales coszs=0
y'sen_zqéf}: por lo tanto, xqﬁ%(%-{— 1)y & 5= nk. En con-
secuencia, la regién de definicién es todo el ejo numérico,
con exclusién de los puntos x = % {2k 4+ 1), donde k=0, == 1,

+2, £3, y los puntos z=ak(k=0, =1, x2,...)
Se puede decir de otro modo, que la regién de definicidn
estd compuesta de un conjunto infinito de intervalos:

S (0. %) (%,n), (:I‘t, %n),
Ejemplo 5. Demostrar que: 1) la fun_clién f(z)=

ca—x"-'z—'_—x- es par; 2) la funcién ¢ (z) = ‘x:

es impar.

1) f(—a) =L = f (o).

La igualdad obtenida f(—z)=f(z) demuestra que la Ffun-
cién es par (véase la definicién de la funcién par).
)

De la igualdad @ {—z)= —@(z) se deduce que la funcién
@ (z) es impar (por definicién de la funcién impar).

Ejemplo 6. Demostar que: 1) la funcién f(z)=
——-';—‘;i tiene el valor minimo igual a 1, para z=0;

2) la funcién ¢ (z) =L“._-2_‘_1 es mondtona creciente en todo

el eje numérico,
1) Representar f(z) en la siguiente forma:

x =X & _i
1@ =25 = T —e TPy 2

x x
(j veriffquese !). La expresién (e? —e 2)?30 (el cuadrado
de un nimero real es un nimero no negativo), y por eso,
la suma entre corchetes no es menor que 2. Esta suma
x

toma el valor de 2, si el primer sumando (e —e Z)2—(,
lo que ocurre cuando z=0. Luego,

10)= frnor =5 [0+2] = 1.
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2) Para demostrar que la funcién g (z)=

tona creciente en todo el eje numérico es suficiente com-
probar que. para los dog valores cualesquiera del argumento
z; ¥y %, donde z, >z, se cumple la desigualdad ¢ (z.)>
> ¢(z;) (es decir, 2 un gran valor del argumento corres-
ponde un gran valor de la funcién), lo que es equivalente
a la desigualdad ¢ (z,) —q(z,) >0. Vamos a demostrar la
validez e esta desigualdad. Tenemos que:
g 1 X
cp(z,)—w,) S S e

__v—_.-ﬁ- [g“?—g"“l.-g*l I e—l‘il —_—.;.. [(e*n_ 331.) 4 {e—l’l_ e—ﬂ)].

- x
— es mond-

La primera diferencia entre paréntesis es positiva, puesto
que de x>z, se deduce que e2>¢*1 (véase el § 159).
El segundo sumando entre corchetes, es decir, e—*1—e-%s,
también es positivo, puesto que e Tl—e¥r—

—-—e-l?- >0 (de dos fracciones positivas con igual nume-

el

rador es mayor aguella cuyo denominador es menor). De lo
dicho se deduce que la expresion entre corchetes, es un
mimero positivo para todo z,>> z;.

De este modo, ¢ (z2) — @ (x;) >0, o bien ¢ (x2) > ¢ (z4),
lo que se queria demostrar.

Ejemplo 7. Demostrar que la grafica de la funcidén
par es simétrica respecto del eje de ordenadas, y la gréfica
de Ia funcién impar es simétrica respecto del origen de
coordenadas.

Supongamos que f (—x) = f {z), luego, a dos valores contra-
rios cualesquiera del argumento z y —z corresponde un
mismo valor de la funcion y, es decir, los puntos M (z; y)
¥ M, (—z; y) son simétricos respecto del eje de ordenadas,
y dado que el conjunto de todos los puntos de este npo
forma la gréfica de la funcién, de aqui se deduce, preci-
samente, su simetria respecto del eje Oy.

En el caso de la funcién impar tendremos la igualdad
fl—2) = —f(z) o que es equivalente a ésta la igualdad
—f{—z) =f(x). A todo punto M (z; y) de la gréfica k
corresponde el punto M, (—z; —y) de la misma gréifica.
Estos dos puntos son siméiricos respecto del origen de
coordenadas O, puesto que el segmento MM, pasa por el
origen de.coordenadas O y aqui se divide por la mitad
(tracese el dibujo y demuéstrese geométricamente).
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Ejemplo 8 Dadalafuncién y (f) = 2 sen (10nt — 0,3),
hallar: 1) el perfodo de esta funcién; 2) su menor raiz posi-
tiva.

1) Supongamos que el periodo es igual a 7. En ese caso, de

acuerdo a la defini¢ién del periodo {véase el § 112) para
todo ntmero ¢ debe tenerse la igualdad

ye+ D=y )
o hien 2sen [10i (¢t -+ T) — 0,3] = 2 sen (10nz — 0,3), lo
que es equivalente a que la diferencia se snula:
sen [10n{t + T)—0,3] —sen (}0:;;——0,3) = 0.
x ¥

El primer miembro de la igualdad se puede transformar
enun producto segiin la férmula sen z—sen y - 2 sen :—p:—y bt
z+

2
2 sen 5n7T cos [10n — 0,3 + 5aT} = 0.
El segundo factor cos [10nt — 0,3 + 5aT] no puede ser
idénticamente (para todos los valores de £) igual a
cero.

Por lo tanto, sen 5al = 0, 5aT = nk, 5T = k. Pero, dado
que el periodo es el menor nimero que satisface la correla-

cién (1), entonces k = 1, de donde T = &.

2) Para hallar la raiz de la funcién y () resolvemos la
ecuacion

2 sen (10n¢ —0,3) = 0,
de donde 10mt—0,3=0; ¢ =2 =2% = 0,0095.

% cos “TX. Luego, obtendremos:

Como suplemento a lo dicho en el § 48 sobre los métodos de
planteo de las funciones, conviene agregar que ademaés de los
métodos tabular, analitico y grafico, existen Lambién otros
procedimientos de planteo, Asi, por ejemplo, la funcién
se la puede dar por una regla verbal cualguiera, por la que
a cada namero z se le puede poner en correspondencia otro
nimero y.

Por ejemplo, definimos la funcién E (x) por la si-
guiente regla: el valor de la funcién es igual al mayor niime-
ro entero conlenido en ¢l argpumento r y que no lo
supera. Basindonos en esta regla tendremos: E (3, 2) = 3;
E(—15 = —=2; E(5) =5, E(0,8) =0, etc. E(z) toma
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{de acuerdo a la difinicidn) s6lo valores enteros. A esta
funcién se le ha dado la denominacién especial ¢enlero
de z». En la literalura matemdtica se tropieza con otra
notacién de esta funcién, por ejemplo [z]. Constriyase
individualmente la grafica de la funcién E (z).

Para adquirir experiencia en la resolucién de ejemplos,
semejantes a los expuestos en este parrafo, al final del
capitulo se da una cantidad suficiente de ejercicios; el
manejo libre de este matenial ayuda a dominar mejor los
elementos de la teoria de los limites, que es el contenido
fundamental de este capitulo.

§ 226. Algunos métodos de construccibn de las gréficas
de las funciones

Al construir la gréfica del trinomio cvadritico y = 0z® + bz + ¢,
asi como de la funcién y = A -sen (kz + a) hemos utilizado los mis-
mos maétodos. Formulemos la comunidad de estos procedimientos-
lo que Iflermiw utilizarlos también en otroa casos, es decir, al construir
las grificas de las funciones que aln desconocemaos.

1} 8i conocomos la grafica de la funcién y = f (z), la grifica de la
funcién y = { (z) - ¢ se obtiene de la grzlics de la funcién inicial
desplazada | ¢ | unidades hacia arriba en direccién al eje de ordenadas
Oy, si ¢ = 0, y hacia abajo, 8l ¢ < 0 (fig. 140).

2) 8i y = mf (z), la grafica de esta funcién se puede obtener de la
inicial alargando todas las ordenadas m veces, si m > 1 (fig. 141),

y comprimiéndolas ’—l“ veces, si 0 < m < 1 (fig, 142). Cuando m < 0,
para | m | > { (respectivamente | m | < 1}, al principio se alargan
las ordenadas | m | veces (respectivamente se comprimen I—;ﬂ—vsnes),

g J npnténuacién la grafica se representa de modo especular respecto
oje Or.

3) y = f (r — a). Esta gréfica se obtiene de la grafica de y = f (z)
desplazéndola a | a | umdades de la escala hacia la derecha en direc-
cibn al eje Ox, 81 a > 0, y hacia la izquierda 8i a <= 0 (fig. 143).

4) La graftca de la luncién y = f (kz), k > 0, se puede obtener si
todas las abscisas de la gréfica de y = f (z} se reduce k veces, mante-
niendo las ordenadas constantes. Cuando & < 1, las abscisas de hecho:

aumentaran —;;—- veces. Puede servir de ejemplo la gréifica de y=

= gen 2z obtenida do la grifica de y = sen = (§ 138).

3) La grifica de la funcién y = | f (z) | se puede obtener de la gré-
fica de y = / (z), si los arcos de curva, que se encuentran bajo el ejo
de abscisas, so representan especularmento respecto dol eje Oz

(lig. 144).
Ejemplo. Construir la grafica de la funcion y = —:‘25_1-11

Dicha funeifn esti definida en todo el eje numérico, salvo el punto
z =1 Traosformemos la expresién fraucinnaria?t——. para ello

i
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Fig. 141,

yetits) YV
Gutts-a)
2 & 2 &z
Fig. 142, Fig. 143,

dividimos el numerador por el denominador., Obtendremos y = 2 -+
3

'_1' z—1

Ahora se puede suponer que para construir la gréfica de la funcién

{jverifiquesel)

dada hay que tomar como base la grifica de la funcién y = ':T’ es
decir, la hipérbola.
Realizamos con la hipérbola y = Ly siguientes operaciones:

1} Desplazamos una unidad de la escala ep el zentido positivo del
eje Oz; a la nueva situacién de la hipérbola respecto de los ejes de
1

ordenadas le corresponde la ecuacién y = i
2} Alargamos todas sus ordenadas tres veces, en tal caso la nueva
ecuacién toma la forma y =

r—1"
'3} Desplazamos dos unidades de la escala en el senlido positivo del
aje Oy (fig. 145), lo que nos conduce a la grafica de la funcién
a|'=2-1-i o hien y=w

) r—1" z—1"
El ejemplo examinado es un caso particular de la funcién
az -+ b

de tipo y.—.u+d

para =z =,l=-—--£:-.
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& 9112,
4
= £Zt
g z i
2) |etrz) 5
¥ e \
Nz |7 z
4 z \
Fig. 144 Fig. 145.

Esta funcién se llama fraccionaria lineal, puesto que es la relacifn
de dos funciones lineales. En forma general se puede demostrar (da
modo andlugo como se efectué en el ajemplo examinade anles) que
la grifica de la funcifn fraccionaria lineal es una hipérbola.

§ 227. Funciones elementales

Como se sabe el titulo de este libro es «Algebra y funciones
elementales», por lo que los lectores se preguntaran, natural-
mente, jqué significa funcién elemental? Es que, hasta
ahora, sobre la misma no se ha dicho ni una palabra. En
realidad este concepto no se podia definir, mientras no se
estudiasen las funciones fundamentales.

Se consideran funciones elementales fundameniales:

1) y = C, donde C es un niimero real

2} la funcién potencial y = 2%, & es un nimero real;
3) la funcién exponencial y =a* (a >0 y az=1);

4) la funcidn logaritmica y = log; x (@ >0 y a 5= 1);

) las funciones trigonométricas: sen x, cos z, tgx, ctgaz;
6) las [unciones trigonométricas inversas: arcsen.az,
arc cos r, are tg x, arc cig .

En este libro se ha dedicado considerable lugar al estudio
de las funciones antes enumeradas. Las funciones obtenidas
de las funciones elementales fundamentales mediante las
cuatro operaciones aritméticas y la operacion de tomar la
funcién de la funcién, se Naman elementales. En particular,
entre ellas se encueniran:

1) la funcidn lineal y = ax - b;

2) la funcidn cuadrdtica y = az® 4 br - ¢;
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3) las funciones: a) }/2-2%cosz, b) am":mz y otras,

Las funciones elementales se utilizan ampliamente en la
ciencia y en la técnica.

§ 228, Propiedades de las magnitudes absolutas

En los capitulos anteriores ya hemos operado con la magni-
tud absoluta de los niimeros reales. Recordemes que se
llama magnitud absoluta de un nimero real a el propio
ndmero a, si éste no es negativo, y el niimero inverso (—a),
i el nimero a es negativo:

a, a >0,
la | =
—a, E<D,

Por ejemplo, | —5 | = 5; |12 [ = 12,

Propiedad 1. La magnitud absoluta de una suma no
esmayor que la suma de las magnitudes absolutas de los suman-
dﬂs'

let+bl<|el+ 0]

Se tendra el signo igual s6lo cuando ambos sumandos son
de signo igual,

ﬁ)jeﬂrgvlﬂs- 1) [(=2) + (=8 |=|—2|+]=8],
2) [15+ (—=3) |<[15]|+ | =3 |, 12<18. Esta pro-
piedad se extienda a un niimero finito cualquiera de suman-
dos.

Propiedad 2. La magnitud absoluta de la resta de dos
numeros reales no es menor que la diferencia de las magnitudes
absolutas de estos niimeros:
la=b|>lal—|b]

Ejemplos 1) {15—9 | = [15]—|9], 6 = 6;
2) 13—=(=) >3- 11 4>2

§ 229. Limite de una sucesién

En el § 141 se dieron los conocimientos iniciales de las
sucesiones. Antes de estudiar este parrafo recomendamos
leer todo lo dicho antes sobre las sucesiones. Veamos al
principio algunos ejemplos de determinacién del limite de
una sucesion.
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Ejemplo 1. Supongamos que el lérmino comtn de una

sucesion es z, =n:";paran e 08 & S iy 00
1000, . ..

Los primeros términos de la sucesién seran:

1 2 3 4 5 100 1000

Al S B R TR T

Notamos que con el crecimiento del niimero de término
de la sucesién la magnitud del término comin se aproxima
m4s y mis al nimero 1. Asi, por ejemplo, el 100-ésimo

oy | . ; -
término g0 = ?g‘f se¢ diferencia de 1 en T%i ; el 1000-ésimo
. . . 1

término Zjpe0 = % se diferencia de 1 en 77, etc. Se

puede prever que el cienmilésimo término se diferenciard

1 -5
de 1 en 1'6'00T << 1078,
En este ejemplo vemos que la diferencia entre el nimero 1
y el término comin de la sucesién, en magnitud absoluta,
se hace y queda tan pequefia como se quiera en el creci-
miento ilimitado del nimero de término; en tal caso se dice,
que la sucesién tiende al limite, igual a I.

Ejemplo 2. z,.=2+(——1}“(é—)ﬂ.
Escribamos los primeros términos de la sucesién, dando n
los valores 1, 2, 3, 4, 5,6, ... !

3 1 7 1 M
=5 B=2-; m=1gi =25 =153
1
xg=2ﬁ;

Se aprecia facilmente que la magnitud de los términos de la
sucesién oscila alrededor del nimero 2, desviindose de él,
a ambos lados, cada vez menos a medida que crecen los
nimeros de términos de la sucesién, Comprobamos que
esta desviacién se hace tan pequeila como se quiera para
nimeros suficientemente grandes de términos de la suce-
sién. Queremos, por ejemplo, conocer el término de la
sucesién, comenzando del cual la desviacién del nimero 2
se hace menor que 10-%, es decir, |z, — 2 | <107%

|2+ (=1 (3)" 2| <10,
o hien

(.;-] <1078, 2" < 107,
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a-¢ a are Z

=
&
=
@

Resolvamos esta desigualdad expenencial respecto de n:
~nlg2 <=5, nlg2>5,

3 5

n>——]g_2 =530 ~ 16,6.

Por consiguiente, comenzando del namero n = 17, todos
los términos siguientes se diferenciardn del nimero 2 en
menos de 10-%. Es evidente que si fijamos una desviacién
ain menor, por ejemplo, la desviacién e = 10-%, razonando
¢omo antes, tendremos que n >> 66,4, es decir, 67-6simo
término ya satisface la condicién establecida.

® pernicion, El nimero a se llama limite de la sucesion {z,},
si para un nimero positivo cualquiera tan pequefio
como se quiera e se puede fijar un namero N del término
de la sucesién tal que, comenzando de él, el valor absoluto
de la diferencia | x, — @ | se hace y se conserva menor que
el numero ¢ con el crecimiento ulterior de n, o sea, si

|z2p —a | < & para n > N,
Si a es el limite de la sucesién {z,)}, se escribira:

lim z, = a, o bhien x, —a para n — oo.
fl=pon

§ 230. Tlustracién geométrica de la aproximacién
de una sucesién al limite

Convengamos en llamar e-entorno (se lee sepsilon entornos)
del niimero a al conjunto de ntimeros reales que satisfacen
la desigualdad |z — a | << e, es decir, la doble desigual-
dad

a—e<<z<a-+ e,

donde & > 0.

Por ejemplo, si @ = 3, ¢ = 0,1, e-entorno del nimero 3
es el intervalo (2,9; 3,1).

Geométricamente el e-entorno del nimero ¢ (o como ge
dice también, del punlo a) representa el intervalo (@ — e,
a + &) (fig. 146).

Ahora se puede obtener facilmente la ilustracién geométrica
del hecho de que el nimero ¢ es el limite de una sucesién
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numérica. En efecto, si los términos de la sucesidn se repre-
sentan por puntos del eje numérico, cualquier e-entorno
del nimero a que tomemos, comenzando de un numero
determinado, todos los términos de la sucesidn caen en
este e-entorno y no salen de él, continuando acumularse
alrededor del punto a, que representa el limite de la suce-
sion numérica,

§ 231. Limite de una funcién

Estudiemos la variacién de la funcién f (2) = 0,52® 3,
cuando el argumento x se aproxima ilimitadamente al
valor de z = 2, sin hacerse igual a 2 (z %= 2), lo que se
admite en designar por: z — 2 (¢x tiende a 2»),

Se puede tender a 2 por distintos métodos. Por ejemplo,
el argumento r puede tomar los valores

1,5; 1,9; 1,99; 1,999; ...

o los valores

2,2; 2,01; 2,004; ...

La tabla expuesta a continuacién nos muestra que los
valores de la funcién antes dada tienden al ndmero 5.

x 1,5 |1,9 1,09 [1,999( 2 {2.001)2,01 |22

¥ 4,125 14,805(4,98014,998| 5 |5,002| 5,02 | 5,42

Vamos a demostrar que los valores de la funcidn se diferen-
ciardn muy poco del nmero 5, solo si z es suficientemente
proximo a 2 (z 5= 2).

Fijemos un nimero positivo pequeiio e, por ejemplo, e =
= 0,001 y nos preguntamos: jcudn pequefio debe ser G-en-
torno del punto 2, para que a cualquier valor de x de este
entorno (2 — §, 2 + 8) se cumpla la desigualdad

[f(z) —5 | < 0,0012
Escribimos esta desigualdad para nuestra funcion:
| 0,522 + 3 — 5 | << 0,004,
0,5 128 — 4 | < 0,004,
f2* — 4 | << 0,002,
de donde
—0,002 < 2* — 4 < 0,002,
3,998 < % < 4 < 4,002

412



(después de sumar 4 a todos los términos de la desigyaldad),
o bien

1,999 < z < 2,004,
0 sea
2 — 0,001 <<z<<2 4 0,001.

Por lo tanto, es suficiente poner § = 0,004.

De este modo, hemos hallado un entorno pequefio del punto
z = 2 tal que a cualquier valor del argumento z de este
entorno corresponden valores de la funcién que se diferen-
cian del niimero 5 menos de 0,001.

@ pErvicioN, El niimero A se llama limite de la fun-
cién f (z) para z — a, si a cualquier ndmero positivo e > 0
se puede fijar un 8-entorno (delta entorno) tal del punto a,
que sélo cuande |z —a |<8 (z <~ a), tendremos que

[f(z)—4 |<e
Esto se escribe asi:
lim f () = A o bien f (z) - 4 (z — a).

x—+a

§ 232. Funcién infinitamente pequefia

En matemética tienen gran importancia las funciones, cuyo
limite es igual a cero.

@ verinicion. La funcién f(z) se llama funcidn infinita-
mente pequefia (0 magnitud infinitamente pequefia) para
z—a, si limf(z) =0 para z - a.

Ejemplo. Demostremos que la funcién f (z) = 2* — 4
para x — 2 es una funeién infinitamente pequeiia, De acuer-
do a la definicién de limite, es suficiente comprobar gue
los valores de la funcidn, en magnitud absoluta, se pueden
hacer, tan pequefios como se quiera, menores que un nimero
positivo cualquiera e, si sélo los valores del argumento z
son suficientemente proximos al ndmero 2 (es decir, se
toman del correspondiente 6-entorno del niimero 2).
Supongamos que

[#* — 4 | < &,
de donde

—e < 2t 4 < &
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Sumando 4 a todos los miembros de la desigualdad, obten-
dremos:

b —e< <A e

Después de extraer la rafz cuadrada de todos los miembros
de la desigualdad, tendremos

Vi—e<z<ViTte

para ¢ = 0,01

V380 < z < VZ01; 1,997 < = < 2,002,
es decir, § = (,002.

§ 233. Funcién infinitamente grande

Ejemplo 1. Demostrar que la funcién de argumento
natural f (n) = 2" es capaz de hacerse y mantenerse mayor
que un nimero positivo M cualquiera, tan grande como sé
quiera. Los valores de la funcién dada, dispuestos en orden
creciente del argumente n, forman una sucesién numérica
que es una progresién geométrica.

f(n) 2 4 8 16 32

Fijemos un nimero positivo grande cualquiera, por ejemplo
M = 10® (cien millones). Hallemos el nimero del término
de la sucesién, desde el cual se cumplird constantemente
la designaldad

2" > 108,

Resolvemos esta desigualdad, considerando como incognita n,
Tomamos legaritmo de base 10:

nlg2>8|
de donde
n}-]:—zﬂs?cﬁ,ﬁ.

Por consiguiente, el 27-ésimo término de la progresin
y todos los términos siguientes superan en magnitud el
nimero 108,
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Es evidente que si se fija como limite -otro ndmero, por
ejemplo M = 10%, de cualquier modo se hallard un término
de la sucesién desde el cual 2" > 10%; precisamente, el
100-ésimo término y los términos que le siguen satisfacen
esta desigualdad.

Ejemplo 2. Estudiar la variacién de la funcién

flz)= :12 para z--2.

Por ejemplo, vamos a dar al argumento z los valores suce-
sivos: 2,13 2,01; 2,001; 2,0004; . . . (cabe sefialar que cada
término de esta sucesiéon es mayor que 2; en tal caso se
dice que z tiende a 2 desde la derecha), luego los correspon-
dientes valores de la funcién f (z) seran: 10, 100, 1000, . ..

Si, ahora, = = 1,9; 1,99; 1,999; . .. (es decir, z tiende
a 2 desde la izquierda), los correspondientes valores de las
funciones serén: —10, —100, —1000, . .. Esto indica que

los valores absolutos de la funcién crecen ilimitadamente.
En efecto, si queremos que el valor absoluto de la funcién
satisfaga la designaldad

1 5
| === 100
entonces, resolviendo esta desigualdad, hallamos:
jz—2 | <105,

es deecir, los valores de z se deben tomar del intervale
1,99999 << z << 2,00001.

@ perivicioN.  La funcién f(z) se llama funcidn infi-
nitamente grande (o magnitud infinitamente grande) paraz —a,
si sus valores, tomados en magnitud absoluta, superan un
niimero positivo M cualquiera, antes dado, sélo cuando los
valores del argumento z caen en un entorno suficientemente
pequefio del punio a; en este caso se escribe:

lim f {z) = oo,

En pocas palabras, lim f (z) = oo, si para cualquier M >0
“+a

x
se halla § >0 tal que {f(z) |> M para a — 8 <z <
< a-+b.
Por consiguiente: 1) el término comin de la sucesién f (n) =
= 2" es una magnitud infinitamente grande, cuando el
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® con

nimero del término crece ilimitadamente, lo que se escribe
del siguiente modo:

lim 2" = oo}

Tt

2) la funcién f(z)= :.ai-'.l. es infinitamente grande cuando
z—2(x5£2):

lim -~ = 00,

22 T

Cuando es importante indicar también el signo de una
funcién infinitamente grande, ante el simbolo oo se escribe
respectivamente el signo mds o menos. Por ejemplo, para la

funcién f (2) = ~

z—=2"
y 1
lim —= -+ o0,
=240 r—1
lim — = — 00,
z2-0 T

Aqui la notacién z— 2 - 0 sustituye la frase «x tien-
de a 2 por la derecha», es decir, manteniéndose mayor que 2;
x — 2 — 0 significa la aproximacién al nimero 2 por la
izquierda.

Cabe sefialar que no se puede decir anticipadamente que la
funcién es infinitamente pequefio o infinitamente grande si
no se indica para qué variacién del argumento z se examina
esta funcién. Por ejemplo, la funcién f (z) = (z — 1)? es
infinitamente pequeiia, si x—1, pero esta funcién es in-
finitamente grande, si z crece ilimitadamente:

1) tim (x — 1) = 0,
x1

2) lim (z — 1) = oo,

234. Relacién entre las magnitudes infinitamente pequefia
infinitamente grande
Con el ejemplo de la funcién y = é- vamos a explicar la

relacién existente entre las magnitudes infinitamente
pequeiia e infinitamente grande. 8i z— 0 (z es infinita-

mente pequeiia), la magnitud inversa % es una funcién
infinitamente grande, o una magnitud infinitamente grande.
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Evidentemente esto lo ilustra la rama derecha de la hipér-
bola y = % (fig. 147); a1 moverse el punto M por la curva
de derecha a izquierda la abscisa z — 0 (z es infinitamente
pequeiia), su magnitud inversa % =y, es deeir, la ordenada

de la curva, en este caso, crece ilimitadamente: L 00,
T

y viceversa, al moverse el punto M por la enrva de izquierda
: L

a derecha la abscisa z-» 00 y la ordenada y = -0

De este mode, la magnitud, inversa a la infinitamente
pequeila, es la infinitamente grande y viceversa.

Veamos otro ejemplo: la tg x para = — = es una magnitud
P gxp 5 gl

infinitamenie grande; su magnitud inversa, es decir, la

ctg x = liende a cero cuando r — f;-

1
EEN

235. Propiedades de las funciones infinitamente pequefias

Para simplicar la escritura ‘introducimos notaciones abre-
viadas: las funciones infinitamente pequeiias o (x), B (),
v (z) en adelante las vamos a designar por «, B, ¥, recor-
dando que eslas tres funciones dependen del argumento x,
¥ que se hacen infinitamenle pequeiias sélo cuando el argu-
mento z tiende a un ndmero determinado a{x — a).

Propiedad 1. La suma algebraica de un ndmero finito
de funciones infinitamente pequefias esuna funcidon infinita-
menie pequefia. Si

a—0, -0 y—0,
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tendremos, por ejemplo, que
@—p+7v) >0,

o bien, en otra netacion
lim(z —p+v)=0.

a-+0

En cfecto, para que la suma algebraica (x — f 4 y) se
hagna, en valor absolule, menor que un nimero positive
cualquiera ¢ dado con anteriovidad, taun pequeiie como se
quiera, sdlo se requiere que

|a=|<-2-.
|—Bl< 3 ()
lvl< 5

lo que es completamente posible, de lo contrario o, B, y 7
no serian infinitamente pequefios. Sumando las desigualda-
des (1), obtendremos:

le |+ =B+ lvI<e
¥ por eso, sin lugar a dudas (véase el § 228)
la—B+vyi<e™.

Las demés propiedades no las demosiraremos, sino expli-
caremos s6lo sus sentidos con ejemplos.

Propiedad 2. El producto de una funcién infinita-
mente peguefia por una limitada es una funcién infinitamenie
pequena.

La funcion f (z) se llama limitada en un cierto entorno del
punto £ = a, si existe un némero positivo M tal que para
todos los puntes z de ese entorno, los valores absolutos de
Is funcion j (z) son menores que el nimero M:

[flz) | < M.

En forma reducida la propiedad 2 se escribe asf: si a -0
y V() | <M, entonces a-f (z) — 0.

*) Se tiene en cuenta que las desigualdades (1) so cumplen respectis
vamente on ciertos 8-, 8;= y &s-entornos del punto a. La desigualdad
resultante se cumple, por lo tanto, en ol menor de estos tres entornos
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Ejemplos. 1) Las funciones sen z y cos z estén limi-
tadas en el entorno de un punto cualquiera de su regién
de definicién (todo el eje numérico), pueste gue

|senz [<<1.1; Jcosz | < 1,1.

Aqui se ha tomado por M el niimero 1,1, pero en general se
puede tomar cualquier otro nimero mayor que 1.

De acuerdo & la propiedad 2 podemos afirmar que el produec-
to (x—3)senz— 0, si z-»3, dado que (z — 3)-»0,
para z— 3, y sen z es una funcién limitada,

2) La Iunciénz%ﬁ no esté limitada en ¢l entorno del punto

z =2, pero en un entorno suficientemente pequefio de
otro punto cualquiera, por sjemplo, del punto z = 5, ella
esti limitada, puesto que lL = para todos los

7—2 2
valores de z del intervale (4,5; 5,5).

Corolario. Toda magnitud constante es limitada de por af,

¥ por eso, el producto de una constante por una infinita-
mente pequefia es una magnitud infinitamente pequefia.
Basindonos en esto podemos escribir, que

lim 100x cos 2 = 0,

3

puesto que cos £ — 0 para x-—»%, es decir, cos x es una
magnitud infinitamente pequefia en el entorno del punto
z = 12‘- ; 100x es constante, y por eso, el producto 100x cos z

es una magnitud infinitamente pequeiia,

§ 236. Teoremas sobre limite

ne

Las demostraciones de los teoremas sobre limites estén
basadas en el siguiente postulado: toda variable, que tiende
a un limite, puede ser representada en forma de suma de su
limite y de una cierta magnitud infinitamente pequefia.
Esto deriva de la misma definicién de limite:siz — 4, es
degir, ol nimero A es el limite de z, entonces en el proceso
de aproximacién ilimitada la diferencia z — 4 se hace tan
pequeiia como se quiera, en valor absoluto, es decir, esta
diferencia es infinitamente pequefia:

z2—A=0a obienz=4 + a.
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Inversamente: si la magnitud variable z esta representada
en forma de upa suma de «consltante 4 infinitamente
pequediay, la constante A es el limite de la variable z.

Teorema 1. El limite de la suma algebraica de dos
o varias variables es igual a la suma algebraica de los limites
de los sumandos.

Aqui y en adelante, se tendrd en cuenta que tales limites
(sumandos, factores, etc.) existen.

m pEMosTRACION. Dado
z2—>A4, y—+» B, u~»C,

demostraremos, por ejemplo, que
z4+y—uwy—+4+B—-C

Si a, B, y son infinitamente pequefios, y z, y. u son funciones
del argumento z, podemos escribir:

s =4+ a, )
y=3+ﬁ-} (1)
u=C+ry

t+y—u=A+B—-CH+(a+p—1) (2

La igualdad {2) se ha obtenido de las igualdades (1) sumando
las dos primeras y restando la tercera.

El primer miembro de la igualdad (2) es una magnitud
variable, el segundo miemhro es la suma de la constante
(A + B —C) y del infinitamente pequefio (& -+ p — v),
¥ por eso, esta constante es el limite de la magnitud variable:

(z4+y—u-—-A+B—C,

o en otra notacién
lim@G+y—uw=Ilimz+limy —limu =4 +
B—-C.

Los restantes teoremas sobre limites sélo los formularemos
dejando su demostracién a los lectores.

Teorema 2. El lfmite del producto de dos o varias varia-
bles es igual al preducto de los limites de cada factor:

lim (zyu) = lim z-lim y-lim u = 4.B-C,
o bien
zyu — ABC.
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Corolario. Si una de las magnitudes variables es
constante, tendremos que

lim (My) = M limy = MB,

puesto que el limite de una constante es igual a la propin
constante. El factor constante se puede sacar fuera del signo
de limite.

Ejemplo. ]irr:(.r’+3){3z+2) =
= lim (2t + 3) lim (32 + 2) = (lim 22 +3) (3 limz +2) =
=0 +3@1dLy=2 -

Teorema 3. El ltmite del cociente de dos variables es
igual al cociente de los limites del dividendo y del divisor,
si el lfmite del divisor no es igual a cero.

Si
-+ A, y—> B (B+0),
se tendrd
z 4
y B’
o en otra notacidn
1 : _ limz A4
M =Tmy ~ T
Ejemplo
s Ta
T L
o =1 ‘1im2 E@E—1 " 7"
=

Teorema 4. El limite de la potencia de una variable es
igual a la misma potencia del limite de la base:

lim (z") = (lim z)*
Ejemplos. 1) Iirgx’:(limx}3=2‘.=8;
e E ]

1 1
2)lim V223 =1im (2r —3)2 = [lirg (22 —3))2 =
x-+B x4 Xt

1
=(2.6=3)T=3.
Teorema 5. Sila variable z estd entre otras dos variables

Y Yy u, que tienden a un limite comin, entonces 3 tiende al
mismo limite.
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Si y<z<<uey— B, u— B, tendremos que z— B. El
sentido de este teorema se puede interpretar claramente:
en la fig. 148 se muestran grificamente tres funciones de
argumento z. La gréfica de la funcién z = z (z) se encuentra
entre las grificas y =y (z) y u=u(2); si z—a, las
ordenadas de y y u tienden al limite B; luego, estd claro
que la ordenada de la curva media z = z (z) tiende al mismo
limite B.

§ 237. Criterio de existencia del limite de una sucesién

En muchos casos al buscar el limite de una sucesién es
importante saber que este limite existe independientemente.
de que estemos en condicién de hallarlo o no.

Para formular el criterio de existencia del limite, formula-
remos previamente algunas definiciones.

Una sucesién se llama limitada o acotada superiormente si
todos sus términos son menores que un mismo ndmero.
Anélogamente, una sucesién se llama limiteda o acotada
inferiormente si todes sus términos son mayores que un
mismo nimero.

Ejemplos. 1) La sucesién a, = 2 —% esta acotada

superiormente por el nimero 2 o por un nimero cualquiera
mayor que 2:

a, << 2 para todo n,
2) La sucesibn z, = 2 + ":T estd acotada inferiormente por

el niimero 2 o por cualquier nimero positivo menor que 2
z, > 2 para todo n.
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€ Fig. 149.

Una sucesién se llama mondtona creciente, si cualquier
término es mayor que cualquier precedente (o igual a él).
La sucesién se llama monéiona decreciente, si cualquier
término es menor que cualquier precedente {0 igual a él).
De las sucesiones dadas en los ejemplos de este pérrafo la
primera es monétona creciente, y la segunda, mondtona
decreciente.

Formulemos shora el criterio de existencia del limite de una
sucesion.

Una sucesién mondtona creciente, limitada superiormente, tiene
limite; del mismo modo, la sucesin monétona decreciente,
limitada inferiormente, tiene limite.

§ 238. Longitud de una circunferencia como limite

Construimos una ecircunferencia de radio unitario, inscri-
himos en ella y la circunscribimes de cuadrades (fig. 149).
A continuacién, duplicando e! nimero de lados de cada
nuevo poligono construimos octigonos regulares inscrito
y circunscrito y asi coniinuamos ilimitadamente inserito
o circunscrito obtenido. Luego, la sucesion compuesta de
los perimetros de los poligonos inscritos py, ps, ps, - . -
es la sucesibn mondtona creciente, limitada superior-
mente.

El perimetro de un cuadrado inscritc es menor que el peri-
metro de un octigono regular inscrito, es decir, py << p,,
puesto que la suma de dos lados del octdgono es mayor gue
el lado del cuadrado: AC + CB > AB.

Exactamente del mismo modo p; << py, Pa << Pu, ste. Pero,
sea cual fuere el modo de crecimiento de esta sucesién,
ella estd limitada superiormente por el perimetro de un
cuadrado circunscrito, es decir, por el nimero P, = 8, ya
que el cuadrado circunscrito, como quebrada envolvente,
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es mayor que la quebrada inscrita y asi cualquier poligono
inscrito. La sucesién de perimetros de los poligonos regu-
lares circunscritos

Py Py, Py Py, oo

es mondlona decreciente, puesto que el cuadrado circunscrito
es cnvolvente con respecto al octigono circunscrito.
Por lo tanle, P, > P,. Sobre la misma base P, > Py,
ete.

La limitacién de la sucesién inferiormente se deduce de que
cualquier de los nimeros de la sucesién Py, Py, Py, ...
¢s mayor quo cualquier término de la sucesién py, ps, P
Piv «o s

Bn consecuencia, ambas sucesiones tienen limite. Como se
verd en el § 241 (ejemplo 6), este limite es comin y se toma
como longitud de la circunferencia.

@ perinicioN, Se toma como longifud de una circunferencia
el limite comin de las sucesiones de los perimetros de
los poligones regulares inscritos y circunseritos, cuando
el nimero de lados de los poligonos crece ilimitadamente.
La longitud de la cireunferencia se designa por la letra C.

§ 239. Calculo de la longitud de una circunferencia

Los mateméticos de los siglos XVI, XVII y XVIII, sin
saber que la circunferencia rectificada es un segmento
inconmensurable con su radio, frataron de hallar con gran
exactitud la longitud de la circunferencia por el método
de los perimetros. Para ello utilizaron la llamada férmula
de duplicacidn:

an=V 2R 2R R

Sigamos su c¢jemplo.
Se sabe que el lado de un cuedrado inscrito ag=RV'Z;
a,=V 2 cuando R=1. Por la férmula de duplicacién,

tendremos: = V2—V 3, ay=V 2—Y24V32, ag=

V2—V2+ V2+ V2, etc. Si el namero de lados es bas-
tante grande, por el lado calculado hallamos el perimetro
y lo tomamos como longitud aproximada de la circun-
ferencia.
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2 Fig. 150.

De este modo, se calculé el perimetro de los poligonos
inserito y eircunscrito con un nimero de lados 2n = 3072
{como poligono inicial se tomé un hexigono, y no vn cua-
drado, como lo hicimos nosotros).

Resulté que cuando R =1

p =~ 6,2831842, P =~ 6,2831876,
De aqui

c 2
=y o & 3,141592,

Sélo en el siglo XIX se demostré 'qua el nimero x es irra-
cional.

§ 240. Dos limites notables

1) Iimﬂ'%f = 1. El limite de la relacién entre el seno

=1

de argumento infinitamente pequefio y el propio argumento
es igual a 1.

Tracemos una circunferencia de radio unitario (fig. 150)
y en ella un dngule central agudo <~ AOB = z; unimos los
puntos A y B con una cuerda y en el punto B trazamos la
tangente a la circunferencia, el punto C es la interseccion
de la tangente con la prolongacién del radio OA4. Podemos
escribir las siguientes desigualdades:

sup. A AOB <C sup. del sector AOB <C sup. A OBC,

o bien

LW sen z << L z < ! Atgz

2 : 73RN (0

[Aqui se utilizaron casos conocidos de geometria y trigono-
metria:
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a) la superficie de un trifngulo es igual al semiproducto

de dos lados por el seno del éngulo comprendido entre ellos;

b) la superficie de un sector es igual al semiproducto de la

longitud del arco por el radio;

¢) la superficie de un tridngulo recténgulo es igual al semi-
roducto de los catetos, donde el cateto BC = tgaz.]
ultiplicamos todos los términos de la desigualdad (1) por

2, v luego dividimos por sen z (sen z > (). Obtenemos una

desigualdad del mismo sentido

1< 1 . i

senz o8z
o bien

15 ”:z =082 (2)

(si a < b, tendremos que %>-—:;— cuando a>0).

Si 3—0 los términos extremos de la doble desigualdad (2)
tienden a un limite comin, igual a 1, por lo tanto, la

relacién comprendida entre ellos ”:” tiene el mismo limite,
es decir

fin e nE oy

-0 .

Observacién. En lugar de z se puede poner cualquier otra
magnitud infinitamente pequefia. Por ejemplo

1) lim 222 4, 5=5z;

zap 9%
s -
2) lim £ =1, z2=—%}
3
i
son — g
8) lim — =1 z=—.
z
Pero
Hm sen 3z 1,
x=0 z

puesto que aqui no hay concordancia: bajo el signo de seno
tenemos 3r infinitamente pequefio, y en el denominador
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de la fraccion se encuentra z, también infinitamente pequefio,

pero diferente. Luego, el limite se encuentra del siguiente
modo:

sen 3z _ g sen 3

z = 3=

li aon 3r 3 lim sen 3z =31 —3

»:rs = xi.n =431 {z=3z).

2) lim (1 +-:—)ﬂ= . Examinemos la sucesién, cuyo tér-
=00

mino general es
{i\n
= (1+3)"

donde n es namero natural.
La siguiente tahla nos muestra como varia z, cuando n crece;

P 1 2 3 |...] 10 | 100 mooowonlm{...

[

Zn  [2.00000]

(250002, 3704/ . .. [2,59982(2 70484 2,?!815{2 ,71823' sy

De esta tabla se nota que con el crecimiento de n, z, también
crece, aungue el ritmo de crecimiento se atenda: al comienzo,
cuando n varia de 1 a 2, z, varia de 2 a 2,25, es decir, en
0,25; en cambio al variar n de 104 a 10° =z, aumenta en
total 0,00013.

Admitamos sin demostracién que la expresién (1 - %)ﬂ

tiende a un limite determinado al crecer ilimitadamente
n(n— co) (se puede demostrar que la sucesién {r,} es
monétona creciente y estd limitada superiormente, por
ejemplo, por el nimero 3). Este limile se designa por la
letra e.

El niimero e es irracional; sus primeras cifras decimales son:

e = 2,7182818284580 . . . , o bien e = 2,T18.

Antes dijimos que los logaritmos de base ¢ se llaman nafu-
rales y se designan por «ln».
Se puede demostrar también que
i
Hm (1 +o)® =e.
a0
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Para ello es suficiente poner %:n. en tal caso n—>oo

cuando a—0.
El niimero e es de suma importancia tanto en matemdticas
como en otras ciencias.

§ 241. Ejemplos de determinacion de Iimites
Ejemplo 1. Hallar Iim(:x’ 3z* 4 8z + 5).

Al comienzo utilizamos el tmremn del limite de una suma
algebraica y simultineamente sacamos los factores constan-
tes fuera del signo de limite, después, el teorema del limite
de una potencia:

lim (2 — 32* 4 8z 4 D) =

a2

—llm::'-—3lim:c'+31{mz+5

z2

u2’—32’+82+5—17

En este caso el limite se podia haber obtenido con més
sencillez si se hubiera sustituido directamente x por su
valor limite:

lim{z‘—az’+81+5)——~2’+3-2’+8-2+5:17.

—9

Ejemplo 2. Hallar hm —-

Si en este ejemplo ponemos en lugar de z su limite 3, obten-
dremos una indeterminaci6n:

-9 0

B T S

lo que nos dice que el teorema del limite de un cocients
no es aplicable (el limite del denominador es igual a 0},
pero
9
‘3_3 =z+3. )
La igualdad (i) se cumple para todo z == 3. En este caso
s¢ considera que los limites de ambos miembros deben ser
iguales:

22—9
‘E_E; z—3

=1fm (24 3)=6.

Ejemplo 3. Hallar lim ——te—o.
jemplo allar :_[.r; Vise—1
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Puesto que el limite del denominador nuevamente es igual
a cero cuando x — 0, no podremos utilizar el teorema del
limite de un cociente; transformemos la fraceién dada hasta
el paso al limite:

z B =(Vi¥aiz+1) _
Vitor—t {Vt+3z—1}['|/1+3=+i}—

— 2R _ L (1532 +1)

Por consiguiente,

| s
lin ey = (VT8 +0)=
=+ (VTT30+1)=+

Ejemplo 4 Hallar 1529%-

Puesto que con el signo oo no se puede tralar como con
un namero, hay que transformar la fraccion dada:

lim aptehid = lim ;g [3"5";:2']

X=boa 13+:+1 a—-eoz:‘l(i_‘_ 1 +____

» Jim (3455) __340 4

Ea (bt T

1 i
ya que »;——»0 cuando r—»oo y F""O para z-—» o0 .

Ejemplo 5. Iallar lim
x=+0 391‘1?

Represenlemos la expresion bajo el signo de limite en la
signiente forma:

v X
6.=
S .
seh ‘E- aen :— ‘iéll-f-
) ) kg
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En tal caso

lim — =lim (6 ——\ =616
=0 sen < Lt seu 3
X
Z
seni
puesto que lim =1/

x=+0 i
o)

Ejemple 6. Demostrar que las sucesiones, compuestas
de los perimetros de los poligonos regulares inscritos y cir-
cunscritos, durante Ia duplicacién ilimitada del nimero de
sus lados tienden al mismo limite C.
Supongamos que p, es el perimetro del n-ésimo poligono
inscrito y P, es el perimetro del n-ésimo poligono circuns-
crito. Examinemos ¢émo varfa su relacidn

Prn___ hq
Py, R

(los perimetros de semejantes poligonos regulares son propor-
cionales a sus apotemas)

Teniendo en cuenta que el apotema k, del poligono regular
inscrito tiende ¢ R cuando n — oo, tendremos:

lim &,
. i -so0 _i_
lim (o) =2p— = pt,

Dado que el limite de la relacién de los perimetros es igual
a 1, se deduce que C es su limite comiin.

Ejemplo 7. Deducir la férmula de la superficie de un
circulo, considerando la superficie del circulo como el
limite comin de dos sucesiones de las superficies de los
poligonos regulares inscritos y circunseritos, cuando el
nilimero de sus lados se duplica ilimitadamente.

La superficie del n-ésimo poligono regular inscrito es igual
al semiproducto del perimetro por el apotema:

1
Qn 2? pnhm

donde g» es la superficie; pn, el perimetro; h,, el apotema
del n-ésimo poligono. Luego

lim gn =+ 1{m (Pakn) =+ lim pp lim hn = 4 CR=nA2,

n-+oo
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Aqui se aplicé el tcorema del limite de un producto.
Para el peligono circunscrito tendremos que Qp =-;-P.,-R,
de donde

1

lim Q..-—-:TR lim P, =
im0 b0

RC =4 R.-2nR =R,

23|

§ 242. Suma de una progresion géométrica
infinitamente decreciente

@ DEFINICION. La progresién geométrica cuyo denominador,
segin el médulo, es menor que la unidad (]g | << 1),
se llama infinitamente decreciente o convergenfe. La suma de
sus n primeros términos se puede calcular por la férmula

_a{l—q)
S =
Representemos S, en la siguiente forma;

Sn E{_ij_{}‘_ 12,; qn_ (i)

Supongamos que el nimero de términos » crece ilimitada-
mente (n—oc). En tal caso,

. S O | <y n

=Ty g Hm "

Pero ¢"—0 cuando n-—»oc (Jg|<<1): por lo tanto
ay

e g0

como producto de una consiante por una magnitud infi-
nitamente pequefia, y por eso

lim Sp= 2.
g —q

® veriNicion.  El limite al que tiende la suma de los n
primeros términos de una progresion geométrica infinita-
mente decreciente al crecer ilimitadamente el nimero de
términos n se llama suma de una progresién geométrica
infinitamente decreciente. Por consiguiente

S=="L_ donde §=1IimS$,.

1-"'? N—soo
La suma de una progresién geométrica infinitamente decreciente
es igual al primer término ay dividido por la diferencia entre
la unidad y el denominador (o ‘razén) de la progresién q.
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§ 243, Conversién de una fraccién decimal periédica
en ordinaria

Representemos la fraccién decimal periddica infinita

a = 0,3151515 . . . en la forma:

a =03 + 0,015 +0,00015 + 0,0000015 + . ..,

a =103 151077 4 15140-% - 15107 + ...

El segundo mtembro de esta igualdad, comenzando del
segundo término, es la suma de una progresién geométrica
infinitamente decreciente de denominador o razén ¢ = 1074,
¥» por eso,

a=3.101 4200,
15 _ 3.994-15_ 3(100—1)4+15  315-3
u+990 T T Ny
_ M2 52
= 0% 165"

R e gla. Para convertir una fraceién periédica mizie en una’
ordinaria, hay que resiar del ndmero, que se encuenira hasta
el segundp periodo, el niimero que se encuentra hasia el primer
periodo, y tomar esta diferencia como numerador, en calidad
de denominador se escribe la cifra 9 tantas veces como cifras
hay en el periodo y se agrega a ellas tantos O como cifras hay
hasta el periodo.

Ejemplo. Convertir § = 0,42777 ... en una fraceién
ordinaria

42? 42 385 77
P =800~ 180"
Observacién. Es més fécil convertir una fraccién periodica
pura, por ejemplo, 1,272727 . .., en una ordinaria:

1,212727.... =1 + E2 =

2? 3
§ 244. Comparaciébn de magnitudes infinitamente pequefias

Las distintas magnitudes infinitamente pequefas o infi-
nitésimas tienen de comin, que durante su variacién cada
una de ellas tiende indefectiblemente a cero, en caso contra-
rio no serian infinitamente pequefas.

Resulta que el proceso de tender a cero de las diferentes
magnitudes infinitamente pequefidas no es idéntico: unas se
aproximan a cero «mAas rédpidamente» que otras. Esto se
aprecia del siguiente ejemplo elemental.
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Si z-+0, tendremos que z* tambien tiende a cero.
Supongamos que xr recorre la sucesién numérica z = 1; 0,1;
0,01; 0,001; 0,0001; . . . En tal caso, z* = 1; 0,01; 0,0001;
Se nota inmediatamente que z* se aproxima a cero mids
ripidamente que x. Pero el hecho de que una magnitud
se aproxima a cero més ripidamente que otra, por ahora
carece aiin de sentido matematico exacto: queda sin expli-
cacion lo que se entiende por erapidezs con la cual‘las mag-
nitudes infinitamente pequefias tienden a cero, ¢cémo se
mide?

Introduzcamos nuevos conceptos mateméticos, con los que
discribiremos el distinto cardcter de aproximacién a cero
de las magnitudes infinitamente pequefias o infinitésimas.
Los puevos conceptos se basan en la idea de comparacién
de dos infinitésimas mediante la determinacién del limite
de su relacidn (cociente).

DEFINICION 3. Dos magnitides infinitamente pequeiias
a y B se llaman infinitésimas de igual orden si el limite de
su relacién es igual a un nimero A4 distinte de 0.

Por consiguiente, si el lim % =A(4d+#0,A5%00), ayp
son infinitésimas de igual orden.

Ejemplo a=3(x—1)yp =z — 1 son infinitésimas
de igual orden cuando x — 1, puesto que

li z—1 1

e ] 7 | i

DEFINICION 2. La magnitud infinitamente pequeda P se
llama infinitésima de orden superior en comparacién con
la infinitésima a si el limite de su relacién es igual a cero,
En la notacién matemitica esta definicién se expresa del

siguiente modo: si lim-E- =0, f =0(). La nolacién

B =0(a) se lee asi: B es infinitésima de orden superior
respecto de la infinitésima a.

Ejemplos. 1) 2? es una infinitésima de orden superior
respeclo a z al tender x a cero, puesto que

lim 2~ =limz = 0.
x0 x=0
2) p=Q2z—1) y a=(2z—1)". Aqui P=o(x) para
z—n——%—. puesto gque 1im-§.=1jm(2z—1)=0,
1 @ 1
ﬁ“i xﬁi
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§ 245, Infinitésimas equivalentes

Entre las distintas infinitésimas de las mateméticas aplica-
das son importantes aquellas cuyo limite de la relacidn es
igual a 1

@ pEriNIcioN. Dos infinitésimas o y P se llaman equivalentes

si el limite de su cociente es igual a 1.
Si lim-g =1, p ~ a. Aqui el signo ~ sustituye la palabra

sequivalenter y se llama signo de equivalencia.
Veamos algunos ejemplos:

1) sen z ~ z, 2) tg z ~ z, 3) sen z ~ tg z cuando z— 0.

Por eso, para log valores de z préximoes a cero, los valores
de senr z y tg z se pueden considerar iguales al nimero z, es
decir, a la medida del &ngulo en radianes.

Por ejemplo: 1) sen 2° = sen 0,035 ~ 0,035,

2) tg 1°%40° = tg 0,029 ~ 0,029.

La equivalencia del seno y de la tangente estd reflejada
en la disposicién de la escala comin para el seno y la tangen-
te de dngulos pequefios en el reverso de la corredera de la
regla de calculo (véase § 207).

Sefialemos un importante par de infinitésimas equivalentes
mas. Comprobemos que

ln (1 +z) ~ z cuando z—0.

En efecto,

In{t 4z} 1 o
lim —-—=lira1 [In{14+2)*]=1n liirg (1 +z)*]=1lne={.
=+ x x-+ =

De aquf, por ejemplo, se deduce que:

1) In 0,9985 = In (1 — 0,0015) ~ —0,0015,

2) In 1,043 = In (1 + 0,043) =~ 0,043.

En consecuencia; podemos hallar ficilmente los logaritmos

naturales de los niimeros proximos a la unidad.

434

Se demuestra facilmente que

Vitz—1 ~—'-;- cuando z—0,

puesto que

tim YIEE =1 o (VIR ) (ViFz+1)
=0 2 =0 Z(ViFati)

lim —~ LT U
=0 Z (YT 1) =0 Vitat



Por eso en los cilculos aproximados se utiliza la férmula
Vitzx 1-}-% (z es un nimero préximo a 0).

T

. . 1
De origen andlogo es la férmula 7o l_T'

deducida de la equivalencia de las infinitésimhas

i x
G’.nv__i—_f__;-—i ¥ ﬁ;——z-— cuando z—-10),
Ejemplos.

Y 0,992 = V15 (—0,008) & 1~ 0,004 = 0,996,

1 0,082 : -
—_— ——t = = A
viwm ™ =" 0,041=0,859

§ 246. Incremento del argumento y de la funcién

Supongamos dada la funcién y = 3z* — 52 - 8. Si el argu-
mento = toma el valor x; = 2, el valor correspondiente
de la funci6n es y, = 3-2 —~ 5.2 4+ 8 = {0.

Para otro valor del argumento x, = 4, la funcién adquiere
el valor y, =34* —54 4 8 = 36.

Al variar el argumento en la magnitud z, — z =2 la
funcién dada varia en la magnitud y, — y, = 26.

@ veemvicioN- La  diferencia de dos valores del argumen-

18"

to se llama incremento del argumenio y se designa por:

Iy — &y = Az (¢delta o).

Andlogamente, la diferencia de los dos valores correspon-

dientes de la funcién se lNama incremento de la juncion,

cuya notacién es: y» — ¥ = Ay («delta y»). En nuestro

ejemplo Az = 2; Ay = 26.

Los incrementos del argumento y de la funcién pueden ser

positivos, negativos y nulos. Por ejemplo, si y = 1/x, y el

argumento z pasa del valor 2, =35 al valor z; =1, Az =
=z, — 2, =1 —5 = —4. En este caso el incremento de

la funcién es

Ay - 1.4 1 4
y—ya—fh"-;?“-;* AT R

En este ejemplo al incremento negativo del argumento

corresponde un incremento positive de la funcién.

Es muy importante aprender a hallar los incrementos de

distintas funciones en forma general, cuando no se fija en

forma de un nimero determinado el valor inicial (z;) o final

(z) del argumento. En tal caso, se utilizan con més frecuen-
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cia las siguientes designaciones: el valor inicial del argu-
mento se designa simplemente por z (sin subindice); el valor
final por (z -+ Az).

El valor inicial de la funcidn se designa por y o bien f (z);
el valor final por (y + Ay) o bien f(z -+ Az).

Ejemplo 1. Hallar en forma general el incremento de
la funcién

y=a"—2z+5 (1)

En ¢l segundo miembro de la igualdad (1) el argumento x lo
sustituimos por (z + Az) y realizamos con (z - Az) todas
las operaciones que se deben realizar con z. Al mismo tiem-
po en el primer miembro y se sustituye por (y + Ay):

y+ Ay =(x-+ Ax2 =2(x+ Az) + 5

o bien

¥+ Ay = 2 + 32%Az + 3z (A2)* + (Az)® — 2z — 24z + 5.
2

Cabe hacer notar que (y + Ay) se llama incremento del valor

de la funcién. De la igualdad (2) restamos la igualdad (1):

Ay = (32 — 2) Az + 3z (Az)* + (Az)’.

Precisamenle ésta es la [ormula general para el incremento

de la funcién dada. 8i z = 5, Ar = —1, tendremos que
Ay = =73 4+ 15— 1 = —59.

Ejemplo 2 f(z) = senz Hallar el incremento de f (=)
cuando z se incrementa en Az:

f(z + Az) = sen (x + Az),
Af (@) = (z + Az) — [ {z) = sen (z 4+ Az) —sen z,

o bien, transformando la diferencia de dos senos en un
producto, obtenemos finalmente:

Af (z) = 2 cos (z + i‘z’—t) sen %’5

En la fig. 151 se muestra la gréfica de la funcibn y = { (a).
En la curva se ha tomado el punto M (z, y) de abscisa 3
y-ordenada y. Si el punto M se mueve por la curva a una
nueva posicién M, sus nuevas coordenadas seran z + Az
e y -+ Ay. Por consiguiente, el incremento del argumentp Az
es el incremento de la abscisa, y el incremento de la funcion
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4 ,
F*dy
Ay
M,
& Fig. 151.
dr
7 Zz Tz 2

A y es el incremenio de la ordenada del punto M en la curva
v=1().

§ 247. Continuidad de una funcién

Detengdmonos en una importante propiedad de la funcién,
que utilizamos numerosas veces al construir las grificas,
pero que ain no le hemos dado una definicién matematica
exacta. Supongamos que y = J () es una funcién arbitraria,
Zp es un punto del campo de definicién de la funcién dada,
de manera que f (z) es un nimero real. Considerando z,
como valor inicial del argumento, le daremos un incremen-
to Az

Este incremento puede ser un mimero positivo o negativo:
en los razonamientos ulteriores su signo no tendrd importancia.
Al valor incrementado del argumento, igual a zg -+ Az,
corresponde un valor incrementado de la funcién, igual
a f(zq 4+ Az). La diferencia f (zo + Az) — f (zo) es el in-
cremento de la funcién:

Ay = f(zo + Az) — { ().

Vamos a reducir lentamente el valor absoluto del incre-
mento del argumento, haciendo que Az —0. Si en este
caso el incremento de la funcién Ay también tiende a cero,
se dice que: Ia funcion £ (z) es continua en el punto z = zg.

@ cepivicioN (. Una  funcién se llama confinua en el
punto z = zo, si a un incremento infinitésimo del argu-
menio, en ese punto, corresponde un incremento infinité-
simo de la funcién. Conviene sefialar que en la propia
definicién de continuidad no se tiene claramente el requisito
de que la funcién esté definida en el punto z, En efecto,
si en el punto z, la funcién no estuviese definida, no tendria
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sentido hablar de incremento de la funcién en ese punto,
v, por lo tanto, de continuidad.

En la interpretacién geométrica la continuidad de la fun-
¢i6n en el punto £ = z, significa que la grafica de la fun-
cién en el entorno del punto z, es una curva continua sin
discontinuidades (fig. 152).

DEFINICION 2, Si la funcién es continua en cualquier punto
del intervalo (a, b), se llama continua en ese intervalo.

® pernicion 3, El punto, en el cual no se cumple la condi-
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cién de continuidad se denomina punto de discontinuidad
y la funcién se denomina discontinua en ese punto.

Ejemplo 1. Vamos & comprobar que, para todo z % 0,
la funcién y = % es continua.

Hallamos el incremento de la funcién en el punto z 5= 0.
Ax

Tendremos que Ay = i T e T

Hacemos tender el incremento Az a cero y hallamos el
limite del incremento Ay:

. ‘ Az 0
e o e
Aquf aplicamos el teorema del limite de un cociente y de
un producto. Resulté que cuando Az - 0, simultdneamente
también Ay <> 0, lo que denota la continuidad de la fun-
¢i6n para todo z == 0.

Ejemplo 2 Demostrar que en el punto z = 4 la fum

cién y = E@:—-_ii es discontinua,

La dis¢ontinuidad de la funcién en el puntd z = 4 se debs
a que’la f (2) no esté definida en dicho punto (el denominador
lg(z — 3) ly=4 = lg1 =0, y por cero no se puede divi-
dir).
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Fig, 153.

o I —

Ejempleo 3. La funcién f (z) esta dada por dos {érmulas

f(z):{%'z!+3 para x =1,
3r--7 para z>1.

Demostrar que en el punto r = 1 la funcién es discontinua.
En este ejemplo, a diferencia del anterior, la funcifn estd
definida en el punto ¢ =1: f(1) == 4% 43 =35.
Queda verificar si Ay tiende o no a 0 cuando Az — 0, sea
cual fuere el signo del incremento Az

1) Supongamos que el argumento z al principio adquiere
un incremento negativo (—Az), en tal caso el incremento
de la funcién en el punto = =1 es igual a f (1 — Az) —

—j() = [%(1 _asx)=+3j — 3,5, 0 bien Ay = —Az +
—I~@~2§3. Si (—Az) — 0, tendremos gque Ay, como suma

algebraica de dos infinitésimas, también tiende a cero.
2) Si Az es positivo el valor del argumento es igual a 1 + Az,
el incremento de la funcién es

Ay =/ (1 + Az) —f (1)

Pero 1 4- Az > 1 y, por eso, de acuerdo a la regla de plan-
teamiento de dicha funcién (cuando z > 1, la funcién es
f@=34+7 14+8)—f() =130+ Az) +7] —
— 3.5, Ay = 3-Az -+ 6,5. -

Si Az -0, Ay — 6,5. Por consiguiente, en el punto z = 1
la funcién es discontinua (fig. 153).
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§ 248. Propledades de una funcién continua en un segmento

1. La funcién continua en el segmento [a, bl toma su valor
mayor (M) aunque sea en un punto de-esie segmento, y su
valor menor (m) aunque sea en un punto:

1) En la fig. 154 el valor mayor corresponde al punto
z = ¢; el valor menor, al punto z = ¢,

2) En Ia fig. 155 se muestra que se alcanza el valor mayor
en dos puntos ¢, ¥ ¢s, v el valor menor, s6lo en el punto ¢,
3). Si la funcién en el segmento dado crece en todas las par-
tes (la grafica es la curva ascendente), el valor menor de la
funcién corresponde al extremo izquierde del segmento, el
valor mayor; al extremo derecho (fig. 156); en el caso de la
curva descendente, es al contrario.
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2. Si en los extremos del segmento [, 5] la funcién continua
toma valores de signos contrarios, al menos en un punto
intermedio del segmento ella se anula (la gréfica de la
curva corta el eje Oz). En la fig. 157 se muestra que en el
extremo izquierdo del segmento [a F 5] 1a funcién es negativa;
en el extremo derecho es positiva, y en el punto intermedio
¢ (a<< ¢ << b) la funcidén se anula f{c) = 0.

En la fig. 158 se muestran tres puntos de interseccién con
el eje Oz

En general los puntos de interseccién con el eje Oz puede
ser s6lo un niimero impar.

Ejercicios

1. Citar ejemplos de funciones tomados de geometria y de fisica,

2. Expresar la longitud de la cuerda de una circunferencia de radio &
{R ea constante) en funcién de la distancia del centro de la circun-
ferencia a la cucrda.

3. Dada la funcibn f(z)=—— ’+I' calcular: f(0); f(—2) ””
Py 1+1 00 181 () 5 sen s O

4. Demostrar que si ¢ {z}=a%(a >0, as=1), entonces @ (zy)-p (2.) =

=@ (zy+2x3), %{I_; P (x4 —z5)-

5. f(2)=1g%; demostrar que /(@)= (@)+1(8), 1 (F)=f @1 ).
6. Hallar el campo de definicién para cada una de las funciones:

2 2
D y=3751 0 v=gagy s 9 4=V,

1

m—— s §) Y= -—‘5‘1_8;5 =g (2 —4);
B 1= B y= VA=Y, ) y=lg (24

2<4-Benzr

I VBews

T y=lg(—32245z42); 8) ymarcsanz‘t_s

3 1 Hy=

1
(10) y =257, {1} y-=arc cos —;,fo’_‘_—; 12) y="VIg{z+73).

7. Indicar cusles de las funcijones dadas a continuacifn son pares,
impares, o ni una ni otra:

m = .
t)y‘"'xg_l_' 2) y—m 3) y=38*4.3% 4) y=z Vi—=%
5) y_Zr—Sse-n:; B) y=2%—2-% 7) y=3arctgzf1;

8) ye= 8) y=arcsen f-ﬂ; 10) y=sen (22);

_f' ' Vz
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Py G iTE
tgx'”'”r sen? 2z+ )/§— 8.

8, Demostrar que el producto y el cociento de dos funciones impa-
rea es una funcién par.

9. Demostrar que la suma, la diferencia, el producto y el cociento
de dos funciones pares es una funcién par.

10. Construir las graficas de las siguientes funciones:

) y=

x .
z—3’

1) y=1g(x—3); 2) y=Ig|z=3]; 3) y=
4) y=27% 5) y=2'24
z

i 5 = i Ty
B) y=22—3|z|{+2; 7 y arccoazg+1,

—
8) y=lg~i%; 9) h=senz-t+eosz—1; 10) z=sen (x— %) ,

11) y=|senz|; 12) y---.tg*-;-l-L

{1. Escribir los primeros cineo términos de las sucesiones:

n

1) gy = 2n "’)a _f—i}“n_ Co8 —n
T B P L

12. Demostrar que ¢l apotema del poligono regular inscrito en un

circulo tiende al radir>1 el circulo para n--co. 13, Demostrar que
n—

n42
14. Hallar los limites de las siguientes funcionos:

3] ap =

la sucesién ap= tiende al limite a=3 para n — co.

n 1 3 289
3 3 " - £ - i i
1}jLn;{2r +1); 2) iff'zx_ﬁ-i‘ 3) i&%z—ﬁ—i‘ 4) L'Ea prgang pnac 3
|
5) lim ——.
) :1—?11. V:—i

15. ¢A qué valor numérico menor no negativo debe tender el argu-
mento r para cada una de las funciones indicadas mds abajo por
separado, pera que ellas sean infinitamente grandes:

1) 1(11=2+2: 2) y=1gz; 3) sr-—-i_ibu: 4) y=i+:jg:?

16. Hallar los limites de las funciones

D g Mt g g 3Ry e EL
H lim 5239 im (e VAT ) lim (4,
7 lim 2522 8 lin S5 g) hi &2, 10) lim 1250,
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17, Dewostrar que cuando z -0
1) sen2e~25; ) gz~ 35 3) Y TF A~ =

18. Hallar los puntos de discontinuidad de las funciones y mostrar
la forma de sus gréficas

1

z o1, ¥
Ny=gegi D=2 18 v=9=cm7"
19. Demostrar que las funciones dadas a continuacién son continuas
en todo el eje numérico:

1) y=o224-bzt¢; 2} 9=i—_"f-;g: 3) y=senz; &) y=yz.



CAPITULO XVII

DERIVADA

§ 249. Introduccién

Al estudiar la funcidén lineal y = kx 4- & (§ 51) se indicéd
que el camino § recorride por un cuerpo en movimiento
uniforme es una funcidn lineal del tiempo: § = vt -+ §;
Aqui en lugar del coeficiente de proporcionalidad % esté
la velocidad v, constante en dicho movimiento e interpretada
como el camino recorrido en la unidad de tiempo.

Todo proceso uniforme Sse caracteriza por una funcidén
lineal y tiene la particularidad de que la variacién de la
funcién es proporcional a la variacién del argumento:
Ay = kAx.

En realidad, si

y=kz+ b, @
entonces
y+ Ay =k(z+ Az) + b 3

Restando de la igualdad (3) la igualdad (2), llegamos a la
correlacién (1). Es natural llamar al nimero k5 veloci-

dad de la funcién lineal independientemente del sentido
fisico que tengan las variables z e ¥, en cada caso particular,
puesto que cuando Az = { simpre el incremento Ay =k
doiota Ja variacién de la funcibén, que se produce en la
unided de variacién del. argumento, lo que por analogia
con el movimiento uniforme es la velocidad de variacién
de dicha funcién.

Se presenta de un otro modo cuando nos encontramos con
procesos no uniformes (irregulares), tales, por ejemplo, como
el ‘movimiento irregular, el enfriamiento de un cuerpe
caliente en un medio de temperatura constante, la salida de
un lfquido de un orificio a uba presién variable y otros
fenémenos.
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Aqui surgen dos preguntas:

) {qué se denomina velocidad de un proceso irregular?
2) icémo calcular esta velocidad después de dar la propia
delinicién de velocidad?

Las respuestas a estas preguntag se dan en el siguiente pérrafo.

§ 250. Problemas que conducen al concepto dé derivada

1. Problema de determinacién de la velocidad de un movi-
miento irregular. Después de conectar, un ascensor se mueve
por la ley

S =158+ 2t + 12,

donde ¢ es ¢l tiempo en segundos, § es el camino recorrido
en metros. Hallar la velocidad del movimiento al final del
cuarto segundo, considerando desde el instante inicial de
movimiento.

Formemos el siguiente cuadro

t 0 1 2 3 4 5
S 2 1 45,5 22 (31,5 44 | 595
At 1 | ! 1 i i
AS 3,5 ‘6.5 9,5 | 12,5 | 15,5

De aqui se aprecia que en distintos intervalos de tiempo el
ascensor recorre distintos caminos: en el primer segundo
3,5 m, en el segundo 6,5 m, en el tercero 9,5 m, etc. El mo-
vimiento del ascensor se acelera y, por ahora, no sabemos
qué admitir como velocidad del movimiento al final del
cuarto segundo y, en general, para cualquier otro instante
de tiempo.

Examinemos el intervalo de tiempo desde el final del cuarto
segundo hasta (4 4 A#)s. El camino recorrido en este
intervalo de tiempo se calcula fécilmente:

para t =4 el camino § = 1,5.4% 4 2.4 + 12 = 44 (m),
para t =4 -+ At el camino S+ AS=1,5-(4 + A® 4
+ 2 (4 4+ Af) 4+ 12 (m). Restando tendremos que:

AS = 14-A¢ 4 1,5 (AP

Introducimos el concepto de velocidad media.
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@ oerinicion. Se llama velocidad media en el intervalo de tiem-
po At (s) el cociente de dividir ¢l incremento del caminoAS entre
el incremento del tiempo At:

AS
Vmed =37 - (1)

En nuestro ejemplo
AS  44Ar4-1,5 (A1)
Vred SR AE
Umed = 14+ 1,5A¢ (m/s).
Vamos a hallar la velocidad media en inlervalos de tiempo
cada vez menores, uitilizando la férmula (1):

At 1 0,4 | 0,01 | 0,004

brmea | 15.5 | 14,15 14,015 | 14,0015

Hallemos la velocidad instanfinea si el intervalo A:¢ lo
consideramos una magnitud infinitésima, es decir, At — 0;
luego
Uingt = Hm vpmeg = lim (14 + 1,5.A8) = 14 (m/s).
Al—+0 At=0
De este modo, la velocidad instaniinea es el limite de Ila
velocidad media en un intervalo de tiempo infinitésimo:
Vinst = 1lim vpeq = lim L]
At} atp Ot
2, Problema de determinacién de la densidad lineal de una
barra heterogénea. Se llama barra un cuerpo fisico tal, que
por su forma se parece a un segmento de recta, por ejemplo,
un alambre, una vara delgada; en este caso se supone que
las secciones transversales de la barra a lo largo de toda su
longitud son iguales y pequefias en comparacién con s
longitud. '
Si la barra es homogéneq, a lo largo de su longitud la masa
estd distribuida uniformemente ¥, en ese caso, se llama su
densidad lineal el cociente de su masa sobre la longitud:
M
'f = T .
Si la barra es heterogénea, es decir, la masa estd distribuida
irrégularmente a lo largo de su longitud (la barra esta
hecha de distintos materiales), no se puede hablar de den-
sidad de la barra, en general, puesto que su masa por 4 cm
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de longitud serd diferente, segin a qué distancia del origen
de la barra se toma una poreién de barra del largo de 1 cm,
Supongamos que conocemos la ley de distribucién de la
masa: M = f(z}). La masa es funcién de la distancia al
origen de la barra. Hay -que determinar la densidad en la
seccién z (fig. 159). Tomamos una seccidn proéxima a la
distancia « -+ Az, Al incremeénto Az de la longitud de la
barra corresponde el incremento de la masa AM. En conge-

cuencia, %—‘;— es la densidad media lineal de la porcién de

barra entre las secciones z y z + Az

El limite de la densidad media, a condicién de que el incre-
mento de la longitud de la barra Az —- 0, se llama densidad
lineal de la seccién z:

o Han: AM
'Vx Ax=el Az *

3. Problema del trazado de una tangente a la curva. Dada
la pardbola y = 0,52% hay que trazar una tangente a esta
curva en el punto de abscisa igual a z.

Previamente hay que precisar el mismo concepto de «tangen-
te a una curvas. Supongamos que y = f (z) es una funcién
continua, cuya grafica estd representada en la fig. 160.
Tomemos en la curva un punto arbitrario M (z; y), que
consideraremos inmévil, un punto fijo. Nos desplazamos
por la curva del punto M a la nueva posicion M ; las coorde-
nadas del punto M, las designamos por z + Az, y + Ay,
de manera que M, (r 4+ Az; ¥ + Ay). Uniendo los puntos M
y My por una recta, obtendremos la secante WM. Hacemos
que el punto M, se aproxime ilimitadamente al punto M
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{el punto M, es una posicién intermedia), en tal caso, la
secante MM, girard alrededor del punto M y en el instante
de confluencia del punto M, con el punto A llegaré a ser
tangente MT a la curva en punto M.

@ vEFINICION. Se llama tangente a una curva en un punio
dado M la posicién limite de Ia secante MM,
El punto M de la curva, en el que se traza la tangente, gene-
ralmente se determina por su abscisa z, puesto que cono-
ciendo la abscisa y la ecuacién de la curva se determina
facilmente el propio punte M.
Partiendo de esta definicién de la tangente, se puede hallar
por medio de calculos la posicién de la tangente: la recta
(la tangente es una recla) en el sistema de coordenadas se
determina complstamente por el punto, a través del cual
ella pasa, y por su direccién, es decir, por el coeficients
angular k = tg ¢. Teniendo en cuenta esta consideracién,
resolvemos el problema concreto de trazado de una tangente
a la parébola y = 0,52% en un punto arbitrario de abscisa z.
Tomemos dos puntos de la pardbola: M (z; y) y M, (z + Az
y - Ap). La secante MM, forma con el sentido positivo
del eje Oz el angulo a; ademds, el coeficiente angular de la

secante, es decir, la tg o, es igual a -i% (véase la fig. 160).
Pero

y =052 y+ Ay =005(r+ Az}

de donde restando hallamos:

Ay = 0,5 [{x + Az)® — 2%,

o bien

Ay = 0,5-122-Az + (Az)?),

BL—0,5(22+82) =2 +0,5-Ar,

tge=z-+0,5-Az.

Si el punte M, se aproxima ilimitadamente al punto M,
tendremos que Az —~0 y el fingulo a, en este caso tiende

al éngulo limite g, formado por la tangente MT con el eje
Oz. Por lo tanto,

lim 2% = }im tga=lim (z-+0,5-Az) =1z,

Ax-+D Ax=+ Ax—0

o bien tggp=a=z.

De este modo encontramoes que el coeficiente angular (pen-
diente) de la tangente a la parabola y = 0,52° en un punto
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arbitrario es igual a z, es decir, a la abscisa del punto de
tangencia.

8i z =1, tendremos que tg ¢ = 1, ¢ =45° o sea, en el
punto de abscisa z = 1 la tangente estd inclinada en un
dngulo de 45° (pendiente de la tangente) respecto del eje Oz,
Los tres problemas examinados son diferentes por su conte-
nido fisico y geométrico, sin embargo su resolucién requirié
la aplicacion de iguales razonamientos: en cada problema
la magnitud buscada (incégnita) resulté ser el limite de la
relacién de dos incrementos. Se podia haber expuesto una
serie de otros problemas de la téenica y de las ciencias natu-
rales, que se resolverian por el mismo método.

Teniendo en cuenta la importancia extraordinaria del limite
antes sefialado para las matematicas y las ciencias aplicadas,
a éste se le ha dado una denominacién especial.

§ 251. Definicién de derivada
Supengamos que y = f (z) es una [cierta funcién.

® vermvicién 1. El limite de la relacién entre el incre-
mento de la funcién y el incremento del argumento, cuando
el incremento del argumento tiénde a cero, se lama derivada
de la funcién dada:

. Ay g __dy y
ﬂf’?ﬁ?"” =" {2) = 7= —derivada.
Aqui se han dado tres notaciones distintas de la derivada:
4" (se lee «i griega primar); f' (z) (sefe prima de m»);

:—i («de i griega sobre de equis» o «dy respecto de dx»).
Ahora se puede decir:

1) Si con la férmula § = f (#) se da la ley del movimiento
rectilineo, la velocidad del movimiento (velocidad instan-

tdnea) para cualquier instante de tiempo es la derivada del
camino (espacio) respecto del tiempo:

Vingt = -%'-f— {problema 1).

2) 8i se da la ley de distribucién de la masa respecto de la
longitud de la barra heterogénea, es decir, M = f(z), la
densidad lineal de la barra en la seceién z es la deri-

vada de la masa respecto de la distancia (respecto de la
longitud):

Pe=Sp (problema 2}.
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3) 8i la ecuacion de la curva es ¥y = f (2}, la derivada de
la ordenada respecto de la abscisa es el coeficiente angular
{(pendiente) de la tangente MT, trazada a la curva en el
punto M:

%—:tgq: = ktang {problema 3).

En esta formulacién se da ol sentido geométrico de la deri-
vada.

Conviene hacer notar que fijado el valor del argumento
(z = x;) la derivada de la funcién dada es un niimero deter-
minado. Este nimero se designa por ¥’ (r,) 6 f' (zy). Asi
se obtuvo al regolver el problema % sobre el movimiento
del ascensor. Aqui hubo que hallar 1a velocidad en el instante
de tiempo f = 4 s; respuesia:

a8

T it 14.

8" (4) =14, o bien
Si no se fija el valor inicial del argumento, conservandose
arbitrario, la derivada de la funcién dada es la funcién del
mismo argumento, sélo que la ley de dependencia de ¥
respecto de z, en general, es distinta que la ley de dependencia
de y respecto de x. Esto se aprecia de la resolucién del pro-
blema 3: aqui la funcién es y =0,5z% su derivada y' =uz.

@ pervicioN. La funcién que tiene derivada finita en todos
los puntos de un cierto intervalo (a, b), se Ilama diferenci-
able en ese intervalo.

La grafica de la funcién diferenciable se llama curve plana
y la propia funcién se llama plana.
Existen funciones que en ciertos puntos (o incluso en todos
los puntos) no tienen derivada. Un ejemplo de tal funcién
estd representado en la fig. 161: aqui, en el punto z =¢
se puede trazar a Ja curva dos tangentes distintas: la
izquierda CP, cuando Az << 0, y la derecha CT, cuando
Az > 0. En estos casos se dice que no existe ninguna tangen-
te, puesto que el limn %—: no debe depender de que Az tienda

Axes

a cero por la derecha o por la izquierdas, es decir, las tangen-

tes derecha e izquierda deben coincidir.

Eu adelante se hablard sélo de funciones diferenciables.

Las frases ¢hallar la derivada» y «diferenciar una funciéns

por su sentido son equivalentes.
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Fig. 161,

§ 252. Regla general de determinacién de la derivada

La derivada de cualquier funcién diferenciable y = f (z)
se halla por el siguiente esquema:

1) Incrementamos el argumento z en Az y hallamos el valor
incrementlado de Ia funcién: y + Ay = f (z + Az).

2) Del valor incrementado de la funcién restamos el valor
inicial de Ja funcién: Ay = f (z 4 Az) — f (2).

3) Hallamos la razon del incremento de la funcién al inere-
mento  del argumento: i—: = ”"‘*‘_’ﬁzl__ﬁﬂ (ésta ez 1la
velocidad media de variacién de la funcién).

4) Hallamos el limite de la razén del incremento de la
funcién al incremento del argumento, cuando éste tiende
a cero.

Lsle limite es la derivada de la funcién dada:

¢ Ay ’
lim ===y,
ax-sp) AT ¥

Ejemplo 1. Hallar la derivada de la funcibn y=} =
— - A 7 Ax—
Ay=Va+Ar—) ﬁ_i=__-__v;+ii Vz .

Antes de pasar al limite, multiplicamos el numerador y el
denominador por Vr+Az4Va:

Ay (ViFaz—-Vaz (Vataz+ V3 "

Az Az (VzAz+4 V)
- Az £ 1 5
o ax(VEFae+VE)  Vithi+ Vi

: 1 1 1 1
lim = — == — = =
e.::-o”;/x+;\:+'|/5 Vz+Vz 2z’ y 2z

Ejemplo 2. éCudl es la pendiente (dngulo de inclinacién)
de la tangente a la hipérbola y=4/z en el punto z=2?
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Al principio hallamos la derivada y" en un punto cual-
quiera z{z=%0) de la funcibn y=4/z:

4 4 4(z—z—A2)
Z+Azr @ z [z Axz)
I S 2
Az z(z+43)’

e SAE
z(x+Azx)’

ﬁy: 2 ﬂ.y:

LA [ S
Axsp OZ Axap E{T-HAz) z

Ahora y"(2)= s

Por lo tanto, tgg=—1, es decir, Qz%n (o bien 135°).

A Ejercicios

1. Se sabe que el camino recorrido por un cuerpo que cae libremente
se caleula por férmula § = g%/2, donde S es el camino en metros,
g es la aceleracién de la gravedad, igual a 9.8 m/s?, ¢ es el tiempo
en segundos.

1) Hallar la velocidad media del cuerpo en el intervalo de tiempo
de 4, = 2 a t; = 5; 2) hallar la velocidad v del cuerpo en el instante

t = 2, caleulando alirlr‘; a—‘; 3) domostrar que la velocidad v del

cuerpo que cae libremente en cualquier instante de tiempo ¢ es igual
av=gt

2, Un cuerpo se mueve rectilinea y uniformemente acelerado segiin
la ley 8§ = 52 + 8¢ + 10, donde ¢ es el tiempo en segundos, S es
el camino recorrido en metres. Hallar: 1) la velocidad del movimiento
al final del 8¢ segundo; 2) ¢al final de cuidnios segundos la velocidad
alcanza 128 mfs?

3. Calculando lim ¥4 , haller lss derivadas de las Funciones:
Ax-+0Az
;| 2
=13 = — R — =21 =
D=1 y=03: 8 v .V;.‘i)y 2725z -}-8;
a4+1

5) y=%+3:+l; B) y=cosg: 7) Y=g

4. Caleular £ (0), si f(x)=V1+ =

5. Hollar los éngulos de inclinacién de las tangentes trazadas a la
pardbola y = 0,52* 4 1 en los puntos de abscisas r = +1.

6. i'l;ajo que éngulo se intersecan las pardholas: y = 3% e y = 4 —

A Observacién. Se llama &ngulo de interseccibn de dog curvas el

éngulo formado por las tangentes trazadas en el punto de interseccidn
de las curvas.



SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS

Capitulo I
2. B400; 6360; 6357. 3. La Seﬂlﬂdﬂ escritura indica una medicién
mas precisa, 5. Con precisién de hasta 0,02 m. G 5,286. 7. 18,6 y 18,8,
8. 0,05%.9. El segundo. £0. Es més preciso 3-»- 11, 18,8, 12. 6,829,

13. 615 km (=5 km). 14. 164 kg, 15. 0,25. Iﬁ 296, 17. Con tres
cifras exactas 18, Con pregisién de hasta 0.5%. 19. 14,4 qnintales
métricos. 20 Con exactitud de hasta 0,1 cm.

Capftulo 1I

11 _g_: 3) 25, 2. 1) 0; .._-g.; 3) 6; 8 5 0,7, 0,3;

dm+8  4dm—9 ab(a—b)ab(a—b)
N — m2+5 iTE i 9) (a+-B)2 (2—b)%; “}m' PEET

a y b no son iguales a 0; 13) _; -5-;

15 _m(D+Aad-Bb4Ce) n (D4 Aa-L Bb+Ce) 5
)= Am3-Bni-Cp B0 Am +Bn+Cp Eal
p(D 4 da4-Bb 4 Cc)

_m+c con la condicion de que Am-+Bn+4Cp+
F0;16) =52y 3 2. 3. k75 & k=2 5 k=8,

Capitulo 11T

L)2>2%3 <5 a 2“ “’

s k<O 7)-§-<1<,—'
Nzl yz>4.
3. . 58 3
2. 1) :>?. 3) 2—<x<2{}. 3. —-§-<a<4.
i Ban<din0<acn
6.m<L—4ym>2 7 Sin=0;1.
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Capitulo ¥

5. 3) z2n=2; 6) 16 8) abm, 6. (:—-—f}a.
7. 2y V15 5) Veabz; 8 Y10, 10 ]/Tar- 13 V-:ii.

8. 1) Mayor que 3 V2 2) mis de 3 V1. 9. 3) —‘:- VE; 6) %Vi:

841 R
1) K’I_"‘i; 12) z—11V3 15 VTF6 . 7 0,7V 3

0aVIE § = Va—by L Va—h 1z 9 0VE 0 0.

13. 3) V'@, VO, {BA. 14 1) VI 4 2% 16, 8) VG
5) 2 'Y 7 9 0.4 aby 1) T; 13) 1; 15) a2 —&; 17) (a+b)%; 19) 1024
9 VE 2) 1; 28 yo 16, &) a7} a-b+2 Vab; 10) 2(z+
- 2. 3
+ VA=) 19) E—:'%: 19) (P2 18. 2) 5 V% 5) .:_'VB;
2 1

9 2— V3. 19, 42 VF L. 2. m. 26.2) a%; 6) (2—y)°; 8) 2
1

=ik
T,

2
= =% Yo L. i
1y 3iz—y) *; 12) dablatd} °. 27 4) 10} I 13) 12 g
2y
—t 2 . i . A
28, 3) a—y; 6) aftatd; 10) 22-42; 12) a. 29, 1) va—a'
2) Vz+ Vel gty Va . 5 4
Va1 F8 T Va= Ve et Vatt
A 2 1
a8 - g i
W =g M D2 Y 3) —a¥b3 4) Vit Vi

Capitulo VI

il
0

y 1y 221 T : £ v

L=0=0; f{3) =5 2 ST =T W e @)=

3. 1) Todo al eje real; 2) z> —,‘T-.au 2 < 0, 4) todo el eje real,
excepto los puntos z= +1; 5) |z | > 2; 6) todo el eje real, excepto
el punto zh_z'; 7} todo el eje veal, excepto el punto == (.
4. Serdn pares las funciones dadas en los siemplos 1) y 8); impares
en los ejemplos 4) y 1. 6. () y =22+ 1; 2} y = 2* — 2. 7. 1) Para
g > 0 ¢l vértice se encuentra sobre el eje Oz, si g < 0, debajo del eje
Oz, si ¢ = 0 el vértice coincide con el origen de cobrdenadas.

8. 1) y= (z — 4% 2) y = (z 4 3% 9. 1) Desplazamiento a la dere-
cha a 2 unidedes y hacia arriba a  unidad; 2) desplazamiento a la
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Jzquierda a 1 unidad y hacia abajo a 4 unidades, 10. 1) y = Sx - 3P4
+2;4) p=(z + 1,5(); ~ 2,5. 11. Desplazamiento a 4 unidades a la
derecha y a 9 unidades hacia abajo, el vértice de la pardbola estd
en el punto (4; —9); 2) desplazamiento a 2 unidades a la izquierda
y a 1 unidad hacia abajo, el vértice de la paribola esta en unto
(=2 —1). 12. 1) Las pardbolas son simételcas respecto del eje Oz
y tienen vértice comtin en el origen de coordenadas; 3) las parfholas
tienen el vértice comin {(—2; 3) y son simétricas ros];acto do la
2

recta y=3. 13. a= 2. 14,2 = —1. l5.a=-§—-;c= -5 16. z =

7
= =5 17, z = 4.

Capitulo VII

L) —35YBYUY By —=y L —ﬁ y 1

b Vi "da | b a a=b atb
5 2 310 ooy i 1) ath a—b '

12) atbdcd Va2 b1 o —(abTact-be) |
3 :

13) no hay raices rea-

les; 14) m"‘n y —1; 17) —“—1;‘_-;:- +2; 19) af-b y a2— b2, 2. § puntos,
Fs a2
14+-V8m3-1 = .
3. I 4.15m y 25 m. 5 30 em y 12,6 cm. 6. No hay.

7. En el pentigono. 8. Son posibles triingulos reata’.n%llos conforme-
mente con fos lados; 3, 4; 5 y 6, 8, 10, sin embargo } no existe un
tridngulo rectingulo, cuyos lados se expresen por tres mimeros pares
sucesivos, puesto que la suma de los cuadrados de los nimeros impares
8 un mimero par, que no puede ser igual al coadrado de un tercer
nimero impar, e3 decir, a un ndmero impar. 9. 5 ki y 6 km,
10. 3 horas y 5 horas. 11. 20 km/hora. 12, 48 km'hora y 35 km/hora.
13. 20 horas y 30 horas. 14. 2400 rublos. 15. 630 km y 420 km.
16, 180 km y 60 km. 18. 3} 1,23 y —0,40; 4) 0,42 v 0,72. 19. 1) 22—

—82415=0; 3) 20 —Tz—4=0; 4) 22-9=0; 6) .;z_,%uo;

8) 122% —28a-12=0; 9) 22— 2az 42— b2 = 1); 10) 42— fmz +mi—
—nt=0; 1) B—dz +1=0; 12) 222 —22 —~1=U; 13) 22 Juz -0l —

G ) |
—b=0 20 ) m=£12; 2) m=4; 3) m=—9‘E v m=2. 22, 1) 42—
—4ac >0, a>0, >0, b<O ) bmbac>0, a>0 y c<0.
W) m=as— N m o~ —2 &) m=—(245). 24 1) k=—2,

rll
s & % 8 i 5
2) k-—E, 4) k=—"2. 25 o= —z=. 26. ate?— (2% —dac) ol L

o —dable=0. 2. 1) 0 5 —3; 3) 0; —ki —T: 4) K —1; 1
) =2, y dos raices mis son nimeros imagioarios; 8) 0; <+ /2.
2. (z—1}(r—2) (z4-3)=0; 3) (22 —4) (@2 — 9) == 0; 5) (£ — &) (e —b) X

X (xtc) (z—d)=0. 20. 1) 4= 1; +4; 8) 2 V5, £ V0 5 + 2 dos
raices mds son nimeros imaginarios, 30. 1) 4; 3y 24; 4) 1. 6) T,
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7 40; 8) & 9) 4 10) 6; 41) 3a; 12) & 14) 64 16) & 18) —; 20) B;
T
22) 3a y da(a>0); 23)0; 26) ZEVELE @50y 5] <o)y 280

3_p2
a0y bt—a2z0z=0;sia>0y az|b| :=5‘ﬁal; si a=
2 V%

= b=0 todo pimero positivo z satisface la ecuacion; 26) _I%T (5> 0);

25}_u(a>0) 3. 4) (7 5) ¥ (—5 —T) 8) (9 5) ¥ (—9 —5)

5 ( ]/— )/ Ny (Y 5 e4Y F)ineaned
v (35 —5) 106 0 (- 3 ~4% @VE VD y (-2 VE -V
H) @ 2 (—2 —20 (5 —2) ¥ (—2i 25 12) (% 4% (s 7% (=T —4)
Y=k =T 1) G4y G 8 14) 63 G o (% —7)
y (=35 =9): 9658y (=6 —3: 17) (m+4 Vi 104 V)

18) (5 2) y (22 8 19 @ 9y & 0 20 (T m) v s 1/::]

T Lt ol o1 l:‘,“"‘(""_“’;213 [% 5] . 92 (8: 64) ¥ (84; B);
29 (6 9) @ 4) (4 —9)y (=% —4 24 (L 2LV ECED),
@12 VETED| . 0o g3 (g _3). (L2EVEL
= VERED) 1y 9, (-3 -3 (245

12+Vﬁ) v (12—‘2@ 12-1/3?); 26) (4; 2). 32 (15; 9)
Y (=15, ~9). 35, 12y 8. 3 = ¥ 21 . £) 1<z <hi D) 2 <
y z>2 3 i<a<T, &) z<1 y 224 5) 3_;’% <z <A
>3V g _scecn i 8L Loty bcac BBV,

8) = 1/“" —6La <8 y z;-'lhz 36 1) —b<zl—1
32<=<3 N 2LrLh ) =15 g—1.

Capftulo VIII

3 atboo=0. 6. poy,a=—4 T AB=us; BC= o € D= —di;
D'I._-uy A=t +67 BA=—d4i. 8. AM= 20465 AN 4435
N =21—31. 9. Bmlgmtecm 8; —2); I%MI-—V_E 12. @.b=
=—5. 13. cosp= M e} PIOY, b= e
e R v b At v
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2 23
15. 16 p=—8. 19, 4, 20, ZLZ,
SV Rl LAk
Capitulo 1X
fi 5n | 16n y i
1) 555 9 5 J-—-g . 1) 120° 3) 270° §) 22°30%; 17) 18",

6. 102°. 7. 522 m 5 ,12211 am; 3,5m 0,06 oota.wsa,

8. -—(racl} 1. 15,8 om. 13, P=441 cm; §=106 sm® 5. 1) -
3) T' 22. 1) som 285° < 0; 4) tg327°20" < 0. 24. 1) -ﬁ,-gzg-—ﬁ—-,

3) 60° <z 0 25, 1) cosa=—08; I'.grx.:-%; clga:-g..;

a b
-.-__._; cos T —
+ Vit * + Va2
2

3) —p 2. 1) seniS% 3) —tighst=—o; B) mﬁe=_'|§_.

3) c(gc:::-:—; sl &= 26, 1) —T;

7 —son%:.- —lg-g; 9 -lg—’;-. 28. 1) senﬁo°=$; 3) —tg60P=

3; 5) senOydn; 8) —cig0,3n. 29. 1) tgi(P.sen10% 3) 1;
5) cos 0,4m.sen2 0,4x; 6) 0; 7) cos 4; 8) —sen0,5; 9) l] 10) cos? 10°;

11) 21gB; 12) tgz. {sen:»cosx) M A)0<z < ) -—gxg 3; :
3 ——<:<n ¥ —<x<2a 4) U{s(—-,—; 2 <’<”§"
LBPT ““<=<2n )-3—<=<-—r T,
6) ’; éséT N 8 Fr T 3 Y-g“—-(x(iz" 8)0<z<_

—“—<1<-ﬂ. 9) U<=<T ¥ —<x<2n 10) 0<xg._

rn<x-€ ﬁ,li} 12< 28, 4 ¥ 4 <z 12 1) 0L

n 1ix 1in 6311
<Fi ﬂ <3< ﬁ F—5'S"<=-§2"p 13) 10’< <i;§z— =<
: S T RiL n 1In
<< ’*5232 <E<s ST e
19:1 7
z T <*<Tg g
Capitulo X
4 17 44
1. 1) -z 4)- 525,6} i 2. cos a—ﬁ)—m 3. 1) —cos{a—b,,

3)senz; 5) tg2a; Ty cigla; 8) 1ga. 4.1) 3; 3) —ﬁ: 5) l/ ﬂigu_m_.ﬁ

U 407



L er—z: 2 3.23:3) 17 4) S VELTVE). o 1) 2=
= (= O Gk (b=, 1, ) ) w= et ok k=0, 1, )
5 z= 1-i-r::: (=0, &1, ...5; 7 ::,.’-‘_;‘ (ke=0, +1, ...);
9) 2= (@k+1) #z-:i:-—--}-an(k =0, =1 ...); 1) r:j:-%...;.
42k (k=0, £1,...); 18} z= :t—+uk(k=0 #1,...). 10, 1) 1,5

2 VE—V3+Vi-2 #. 1 2Viesy m(%v,ﬁ)

Zm%cmacm—,};:’o 4005:‘(;“1_2“] + _'cosi
] €03 (z-—-%) P 4sen (—3-—}—:;] sen (—-»r.!.)
) cos (z+-’§-) il cost &

Capitule XI

LY 5 3}-’5-' 5 —5. 2 1).’1.; 2) %; 8 Eﬂ, 3. 2) _’5_;
3} 5 1) z=arcsen y; 2) r=arcseny; 4) z=arcctgdy, 5) r=
-2mtg" 6. 1) z=2seny; 3} x=cos2y; 4) :=-Earc5en-§-

7.1) 06 2 V% 3) 22 V1I—4. 9. 1) 2= {—-i)"atcseu—-!-ﬂk
k=0, £1, ...} 3 ==i%mm?+nk (k=0, £1, ...); 5) =
=(—1)k arcsen—?—j—-i—nk-i—% (=0, &1, ...). 10. 1) 25en55°c08 25%
o st ) o 2om (F45) 0 (§5)
1) 2V/Beos 5 cos (%—%); 1) 4sen (3 ) sen (,_i‘.)

11. 1) sen 60°--sen 20°; 3}-*—(sau4a+aen2a).5)—(cosi"-+m 2;‘)

8) -E-[cosaz-l-cos lz-—-g-)] 18. 1) - (6k+1); —2arotgy 3+ 2ak
k=0, 21, ...); & z2=(— iy, —5-1--:‘ (k=0, =1, ...); 9 5=

=2 (2% 1); =,=%-+ak (=0, 1, ... T) 2=+
(k0, 1, ...} 8) 2ok 60° 4 180°k—15° (k=0, 1, ...); 10) &y=
=R kb n=FEEHO—g (=0 2 . 1) =
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=arc I.g-;—+nk (k=0, £1,...), 15} 5y= —-%— +nk;, z=arc !'.g5+:1k
(k= 4, o)y 17) sy (2 ) zpms gk (R0, 4, o,

o, 2 . _ 2kxn
19) I=-€-+-—3—k (k=0, =1, ...); 21] z= 3

22) :|=—-%+2kn; .cz.—_-%—-(v—l)"%--l-%n (=0, =1, ...}

(k=0; +1, ...}

B) = 2 = @) D (k=0, 1, . %) 5=

=-’%‘.; z,=ﬁ‘;1; A=A (k=0 x4 ) %) zm=
=:i:amwa-;-+2kr: (k=0, =1, ...); 26) _:=arr.t_g%~+!m (k==0,
+1,...0; 20) z1=%+am; :z=d:amcos$+2kn (k=0 =1, ...}
B) 7= (b 1) Zp=@htn k=0, &1, ...} 29) z=2kx;
2;:-%+kn; z,.—.-aé-‘--f-zkn (=0, x4, ...); 30 zy=kn; 7=
=¢-ifamcos%+kn (k=0, 31, ...); 31) x=(—1}*amsen%+kn
k=0, £1, ...); 32) 2y=(2k + 1) 7; Zp==(— 1)} -}Hm (k=0, =1, ...).

Capitulo XII
n

8. 2 ap =gy 10, 144, 168, 192. 14 1) d=4; Sp=207; 2) ap =
==& n=T;3) ag=~3; Sp=—5; 4) n=13; §p =403; 5} ay=1;
ap =469; 6) n=1T; 6, =50, 7) 0, ="52; §, =584,8; 8) a,=2,3; n=19;
9) d=5,5 n=20; 40) a; =15, d= —3. 15. =12, 10, 8, ... 16. =12
9,68 ...6+—9, —6 —3,0,... 19.3. 20. 2-13-; 5_}; gL

3
217613, 30 g= i ;=57 3. a=2, o= 1438, 2. n=s,

3. gu=12 gm —18. 36 60 6 —56. 35, 5 15; 45. 3. 5; 40;

20; 40. 39, 1548 m. 40. Smin. 41. $5; 108 m. 42 1) 1<g<
albbivg Voot a oy

Capitulo XITT

Lo B B 1. 2, 1. 3

3;6)—-:2-,7] EL 8 5 4. 6) 7 7 KR 9 -7 10) -5
5. w)%; u)-i-; 12) 8. 8.1) Bntre =2y —1; 3) entre —3 y —2;
4) enmtre —5 y —4.9. 1) Entre —4 y —3; 2) entre —5 y —4
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3) entre —7 y —G. 10, 1) —3—;2)
2
1. 1) 3 2) 3%

3 3
== 3) TR 5) o

3 2?;4 ";' 12. Progresidn geométrica: 2, 4, 8,

16, ... 19. 2,3 y 5. 22, 15) Ig y:ngn..--i-.lgb—-g-lgc- 17) Igym
~3lsb+—-fgc~§1§a. iB)ig:—-«-(lgm I—-—-lgb) 19) lgs=
~ (lBetglee+g lec) i 20 Igy—-ﬁ-[{ﬂ+i)lga+7h-;b_]:

PE

e
N Y PTRI

9 y= ]/‘““”’ A TR Ty

v .
2) lgz=—3~1g3; 22) lgz=<Ilglogd (s+b). 23. 8 1=

5-(c+a)3 ]
4) __s.uoas. 28. 3)3,9981; 4) 54,0006 5)1,2672. 34 4) 0,3245;
5) 1.4333. 35. 2) 1,56; 11) 0,339; 12) 9.00; 43) 0,587; 14) 0,26;

15) 1,072; 18) 447 17) 1,17; 18) 0,893; 19) 8,09.10-%; 23) 0,708}
24) 1,816, 25) 5,85, 26) 0,417, 36. 1) zma1; ) r=11; 3) z=2

Hrm——i 5) 2=7 0) 2=3; N =2 3. 1) 220,806, 2) 2~

awselils a}x=;|_-'|/lg22'1. 8. 1) 2y jﬁﬁ N1, 354
3)U:r1187.4) =4 5 100 y 4000; G)loﬂﬁy%; T z=10;
8) 04 y 100; 9) 13,34 y 7499.10¢ 10) 7 y 15; 11) 100 y 0.4; 12) z=

—i-'iajii)ﬂyﬂﬂ‘l'14)23;3'15)3)'? 2291
20
5
50. 2 y 4. 51. 9. 52.% y 16. 53. 2 y -?3_' 54 z=5 y=N

-

3.1y 2 4 =12, H‘} . 45.10. 46. —0,. 47. 10. 48. =

85, z=2; y=6. 56. 5, Y5 57, 4 56, % 5. 7. 60. 3 y 1.
L]

61. 7. 62 z==0. 63. 2=10. 64. =10 y 10 2. 65. x,u%, o

1g3 '

Mo gmd. B 2=t gyt A swb Th seiik
2 : 16 TR

79, z=2. 76. z=arc tg10+nk. 77. 2=4. 78. 2=05. 79, zy=1; £, =2.

825252 E<e<yi Y gLr<ni b g ¥ 2T

6. 1. 67. /3 y 5. 68. 100 y 0,01. 69. 10, 70. zy=2; z,=

73. = —

B —g<s<ty a0 sct ye>5 ) Tcag
<5yz>5‘ S)nctzenn solucignes. 83. 1) z=5; y=3, 2) 7= 3 y=4i
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3 z=4 5‘=VE ¥y =4, y==—v2; 6}::%%'; y:-‘!- y :::-;—;
y=-el—‘f§,—; 9) z=8; y=3; 6) 2=25; y=18 y z=16; y=25; 7) ==
: 1 .
=@ V=2¥ =100, y=—1; §) r-z_ﬁ:y=ﬁ y =1 y=1;

9) z=4; y=6. B4 1) —l(:«(—% ¥ -g.<;<2_; B1<r<3.

Capitulo XIV

1. 2) 5; .?0.0435; 7} 0,642; 10) 0,000139; u& 0,00785. 2. '1303&“;
2) 50 3) 13,9: 4) 45,2; 5) 1310; 6) 34; 7) 505; 8) 2640; 9) 0,000458;
10) 0,0124; 11) 7,32; 12) 1410, 3. 1) 9,75; 2) 30,%; 3) 0,216; 4) 8,25,
4.1) 1700; 2) 0,284; 3) 0,338; 4) 30,2; 5) 419; 6) 0,00729; 7) 0,059;
8) 1480; 9) 0,00237; 10) 1910. 5. 1) 182; 2) 18,9; 3) 0,483; 4) 0,00095;
5) 174000; 6) 449000; 7) 1,49; 8) 0,000372. 6. 1) 0,832 2) 0,279;
3) 67,6; 4) 2,14; 5) 0,0158; 6) 0,00775. 7. 1) 7,52; 2) 1,62; 3) 3,49;
&) 0,75%; 5) 0,162. 8. 1) 334; 2) 16,95; 3) 0,0854; 4) 0,122; 5) 44,7,
9. 1) 0,660; z; 0,815; 3) 1,55; 4) 0,991 5) 0,460; 6) 0,867. 40. 1) 33.5;
2) 23,2; 3) 570; 4) 46,9. 1%, 1) 0,35; 2) 16,2; 3) 0,41, 12. 1) 0,886;
2) 30.4; 3) 5,87; 4) 1,4T; 5) 1,275, 13. 1) 5,4; 2) 0,00058.

Capitulo XV
2.¢) Bi. 3.¢) 1744 4oc) a+(b+1)i. 5. c) 4420 6. c) 6.
7. ¢} ak(b—1)i. 8 ¢) —54+4L 9. b) 1—05i. 10 ¢) 0,26—0,03.
1. ) —(z?+2p)—iz V. 12 ¢) .{5.’2.,_;.5 i 1% ¢) (e 28)+a VL
14, ©) a4b. 15 ¢) (2n4-3a) (2m—3nD). 16. ¢) (4--38) (4—31).

17, (84-1) (8—1i). 18. c) _%. 19, ¢ 240 20. &) 1—2i; b) &

¢) —3—2i. 20. a) 12—5i; b) 1—1V3; ¢ 12— V3. 22 ) 3—
nE 3 i m2—n? 2mn . .4,
~BVE b S i-gi o grptarpwt B0 -y

b) 0; ¢) 2a. 24 ¢) VZ+41 V3 25. b) VE—i V2 2. d) —1; ¢) —;
B1. 27 o) —1; ) £ 28. a) 2—4L V/E b) 2(e2—p?); o) 2(1—1).
29. 8) 05(—1+1V3; b) £; 30. 9 —2—2.31.0) )/ 3+1)/ 5.
b) 3-+2i. 32 a) 542c b) 6+7i. 33, a) 444; b) 249 34 8) 24
+?I: b 4. 37.a) V2 y%; o) VZ y%. 39. a) ms%-{-isen% :
b) w%+tsan3—u; c) d{coan-pisenn); d) cos —g-f-:sen nT
40, a) /13 (cos 33°40° + i sen 33°40"); b) 5 (cos 53°10" +i sen 53°10").
41. 2a) 5 (cos 306°50"+i sen 306°50'); b) 9,434 (cos 32°4isen 32°).
42. 8) V13 (cos 56°20' 4-1 sen 56°20°); b 13 (cos 157°20' +- i sen 157°20°).
3. a) V/53(cos254° +10en 254°); b) 5 (cos 323°40" - § sen 323°40").
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n n,
O o SN — i
38, cos—a-——-}«gsan—mz—; r=0, {. 59 £ ¥

Vi

' '—:-—1—?:!“ %—{—hn
60, 3%\ oo g1 800 —— in=0, 1

7 7

T:H-?,;m Tn—i—z:rm " )
61.321 cos 5 +isen 5 s =0, 1. 52.?(]/3-]' i)
_;.(1_1/:?); —i 63 coshT"+Isen-2-gi (n=0, 1, 2, 3, 4.

inn nn i 7

64 cos =" f-1sen S (=0, 1, .., 5). 63. VTE(H'”; ¥(_1+”;
Vi Vi

5 (—=1=0y Tﬂ"f}-

67. 1) Suma de vectores: »y=1{2, 3} y ry={—1, 1}, lo que nos da
r={1, 4}; 3) multiplicacién del vector r-= (0, 2} por el escalar 3,
lo que nos da r;=13.0, 3.2}, ¢ r ={0, 6}; 4) giro del vector
r={1, 2} alrededor del origen de coordenadas en un angulo recto,
en sentido positivo; 5) giro del vector »={1, 1} alrededor del ori-
gen de coordenadas en el dngulo ¢==60°, en sentido posilivo con su

alargamiento ulterior de 2 veces. 68, 1) T=% Y= 2) z=0;
V=% 2= y=3. 6. 1) 2,y =320 2 5,0= — > £ LIS

3) zy=1i; z,==2-}-L. 70. Los puntos complejos z se encuentran en el
rayo qua parte del origen de coordenadas bajo un angulo de 45° res-
seclo del sentido positivo del eje Oz; 4) fuera de la circunferencia
o radio unitario con centro en el origen de coordenadas; 5) dentro
de la circunferencia de radio r=5 con centro en el origen de coor-
denadas; 6) dentro del apillo formado por dos circunferencias con-
céntricas de radios ry=2 y ry=4 con centro comiin en el origen de
coordenadas; 8) fuera del circulo de radio r=2 con centro en el
puato (0; 1).

..i{ _’.t.i "ﬂi ii
. 4) VIELE0 0y VB 43y 2% ;426 ® 5 5) 25 6) 0%
72 1) 1,8540,77; 2) e? (cos 1 + & sen 1) = 7,4 (0,54 + 1-0.84).
73, 1) SHINE_ 20701 3y giIn5 _ 5 0808, 4y g0,—i 2,308
74, 1) cos(@—i)= —0,644+1,07; 4) sen (—3i)= — 10,028, 77. y= —

=5z 79. Los puntos complejos : s encuentran fuera del circulo

de radio r='v’i-2-v2——i con centro en el origen de coordenadas.
80. —3<r<—2y0<z<t,
Capitulo XVI
1 9 1
2y= V=R & =2 UHOF=7: 8/(7)=
=1g0,8 &—0,0989, 6. 1) Todo el eje real excepto el punto z=
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=5, 2) todo el eje real, excepto los puntos z=—3 y z=0;
3)x<—:~; 4) Zak+a:cm%<z<2n(-k+l]-..um:os -g-; 5) 22

Y238 0)|2[>% 7) =4 <2 <28 1<% 10) todo ol ofo
real, excepto el punto z=1; 11) |=t|!:a V% 12) 23 —2. 7. En los
ejemplos: 1), 4), 8), 6), 11] cstin dadas funciones impares, en los
ejemplos 3) 8), 10} y 12} funciones pares; las funciones de los ejem-
plos 2), 7) y 9) no son pares, ni impares. 11, 2) —{, «-g*. -—.—'!-

5?
4 5. 1 1 %
T =g 3 0, --5—.0. IT'G' 13. an_S—m, péro

7 3
P —+0 euando n—co, por lo tanilo a, —+3. 14, 4) i 5) 2.
15 ) 52 Y s P e h) seo. 6 1) =3 3 —2
ol el | 2 Al 1 10 d 2. r
3, : s ks TR A 1
Hgi H 06 H 0 G- NE BNk 0) 5. 1
3 y/ﬂ fd-z—1 x s
_ldz —;-xﬁ/’ T+ + Yz F1+1)

i
+ (VEFFE+VaF+1)
3) z="Iak{k=0, £1, £2,...)

w18t z+0 18 V) z==2; 2)z=1;

Capitulo XVII

L 1) vpeg=35g (m/fs); 2) v=2g (mfs5). 2. 1) 88 (m/s); 2) 12s.
3. 1) 3% 2) ——?‘g-: 8 e (2> 0 4) b2~5; ) 3 ags
z V= 2

%

. 5 . e g
6) —senz; T) Ty & (0= 5 & Si z=1, =45 si
z=r—1, =135 6. En los puntos deo interseccién cuando r=+1

las tangentes a la paribola forman un dngulo agudo @=arc tg -_%



SUPLEMENTO
FORMULAS FUNDAMENTALES DE CONSULTA

Ecuaciones cuadriticas

1. 224 pztq=0; l‘l.az——'}i]/%:'—qr
az? f-brd-c=0; z|_2=_:£.i12fj..__ﬂ (a5 0}

[ R P
ar? +-2kzte=0; r['e=_k".,;l'..{.k_-.-.a—c— {a £ 0).

2. Férmulas do Viéte:

b €
kg = —p= '—"G": I, I2=ﬂ]'=‘;‘

3 gtprdg=lz—n)(e—z) arlfbrte=a(z—a){z—x)
Progresiones

a) Progresidn arlimétice.

1. Término general de una progresién aritmética

an=ay+{n—1)d.
2. Sums de n términos de una progresifn sritmética:

- ( al-;—ﬂn ) n={ 2“14*(;-*11!5 ]n.

donde d es la diferencia.
b) Progresion geométrica.
1. Término general de una progresién geométrica:

iy = iygnl,

2. Suma de » términos do una progresién geométrica:
_ wg—ing _ A—gn gn—1

Sa= rp— =l T—¢ =y TIET B

donde g es la razén de la progresién o denominador de la progre-

sidn (g == 1). o

3, Suma de una progresién geométrica infinitamente decreciente:
|

§ et

Logaritmes

1. La notacidn log, N =2z es cquivalents a la notacién a*=N (a>> 0,
a1, N>0), de manera que aloga N _ n
2, loga1=0. 3. logaa=1. 4. log, (N M)=log, N +log, M.
5. log, -f—r=log.. N-Togs M. 6. logg Nn=nlog, N.
nsw_ A _ loga N
e logq/N_—n-lugqN. 8. logy ¥ = Togb "
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Tabla de signos y de ciertos valores
de las funciones trigonométricas

Denomt. | Cvadrantes 1 I It I m 1w
naclén de
la funclén | 1 | g1 ] ml v o-' sn'J w’ ao-]sn‘, 180 270°| 360°
sen @ ++~—0%¥%10—10
=g | B L6 =] of ¢
£os a + k 77| 3
tga J,._.;._o@:]ﬂmoooq
clge +-+—-ool/§11’3:30m0m
Tabla de las férmulas de reduecién
i Angula
—-a W Fa | 180°Fa | 210" Fa | 360°h T
Funclén
sen —seng | 4cosa| £sene | —cosa | Fsena
cos 4 cose|tseng| —cosa | Fsona | 4-cosa
tg —lga | +etga) Figa | totga| Ftge
clg —ctgo| tga | Felga] £iga | Felga
Relaci entre las | frigonométrices
de un misme dngulo

1. sen? & 4-cos? =1,
sen @

2. =

cosa th
COS @

3. =ctg o,
sena 8%

4. sen er.cosec e =1,

5. cos o-sec a =1,
8. tga.ciga=1.
T. 141 a=sect .
8. 1 +cigta=cosec?a.

formaci de exp

el
ir

-3

Ty
cas

1. sen (o = P)="sen @ cos f = cos o sen fis
co8 (& = f)=cos o cos f F sen @ zen f;

tg (@ & fy=EL =

gf
tgf

1Ftge
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2. sen 2e =2 gen €08 &;

cos 2a=costa—sen® @ =1—2sen ¢ =2cos? o —1;
2tge

t—tgia ®

o {—cosa | o {4cose |
3. sen-i—s;j;l/——g—-. cnsT-:l:V-w——z——.

ll—-:t {—c¢osz 1—cosa  sena
Eo = Ir’ Ticosa  sno  i+cosa’

tha.:

2;';..:_ 1_.1'g’ki Zl.gi
2 2 2
4. Sengm-—————— CszT= == lgz= P
2 T - gt =
14-1g 3 1 tg 5 1—tg 3
{-4-¢ns 2a {—cos 2a
2= < 2= o
5. cos® @ ——i mnlc 3
6. sonatsen§=2sen“fswsa::ﬂ:
cos ot 4-cos =2 cos a.;-ﬁ cua-?'a;—ﬁ:

cos @ —cos f=—2 3en

atp o 2—B atp  B—a.
5 sen 5 =2 sen 3 sen 7
sen (a4 B) |

sen (f + @)
cosacosf

s == .
tga kigh sen & sen B

ctga +cigh=
7. cos mz-cos nz:-%— [cos {m — n) +co3 (m -+ n) z];
sen mx- sen nx:-%—[cos(m—n)zvcos(m+ n) zf;
SN mz.cos Rz = % {sen (m + n) x }-sen (m—n) z}.

Funclones trigonométricas inversas
to . ®
1. — g Kar SN < 5, gen (arc sen )= 1.

2. 0<arccos s, m, cos(arccosz) =z.

3 —--g-(arctg:.(-g-. tg (arc tg 2) ==

4 0 <arcetgz < xm, ctgfarcctgz)=2x.
Ecuaciones trigonométricas elementales

{. senz==a, z=(—1)"arcsenef-nn.

2. coSro=a, z=-Aarccoda--2mn.

3. tgz=a, z=arctga-na.
4, ctgz=a, z=arcctgafnn.

4606

(n=0, &1, +2, ...)



Tabla de valores de las funciones ex, e~*,
sen x y cos = para cl valor numérico de =

anx | cosx

L cog ¥

(=]

_8333? 28s2S8

1,1972/0,8353|0,17900,98
1,2092|0,8270(0,1889{0,98
1,2214/0,8187(0,1987/0,98
11,2337)0,8106/0,2085/0, 975
1,2464(0,8025/0,2182/0,97
1,2586/0,7945/0, 2280|097
1,2712{0,7866(0, 23770, 9713
1,284010,77880,2474(0 , 9689
1,296910,7711{0,2571|0, 9564
1,3100(0,763410,2667|0, 9638
1,323110,7558)0,2764(0,9
1,3364(0,7483|0,2860/0, 9582
1,3499/0, 7408|0,2955(0, 955
1,3634|0, 733410, 30510, 952

1083310792310, 0799(0 9968
10842/0,9130]0,0899|0 9960

1,1388]0,878110,129610,991
1__.1503 0, 8694{0,1395)0,990;

1,1853(0,8437/0,1692/0,985

,452010,8916
0,4618)0,8870

=
i
(=]

1203410453810, 710407038
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A NUESTROS LECTORES:

«MIR» edita libros soviéticos traducidos al espa-
fiol, inglés, francés y drabe. Entre ellos figuran
las mejores obras de las distintas rumas de la
ciencia y la técnica; manusles para los centros
de enseilanza superlor y escuelas tecnolégicas:
literatura sobre ciencias naturales y médices.
‘También se incluyen monografias, libros de divul-
gacién cientilica y ciencia ficcifn.

Dirijan sus opiniones a Editorial sMIR», I Rizh-
ski per. 2, GSP I1-110, Moscié, URSS.



BugrovYa., NikolskiS.

PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE MATEMATICAS
SUPERIORES

La presente coleccién de problemas corresponde a los
manuales de los mismos autores “Célculo diferencial e
integral”, “Elementos de digebra lineal y geometriaana-
litica”, “Ecuaciones diferenciales. Integrales multiples.
Series. Funciones de variable compleja” que ya han sido
publicados en espafiol por la Editorial Mir en
1984—1985.

Enelcomienzo decadapardgrafo semencionan los capi-
tulos y pardgrafos de los respectivos manuales donde el
estudiante puede encontrar el correspondiente material
tedrico.

A cada apartado del manual corresponde un nimero
minimo de problemas por lo tanto para la asimilacién
exitosa del material tedrico y adquisicion de hébitos
précticos es necesario obligatoriamente resolver todos.
los problemas.

Recomendamos esta coleccidn a los estudiantes de los
centros de ensefianza técnica superior.

Formato 12,5 x 20,0 ¢cm. Encuadernado en tela con
sobrecubierta. 240 pdgs. con figuras. (1 tr.).



KratitskayaN., ShishkinA.
PROBLEMAS Y EJERCICIOS DEL ALGEBRA LINEAL

La coleccion de problemas del Algebra litieal que se pre-
sentaeneste libro estd basada enlas conferencias y semi-
narios que sus autores dictaron durante muchios afios en
la facultad de fisica de la Universidad Estatal Lomong-~
sov de Mosci. .y

El material que se expone en el mismo abarca todos los
apartados y aspectos del dlgebra lineal.

En el comienzo de cada capitulo que corresponde a un
temadado, se exponen brevemente las nociones y férmu-
las tedricas imprescindibles para la solucién de proble-
mas, brinddndose también problemas concretos que
contribuyen a la asimilacién del material teérico,

Los autores ofrecen modelos de solucién de los proble-
mas estdndares y originales, asf como problemas y ejer-
cicios para el frabajo autodiddctico de los estudiantes,
con respuestas e indicaciones.
Recomendamoslapresente coleccién paralosestudian-
tes universitarios y de los centros de ensefianza técnica
superior. Formato 14,3 x 22,0cm. En nistica. 128 pags,
con figuras (I tr.).



