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Introducción

Este texto contiene el material de los cursos Álgebra Lineal I y Álgebra Lineal II
como los he impartido a lo largo de varios años. Tiene algunas características
especiales:

Comienza con operaciones asociativas, monoides y tablas de multiplicar. Esto es
porque pienso que la definición de puede resultar muy complicada
para un alumno, y de esta manera se evita que se pierdan las consecuencias de
cada axioma.

En el capítulo de , no sólo se demuestra la existencia de bases,
sino que se da una demostración de que las bases para un espacio vectorial tienen
el mismo cardinal.

La demostración es una aplicación del Lema de Zorn, y se puso mucho
cuidado en presentar el argumento de manera clara en todos sus detalles.

Se presentan dos capítulos acerca de espacios con producto interior. El primer
capítulo incluye la teoría que los estudiantes de Física necesitan con urgencia,
mientras que el último capítulo usa la teoría de espacios invariantes. En este
capítulo se estudian los operadores normales, autoadjuntos y unitarios que son
tan importantes para los estudiantes de Física cuántica.

Se presentan ejemplos detallados de cálculos de formas canónicas y se hace
énfasis en la teoría de la diagonalización simultánea. Como aplicación se
presentan las cadenas de Markov y se caracteriza la situación en que las potencias
de una matriz cuadrada convergen.

Agradezco la ayuda que me han prestado algunos de mis estudiantes.
Entre éstos puedo recordar a Ricardo Hernández Barajas, Alina Madrid Rincón,
Antonieta Campa, Patricia Pellicer Covarrubias, Alejandro Alvarado García y Saúl

�

�
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�

espacio vectorial

espacios vectoriales
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Índice general

1. Operaciones asociativas 1
1.1. Semigrupos y monoides . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.1.1. Tablas de multiplicar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.1.2. Monoides con cancelación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2. Grupos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.2.1. Subgrupos y restricción de funciones. . . . . . . . . . . . . . . 8

1.3. Anillos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.3.1. Producto de copias de un anillo. . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2. Espacios vectoriales 19
2.1. Espacios vectoriales y subespacios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.2. El subespacio generado por un conjunto . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.3. Dependencia e independencia lineal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.4. Bases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.5. Conjuntos parcialmente ordenados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
2.6. Lema de Zorn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
2.7. Dimensión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3. Transformaciones lineales 67
3.1. Transformaciones lineales, núcleos e
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ḿnimo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292
9.4. El Teorema de Cayley-Hamilton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 296
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Caṕtulo 1

Operaciones asociativas

1.1. Semigrupos y monoides

Para mayor información sobre estos temas, recomendamos al lector los libros de
Jacobson [3] y Rotman [7], aunque como lo que necesitaremos es bastante poco,
esperamos que baste con lo que se presenta aqú.

Denición 1 Una operación ∗ en un conjunto X es una función ∗ : X ×X → X.

Muchas veces escribiremos a ∗ b en lugar de escribir ∗ ((a, b)) .

Denición 2 Decimos que la operación ∗ : X ×X → X es asociativa si

x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z, ∀x, y, z ∈ X.

En este caso la pareja ordenada (X, ∗) se llama semigrupo.

Ejemplo 1 Son semigrupos:

1. (N,+) ,

2. (N, ∗) , donde ∗ denota la multiplcación usual,

3. (℘ (X) ,∩),

4. (℘ (X) ,∪) ,

5. ({f : X → X | f es una función} , ◦)
Son semigrupos.

1

11.5.1. Proyecciones ortogonales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 415
11.6. El teorema espectral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 418

Algunas notaciones utilizadas en el libro 423
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1.1. SEMIGRUPOS Y MONOIDES 3

1.
∗ 0 1
0 0 0
1 0 0

es asociativa.

2. Por la misma razón,
∗ 0 1
0 1 1
1 1 1

es asociativa.

3. La disyunción lógica
∨ 0 1
0 0 1
1 1 0

es asociativa.

4. La conjunción lógica
∧ 0 1
0 0 0
1 0 1

es asociativa.

5. Denamos ∗ por: x ∗ y = y ∀x, y ∈ {0, 1} . Es claro que las dos maneras de
poner paréntesis en

x ∗ y ∗ z,
nos produce el mismo resultado: z. La tabla correspondiente es

∗ 0 1
0 0 1
1 0 1

.

6. Dualmente,
∗ 0 1
0 0 0
1 1 1

.

2 CAPÍTULO 1. OPERACIONES ASOCIATIVAS

Ejemplo 2 1. (Z,−) no es un semigrupo:

1 = 1− 0 = 1− (1− 1) 6= (1− 1)− 1 = −1.

2. Consideremos la operación de diferencia de conjuntos en

℘ ({0, 1}) = {∅, {0} , {1} , {0, 1}} ,

observando que

{0, 1} = {0, 1} \∅ =
= {0, 1} \ ({0, 1} \ {0, 1}) 6= ({0, 1} \ {0, 1}) \ {0, 1} = ∅.

Conclúmoa que (℘ ({0, 1}) , \) no es un semigrupo.

1.1.1. Tablas de multiplicar

Denición 3 Sea ∗ una operación en un conjunto nito {a1, a2, ..., an} , la tabla de
multiplicar de ∗, es el arreglo cuadrado

∗ a1 a2 · · · ai · · · aj · · · an
a1 a1 ∗ a1 a1 ∗ ai a1 ∗ aj a1 ∗ an
a2
...
ai ai ∗ a1 ai ∗ aj
...

aj aj ∗ a1 aj ∗ ai
...

an an ∗ a1 an ∗ aj an ∗ an

Ejemplo 3 En el conjunto {0, 1} se pueden denir 16 operaciones. Para convencer-
nos de ello, calculemos la cardinalidad de

n
{0, 1} × {0, 1} f→ {0, 1} | f es una función

o
.

Notemos lo siguiente: cada uno de los cuatro elementos de {0, 1}×{0, 1}tiene que ir
a dar a 0 ó a 1 bajo una función de las de arriba. Entonces debe ser claro que hay
2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 2 = 16 elementos en el conjunto de funciones cuya cardinalidad estamos
calculando.
De estas 16 operaciones hay 8 asociativas. Mencionamos algunas:
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1.1. SEMIGRUPOS Y MONOIDES 5

1.1.2. Monoides con cancelación

Denición 5 Una terna (M, ∗, e) es un monoide si (M, ∗) es un semigrupo y e es
neutro para ∗ .

Denición 6 Sea (M, ∗, e) un monoide y supongamos que

a ∗ b = e, a, b ∈M,

diremos que a es inverso por la izquierda de b y que b es inverso por la derecha de a.

Observación 3 Si x es inverso por la izquierda de a y z es inverso derecho de a,
a ∈M, entonces x = z.

Demostración. z = e ∗ z = (x ∗ a) ∗ z = x ∗ (a ∗ z) = x ∗ e = x.

1. En un monoide el inverso de un elemento (si existe) es único.

2. Si x, z son inversos izquierdos de a, entonces a no tiene inverso derecho (y por
lo tanto no tiene inverso).

Demostración. Se sigue inmediatamente de la Observación anterior.

Ejemplo 5 Consideremos el monoide
¡
NN, ◦, IdN

¢
.

La función σ : N→ N tal que σ (k) = k + 1, tiene inverso izquierdo porque es
inyectiva, no tiene inverso derecho porque no es suprayectiva.
La función

fn : N → N

k 7−→
½

k − 1 si k > 0
n si k = 0

es un inverso izquierdo para σ, para cada n ∈ N. La función σ tiene una innidad de
inversos izquierdos en el monoide

¡
NN, ◦, IdN

¢
, y claro, no puede tener inverso.

Ejercicio 2 Diga como se reejan en una tabla de multiplicar los siguientes hechos:

1. La operación es conmutativa (es decir a ∗ b = b ∗ a, para cada a y b).

2. El elemento a es cancelable por la izquierda.

3. El elemento a es cancelable por la derecha.

4. a tiene inverso por la derecha.

5. e es neutro izquierdo para la operación.

4 CAPÍTULO 1. OPERACIONES ASOCIATIVAS

Hasta este momento hemos escrito 6 de las 8 operaciones asociativas que se pueden
denir en {0, 1} .

Ejercicio 1 Encuentre las otras dos operaciones asociativas que se pueden denir
en {0, 1} .

Para mostrar una operación que no es asociativa en el conjunto {0, 1} , tomemos
la tabla de la implicación, “⇒ ”:

⇒ 0 1
0 1 1
1 0 1

.

No es asociativa pues, 0⇒ (0⇒ 0) = 0⇒ 1 = 1, pero (0 =⇒ 0) =⇒ 0 = 1 =⇒ 0 =
0.

Denición 4 Sea ∗ una operación asociativa en S.

1. e ∈ S es un neutro izquierdo para ∗, si e ∗ x = x, ∀x ∈ S.

2. e ∈ S es un neutro derecho para ∗, si x ∗ e = x, ∀x ∈ S.

3. e ∈ S es un neutro para ∗, si e es un neutro izquierdo y derecho para ∗.

Observación 1 Si e es un neutro izquierdo para ∗ y f es un neutro derecho para la
misma operación, entonces e = f.

Demostración. e = e∗ f = f. La primera igualdad se da porque f es neutro
derecho y la segunda porque e es neutro izquierdo.

Observación 2 Si e, f son dos neutros izquierdos distintos para una operación ∗,
entonces ∗ no tiene neutro.

Ejemplo 4 Un semigrupo con dos neutros izquierdos:

* 0 1
0 0 1
1 0 1

.

Nótese que no hay neutro derecho.
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1.2. GRUPOS 7

Teorema 1 En un grupo (G, ∗, e) son equivalentes

1. b es el inverso de a.

2. a es el inverso de b.

3. a ∗ b = e.

4. b ∗ a = e.

Demostración. 1) ⇔ 2) b es el inverso de a

⇔ ((a ∗ b = e) ∧ (b ∗ a = e))⇔

⇔ ((b ∗ a = e) ∧ (a ∗ b = e))⇔

a es el inverso de b.

2) ⇒ 3) Es claro.

3)⇒ 4) Por c), b es inverso derecho de a. Como G es un grupo, a tiene un inverso
z (que es inverso por los dos lados). Entonces b = z y aś b es inverso izquierdo de a.

4) ⇒ 1) Análogo al argumento de arriba.

Corolario 1 En un grupo (G, ∗, e) valen las siguientes armaciones:
1) Denotemos por a−1 al inverso de a. La función ( )−1 : G → G es inyectiva y
suprayectiva (de hecho, es autoinversa).
2) (x ∗ y)−1 = y−1 ∗ x−1.
3)
¡
(x)−1

¢−1
= x.

Demostración. 1) Simplemente notemos que a ∗ a−1 = e = a−1 ∗ a implica que
a es el inverso de a−1. Es decir,

¡
(a)−1

¢−1
= a.

2) Se sigue de que x ∗ y ∗ y−1 ∗ x−1 = x ∗ e ∗ x−1 = e.

3) Visto en 1).

Notación 1 Es común que la operación para un grupo se denote con +, en este
caso, el neutro se denota 0, y el inverso de a se denota −a , en lugar de a−1.

6 CAPÍTULO 1. OPERACIONES ASOCIATIVAS

1.2. Grupos

Denición 7 Un grupo es un monoide (M, ∗, e) en el que cada elemento tiene
inverso.

Denición 8 si la operación en un grupo (M, ∗, e) es conmutativa, diremos que el
grupo es conmutativa (o abeliano)

Observación 4 1. En un grupo cada elemento tiene un único inverso.

2. En un grupo a ∗ x = e implica que a es el inverso de x (y que x es el inverso
de a).

Demostración. Se sigue de la Observación 3.

Ejercicio 3 Sea X un conjunto, denotemos Biy (X) el conjunto de biyecciones de
X a X. Demuestre que (Biy (X) , ◦, IdX) es un grupo.

Ejemplo 6 Tomemos X = {0, 1, 2}. Hay 6 biyecciones en el conjunto anterior.

{0, 1, 2} Φ−→ {0, 1, 2}
0 7−→ 0
1 7−→ 2
2 7−→ 1

es una, y

{0, 1, 2} Ψ−→ {0, 1, 2}
0 7−→ 1
1 7−→ 2
2 7−→ 0

es otra.
Obsérvese que Φ ◦Ψ 6= Ψ ◦ Φ.

Ejercicio 4 Muestre que si |X| > 3 entonces (Biy (X) , ◦, IdX) es un grupo no
conmutativo.

Recordemos que en un monoide M , un inverso izquierdo y un inverso derecho de
a ∈M tienen que coincidir.
En particular, en un grupo (G, ∗, e) el inverso de cada elemento es único, de hecho

podemos demostrar lo siguiente:

interiores.indd   6 22/3/11   10:42:42



1.2. GRUPOS 7

Teorema 1 En un grupo (G, ∗, e) son equivalentes

1. b es el inverso de a.

2. a es el inverso de b.

3. a ∗ b = e.

4. b ∗ a = e.

Demostración. 1) ⇔ 2) b es el inverso de a

⇔ ((a ∗ b = e) ∧ (b ∗ a = e))⇔

⇔ ((b ∗ a = e) ∧ (a ∗ b = e))⇔

a es el inverso de b.

2) ⇒ 3) Es claro.

3)⇒ 4) Por c), b es inverso derecho de a. Como G es un grupo, a tiene un inverso
z (que es inverso por los dos lados). Entonces b = z y aś b es inverso izquierdo de a.
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Observación 4 1. En un grupo cada elemento tiene un único inverso.

2. En un grupo a ∗ x = e implica que a es el inverso de x (y que x es el inverso
de a).

Demostración. Se sigue de la Observación 3.

Ejercicio 3 Sea X un conjunto, denotemos Biy (X) el conjunto de biyecciones de
X a X. Demuestre que (Biy (X) , ◦, IdX) es un grupo.

Ejemplo 6 Tomemos X = {0, 1, 2}. Hay 6 biyecciones en el conjunto anterior.

{0, 1, 2} Φ−→ {0, 1, 2}
0 7−→ 0
1 7−→ 2
2 7−→ 1

es una, y

{0, 1, 2} Ψ−→ {0, 1, 2}
0 7−→ 1
1 7−→ 2
2 7−→ 0

es otra.
Obsérvese que Φ ◦Ψ 6= Ψ ◦ Φ.

Ejercicio 4 Muestre que si |X| > 3 entonces (Biy (X) , ◦, IdX) es un grupo no
conmutativo.

Recordemos que en un monoide M , un inverso izquierdo y un inverso derecho de
a ∈M tienen que coincidir.
En particular, en un grupo (G, ∗, e) el inverso de cada elemento es único, de hecho

podemos demostrar lo siguiente:
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1.2. GRUPOS 9

1. ∗ asociativa ⇒ ∗|X×X es asociativa.

2. ∗ conmutativa ⇒ ∗|X×X es conmutativa.

Denición 11 Sea (G, ∗, e) un grupo y S un subconjunto de G, diremos que S es
un subgrupo de G si ¡

S, ∗|S×S, f
¢

es un grupo.

Ejercicio 5 Son equivalentes para un subconjunto S de G, con (G, ∗, e) grupo:

1. S es un subgrupo de G.

a) S es cerrado bajo ∗.
b) e ∈ S.

c) s ∈ S ⇒ s−1 ∈ S.

Ejercicio 6 Demuestre que

1. La intersección de dos subgrupos de un grupo G es un subgrupo de G.

2. La intersección de una familia {Hα}α∈X de subgrupos de G es un subgrupo de
G.

Ejercicio 7 Si X es un subconjunto de un grupo G, entonces la intersección de la
familia de subgrupos que contienen a X es el menor subgrupo que contiene a X. Se
llama el subgrupo generado por X, y lo denotaremos hXi .

Ejemplos 7 1. El subgrupo generado por el neutro de un grupo (G, ∗, e) es {e} .

a) {e} es cerrado bajo ∗.
b) e ∈ {e} .
c) e−1 = e ∈ {e} .
Entonces {e} es un subgrupo que contiene a e. Es claro que es el subgrupo
que genera {e} (no puede haber otro subgrupo más pequeño que contenga
e).

2. El subgrupo de (Z,+, 0) generado por −2 es 2Z.

8 CAPÍTULO 1. OPERACIONES ASOCIATIVAS

1.2.1. Subgrupos y restricción de funciones.

Denición 9 Si X ⊆ A se dene la función inclusión

iAX : X → A
x 7−→ x

de esta manera podemos pensar la inclusión de un conjunto en otro como una función.

Denición 10 Sea X ⊆ A y sea f : A → B una función. En este caso podemos
tomar la composición de iAX con f , es decir,

A B

X

-f

6
iAX

¡
¡
¡¡µ

f◦iXA

Llamaremos f|X a la composición f ◦ iAX . f|X se llama la restricción de f a X.

Observación 5 Si ∗ es una operación en S, y X es un subconjunto de S, entonces
X ×X es un subconjunto de S × S y entonces podemos considerar

∗|X×X : X ×X → S

S × S S

X ×X

-∗

6
iS×SX×X

¡
¡
¡
¡¡µ

∗|X×X

Notemos que ∗|X×X : X×X → S no es una operación en X, puesto que el codominio
no es X.

Sin embargo, si nosotros tuviéramos que

∀x, y ∈ X, x ∗ y ∈ X,

podŕamos tomar ∗|X×X : X ×X → X.
En este caso diremos que X es un subconjunto de S cerrado bajo ∗.

Observación 6 Sea ∗ operación en S, y sea X un subconjunto de S cerrado bajo ∗.
Entonces:
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1.2. GRUPOS 11

a) Primero convenzámonos de que {nz1 +mz2 | z1, z2 ∈ Z} es un subgrupo de
Z que contiene tanto a n como a m. (Es cerrado bajo la suma, contiene
al 0, es cerrado bajo tomar inversos, y contiene a n y a m.

b) Supongamos ahora que H es un subgrupo de Z que contiene a n, y a
m. Entonces también debe contener al subgrupo generado por n, es decir
nZ ⊆ H. Lo mismo puede decirse de mZ. Como H es cerrado bajo la suma
entonces nZ +mZ ⊆H. Por lo tanto, nZ +mZ es el subgrupo generado
por {n,m}.

c) Ahora, nZ+mZ = dZ, para algún natural d. Es fácil comprobar que es el
máximo común divisor de n y m.

6.
nZ ∩mZ = [n;m]Z

donde [n;m] en denota el ḿnimo común múltiplo de n y m.

Teorema 2 Si g ∈ G, entonces hgi = {gz | z ∈ Z} .1

Demostración. 1. e = g0 ∈ {gz | z ∈ Z}
2. gz ∗ gw = gz+w ∈ {gz | z ∈ Z}, (ejercicio).
3. (gz)−1 = g−z ∈ {gz | z ∈ Z}, (ejercicio).
Luego, {gz | z ∈ Z} es un subgrupo de G que contiene a g = g1. Por lo tanto

hgi 6 {gz | z ∈ Z} .
Por otra parte, se demuestra por inducción, que gz ∈ hgi ,∀z ∈ Z. Esto nos da la

igualdad entre {gz | z ∈ Z} y hgi .

Observación 7 Si X ⊆ G, entonces

hXi =
©
ak11 a

k2
2 a

k3
3 ...a

kn
n | n ∈ N, ai ∈ X, ki ∈ Z

ª
.

Ejemplo 8 Las simetŕas del cuadrado son un subgrupo de Biy {1, 2, 3, 4} .

Ejercicio 8 Si G es un grupo, entonces

1gz se dene de la manera siguiente:

1. g0 = e, el neutro.

2. gk+1 = gk ∗ g

3. g−k =
¡
g−1

¢k
k > 0.

10 CAPÍTULO 1. OPERACIONES ASOCIATIVAS

a) −2 ∈ 2Z.
b) 2Z es cerrado bajo la suma.
c) 0 ∈ 2Z,
d) −2k = 2 (−k) ∈ 2Z.
Entonces 2Z es un subgrupo de Z que contiene a −2. Si H es un subgrupo
de Z que contiene a −2, debe de contener también a 0 − (−2) = 2, a
−2 − 2 = −4, a 0 − (−4) = 4,..., a 2k, a 0 − 2k = −2k, a −2k − 2, a
0−(−2k − 2) = 2 (k + 1) ,... Es decir, H debe contener a 2Z. Por lo tanto
2Z es el menor subgrupo de Z que contiene a −2.

3. El subgrupo de Z generado por n es nZ.
Es análogo al anterior.

4. Todos los subgrupos de Z son de la forma nZ, con n ∈ N.

a) Un subgrupo H de Z tiene que contener por lo menos al neutro 0. Si
H = {0} entonces H = 0Z.

b) Si H 6= 0Z, tomemos un entero m distinto de 0 que pertenezca a H. Si
m < 0, notemos que 0 −m = −m > 0 es un elemento de H. Aś que H
contiene enteros positivos. Otra manera de decir esto es: H ∩ Z+ 6= ∅.
Usemos el principio del buen orden para convencernos de que podemos
tomar el menor entero positivo que pertenece a H. Entonces n ∈ H y por
lo tanto

nZ ⊆ H.

c) Tomemos un elemento de H, x digamos, y apliquemos el algoritmo de la
división a x y n:

q
n x

r 0 6 r < n
,

como x = qn+ r, entonces r = x− qn = x+ (−q)n ∈ H. De aqú vemos
que r tiene que ser 0, pues de nos ser aś, r seŕa un elemento de H más

pequeño que el más pequeño
∇◦). Como r = 0 entonces x = qn ∈ nH.

5. El subgrupo de Z generado por {n,m} es

nZ+mZ = {nz1 +mz2 | z1, z2 ∈ Z} = (n;m)Z

donde (n;m) denota el máximo común divisor de n y m.
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Ejemplo 8 Las simetŕas del cuadrado son un subgrupo de Biy {1, 2, 3, 4} .

Ejercicio 8 Si G es un grupo, entonces

1gz se dene de la manera siguiente:

1. g0 = e, el neutro.

2. gk+1 = gk ∗ g

3. g−k =
¡
g−1

¢k
k > 0.
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1.3. ANILLOS 13

Figura 1.1:

1.3. Anillos

Denición 13 Un anillo es una quinteta (R,+, ∗, 0, 1) tal que:

1. (R,+, 0) es un grupo conmutativo.

2. (R, ∗, 1) es un monoide.

3. ∗ se distribuye sobre +, por los dos lados, es decir que

r ∗ (s+ t) = (r ∗ s) + (r ∗ t) , ∀r, s, t ∈ R.

y
(s+ t) ∗ r = (s ∗ r) + (t ∗ r) , ∀r, s, t ∈ R.

Cuando en un anillo la operación ∗ es conmutativa, el anillo se llama anillo
conmutativo.
Hay que notar que la suma en un anillo siempre es conmutativa.

Ejemplos 9 1. (Z,+.∗, 0, 1) es un anillo.

12 CAPÍTULO 1. OPERACIONES ASOCIATIVAS

1. ∀g ∈ G, ∀z,w ∈ Z, gz ∗ gw = gz+w.

2. ∀g ∈ G, ∀z ∈ Z, g−z = (gz)−1 .

3. ∀g ∈ G, ∀z,w ∈ Z, (gz)w = gzw.

Denición 12 Sea V un conjunto de puntos en el plano euclidiano, una función
f : V → V es una simetŕa de V si respeta las distancias entre puntos de V.

Observación 8 Sea V nito, como en la denición anterior, entonces una simetŕa
de V es una biyección:

Demostración. Si x 6= y son elementos de V , entonces su distancia es distinta
de 0, por lo tanto d (f (x) , f (y)) = d (x, y) 6= 0. En particular, x 6= y. Por lo tanto f
es inyectiva. Como f es inyectiva, y V es nito, entonces f es biyectiva.

Observación 9 Si V es un subconjunto nito del plano, entonces

{f : V → V | f es simetŕa}
es un subgrupo de Biy(V ).

Demostración. 1. La composición de dos simetŕas es una simetŕa:
Supongamos que f, g son dos simetŕas de V, y que x, y ∈ V. Entonces

dist ((g ◦ f) (x) , (g ◦ f) (y)) = dist (g (f (x)) , g (f (y))) =

= dist (f (x) , f (y)) = dist (x, y) .

2. La función identidad IdV es una simetŕa.
3. Si f es una simetŕa, entonces f−1 también lo es:

sean x, y ∈ V, entonces x = f (u) , y = f (v) (recordemos que f es suprayectiva).
Entonces

dist
¡
f−1 (x) , f−1 (y)

¢
= dist

¡
f−1 (f (u)) , f−1 (f (v))

¢
=

= dist (u, v) = dist (f (u) , f (v)) = dist (x, y) .

En particular, si 1, 2, 3, 4, son los vértices de un cuadrado, las simetŕas del con-
junto de vértices del cuadrado son los elementos de un subgrupo de Biy {1, 2, 3, 4} .
Contemos el número de simetŕas del cuadrado: el número posible de imágenes

de 1 es 4. La imagen del 3 queda determinada por la imagen de 1. 2 tiene que ir a
dar a un vecino de la imagen de 1 (dos posibilidades). Esto ya determina la imagen
de 4. En total hay 4× 2 = 8 simetŕas del cuadrado.
Observando la gura anterior, vemos que las 8 simetŕas del cuadrado son 4

reexiones (sobre los ejes de simetŕa) y 4 rotaciones (incluyendo la identidad).
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reexiones (sobre los ejes de simetŕa) y 4 rotaciones (incluyendo la identidad).

interiores.indd   13 22/3/11   10:42:44



1.3. ANILLOS 15

1.3.1. Producto de copias de un anillo.

Denición 14 Sea (R,+, ∗, 0, 1) un anillo y sea X un conjunto.
RX es el conjunto de las funciones de X a R.
Si tenemos dos elementos de RX, f y g, podemos sumarlas por medio de la denición:

¡
f+̃g

¢
(x) =: f (x) + g (x) .

Del lado izquierdo de la ecuación anterior tenemos la suma que se está deniendo y
del lado derecho la suma en el anillo R. Notemos que +̃ es una operación en RX y
que es conmutativa, asociativa con neutro: 0̂, la función constante y notemos también
que la función f tiene inverso aditivo: −f. −f calculada en x da −f (x).
Denimos el producto en RX, de manera similar:

(f ∗̃g) (x) =: f (x) ∗ g (x) .

Es una vericación rutinaria la de la asociatividad de ∗̃, y la distributividad de ∗̃
sobre +̃. El neutro del producto es la función constante 1̂.

Teorema 3 Sea (R,+, ∗, 0, 1) un anillo. Entonces valen las siguientes armaciones:

1. ∀r ∈ R, 0 ∗ r = r ∗ 0 = 0.

2. ∀r, s ∈ R, ((r + s = 0)⇒ (r = −s ∧ s = −r)) .

3. ∀r ∈ R, (−1) ∗ r = −r = r ∗ (−1).

4. ∀r, s ∈ R, [(−r) ∗ s = − (r ∗ s) = r ∗ (−s)].

5. (−r) ∗ (−s) = r ∗ s.

Demostración. 1. 0 + (r ∗ 0) = (r ∗ 0) = r ∗ (0 + 0) = r ∗ 0 + r ∗ 0. Cancelamos
r ∗ 0, para obtener r ∗ 0 = 0. Análogamente, obtenemos 0 ∗ r = 0.
2. Esta es una propiedad de los grupos.
3. (−1) ∗ r + r = (−1) ∗ r + 1 ∗ r = (−1 + 1) ∗ r = 0 ∗ r = 0. Análogamente,

r ∗ (−1) = −r.
4. r ∗ s+ (−r) ∗ s = 0 ∗ r = 0.
Además .r ∗ (−s) + r ∗ s = r ∗ (−s+ s) = r ∗ 0 = 0.
5. (−r) ∗ (−s) = − (r ∗ (−s) = − (− (r ∗ s))) = r ∗ s.

Denición 15 Un anillo (R,+, ∗, 0, 1) es un

14 CAPÍTULO 1. OPERACIONES ASOCIATIVAS

2. (Zn,+.∗, 0, 1) es un anillo.

3. (Q,+.∗, 0, 1) es un anillo.

4. (R,+.∗, 0, 1) es un anillo.
Ejemplo 10 Tomemos un conjunto X. Consideremos ℘ (X) denamos en ℘ (X)
una suma de la manera siguiente: A + B =: (A ∪B) \ (A ∩B) (esto se llama la
diferencia simétrica de A y de B, y también se denota por A∆B).
Denamos ahora el producto de A y de B como su intersección: A ∩B.
Proposición 1 Veremos que (℘ (X) ,+,∩, ∅,X) es un anillo.
Demostración. Lo único no trivial que hay que demostrar es que + es asociativa

(y que la intersección se distribuye sobre la suma).
Comparemos A+ (B + C) con (A+B) + C = C + (A+B) = C + (B +A) (la

suma es conmutativa). Veremos que A + (B + C) es inalterado por el intercambio
A←→ C y con esto habremos terminado.
En efecto:

A+ (B + C) = [A ∩Bc ∩ Cc] ∪ [A ∩ C ∩B] ∪ [B ∩ Cc ∩Ac] ∪ [C ∩Bc ∩Ac]

Notemos que los uniendos de enmedio son invariantes bajo el intercambio de A con
C, mientras que los extremos se mapean uno en el otro, cuando uno intercambia A
con C.
La siguiente es una vericación de la igualdad anterior.

A+ (B + C) = (A\(B + C)) ∪ ((B + C)\A) =
= (A ∩ [(B\C) ∪ (C\B)]c ∪ ([(B\C) ∪ (C\B)] ∩Ac) =

= (A ∩ [(B ∩ Cc) ∪ (C ∩Bc)]c) ∪ ([(B ∩ Cc) ∪ (C ∩Bc)] ∩Ac) =

= (A ∩ [(B ∩ Cc)c ∩ (C ∩Bc)c]) ∪ [(B ∩ Cc ∩Ac) ∪ (C ∩Bc ∩Ac)] =

= (A ∩ [(Bc ∪ C) ∩ (Cc ∪B)]) ∪ [(B ∩ Cc ∩Ac) ∪ (C ∩Bc ∩Ac)] =

= ([(A ∩Bc) ∪ (A ∩ C)] ∩ (Cc ∪B)) ∪ [(B ∩ Cc ∩Ac) ∪ (C ∩Bc ∩Ac)] =

= [[(A ∩Bc) ∩ (Cc ∪B)] ∪ [(A ∩C) ∩ (Cc ∪B]] ∪ [(B ∩Cc ∩Ac) ∪ (C ∩Bc ∩Ac)] =

= [[(A ∩Bc ∩ Cc) ∪ ∅] ∪ [∅ ∪ (A ∩ C ∩B)]] ∪ [(B ∩ Cc ∩Ac) ∪ (C ∩Bc ∩Ac)] =

= [(A ∩Bc ∩ Cc) ∪ (A ∩ C ∩B)] ∪ [(B ∩ Cc ∩Ac) ∪ (C ∩Bc ∩Ac)].

Ejercicio 9 Complete los detalles de la demostración de que (℘(X),+,∩
, ∅,X) es un anillo.
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1.3. ANILLOS 17

Ejercicio 11 Una máquina acepta palabras de ocho letras (denidas como suce-
siones de ocho letras del alfabeto, inclusive si no tiene signicado) e imprime una
palabra de ocho letras consistente de las primeras 5 letras de la primera palabra segui-
da de las últimas tres letras de la segunda palabra. Demuestre que el conjunto de las
palabras de ocho letras con esta regla de multiplicación es un semigrupo. ¿Seŕa éste el
caso si la máquina imprime las cuatro primeras letras de la primera palabra seguidas
de las cuatro últimas de la segunda palabra? ¿Alguno de estos dos sistemas tiene
neutro?

Ejercicio 12 Sea (M, ∗, 1) un monoide y sea m ∈ M . Def́nase un nuevo producto
∗m por a ∗m b = a ∗ m ∗ b. Demuestre que esto dene un semigrupo, ¿bajo que
condiciones hay neutro?

Ejercicio 13 Sea S un semigrupo, u un objeto que no pertenece a S. Tómese M =
S ∪ {u} y extendamos el producto en S a un producto binario en Mdeniendo ua =
a = au ∀a ∈M . Demuéstrese que (M, ∗, u) es un monoide.

Ejercicio 14 Sea G un conjunto nito con una operación binaria ∗ y un neutro
e. Demuéstrese que G es un grupo ⇔ su tabla de multiplicar tiene las siguientes
propiedades:

1. Todo renglón y columna de la tabla contiene cada elemento de G.

2. Para cada par de elementos x, y de G\ {e} sea R un rectángulo en el cuerpo de
la tabla que tiene e en uno de sus vértices, x un vértice en el mismo renglón
que e y y un vértice en la misma columna que e, entonces el cuarto vértice
depende sólo de la pareja (x, y) y no de la posición de e.

Ejercicio 15 Encuentre los inversos multiplicativos de 2, 8, 11, 13, 15 en Z17\ {0̄}
y en Z53\ {0̄} .

Ejercicio 16 Muestre que si la suma y la multiplicación en un anillo

(R,+, ∗, 0, 1)

son conmutativas, entonces una distributividad implica la otra.

Ejercicio 17 Mostrar que en un anillo R, r ∗ 0 = 0 = 0 ∗ r, ∀r ∈ R.

Ejercicio 18 Suponga que en un anillo (R,+, ∗, 0, 1) , 0 = 1. ¿Cuántos elementos
tiene R? Escriba las tablas de sumar y de multiplicar.

16 CAPÍTULO 1. OPERACIONES ASOCIATIVAS

1. Anillo conmutativo si ∗ es conmutativa.

2. Dominio si (R\ {0} , ∗, 1) es un monoide con cancelación..

3. Anillo con división si (R\ {0} , ∗, 1) es un grupo.

4. Campo si (R\ {0} , ∗, 1) es un grupo abeliano.

Observación 10 Todo campo es un dominio pero hay dominios que no son campos.

Demostración. Que un campo es un dominio, se sigue del hecho de que un
grupo es un monoide con cancelación.
Por otra parte (Z,+, ∗, 0, 1) es un dominio que no es campo.

Denición 16 Una unidad en un anillo R es un elemento con inverso multiplica-
tivo. El conjunto de las unidades para un anillo R, lo denotaremos R×.

Ejemplo 11 Consideremos el anillo de los enteros módulo n, Zn. Entonces

Z×n = {ā ∈ Zn | (a;n) = 1} .

En efecto: Si (a;n) = 1, entonces hay una combinación entera de a y de n, az+nw =
1. De aqú es claro que az = 1̄, por lo que z̄ es el inverso multiplicativo de ā.
Rećprocamente, si ā tiene inverso multiplicativo z̄, entonces az = 1̄. Esto equivale

a az
n≡ 1, es decir que n | (az − 1), que se puede expresar como: ∃w ∈ Ztal que

nw = az − 1, o sea que
1 = az − nw.

De aqú vemos que (a;n) = 1.

Corolario 2 Zn es un campo ⇔ n es un primo.

Demostración.
Zn es un campo⇔

Zn\ {0̄} = Z×n = {ā | (a;n) = 1}⇔©
1̄, 2̄, ..., n− 1

ª
= {ā ∈ Zn | (a;n) = 1}⇔

[(k;n) = 1,∀k ∈ Z, tal que 1 6 k < n] ⇔ n es primo.

Ejercicio 10 Demostrar la unicidad de q y de r en el Ejemplo 4 c.
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depende sólo de la pareja (x, y) y no de la posición de e.

Ejercicio 15 Encuentre los inversos multiplicativos de 2, 8, 11, 13, 15 en Z17\ {0̄}
y en Z53\ {0̄} .

Ejercicio 16 Muestre que si la suma y la multiplicación en un anillo

(R,+, ∗, 0, 1)

son conmutativas, entonces una distributividad implica la otra.

Ejercicio 17 Mostrar que en un anillo R, r ∗ 0 = 0 = 0 ∗ r, ∀r ∈ R.

Ejercicio 18 Suponga que en un anillo (R,+, ∗, 0, 1) , 0 = 1. ¿Cuántos elementos
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Caṕtulo 2

Espacios vectoriales

2.1. Espacios vectoriales y subespacios

Denición 17 Un espacio vectorial es una quinteta (V, +̃, 0̄, F, · : F × V → V ) tal
que:

1.
³
V, +̃,�0

´
es un grupo abeliano.

2. · : F × V → V satisface:

a) 1 · �v = �v, ∀�v ∈ V.

b) (cd) · �v = c · (d · �v), ∀c, d ∈ F, ∀�v ∈ V.

c) (c+ d) · �v = c�v+̃d�v, ∀c, d ∈ F, ∀�v ∈ V.

d) c ·
¡
�v+̃�w

¢
= c · �v+̃c · �w,∀c ∈ F, ∀�v, �w ∈ V.

Los elementos de V se llaman vectores, los de F se llaman escalares, y cuando
sea claro como se denieron las operaciones, escribiremos FV en lugar de toda la
quinteta ordenada. FV se lee: V es un espacio vectorial sobre el campo F.

Ejemplo 12 (R [x] ,+, 0̄,R, · : R×R [x]→ R) es un espacio vectorial..

Ejemplo 13
³
Rn , +̃,�0,R, · : R× Rn → R

´
es un espacio vectorial, con las opera-

ciones denidas de la manera siguiente:

1. (a1, a2, ..., an) +̃ (b1, b2, ..., bn) = (a1 + b1, a2 + b2, ..., an + bn).

2. c · (a1, a2, ..., an) = (ca1, ca2, ..., can) .

19

18 CAPÍTULO 1. OPERACIONES ASOCIATIVAS

Ejercicio 19 ¿Qué pasaŕa si en un anillo además se tuviera que la suma se dis-
tribuyera sobre el producto? ¿Puede pasar esto? ¿Cómo seŕa R?

Ejercicio 20 ¿Por qué un campo debe tener por lo menos dos elementos?

Ejercicio 21 Considere el conjunto

n
a+ b

√
2 | a, b ∈ Q

o

súmense y multipĺquense como reales. ¿Es esto un campo? ¿Quién es el rećproco de
un elemento a+ b

√
2 6= 0?

Ejercicio 22 Considere el conjunto
©
a+ b

√
−1 | a, b ∈ Z

ª
súmense y multipĺquense

como complejos. ¿Es esto un anillo? ¿Quiénes son los elementos con rećproco?

Ejercicio 23 Compruebe la regla de los signos en un anillo:

1. (−a) (b) = − (ab) .

2. (a) (−b) = − (ab) .

3. (−a) (−b) = ab.

Ejercicio 24 Tomemos el anillo (℘ (N) ,+,∩, ∅,N) , resuelva las ecuaciones:

1. X + 2N = {2k + 1 | k ∈ N} .

2. X + {0, 1, 2, 9} = {0, 3} .

3. X ∩ Y = N.

4. X ∩ (Y +X) = ∅. (Aqú, “resolver” quiere decir, encontrar todas las solu-
ciones).
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2.1. ESPACIOS VECTORIALES Y SUBESPACIOS 21

Observación 11 Tomemos un campo F y tomemos

X = {1, 2, ..., n} × {1, 2, ...,m} ,

un elemento A en FX se llama una matriz de n×m con coecientes en F.

Por costumbre, uno escribe Ai,j en lugar de escribir A (i, j) .
También por costumbre, uno suele escribir una matriz A en la forma de un arreglo

rectangular: 


A1,1 A1,2 A1,3 · · · A1,m

A2,1 A2,2 A2,3 · · · A2,m
...
An,1 An,2 An,3 An,m


 .

Ejemplos 15 De acuerdo a las deniciones:

1. (A+B)i,j = Ai,j +Bi,j∀ (i, j) ∈ {1, 2, ..., n} × {1, 2, ...,m} .

2.

µ
2 3 5
6 7 8

¶
+

µ
0 7 8
9 5 4

¶
=

µ
2 10 13
15 12 12

¶
.

3. (cA)i,j = cAi,j ∀ (i, j) ∈ {1, 2, ..., n} × {1, 2, ...,m} .

4. 2

µ
3 4 5
6 7 8

¶
=

µ
6 8 10
12 14 16

¶
.

Denición 18 Sea
¡
V, +̃, 0̂, F.· : F × V → V

¢
un espacio vectorial, y sea W ⊆ V.

Diremos que W es un subespacio vectorial de V si
³
W, +̃|W×W ,�0, F, ·|F×W : F ×W →W

´

es un espacio vectorial. Cuando esto pase, escribiremos W 6 FV.

Proposición 2 W 6 FV ⇔



i) W es cerrada bajo +̃

ii) �0 ∈W.
iii) ∀a ∈ F,∀�� ∈W, a · �� ∈W.

Demostración. ⇒)
i) Que +̃|W×W sea una operación en W signica que +̃|W×W : W ×W → W, es

decir, que sumando dos elementos de W se obtiene un elemento de W. Esto es lo
mismo que decir que W es cerrado bajo +̃.

20 CAPÍTULO 2. ESPACIOS VECTORIALES

Teorema 4 Si V es un espacio vectorial sobre F , entonces

1. 0 · �v = �0, ∀�v ∈ V .

2. a ·�0 = �0, ∀a ∈ F.

3. (−1)�v = −�v, ∀�v ∈ V.

Demostración. 1. �0+̃ (0 · �v) = 0 · �v = (0 + 0) · �v = 0 · �v+̃0 · �v. Cancelando 0 · �v,
obtenemos �0 = 0 · �v.
2. Sea a ∈ F , entonces �0+̃

³
a ·�0

´
= a · �0 = a ·

³
�0+̃�0

´
= a · �0+̃a · �0. Cancelando

a ·�0, obtenemos: �0 = a ·�0.
3. 1 · �v+̃ (−1) · �v = (1 + (−1)) · �v = 0 · �v = �0. De aqú que (−1) · �v = −�v.

Ejemplo 14 Sea F un campo y sea X un conjunto. Entonces

FX = {f : X → F | f es una función} .
Se dene la suma de funciones de la manera usual, y el producto de un elemento de
F por una función también de la manera usual:

1. f+̃g : X → F es la función tal que
¡
f+̃g

¢
(x) = f (x) + g (x) .

2. c · f : X → F es la función tal que (c · f) (x) = c (f (x)) .

Entonces: ¡
FX , +̃, 0̂, F, · : F × FX → FX

¢

es un espacio vectorial.
Demostración. Que

¡
FX , +̃, 0̂,

¢
es un grupo conmutativo, se deja como ejerci-

cio.
Propiedades del producto por escalares:
1. (1 · f) (x) = 1 · f (x) = f (x) ,∀x ∈ X. Por lo tanto las funciones 1 · f y f

coinciden.
2. [(cd) · f ] (x) = (cd) · f (x) = c (df (x)) = c ((df) (x)) = (c · (d · f)) (x), ∀x ∈ X,

por lo que las funciones [(cd) · f ] y (c · (d · f)) coinciden.
3. [(c+ d) (f)] (x) = (c+ d) (f (x)) = cf (x) + df (x) =

= (cf) (x) + (df) (x) = (cf + df) (x) ,∀x ∈ X.

Por lo tanto, (c+ d) (f) = (cf + df).
4.
£
c ·
¡
f+̃g

¢¤
(x) = c

£¡
f+̃g

¢
(x)
¤
= c [f (x) + g (x)] =

= c (f (x)) + c (g (x)) = (c · f) (x) + (c · g) (x) =
¡
c · f+̃c · g

¢
(x) ,∀s ∈ X.

Por lo tanto c ·
¡
f+̃g

¢
= c · f+̃c · g.
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2. La función constante 0̂ tiene soporte ∅, que es nito.

3. Si c es un escalar y f es una función de soporte nito, entonces c·f tiene soporte
nito ya que sop(c · f) ⊆ sop(f) ((cf) (x) 6= 0⇒ c (f (x)) 6= 0⇒ f (x) 6= 0).

Denición 19 Si A ∈ Mn×m (F ) , su transpuesta es la matriz At ∈ Mm×n (F ) tal
que At

i,j = Aj,i.

Denición 20 Decimos que una matriz A ∈Mn×n (F ) es simétrica si A = At.

Ejemplo 18 Denotemos por Sn = {A ∈Mn×n (F ) | A es simétrica} . Entonces Sn 6
Mn×n (F ) .

Demostración. 1. Supongamos que A,B son matrices simétricas. Entonces (A+
B)tj,i = (A+B)i,j = Ai,j +Bi,j = At

i,j +Bt
i,j = Aj,i +Bj,i = (A+B)j,i. Por lo tanto

(A+B)t = A+B, es decir, A+B también es simétrica.
2. La matriz de ceros es simétrica: Oj,i = 0 = Oi,j.
3. Si A es simétrica y c es un escalar, entonces

(cA)i,j = cAi,j = cAj,i = (cA)j,i = (cA)
t
i,j .

Ejemplo 19 Denotemos por Tn = {A ∈Mn×n (F ) | Ai,j = 0 si i > j} , .(el conjunto
de las matrices triangulares superiores). Entonces Tn 6Mn×n (F ) .

1. Supongamos que A,B son matrices triangulares superiores y sea i > j. En-
tonces (A+B)i,j = Ai,j +Bi,j = 0 + 0 = 0. Por lo tanto A+B es una matriz
triangular superior.

2. La matriz de ceros es triangular superior:: Oi,j = 0 si i ≥ j.

3. Si A es triangular superior, c es un escalar, e i > j entonces (cA)i,j = cAi,j =
c0 = 0.

2.2. El subespacio generado por un conjunto

Teorema 5 Si {Wα}α∈X es una familia de subespacios vectoriales del espacio FV,
entonces ∩ {Wα}α∈X también es un subespacio de V.

22 CAPÍTULO 2. ESPACIOS VECTORIALES

ii) El neutro de +̃|W×Wdebe coincidir con el neutro de +̃ que es �0. Por lo tanto
�0 ∈W.

iii) Que ·|F×W : F ×W →W es una función con dominio F ×W y codominio W
signica exactamente lo mismo que

∀a ∈ F,∀�� ∈W, a · �� ∈W.

⇐)
Supongamos que se cumplen i), ii) y iii).
Por el inciso i), tenemos que +̃|W×W es una operación en W.
Por herencia, +̃|W×W es asociativa y conmutativa.

Lo anterior, junto con ii), nos dicen que
³
W, +̃|W×W ,�0

´
es un monoide.

Ahora, de la condición iii) y del Teorema 4 tenemos que −�� = (−1) · �� ∈ W ,

∀�� ∈ W. Conclúmos que
³
W, +̃|W×W ,�0

´
es un grupo conmutativo Es una cuestión

sencilla comprobar que el producto ·|F×W : F ×W → W satisface las propiedades

pedidas a un producto por escalares. Aś que
³
W, +̃|W×W ,�0, F, ·|F×W

´
es un espacio

vectorial.1

Ejemplo 16 C (R) = {f : R→ R | f es continua} es un subespacio de RR:

1. La suma de dos funciones continuas es continua.

2. La función constante 0̂ es continua.

3. El producto de un escalar por una función continua es continua.

Recordemos que F (X) = {f : X → F | sop (f) es nito} . Aqú hay que recordar
también que

sop (f) = {x ∈ Dom(f) | f (x) 6= 0} .
Entonces

Ejemplo 17 F (X) 6 FX pues:

1. La suma de dos funciones f, g ∈ FX , de soporte nito es de soporte nito,
puesto que sop

¡
f+̃g

¢
⊆ sop(f)∪ sop(g). (La unión de dos conjuntos nitos es

nita, y un subconjunto de un conjunto nito es nito).

1Por ejemplo, (cd) · �� = c · (d · ��) para cualesquiera escalares c, d y cualquier �� ∈W, porque lo
anterior se cumple para cualquier vector en V.
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Ejemplo 21 L ({(1, 2)}) = {(k, 2k) | k ∈ R} 6 R2.

x

y

Observación 12 W 6 V ⇔W = L (W ).

Demostración. ⇐) Obvio.
⇒)
Como W ⊆W 6 V, entonces L (W ) 6W.
Por denición, un conjunto siempre está inclúdo en el subespacio que genera.

Por lo tanto, W ⊆ L (W ) .

Denición 22 Si W1,W2 6 V , W1 +W2 =: L (W1 ∪W2) .

Proposición 3 Si W1,W2 6 V , entonces
W1 +W2 = {�w1 + �w2 | �w1 ∈W1, �w2 ∈W2}.

Demostración. Denotemos con S al conjunto

{�w1 + �w2 | �w1 ∈W1, �w2 ∈W2} .

Este conjunto es un subespacio de V, que incluye tanto a W1 como a W2:
En efecto:
1. Supongamos que �w1, �u1 ∈ W1 y que �w2, �u2 ∈ W2, entonces (�w1 + �w2) +

(�u1 + �u2) = (�w1 + �u1) + (�w2 + �u2) ∈ S.
2. �0 = �0 +�0 ∈ S.
3. c · (�w1 + �w2) = c�w1 + c�w2 ∈ S.

24 CAPÍTULO 2. ESPACIOS VECTORIALES

Demostración. 1. Sean �x, �y ∈ ∩ {Wα}α∈X , entonces �x, �y ∈ Wα, ∀α ∈ X. Como
cada Wα es cerrada bajo la suma, entonces �x + �y ∈ Wα, ∀α ∈ X. Por lo tanto
�x+ �y ∈ ∩ {Wα}α∈X .

2. �0 ∈Wα, ∀α ∈ X, por lo tanto �0 ∈ ∩ {Wα}α∈X .

3. r ∈ F, �x ∈ ∩ {Wα}α∈X ⇒ r ∈ F, �x ∈ Wα, ∀α ∈ X ⇒ r�x ∈ Wα, ∀α ∈ X ⇒
r�x ∈ ∩ {Wα}α∈X .

Denición 21 Sean FV un espacio vectorial y X un subconjunto de V , denimos

L (X) = ∩ {W 6 V | X ⊆W} .

L (X) se llama el subespacio de V generado por X, debido a que es el menor subes-
pacio de V que incluye a X.

Teorema 6 L (X) es el menor subespacio de V que incluye a X.

Demostración. Como L (X) = ∩ {W 6 V | X ⊆W} es una intersección de
subespacios de V , entonces L (X) también lo es, de acuerdo con el Teorema 5.

Por otra parte, si W es un subespacio de V que incluye a X, entonces pertenece
a la familia de subespacios que estamos intersectando al denir L (X) . Por lo tanto
L (X) 6W .

Ejemplo 20 Sea FV y �v ∈ V . Entonces

L ({�v}) = {c · �v | c ∈ F} =: F�v.

Demostración. ⊆) {c · �v | c ∈ F} =: F�v es un subespacio de V que contiene a
�v :

1. c�v + d�v = (c+ d)�v ∈ F�v. Por lo que F�v es cerrado bajo la suma.

2. �0 = 0�v ∈ F�v.

3. c ∈ F, k�v ⇒ c (k�v) = (ck)�v ∈ F�v.

4. �v = 1�v ∈ F�v.

Como F�v es un subespacio vectorial que contiene a �v, debe entonces ser mayor o
igual que el menor subespacio que tiene la propiedad, es decir que L ({�v}) ⊆ F�v.

⊇) Por otra parte, como �v ∈ L ({�v}) 6 V , cada múltiplo escalar de �v debe estar
en L ({�v}), es decir, F�v ⊆ L ({�v}) .
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Como F�v es un subespacio vectorial que contiene a �v, debe entonces ser mayor o
igual que el menor subespacio que tiene la propiedad, es decir que L ({�v}) ⊆ F�v.

⊇) Por otra parte, como �v ∈ L ({�v}) 6 V , cada múltiplo escalar de �v debe estar
en L ({�v}), es decir, F�v ⊆ L ({�v}) .
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Denición 23 Dada {Wα}α∈X una familia de subespacios de FV , denimos

X
{Wα}α∈X =: L

¡
∪ {Wα}α∈X

¢
.

Es decir, la suma de una familia de subespacios es el subespacio de FV generado por
la unión de la familia de subespacios.

Teorema 8
P
{Wα}α∈X es el menor subespacio de V que incluye cada Wα.

Demostración. Primero notemos que

Wβ ⊆ ∪ {Wα}α∈X ⊆ L
¡
∪ {Wα}α∈X

¢
=:
X
{Wα}α∈X .

Ahora, si Wβ ⊆ Z 6 V , ∀β ∈ X, entonces ∪ {Wα}α∈X ⊆ Z, por lo que

L
¡
∪ {Wα}α∈X

¢
6 Z.

De lo anterior, vemos que L
¡
∪ {Wα}α∈X

¢
=
P
{Wα}α∈X es el menor subespacio que

incluye a cada Wα.

Observación 13 X ⊆ Y ⊆ V ⇒ L (X) ⊆ L (Y ) .

Demostración. L (X) es el menor subespacio que incluye a X y por otra parte,
X ⊆ Y ⊆ L (Y ) 6 V .

Proposición 4 Para cada X,Y ⊆ V , se tiene que

L (X ∪ Y ) = L (X) + L (Y ) = L (L (X) ∪ L (Y )) .

Demostración. L (X) + L (Y ) = L (L (X) ∪ L (Y )) , es cierta, por denición.
Ahora,

X ∪ Y ⊆ L (X) ∪ L (Y ) ⊆ L (L (X) ∪ L (Y ))⇒
⇒ L (X ∪ Y ) ⊆ L (L (X) ∪ L (Y )) .

Por otra parte, X ⊆ X ∪ Y ⇒ L (X) ⊆ L (X ∪ Y ). Análogamente, L (Y ) ⊆
L (X ∪ Y ). Por lo tanto, L (X) ∪ L (Y ) ⊆ L (X ∪ Y ) , aś que

L (L (X) ∪ L (Y )) ⊆ L (X ∪ Y ) .

De la proposición anterior basta recordar que L (X ∪ Y ) = L (X) + L (Y ).

26 CAPÍTULO 2. ESPACIOS VECTORIALES

4. ∀�w ∈W1, �w = �w +�0 ∈ S. Por lo tanto W1 ⊆ S.
5. ∀�w ∈W2, �w = �0 + �w ∈ S. Por lo tanto W2 ⊆ S.
Entonces S es un subespacio de V que incluye a W1 ∪W2. Por lo tanto

L (W1 ∪W2) 6 S.

Por otra parte, ∀�w1 ∈ W1, �w2 ∈ W2, tenemos que ambos elementos pertenecen a
W1 ∪W2, aś que �w1, �w2 ∈ L (W1 ∪W2) . Por lo tanto �w1 + �w2 ∈ L (W1 ∪W2) .
Entonces

S ⊆ L (W1 ∪W2) .

Teorema 7 Si X ⊆ FV y X 6= ∅ entonces

L (X) = {α1�x1 + ...+ αn�x | n ∈ N, �xi ∈ X,αi ∈ F} .

Demostración. Denotemos con hXi al conjunto

{α1�x1 + ...+ αn�x | n ∈ N, �xi ∈ X,αi ∈ F} .

Es claro que hXi es cerrado bajo la suma, que contiene a �0 y que es cerrado bajo
multiplicación por escalares. Entonces es un subespacio que incluye a X. Por lo tanto
L (X) ⊆ hXi
Por otra parte, dados cualesquiera vectores

�x1, �x2, �x3, ..., �xn ∈ X

y escalares
a1, a2, a3, ..., an,

entonces, como X ⊆ L (X) , tenemos que

�x1, �x2, �x3, ..., �xn ∈ L (X) ,

que como es un subespacio, también contiene a los múltiplos

a1�x1, a2�x2, a3�x3, ..., an�xn de �x1, �x2, �x3, ..., �xn,

respectivamente. Como L (X) es un subespacio, entonces

a1�x1 + a2�x2 + a3�x3 + ...+ an�xn ∈ L (X) ,

∀a1, a2, a3, ..., an ∈ F,∀�x1, �x2, �x3, ..., �xn ∈ X.

Por lo tanto hXi ⊆ L (X).
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1)⇒ 3) Resta demostrar que K es ḿnimo con la propiedad de que K+W = V :

Supongamos que K´¡ K 6 V. Entonces K ∩ (Ḱ +W ) = Ḱ + (K ∩W ) =
Ḱ +

n
�0
o
= K´. Entonces Ḱ +W 6= V, ya que en caso contrario, K = Ḱ.

2)⇒ 1) Basta demostrar queW+K = V. Supongamos queW+K $ V . Entonces
∃�x ∈ V \ (W +K) . Aś que K ¡ K + L ({�x}). Ahora, �� ∈ W ∩ (K + L ({�x})) ⇒
�� ∈ W ∧ �� = �k + α�x, para alguna α ∈ F (note que α 6= 0 implica que �x ∈ W +K,
∇◦) por lo tanto �� = �k ∈ W ∩ K =

n
�0
o
. Es decir, W ∩ (K + L ({�x})) =

n
�0
o
,

contradiciendo que K es máximo con esta propiedad.. Por lo tanto, W +K = V y
aś W

L
K = V.

3)⇒ 1) Ejercicio.

Ejemplo 22 En RR sean

P (R) =
©
f ∈ RR | f (x) = f (−x)

ª
,

I (R) =
©
f ∈ RR | f (−x) = −f (x)

ª
.

Entonces P (R) , I (R) 6 RR (la demostración de esto se deja como ejercicio),
además:

1. Para f ∈ P (R)∩I (R), f (x) = f (−x) = −f (x) . Esto implica que 2f (x) = 0.
Por lo tanto, f (x) = 0,∀x ∈ R. Por lo tanto f = 0̂.

2. Para f ∈ RR, f (x) = f(x)+f(−x)
2

+ f(x)−f(−x)
2

∈ P (R) + I (R).
Conclúmos que RR = P (R)

L
I (R) .

Ejemplo 23 Sea f (x) =

½
sen (x) si x 6 0
x3 − 7x si x ≥ 0 , cuya gráca se muestra a conti-

nuación:
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Teorema 9 (Ley Modular) Si X,Y,Z son subespacios de FV tales que

X 6 Y,

entonces
Y ∩ (X + Z) = X + (Y ∩ Z) .

Demostración. ⊇) X, (Y ∩ Z) ⊆ Y , también X, (Y ∩ Z) ⊆ (X + Z) . Por lo
tanto

[X + (Y ∩ Z) ⊆ Y ] ∧ [X + (Y ∩ Z) ⊆ (X + Z)] .

Entonces
X + (Y ∩ Z) ⊆ Y ∩ (X + Z) .

⊆) Sea �� ∈ Y ∩ (X + Z) , entonces �� = ��+�z, con �� ∈ X, �z ∈ Z. Basta demostrar
que �z ∈ Y ∩ Z. Pero �z = �� − �� ∈ Y +X = Y (ya que X 6 Y ), además �z ∈ Z.

Denición 24 Sean W1,W2 6 V, se dice que V es la suma directa de W1 y W2 si:

1. W1 ∩W2 =
n
�0
o
y

2. W1 +W2 = V.

En esta situación, escribiremos V =W1

L
W2.

Cuando W1 ∩W2 =
n
�0
o
. escribiremos W1 +W2 =W1

L
W2.

Teorema 10 Son equivalentes para W,K 6 V :

1. V =W
L

K.

2. K 6 V y es máximo con la propiedad de que W ∩K =
n
�0
o
.

3. K 6 V y es ḿnimo con la propiedad de que W +K = V.

Demostración. 1)⇒ 2) Es claro que W ∩K =
n
�0
o
. Veamos que K es máximo

con esta propiedad:
K ¡ Ḱ 6 V ⇒ Ḱ ∩ (K +W ) = K + (Ḱ ∩W ) (por la Ley modular). Por otra

parte, Ḱ∩(K +W ) = Ḱ∩V = K´. Por lo tanto Ḱ = Ḱ∩(K +W ) = K+(Ḱ ∩W ) .
Aś que (Ḱ ∩W ) 6=

n
�0
o
, pues de otra forma Ḱ = K.

En resumen: K ¡ Ḱ 6 V ⇒ (Ḱ ∩W ) 6=
n
�0
o
.
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K ¡ Ḱ 6 V ⇒ Ḱ ∩ (K +W ) = K + (Ḱ ∩W ) (por la Ley modular). Por otra
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En resumen: K ¡ Ḱ 6 V ⇒ (Ḱ ∩W ) 6=
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Ejemplo 24 En Mn(R) sean Sn(R) = {A ∈ Mn(R) | A = At}, sea An(R) = {A ∈
Mn(R) | A = −At}. Entonces Sn (R) , An (R) 6Mn (R), (Ejercicio). Además:

1. A ∈ Sn (R) ∩An (R)⇒ A = At = −A⇒ A =



0 · · · 0
...
. . .

...
0 · · · 0


 .

2. Para C ∈Mn (R) , C = 1
2
(C + Ct)+ 1

2
(C − Ct) . Como 1

2
(C + Ct) es simétrica

y 1
2
(C − Ct) es antisimétrica, entonces C ∈ Sn (R) + An (R) . Por lo tanto

Mn (R) = Sn (R) +An (R) .
Por lo tanto Mn (R) = Sn (R)

L
An (R) .

Teorema 11 Son equivalentes para W,K 6 FV :

1. V =W
L

K.

2. ∀�v ∈ V,∃!�� ∈W,∃!�k ∈ K tal que �v = �� + �k.

3. V = W + K y �0 se puede escribir de manera única en la forma �� + �k con
�� ∈W y �k ∈ K.

Demostración. 1) ⇒ 2) Es claro que ∀�v ∈ V, �v = �� + �k con �� ∈ W y �k ∈ K

(V = W + K). Ahora supóngase que �v = ��1 + �k1 = �� + �k, con ��1 ∈ W,�k1 ∈ K,

entonces ��1 − �� = �k − �k1 ∈ W ∩K =
n
�0
o
, por lo tanto ��1 = �� y �k = �k1. Con lo

que queda demostrada la unicidad..
2)⇒ 3) Inmediato.

3) ⇒ 1) Basta demostrar que W ∩ K =
n
�0
o
. Sea �� ∈ W ∩ K, entonces �0 =

�0 +�0 = ��+ (−��) . Por lo tanto �� = �0.

Proposición 5 X ⊆ FV ⇒ L (X) =
S

Y⊆X
Y 

L (Y ).

Demostración. ⊇) Y ⊆ X ⇒ L (Y ) ⊆ L (X). En particular, L (Y ) ⊆ L (X),
para cada subconjunto nito Y de X. Por lo tanto

S
Y⊆X
Y nito

L (Y ) ⊆ L (X) .

⊆) Si X es nito, no hay nada que demostrar. Podemos suponer queX es innito,
y en particular, que es 6= ∅. Si �0 6= �v ∈ L (X), entonces �v = a1��1 + a2��2 + ...+ ak��k,
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x

y

f (x)

Tomando p (x) = f(x)+f(−x)
2

, y n (x) = f(x)−f(−x)
2

, vemos las grácas de f, p y n:

-3 -2 -1 1 2 3 4

-8

-6

-4

-2

2

4

6

8

x

y

f (x) , p (x) , n (x)
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Demostración. 1) ⇒ 2) Es claro que ∀�v ∈ V, �v = �� + �k con �� ∈ W y �k ∈ K
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entonces ��1 − �� = �k − �k1 ∈ W ∩K =
n
�0
o
, por lo tanto ��1 = �� y �k = �k1. Con lo

que queda demostrada la unicidad..
2)⇒ 3) Inmediato.

3) ⇒ 1) Basta demostrar que W ∩ K =
n
�0
o
. Sea �� ∈ W ∩ K, entonces �0 =

�0 +�0 = ��+ (−��) . Por lo tanto �� = �0.

Proposición 5 X ⊆ FV ⇒ L (X) =
S

Y⊆X
Y 

L (Y ).

Demostración. ⊇) Y ⊆ X ⇒ L (Y ) ⊆ L (X). En particular, L (Y ) ⊆ L (X),
para cada subconjunto nito Y de X. Por lo tanto

S
Y⊆X
Y nito

L (Y ) ⊆ L (X) .

⊆) Si X es nito, no hay nada que demostrar. Podemos suponer queX es innito,
y en particular, que es 6= ∅. Si �0 6= �v ∈ L (X), entonces �v = a1��1 + a2��2 + ...+ ak��k,
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x

y

f (x)

Tomando p (x) = f(x)+f(−x)
2

, y n (x) = f(x)−f(−x)
2

, vemos las grácas de f, p y n:
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f (x) , p (x) , n (x)
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Teorema 13 Son equivalentes para γ ⊆ FV :

1. γ es l. d.

2. ∃�x ∈ γ tal que L (γ) = L (γ\ {�x}) .

3. ∃β ⊆ γ, β nito, tal que β es l. d.

4. ∃β ⊆ γ, β nito, tal que �0 =
P
��i∈β

ai�yi con algún ai 6= 0.

Además, si γ es nito y γ = {�x1, ..., �xn}:

5. ∃i ∈ {1, ...n} tal que �xi ∈ L ({�xj | j < i}) .

Demostración. Con lo que se ha demostrado hasta este momento, únicamente
falta demostrar la equivalencia de 4) con las demás proposiciones.
3)⇒ 4)
β = {�x1, �x2, ..., �xn} l. d. ⇒ ∃�xi ∈ β tal que �xi ∈ L (β\ {�xi}) ⇒ �xi =

P
j=1

j 6=i

aj�xj ⇒

�0 =
P
j=1

aj�xj con ai = −1 6= 0.

4)⇒ 3)
Supongamos que β = {�y1, �y2, ..., �yn} ∧�0 =

P
i=1

ai�yi con algún ai 6= 0.
Sea ad ∈ {a1, ..., an} tal que ad 6= 0. Aś, tenemos que

−ad�yd =
nX
i=1
i6=d

ai�yi

esto implica que

�yd =
nX
i=1
i6=d

µ
1

−ad

¶
ai�yi ∈ L (β\ {�yd}) .

Por lo tanto, β es l. d.

Ejemplo 26 En F [x] , S = {1, x, x2, ..., xn, ...} no es l. d.

Demostración. Sea T ⊆ S, T nito ⇒ T = {xi1 , xi2 , ..., xik} .
Si xl ∈ L

¡
T\
©
xl
ª¢
entonces xl = αi1x

i1 + αi2x
i2 + ...+ αikx

ik con ik 6= l
∇◦. Por

lo tanto S no es l. d.
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con k ∈ N, ai ∈ �, �xi ∈ X. Entonces �� ∈ L ({�x1, �x2, ..., �xk}) , note que {�x1, �x2, ..., �xk}
es nito.
Por lo tanto L (X) ⊆

S
Y⊆X
Y nito

L (Y ) .

2.3. Dependencia e independencia lineal

Denición 25 S ⊆ V es linealmente dependiente (l. d.) si ∃�x ∈ L (S\ {�x}) .

Ejemplo 25
n
�0
o
es linealmente dependiente:

�0 ∈
n
�0
o
= L (∅) = L

³n
�0
o
\
n
�0
o´

.

Observación 14 Son equivalentes para S ⊆ F V :

1. S es l. d.

2. ∃�x ∈ S tal que L (S) = L (S\ {�x}) .

Demostración. 1)⇒ 2) Sea �x ∈ L(S\{�x}). Entonces S\{�x} ⊆ S ⇒ L(S\{�x}) 6
L(S).
Por otra parte, �x ∈ L (S\ {�x}) ⇒ {�x} ⊆ L (S\ {�x}) . Como también se tiene

que S\ {�x} ⊆ L (S\ {�x}) , entonces ({�x} ∪ S\ {�x}) ⊆ L (S\ {�x}) . Es decir que S ⊆
L (S\ {�x}). Por lo tanto L (S) 6 L (S\ {�x}) .
2) ⇒ 1)Si L (S) = L (S\ {�x}) , para algún �x ∈ L, entonces �x ∈ L (S) =

L (S\ {�x}) .

Teorema 12 S = {�x1, �x2, ..., �xn} ⊆ FV es l. d.. ⇔ ∃i ∈ {1, ..., n} tal que �xi ∈
L ({�xj | j < i}) .

Demostración. ⇐) �xi ∈ L ({�xj | j < i}) ⊆ L (S\ {�xi}) (que existe dado que S
es l. d.), entonces �xm =

P
i=1
i6=m

αi�xi, además j > m implica que αj = 0 (m es máximo),

por lo tanto:

�xm =
X
i=1
i<m

αi�xi ∈ L ({�xj | j < i})

interiores.indd   32 22/3/11   10:42:53



2.3. DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL 33

Teorema 13 Son equivalentes para γ ⊆ FV :

1. γ es l. d.

2. ∃�x ∈ γ tal que L (γ) = L (γ\ {�x}) .

3. ∃β ⊆ γ, β nito, tal que β es l. d.

4. ∃β ⊆ γ, β nito, tal que �0 =
P
��i∈β

ai�yi con algún ai 6= 0.

Además, si γ es nito y γ = {�x1, ..., �xn}:

5. ∃i ∈ {1, ...n} tal que �xi ∈ L ({�xj | j < i}) .

Demostración. Con lo que se ha demostrado hasta este momento, únicamente
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Demostración. 1)⇒ 2) Por el Corolario 4.
2)⇒ 1) Por contrapuesta. Si S es l. d. entonces ∃�x ∈ S tal que �x ∈ L (S\ {�x}) =S

Y⊆S\{��}
Y nito

L (Y )⇒ �x ∈ L (T ) para algún subconjunto nito T de S\ {�x}.

∴ �x ∈ L (T ) = L ([T ∪ {�x}] \ {�x}), por lo que T ∪ {�x} es l. d.
En resumen: si S es l. d. entonces algún subconjunto nito T de S es l. d.

Corolario 5 Son equivalentes para γ ⊆F V :

1. γ es l. i.

2. ∀�x ∈ γ, L (γ\ {�x}) $ L (γ) .

3. ∀β ⊆ γ tal que β es nito, β es l. i.

4. ∀β ⊆ γ tal que β es nito, �0 =
P
��i∈β

ai��i ⇒ ai = 0,∀i.

2.4. Bases

Denición 27 Decimos que β ⊆F V genera FV , si L (β) = V . También se dice
que β es un conjunto generador de FV.

Observación 16 Dado que V 6 FV y L (V ) = V , entonces V es un conjunto
generador de V . Aś, todo espacio vectorial tiene conjuntos generadores.

Denición 28 β ⊆F V es una base para FV si β es l. i. y β genera FV.

Ejemplo 28 {1, x, x2, ...xn, ...} es una base para F [x] .

Notación 2 1. J (FV ) = {X ⊆ V | X es l. i.}

2. G (FV ) = {X ⊆ V | X genera FV } .

Teorema 15 Son equivalentes para β ⊆F V :

1. β es base de V.

2. β es un elemento máximo en J (V ) .

3. β es un elemento ḿnimo en G (V ) .
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Denición 26 S ⊆ FV es l. i. (linealmente independiente) si S no es l. d.

Ejemplo 27 ∅ ⊆F V es l. i.

Pues si ∅ fuera linealmente dependiente, ∃�� ∈ ∅, tal que �� ∈ L (∅\ {��}) , ∇◦.

Observación 15 Son equivalentes para �� ∈F V :

1. {��} es l. i.

2. �� 6= �0.

Demostración.
{��} es l. i.

⇔
¬ (∃�z ∈ {��} tal que �z ∈ L ({��} \ {�z}))

⇔
∀�z ∈ {��} , �z 6∈ L ({��} \ {�z})

⇔
�� 6∈ L ({��} \ {��}) = L (∅) =

n
�0
o

⇔
�� 6= �0.

Proposición 6 S ⊆ T ⊆ V, S l. d.⇒ T es l. d.

Demostración. S l. d.⇒ ∃�� ∈ S ⊆ T tal que �� ∈ L (S\ {��}) . Pero L (S\ {��}) ⊆
L (T\ {��}) . ∴ �� ∈ L (T\ {��}) y T es l. d.

Corolario 3 �0 ∈ S ⇒
n
�0
o
⊆ S ⇒ S es l. d.

Corolario 4 S ⊆ T ⊆ V, T l. i.⇒ S es l. i.

Teorema 14 Son equivalentes para S ⊆F V :

1. S es l. i.

2. Todo subconjunto nito T de S es l. i.
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Teorema 17 Sea FV nitamente generado, G ∈ G (FV ) , I ∈ J (FV ) . Entonces
|I| 6 |G| .

Demostración. Podemos suponer que I 6⊂ G (ya que si I ⊂ G, el resultado es
inmediato).
Sea G = {�y1, �y2, ..., �ym} con I ∩G = {�y1, ..., �yk} k < m, (esto se puede conseguir,

reenumerando los vectores, si hiciera falta).
Sea ��1 ∈ I\(I ∩G), {��1, �y1, �y2, ..., �ym} es l.d. (porque ��1 ∈ L({�y1, �y2, ..., �ym})).
Ahora, como {��1, �y1, �y2, ..., �ym} ⊂ I, se tiene que ∃j > k tal que
�yj ∈ L({��1, ..., �yj−1}) y aś es claro que

L ({��1, �y1, �y2, ..., �ym} \ {�yj}) = L ({�y1, �y2, ..., �ym}) =F V.

Lo que se ha hecho es tomar un elemento de G\I (�yj) y cambiarlo por un ele-
mento ��1 de I\G, de tal manera que se obtiene un nuevo conjunto generador (G1 =
[G\ {�yj}] ∪ {��1}).
De esta manera podemos repetir el argumento, con G1 e I. Notemos ahora que

(I ∩G1) = {��1, �y1, �y2, ..., �yk} tiene un elemento más que (I ∩G): ��1.
Si tuviéramos que repetir el argumento una vez más, obtendŕamos un nuevo

conjunto generador G2, tal que

|(I ∩G1)| < |(I ∩G2)| ... 6 |G|

esto implica que el número de veces que se puede aplicar el argumento es nito, y
debe ser claro que el proceso termina hasta que

I ⊆ Gk,

es decir hasta que I = I ∩Gk, por lo que |I| 6 |Gk| = |G| .
En R3, G = {(1, 0, 0) , (0, 1, 0) , (0, 0, 1)} ∈ G (R3) . Por lo tanto un conjunto

linealmente independiente en R3 tiene a lo más 3 elementos. Es decir

X ⊆ R3, |X| > 3⇒ X es l.d.

1. {(1, 0, 0, 1) , (0, 1, 0, 2) , (0, 0, 1, 3) , (0, 0, 1, 4) , (−1,−2,−3,−4)} genera
R4 y

2. {(1, 0, 0, 1) , (0, 1, 0, 2) , (0, 0, 1, 0} es l. i. en R4.
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Demostración. 1) ⇒ 2) Es claro que β ∈ J (FV ) , basta demostrar que es
máximo.
Supóngase que β $ β0 entonces ∃�� ∈ β0\β. Dado que L (β) =F V, entonces β ∪ {��}
es l. d. (�� ∈F V =L(β) =L([β ∪ {��}] \ {��}) .
Pero β ∪ {��} ⊆ β0, por lo que β0 /∈ J (FV ) .
2)⇒ 3)
Dado que β ∈ J (FV ), basta demostrar que L (β) =F V.
Sea �� ∈ V es claro que si
1. si �� ∈ β entonces �� ∈ L (β) .
2. si �� 6∈ β entonces β ∪ {��} es linealmente dependiente, y entonces hay alguna

combinación lineal
�0 = α1��1 + ...+ αn��n + αn+1��

con ��i ∈ β y con algún coeciente distinto de 0. Notemos que αn+1 6= 0, pues en caso
contrario tendŕamos que β es l. d. Por lo tanto

�� =
1

αn+1
[−α1��1 − ...− αn��n] ,

es decir, �� ∈ L (β) .
Conclúmos que β ∈ G (FV ) .
3)⇒ 1) Basta demostrar que β es l. i.
∀�� ∈ β, L (β\ {��}) ¡F V =L(β) . ∴ β es l. i.

Denición 29 FV es nitamente generado si ∃X ⊆ V, X nito tal que X ∈ G (V ) .
Observación 17 X ∈ G (V )⇔ el único subespacio de FV que incluye a X es V.

Teorema 16 FV nitamente generado por X ⇒ ∃β ⊆ X tal que β es base para V.

Demostración. 1. Si X es ḿnimo en G (FV ) , tomemos β = X.
2. SiX no es ḿnimo en G (FV ) , entonces ∃X1 $ X tal queX1 ∈ G (V ) . Entonces

X1 ya es una base de FV, en cuyo caso tomamos β = X1 o bien ∃X2 $ X1 tal que
X2 ∈ G (V ) . Aś, mientras podamos, podemos repetir el argumento para obtener una
sucesión de subconjuntos generadores de V :

X % X1 % ...

Notemos que este proceso termina, pues si consideramos la sucesión de las cardina-
lidades de los conjuntos de arriba, obtenemos:

|X| ¢ |X1| ¢ |X2| ...
que termina, por el principio del buen orden.
Termina precisamente cuando hemos encontrado un generador ḿnimo Xk.
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L ({��1, �y1, �y2, ..., �ym} \ {�yj}) = L ({�y1, �y2, ..., �ym}) =F V.

Lo que se ha hecho es tomar un elemento de G\I (�yj) y cambiarlo por un ele-
mento ��1 de I\G, de tal manera que se obtiene un nuevo conjunto generador (G1 =
[G\ {�yj}] ∪ {��1}).
De esta manera podemos repetir el argumento, con G1 e I. Notemos ahora que

(I ∩G1) = {��1, �y1, �y2, ..., �yk} tiene un elemento más que (I ∩G): ��1.
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I ⊆ Gk,

es decir hasta que I = I ∩Gk, por lo que |I| 6 |Gk| = |G| .
En R3, G = {(1, 0, 0) , (0, 1, 0) , (0, 0, 1)} ∈ G (R3) . Por lo tanto un conjunto

linealmente independiente en R3 tiene a lo más 3 elementos. Es decir

X ⊆ R3, |X| > 3⇒ X es l.d.

1. {(1, 0, 0, 1) , (0, 1, 0, 2) , (0, 0, 1, 3) , (0, 0, 1, 4) , (−1,−2,−3,−4)} genera
R4 y

2. {(1, 0, 0, 1) , (0, 1, 0, 2) , (0, 0, 1, 0} es l. i. en R4.
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Demostración. 1) ⇒ 2) Es claro que β ∈ J (FV ) , basta demostrar que es
máximo.
Supóngase que β $ β0 entonces ∃�� ∈ β0\β. Dado que L (β) =F V, entonces β ∪ {��}
es l. d. (�� ∈F V =L(β) =L([β ∪ {��}] \ {��}) .
Pero β ∪ {��} ⊆ β0, por lo que β0 /∈ J (FV ) .
2)⇒ 3)
Dado que β ∈ J (FV ), basta demostrar que L (β) =F V.
Sea �� ∈ V es claro que si
1. si �� ∈ β entonces �� ∈ L (β) .
2. si �� 6∈ β entonces β ∪ {��} es linealmente dependiente, y entonces hay alguna

combinación lineal
�0 = α1��1 + ...+ αn��n + αn+1��

con ��i ∈ β y con algún coeciente distinto de 0. Notemos que αn+1 6= 0, pues en caso
contrario tendŕamos que β es l. d. Por lo tanto

�� =
1

αn+1
[−α1��1 − ...− αn��n] ,

es decir, �� ∈ L (β) .
Conclúmos que β ∈ G (FV ) .
3)⇒ 1) Basta demostrar que β es l. i.
∀�� ∈ β, L (β\ {��}) ¡F V =L(β) . ∴ β es l. i.

Denición 29 FV es nitamente generado si ∃X ⊆ V, X nito tal que X ∈ G (V ) .
Observación 17 X ∈ G (V )⇔ el único subespacio de FV que incluye a X es V.

Teorema 16 FV nitamente generado por X ⇒ ∃β ⊆ X tal que β es base para V.

Demostración. 1. Si X es ḿnimo en G (FV ) , tomemos β = X.
2. SiX no es ḿnimo en G (FV ) , entonces ∃X1 $ X tal queX1 ∈ G (V ) . Entonces

X1 ya es una base de FV, en cuyo caso tomamos β = X1 o bien ∃X2 $ X1 tal que
X2 ∈ G (V ) . Aś, mientras podamos, podemos repetir el argumento para obtener una
sucesión de subconjuntos generadores de V :

X % X1 % ...

Notemos que este proceso termina, pues si consideramos la sucesión de las cardina-
lidades de los conjuntos de arriba, obtenemos:

|X| ¢ |X1| ¢ |X2| ...
que termina, por el principio del buen orden.
Termina precisamente cuando hemos encontrado un generador ḿnimo Xk.
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entonces

I ∩G =






1
0
0
1


 ,



0
1
0
2






.

Como G genera V , entonces






0
0
1
0






∪ G es l. d. por lo que algún vector en la

lista



0
0
1
0


 ,



1
0
0
1


 ,



0
1
0
2


 ,



0
0
1
3


 ,



0
0
1
4


 ,



−1
−2
−3
−4




es combinación lineal de los anteriores. Es fácil ver que éste no es el primero, ni
el segundo, ni el tercero. El cuarto vector no puede ser c.l. de los anteriores, pues
tendŕa que ser múltiplo del primero (observar las dos primeras coordenadas). El
quinto vector es c.l. del primero y del cuarto vectores de la lista:



0
0
1
0


 ,



1
0
0
1


 ,



0
1
0
2


 ,



0
0
1
3


 ,



0
0
1
4


 .

Resolvamos

x



0
0
1
0


+ y



1
0
0
1


+ z



0
1
0
2


+ t



0
0
1
3


 =



0
0
1
4


 .
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Demostración. 1. Para ver que el primer conjunto genera R4 resolvamos

x (1, 0, 0, 1) + y (0, 1, 0, 2) + z (0, 0, 1, 3) + s (0, 0, 1, 4) + t (−1,−2,−3,−4) =

= (a, b, c, d) ,

que como sistema de ecuaciones tiene la matriz aumentada


1 0 0 0 −1 a
0 1 0 0 −2 b
0 0 1 1 −3 c
1 2 3 4 −4 d


 ,

con forma escalonada y reducida:


1 0 0 0 −1 a
0 1 0 0 −2 b
0 0 1 0 −13 4c− d+ a+ 2b
0 0 0 1 10 d− a− 2b− 3c


 .

2. Veamos ahora que {(1, 0, 0, 1) , (0, 1, 0, 2) , (0, 0, 1, 0} es l. i. en R4 :
Una manera de verlo es notando que en el conjunto anterior, ningún vector es

combinación lineal de los anteriores.
Otra, es resolviendo x (1, 0, 0, 1) + y (0, 1, 0, 2) + z (0, 0, 1, 0) = (0, 0, 0, 0) :



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
1 2 0 0


 ,

cuya forma escalonada y reducida es



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0


 , es decir, x = 0, y = 0, z = 0.

Ahora sean

I =






1
0
0
1


 ,



0
1
0
2


 ,



0
0
1
0






,

G =






1
0
0
1


 ,



0
1
0
2


 ,



0
0
1
3


 ,



0
0
1
4


 ,



−1
−2
−3
−4






,
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Denición 30 Sea FV nitamente generado y β una base de FV. La dimensión de

FV es |β| .
Teorema 19 Son equivalentes para β ⊆F V con dim(V ) = n :

1. β es base.

2. β ∈ J (V ) ∧ |β| = n.

3. β ∈ G (V ) ∧ |β| = n.

4. β = {�x1, ..., �xn} ∧ ∀�x ∃!α1, ..., αn ∈ F tal que �x = α1�x1 + ...+ αn�xn.

Demostración. 1)⇒ 2) Es claro, por el Teorema 18.
2) ⇒ 1) Basta demostrar que J (V ) es máximo. Supóngase que β $ β0. Como

la dim(FV ) es n, esto signica que hay un conjunto generador con n elementos (una
base). Por lo tanto un conjunto con más de n elementos como β0 debe ser l. d.
Por lo tanto, β $ β0 ⇒ β0 es l. d.
1)⇒ 3) Es inmediato del Teorema 18.
3) ⇒ 1) Hay que ver que β es ḿnimo en G (V ) .
Si β0 $ β, entonces β /∈ G (V ) , ya que

β0 ∈ G (V ) , β ∈ J (V )⇒ |β| 6 |β0| < |β| .
1)⇒ 4) Sea �� ∈F V, entonces

�� = α1�x1 + ...+ αn�xn,

con αi ∈ F. Si además,
�� = γ1�x1 + ...+ γn�xn,

entonces
�0 = �� − �� = α1�x1 + ...+ αn�xn − (γ1�x1 + ...+ γn�xn) =

= (α1 − γ1)�x1 + ...+ (αn − γn)�xn

y como β es l. i., tenemos que 0 = (α1 − γ1) = ... = (αn − γn), es decir que

α1 = γ1, ..., αn = γn.

4) ⇒ 1) Es claro que β genera FV , ahora, si �0 =
nP
i=1

αi�xi entonces, dado que

también se tiene que �0 =
nP
i=1

0 · �xi, la hipótesis de unicidad implica que

0 = α1 = ... = αn,

por lo tanto β es l. i.
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Cuya matriz aumentada es:



0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
1 0 0 1 1
0 1 2 3 4


, con forma escalonada y reducida:



1 0 0 0 −1

3

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 4

3


 . Por lo que



0
0
1
4


 = −1/3



0
0
1
0


+ 4/3



0
0
1
3


 .

Ahora, podemos quitar



0
0
1
4


 del conjunto






0
0
1
0


 ,



1
0
0
1


 ,



0
1
0
2


 ,



0
0
1
3


 ,



0
0
1
4


 ,



−1
−2
−3
−4







obteniendo: 




0
0
1
0


 ,



1
0
0
1


 ,



0
1
0
2


 ,



0
0
1
3


 ,



−1
−2
−3
−4







que sigue generando R4 y que incluye al conjunto I.

Teorema 18 Si FV es nitamente generado, entonces todas las bases de V son
nitas y tienen el mismo número de elementos.

Demostración. Sea γ ⊆ V un subconjunto generador nito, y β, β0 dos bases
de V.
Por el teorema anterior, |β| , |β0| 6 |γ| .
Ahora,

β ∈ J (V ) , β0 ∈ G (V )⇒ |β| 6 |β ´| .
Simétricamente, tenemos que |β ´| 6 |β| .
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f1 =
(x+ 3) (x+ 1) (x− 2) (x− 5)

(−2 + 3) (−2 + 1) (−2− 2) (−2− 5) = −
1

28
x4 +

3

28
x3 +

15

28
x2 − 19

28
x− 15

14

f2 =
(x+ 3) (x+ 2) (x− 2) (x− 5)

(−1 + 3) (−1 + 2) (−1− 2) (−1− 5)=
1

36
x4 − 1

18
x3 − 19

36
x2 +

2

9
x+

5

3

f3 =
(x+ 3) (x+ 2) (x+ 1) (x− 5)
(2 + 3) (2 + 2) (2 + 1) (2− 5) = −

1

180
x4 − 1

180
x3 +

19

180
x2 +

49

180
x+

1

6

f4 =
(x+ 3) (x+ 2) (x+ 1) (x− 2)
(5 + 3) (5 + 2) (5 + 1) (5− 2) =

1

1008
x4 +

1

252
x3 − 1

1008
x2 − 1

63
x− 1

84
.

Ahora,
3f0 + (−1) f1 + 0f2 + 2f3 + 5f4 =

= 3

µ
1

80
x4 − 1

20
x3 − 9

80
x2 +

1

5
x+

1

4

¶
+

+(−1)
µ
− 1
28

x4 +
3

28
x3 +

15

28
x2 − 19

28
x− 15

14

¶
+

+4

µ
− 1

180
x4 − 1

180
x3 +

19

180
x2 +

49

180
x+

1

6

¶
−

1

µ
1

1008
x4 +

1

252
x3 − 1

1008
x2 − 1

63
x− 1

84

¶
=

s (x) =
1

20
x4 − 17

60
x3 − 9

20
x2 +

143

60
x+

5

2
.

-3 -2 -1 1 2 3 4 5

-1

1

2

3

4

x

y

s (x)

42 CAPÍTULO 2. ESPACIOS VECTORIALES

Ejemplo 29 En F [x] , Pn (F ) = {f ∈ F [x] | grad (f) 6 0}∪{0 (x)} es un subespacio
de F [x] y β = {1, x, x2, ..., xn} es una base de Pn (F ) .
Escojamos ahora n+ 1 elementos distintos en F,

a0, a1, ..., an .

Denamos el polinomio

fi =

nQ
j=0

j 6=i

(x− aj)

nQ
j=0

j 6=i

(ai − aj)

Notemos que

fi (ar) =

½
1 si r = i
0 si r 6= i

.

Si
nP
i=0

αifi = 0 (x) ∈ Pn (F ) , entonces evaluando en aitenemos que αi = 0, y esto pasa

para cada i ∈ {0, ..., n} . Por lo tanto {f0, ..., fn} es l. i. y como |{f0, ..., fn}| = n+1,
tenemos que {f0, ..., fn} es una base para Pn (F ) .
Aś, si queremos un polinomio en Rn cuya gráca en R2 pase por los n + 1 puntos
del plano (a0, d0) , ..., (an, dn) , es fácil ver que g (x) = d0f0 + ... + dnfn, cumple lo
requerido.

Ejemplo 30 Construyamos un polinomio s (x) cuya gráca pase por los puntos

(−3, 3) , (−2,−1) , (−1, 0) , (2, 4) , (5,−1) :

Denotemos a0 = −3, a1 = −2, a2 = −1, a3 = 2, a4 = 5

fi =

nQ
j=0

j 6=i

(x− aj)

nQ
j=0

j 6=i

(ai − aj)
,

f0 =
(x+ 2) (x+ 1) (x− 2) (x− 5)

(−3 + 2) (−3 + 1) (−3− 2) (−3− 5) =
1

80
x4 − 1

20
x3 − 9

80
x2 +

1

5
x+

1

4
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Teorema 21 Sea FV un espacio vectorial de dimensión n. Entonces

W1,W2 6F V ⇒ dim (W1 +W2) = dim (W1) + dim (W2)− dim (W1 ∩W2) .

Demostración. Sea β1 una base de W1 ∩W2. Como β1 ⊆ W1 es l. i., entonces

∃γ1 ⊆W1 tal que β1

◦
∪ γ1 es una base de W1.

De la misma manera, ∃γ2 ⊆ W2 tal que β1

◦
∪ γ2 es una base de W2. (Notar que

γ2 ∩ γ1 = ∅, pues un elemento �� en γ2 ∩ γ1 perteneceŕa a L (β1), con lo que β1

◦
∪ γ1

seŕa l. d.
∇◦).

Nuestro objetivo es demostrar que β1 ∪ γ1 ∪ γ2 =: β es una base para W1 +W2.
1. β1 ∪ γ1 ∪ γ2 genera W1 +W2 :

L (β1 ∪ γ1 ∪ γ2) = L ((β1 ∪ γ1) ∪ (β1 ∪ γ2)) =

= L (β1 ∪ γ1) + L (β1 ∪ γ2) =W1 +W2.

2. β1 ∪ γ1 ∪ γ2 es linealmente independiente:
Si β1 ∪ γ1 ∪ γ2 fuera l. d. entonces habŕa en β1 ∪ γ1 ∪ γ2 un vector que depende

linealmente de los anteriores (escŕbanse primero los elementos de β1, después los de
γ1, y por último los de γ2). Como β1 ∪ γ1 es l. i., por ser una base de W1, entonces
habŕa un elemento �xj de γ2 que es c.l. de los elementos anteriores. Digamos que

�xj = �� + �z +
X
i

i<j

xi, �� ∈ L (β1) , �z ∈ L (γ1) ,

entonces
�x =: �xj −

X
i

i<j

xi = �� + �z, �� ∈ L (β1) , �z ∈ L (γ1) ,

entonces �x ∈ L (γ2) ∩ L (β1 ∪ γ1) ⊆W1 ∩W2. Como β1 es una base de W1 ∩W2,
entonces �x ∈ L (β1). Pero entonces β1 ∪ {�x} es l. d. pero por otra parte

�xj −
X
i

i<j

xi =
X
l

cl ��l, ��l ∈ β1 ⇒ �xj =
X
i

i<j

xi +
X
l

cl ��l

⇒ β1 ∪ {�x1, ..., �xj} es l.d.

pero también es un subconjunto de β1 ∪ γ2 que es l. i. por ser una base de W2
∇◦ .

Esta contradicción muestra que β1 ∪ γ1 ∪ γ2 es l. i.
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Teorema 20 Si γ es l. i. en un espacio vectorial FV de dimensión n, entonces
∃β ⊆F V, base tal que γ ⊆ β.

Demostración. Sea β0 una base de FV. Como β
0 genera FV y γ es l. i., entonces

|γ| 6 |β0| .
Sea γ = {�y1, ..., �ym} y β0 = {�x1, ..., �xn} y reordenemos los elementos de γ y β0 de

manera que γ ∩ β0 = {�y1 = �x1, ..., �yk = �xk} . Entonces k 6 m 6 n.
1. Si k = m entonces γ ∩β0 = γ, por lo que γ ⊆ β0 y no hay nada que demostrar.
2. Si k < m, entonces {�yk+1, �x1, ..., �xn} es l. d. Entonces existe un vector que es

combinación lineal de los anteriores (y no es �yk+1 porque es 6= �0, por ser parte de un
conjunto l. i.) Entonces ∃i ∈ {k, ..., n} tal que �xi ∈ L ({�yk+1} ∪ {�xj | j < i}) , (i > k,

porque si i 6 k, entonces {�yk+1, �x1, ..., �xi} ⊆ γ, que es l. i.,
∇◦).

∴ L ({�yk+1} ∪ {�xj | j ∈ {1, ..., n} \ {�xi}}) = L ({�yk+1, �x1, ..., �xn})
= L ({�x1, ..., �xn}) =F V.
Entonces {�yk+1}∪{�xj | j ∈ {1, ..., n} \ {�xi}} es un conjunto generador de FV con

n elementos, por lo que es una base de FV.
Tomemos β 0́ = {�yk+1}∪{�xj | j ∈ {1, ..., n} \ {�xi}} y repitamos el argumento, con

γ y β 0́, notando que ahora,

γ ∩ β 0́ = {�y1, ..., �yk, �yk+1}
Con un elemento más en la intersección.
El argumento se puede repetir hasta obtener una base β tal que

γ ∩ β = {�y1, ..., �yk, �yk+1, ..., �ym} = γ.

Observación 18 Si FV es un espacio vectorial de dimensión n y W 6 V, entonces

FW tiene base y dim(W ) 6 dim (V ) .
Demostración. Todo subconjunto de W que sea l. i., también es l. i. en V. Un

subconjunto linealmente independiente de FV tiene a lo más n elementos.
Tomemos un subconjunto S1 de W l. i. (si hay: por ejemplo ∅). Si es máximo l.

i. entonces S1 ya es un base de W. Si no lo es, es porque hay un conjunto S2 que
contiene propiamente a S1 (y por lo tanto tiene más elementos). Podemos repetir el
argumento mientras no encontremos un conjunto l. i. máximo. Aś obtenemos

S1 ¡ S2 ¡ ... ¡ Sk

sucesión de conjuntos l. i. en donde cada conjunto tiene por lo menos un elemento
más que el anterior. Por lo tanto n ≥ |Sk| ≥ k − 1. Con esto vemos que el proceso
termina, y termina cuando hemos encontrado una base de W.
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◦
∪ γ1
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Figura 2.1:

2. x ∈ S es el elemento menor, si

x 6 s ∀s ∈ S.

Observación 19 Si (S,6) es un COPO y T ⊆ S entonces T × T ⊆ S × S. Como
6 es una relación en S (6 ⊆ S × S “la relación 6 es un subconjunto de S × S),
entonces [6 ∩ (T × T )] ⊆ T ×T Denotemos 6 ∩ (T × T ) por 6T . La relación 6Tes
una relación de orden en T.

≤ S × S

≤T T × T

-inc

6

inc

-inc

6

inc

Ejemplo 32 Por ejemplo (N, |) es un COPO, y {1, 2, 3, ..., 10} ⊆ N.

Observación 20 No se deben confundir los conceptos de máximo y mayor. En el
ejemplo anterior, no hay elemento mayor y hay 5 elementos máximos.

Sea (S,6)un COPO y sea A ⊆ S. Una cota superior para A en S es un elemento
u ∈ S tal que

a 6 u, ∀a ∈ A.

Ejemplo 33 Una cota superior para {1, 2, ..., 10} en (N, |) es 7560.

46 CAPÍTULO 2. ESPACIOS VECTORIALES

Por último,

dim (W1 +W2) =
¯̄
¯β1

◦
∪ γ1

◦
∪ γ2

¯̄
¯ =

¯̄
¯β1

◦
∪ γ1

¯̄
¯+ |γ2|+ |β1|− |β1| =

= dim (W1) + dim (W2)− dim (W1 ∩W2) .

2.5. Conjuntos parcialmente ordenados

Denición 31 Un conjunto parcialmente ordenado (COPO) es una pareja (S,6)
donde S es un conjunto y 6 es una relación de orden en S.

Recordemos que una relación en un conjunto S es de orden si es reexiva, simétrica
y transitiva.

Denición 32 Sea (S,6) un COPO, un elemento x ∈ S es máximo si

¬ (∃y ∈ S tal que [x 6 y] ∧ [x 6= y]) .

Es decir, x es máximo cuando no hay elementos mayores que x.

Otra manera de decir que x es máximo en S es:

x 6 y, y ∈ S ⇒ x = y.

Denición 33 Un COPO es una cadena (o conjunto totalmente ordenado) si

∀x, y ∈ S, x 6 y ∨ y 6 x.

Ejemplo 31 (N, |) no es una cadena: 2 6| 3 ∧ 3 6| 2.

Denición 34 Sea (S,6) un COPO,

1. x ∈ S es el elemento mayor, si

s 6 x ∀s ∈ S.

Denotaremos may(S) al mayor elemento de S, cuando lo haya.
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Figura 2.2:

Ejemplo 37 En el COPO ({1, 2, 3, ..., 10} , |),

1. sup {2, 3} = 6.

2. inf{6, 9} = 3.

3. {4, 6}↓ = {2, 1} .

4. {3, 5}↑ = ∅. Por lo que {3, 5} no tiene supremo.

Observación 21 El supremo de un conjunto A en un COPO (S,6), si existe, es
único.

Demostración. Sean u y v dos supremos para A. Entonces u, v ∈ A↑. Como u
es el menor elemento de A↑ y v ∈ A↑, entonces u 6 v. Por simetŕa, v 6 u. Aś que
u = v.

Notación 4 Escribiremos a < b ó a ¡ b, para indicar que a 6 b ∧ a 6= b.

Observación 22 Sea A ⊆ S, (S,6) un COPO. Son equivalentes para u ∈ S :

u no es el supremo de A.

u no es cota superior de A ∨ (u es cota superior de A, pero no es la menor).

(∃a ∈ A tal que u < a)∨ (∃v ∈ A↑, tal que v < u)Las deniciones anteriores
nos servirán para demostrar resultados para espacios vectoriales no necesaria-
mente nitamente generados. Por ejemplo necesitaremos demostrar que todo
espacio vectorial tiene base. En la sección siguiente introduciremos (como axio-
ma) el Lema de Zorn.
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945
8 7560

0
,

1080
7 7560

0
,

840
9 7560

0
.

Denición 35 Sea (S,6)un COPO y sea A ⊆ S. Una cota inferior para A en S
es un elemento l ∈ S tal que

l 6 a, ∀a ∈ A.

Notación 3 Sea (S,6)un COPO y sea A ⊆ S. Denotaremos por A↑ al conjunto de
cotas superiores para A, denotaremos por A↓ el conjunto de cotas inferiores de A.

Denición 36 (S,6)un COPO y sea A ⊆ S.

1. Si existe un menor elemento en el conjunto de cotas superiores de A, lo lla-
maremos el supremo de A. En śmbolos:

sup (A) =: men
¡
A↑
¢
.

2. Si existe un menor elemento en el conjunto de cotas inferiores de A, lo lla-
maremos el ́nmo de A. En śmbolos:

́nf (A) =: may
¡
A↓
¢
.

Ejemplo 34 En (N, |) el conjunto de cotas superiores para dos números n,m es
el conjunto de sus múltiplos comunes, y el menor de los múltiplos comunes es su
ḿnimo común múltiplo. Es decir

sup {n,m} = men {b | n divide a b,m divide a b } = m.c.m. {n,m} .

Ejemplo 35 Un subconjunto A de R, con el orden usual, tiene supremo si está aco-
tado por arriba (es decir, si tiene cota superior). Esto se conoce como Teorema del
Supremo.

Ejemplo 36 Sea (℘ (X) ,⊆) el COPO de los subconjuntos de un conjunto X, con
el orden parcial dado por la inclusión. Entonces:

sup {A,B} = men {Y | A ⊆ Y,B ⊆ Y } = A ∪B.

́nf {A,B} = may {Y | Y ⊆ A, Y ⊆ B} = A ∩B.
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́nf (A) =: may
¡
A↓
¢
.

Ejemplo 34 En (N, |) el conjunto de cotas superiores para dos números n,m es
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Además J (V ) 6= ∅, pues ∅ ∈ J (V ) .
Tomemos {Iα}α∈X una cadena en J (V ) . Es claro que ∪ {Iα}α∈X es una cota

superior para la cadena, veamos que sigue perteneciendo a J (V ) .
Sea F ⊆

nito
∪ {Iα}α∈X , entonces F = {�x1, �x2, ..., �xk} con �xi ∈ Iαi, digamos. Como

{Iα}α∈X es una cadena, entonces {Iαi}i∈{1,...,k} también lo es y entonces uno de los
elementos de esta familia es el mayor. Entonces ∪ {Iαi}i∈{1,...,k} = Iαj , por lo que
F ⊆

nito
Iαj que es l. i., por hipótesis. Luego F es l. i. Como todo subconjunto nito

de ∪ {Iα}α∈X es l. i., entonces ∪ {Iαi}i∈{1,...,k} ∈ J (V ) .
El Lema de Zorn nos garantiza la existencia de un elemento máximo en J (V ),

pero un elemento aś, es una base.

Denición 37 dim(FV ) = |β| , β �→


FV.

Más adelante demostraremos que la anterior denición es buena, es decir que
cualesquiera dos bases de un espacio vectorial FV tienen la misma cardinalidad. Esto
ya lo sabemos para espacios nitamente generados. Pero hay espacios vectoriales que
no son nitamente generados, como el espacio de los polinomios con coecientes
reales en donde hay un conjunto linealmente independiente innito:

©
1, x, x2, ...

ª
,

ver el Corolario 5.

Teorema 23 Todo subconjunto I l. i. en un espacio vectorial FV está inclúdo en
una base de FV.

Demostración. Apliquemos el Lema de Zorn al COPO

T = ({J ⊆ V | I ⊆ J ∧ J es l. i.} ,⊆) .

La demostración es semejante a la del Teorema 22. Lo que obtenemos es un conjunto
B máximo en T . Resta demostrar que además de que B es máximo en T , también
es máximo en J (V ) .
Si B $ B´ , entonces B´ no pertenece a T . Como incluye a I, lo que sucede es

que no es l. i. Por lo tanto B es l. i. máximo.
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Figura 2.3:

2.6. Lema de Zorn

Axioma 1 (Lema de Zorn) Sea (S,6) un COPO no vaćo, si toda cadena en S
tiene una cota superior en S, entonces A contiene elementos máximos.

Ejemplo 38 Sea X un conjunto y consideremos el COPO (℘ (X) ,⊆) . Si {Yα}α∈X
es una cadena en ℘ (X) , entonces ∪ {Yα}α∈X es una cota superior para la cadena y
pertenece a ℘ (X) . El Lema de Zorn nos dice que ℘ (X) tiene un elemento máximo
y es claro que éste es X.

Ejemplo 39 Un ideal de Z es un subconjunto cerrado bajo la resta, entonces un ideal
de Zresulta ser un subgrupo aditivo y por lo tanto es de la forma nZ, n ∈ Z. De-
namos R (Z) = {A $ Z | A es un ideal propio} . De nuevo es claro que (R (Z) ,⊆) es
un COPO (por ser un subconjunto de ℘ (Z)). R (Z) 6= ∅, y si {Aα}α∈X es una cadena
en R (Z), entonces ∪ {Aα}α∈X es una cota superior para la cadena (hace falta ver
que es un ideal). El Lema de Zorn nos garantiza la existencia de ideales máximos
propios. De hecho, son de la forma pZ, con p un número primo.

Teorema 22 Todo espacio vectorial FV tiene base.

Demostración. (J (V ) ,⊆) es un COPO, donde

J (V ) = {I ⊆ V | I es l. i.} .
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propios. De hecho, son de la forma pZ, con p un número primo.

Teorema 22 Todo espacio vectorial FV tiene base.

Demostración. (J (V ) ,⊆) es un COPO, donde

J (V ) = {I ⊆ V | I es l. i.} .

interiores.indd   51 22/3/11   10:43:05



2.7. DIMENSIÓN 53

Vale la pena hacer énfasis en todo lo que se está pidiendo de Q :

Para cada pareja (Ix, Fx) se está pidiendo que (B\ [Fx (Ix)]) sea ajeno con Ix, y que
su unión sea linealmente independiente en V .
Nótese que a B se le quita la imagen de Ix bajo Fx y se reemplaza con Ix.
1. Veamos primero que (Q,6) es un COPO.
a. (Ix, Fx) 6 (Ix, Fx) ya que Ix ⊆ Ix ∧ Fx|Ix = Fx.
b. [(Ix, Fx) 6 (Iy, Fy)] ∧ [(Iy, Fy) 6 (Ix, Fx)] ⇒ Ix ⊆ Iy, Iy ⊆ Ix. Por lo que

Ix = Iy. Además Fx|Iy = Fy. Pero también Fx|Iy = Fx|Ix = Fx.
c.

[(Ix, Fx) 6 (Iy, Fy)] ∧ [(Iy, Fy) 6 (Iz, Fz)]⇒
Ix ⊆ Iy ⊆ Iz

y

Iz
Fz

>>→ B

inc. ↑ =%Fy

Iy

además

Iy
Fy

>>→ B

inc. ↑ =%Fx

Ix
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2.7. Dimensión

Teorema 24 W 6F V ⇒ ∃W´ 6 V tal que V =W
L

W´.

Demostración. Sea β �→
base

W . Como hemos visto, un conjunto l. i. se puede

extender a una base de FV . Por lo tanto ∃γ �→
base

V con β ⊆ γ. Sean β0 = γ\β,
W´= L (β0) . Entonces:

1. FV = L (γ) = L
³
β
◦
∪ β0

´
= L (β) + L (β0) =W +W.́

2. Si �x ∈W ∩W´entonces �x ∈ L (β) , �x ∈ L (β0) . Digamos que

�x =
X

µi��i , ��i ∈ β,

�x =
X

λj��j , ��j ∈ β0.

Entonces �x− �x = �0 =
P

µi��i − (
P

λj��j) , que es combinación lineal del conjunto l.
i. γ. Por lo tanto, todos los coecientes son 0. En especial, �x = �0.

El siguiente Teorema es de gran importancia, pues nos dice que cualesquiera dos
base de un espacio vectorial tienen la misma cardinalidad, con lo que se puede denir
la dimensión de un espacio vectorial como la cardinalidad de una base.

Teorema 25 Sean A,B dos bases para FV , entonces |A| = |B| .

Demostración. Haremos uso del Lema de Zorn.

Sea

Q =
n
(Ix, Fx) | Ix ⊆ A, Fx : Ix À→ B,

h
(B\ [Fx (Ix)])

◦
∪ Ix

i
�→
l.i.

V
o

denimos la relación 6 en Q por:

(Ix, Fx) 6 (Iy, Fy) si Ix ⊆ Iy ∧ Fy|Ix = Fx.
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e. Con todo lo anterior, hemos demostrado que
¡
∪ {Ix}x∈X , F

¢
∈ Q. Además es

claro que es cota superior para la cadena {(Ix, Fx∈X)}x∈X .
3. Por el Lema de Zorn, Q tiene algún elemento máximo (M,g) . En particular

M >
g

>→ B, y B\g (M) ∪M �→
l. i

V.

Supongamos que (∃�� ∈ B\g (M)) ∧ (A\M 6= ∅) . Entonces

(B\ (g (M) ∪ {��}))
◦
∪M �→

l. i
V (2.1)

además L
³
(B\ (g (M) ∪ {��}))

◦
∪M

´
6= V (pues de lo contrario

�� ∈ L
³
B\ (g (M) ∪ {��})

◦
∪M

´
,

y aś B\ (g (M))
◦
∪M seŕa l. d.

∇◦) entonces

A\M * L
³
(B\ (g (M) ∪ {��}))

◦
∪M

´
.

(en caso contrario, A = (A\M) ∪ M ⊆ L
³
(B\ (g (M) ∪ {��}))

◦
∪M

´
, por lo que

V = L (A) ⊆ L
³
(B\ (g (M) ∪ {��}))

◦
∪M

´ ∇◦ .)
Como A\M * L

³
(B\ (g (M) ∪ {��}))

◦
∪M

´
, ∃�w ∈ A\M tal que

�w /∈ L
³³

B\ (g (M) ∪ {��})
◦
∪M

´´
. (2.2)

Denamos M̄ =M ∪ {�w} , y ḡ por

ḡ : M̄ B

=

g : M B g(�w) = ��

-
inyect.

-
inyect.

6
inc.

6
inc.

Tenemos que
¡
M̄, ḡ

¢
∈ Q :

B\
¡
ḡ
¡
M̄
¢¢
∪ M̄ = [B\ (g (M) ∪ {��})] ∪ (M ∪ {�w}) , que es l. i. por 2.1 y 2.2.

Además [B\ (g (M) ∪ {��})] y M ∪ {�w} son ajenos (obsérvese 2.2).
Pero entonces (M,g) ¡

¡
M̄, ḡ

¢ ∇◦ . La contradicción viene de la hipótesis
(∃�� ∈ B\g (M)) ∧ (A\M 6= ∅) .
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Entonces Fz|Ix =
¡
Fz|Iy

¢
|Ix = (Fy)|Ix = Fx. Por lo que Ix ⊆ Iz y Fz|Ix = Fx, es decir

que (Fx, Ix) 6 (Fz, Iz) .Q 6= ∅ : (∅, ∅) ∈ Q : ∅ ∅
>>→ B y B\∅ (∅)

◦
∪ ∅ es l. i en FV.

2. Sea {(Ix, Fx)}x∈X una cadena en Q. Denimos

F : ∪ {Ix}x∈X → B por
�v 7→ Fy (�v) si �v ∈ Iy

.

a. Tenemos que ver que esta función está bien denida:
Si �v ∈ Iy ∧ �v ∈ Iz, dado que (Iy, Fy) , (Iz, Fz) forman parte de una cadena, entonces
(Iy, Fy) 6 (Iz, Fz) o (Iz, Fz) 6 (Iy, Fy) . Sin perder generalidad supongamos que
(Iy, Fy) 6 (Iz, Fz) . Aś tenemos que Fz (�v) = Fz|Iy (�v) = Fy (�v) .
b. Veamos ahora que F es inyectiva: si �v 6= �w, �v, �w ∈ ∪ {Ix}x∈X , entonces �v ∈

Iy, �w ∈ Iz, y, z ∈ X. Podemos suponer sin perder generalidad que (Iy, Fy) 6 (Iz, Fz) ,
por lo tanto �v, �w ∈ Iz. Además F (�v) = Fy (�v) = Fz (�v) 6= Fz (�w) = F (�v) (recordar
que Fz es inyectiva). Por lo tanto F es inyectiva.

c. Veamos ahora que

·
B\F

µ
∪

x∈X
{Ix}

¶¸
∪
µ
∪

x∈X
{Ix}

¶
es l. i en FV.

·
B\F

µ
∪

x∈X
{Ix}

¶¸
∪
µ
∪

x∈X
{Ix}

¶
=

·
B\
µ
∪

x∈X
{F (Ix)}

¶¸
∪
µ
∪

x∈X
{Ix}

¶

=

·µ
∩

x∈X
{B\F (Ix)}

¶¸
∪
µ
∪

x∈X
{Ix}

¶
.

Aś, si {�v1, ..., �vn} ⊆ ∩
x∈X
{B\F (Ix)} y {�w1, ..., �wm} ⊆ ∪

x∈X
{Ix}, entonces {�w1, ..., �wm}

⊆ Iy, p. a. y ∈ X (por ser {(Ix, Fx)}x∈X una cadena) y {�v1, ..., �vn} ⊆ B\F (Iy).
Entonces {�v1, ..., �vn, �w1, ..., �wm} ⊆ B\F (Iy) ∪ Iy, que es l. i. Hemos demostrado que
cualquier subconjunto nito de

·
B\F

µ
∪

x∈X
{Ix}

¶¸
∪
µ
∪

x∈X
{Ix}

¶

es l. i.

d. Por último, veamos que

·
B\F

µ
∪

x∈X
{Ix}

¶¸
,

µ
∪

x∈X
{Ix}

¶
son conjuntos ajenos:

Supongamos que hay �v ∈
·
B\F

µ
∪

x∈X
{Ix}

¶¸
∩
µ
∪

x∈X
{Ix}

¶
. Entonces

�v ∈
·
B\F

µ
∪

x∈X
{Ix}

¶¸
=

·µ
∩

x∈X
{B\F (Ix)}

¶¸
y �v ∈ Ix, p. a. x ∈ X. Entonces

�v ∈ B\F (Ix) ∩ Ix, p. a. x ∈ X
∇◦ .
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Aś, si {�v1, ..., �vn} ⊆ ∩
x∈X
{B\F (Ix)} y {�w1, ..., �wm} ⊆ ∪

x∈X
{Ix}, entonces {�w1, ..., �wm}

⊆ Iy, p. a. y ∈ X (por ser {(Ix, Fx)}x∈X una cadena) y {�v1, ..., �vn} ⊆ B\F (Iy).
Entonces {�v1, ..., �vn, �w1, ..., �wm} ⊆ B\F (Iy) ∪ Iy, que es l. i. Hemos demostrado que
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·
B\F

µ
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x∈X
{Ix}

¶¸
∪
µ
∪

x∈X
{Ix}

¶

es l. i.

d. Por último, veamos que

·
B\F

µ
∪

x∈X
{Ix}

¶¸
,

µ
∪

x∈X
{Ix}

¶
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·
B\F

µ
∪

x∈X
{Ix}

¶¸
∩
µ
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x∈X
{Ix}

¶
. Entonces

�v ∈
·
B\F

µ
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x∈X
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¶¸
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·µ
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x∈X
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¶¸
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∇◦ .
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BA =: {b1 ∈ B | (2.4)} ,

B∞ =: {b1 ∈ B | (2.5)} ,

y denamos análogamente, AA, AB, A∞.
Ahora, observemos que

AA

f|AA
>>³ BA

es una biyección:

Si la sucesión

a1
g←−| b1

f←−| a2
g←−| b2

f←−| .... f←−| ak

terminó, entonces la sucesión

f (a1)
f←−| a1

g←−| b1
f←−| a2

g←−| b2
f←−| .... f←−| ak

también terminó. Por lo tanto la correspondencia a1 7→ f (a1) va de AA a BA. Es
claro que todos los elementos de BA provienen de un elemento de AA. (Los elementos
de B que no están en la imagen de f pertenecen a BB).

De la misma manera,

BB

g|BB
>>³ AB

es una biyección, y también

A∞
f|A∞
>>³ B∞

es una biyección.

Por lo tanto |AA| = |BA| , |BB| = |AB| y |A∞| = |B∞|.
Por lo tanto |A| =

¯̄
¯AA

◦
∪AB

◦
∪A∞

¯̄
¯ =

¯̄
¯BA

◦
∪BB

◦
∪B∞

¯̄
¯ = |B| .
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Por lo tanto
B\g (M) = ∅ ∨A\M = ∅.

4. Si A\M = ∅ entonces A ⊆M ⊆ A. Por lo que

A =M y
h
(B\g (A))

◦
∪A

i
�→ V.

l.i

Pero como A es l. i. máximo, entonces B\g (A) = ∅, por lo que

B ⊆ g (A) ⊆ B.

Por lo tanto g es una biyección entre A y B. Por lo tanto |A| = |B| .
Si B\g (M) = ∅ entonces g es suprayectiva, por lo que |A| ≥ |M | ≥ |B| .
En cualquier caso, |A| ≥ |B| . Por simetŕa, |B| ≥ |A| . Por el Teorema de Cantor-
Schroeder-Bernstein, |A| = |B| .

Teorema 26 Si |A| 6 |B| y |B| 6 |A|, entonces |A| = |B|.

Demostración. ([2]).

Sean A
f

>>→ B y A >>
g→ B funciones inyectivas.

Tomemos b1 ∈ B. Si b1 ∈ Im (f) entonces ∃!a1 ∈ A tal que f (a1) = b1. Si
a1 ∈ Im (g) , entonces ∃!b2 ∈ B tal que a1 = g (b2) , continuamos mientras sea
posible. Obtenemos una sucesión

b1
f←−| a1

g←−| b2
f←−| a2

f←−| ....

Tenemos tres posibilidades:

La sucesión anterior termina en una ak porque ak /∈ Im (g) . (2.3)

La sucesión anterior termina en una bj porque bj /∈ Im (f) . (2.4)

La sucesión anterior no termina. (2.5)

Empezando con una a1 en A, podemos repetir el anterior procedimiento, obteniendo
una sucesión

a1
g←−| b1

f←−| a2
g←−| b2

f←−| ....
De nuevo, uno tiene las tres posibilidades mencionadas arriba.
Denamos

BA =: {b1 ∈ B | (2.3)} ,
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Ejercicio 35 Muestre que

S =
©
f ∈ RR | f sus dos primeras derivadas existen y f́́ (x) = −f (x)

ª

es un subespacio del espacio

C∞ (R) =
©
f ∈ R2 | f (n) (x) existe ∀n ∈ N,∀x∈ R

ª
.

Ejercicio 36 Muestre que sen(x) y cos(x) son un conjunto linealmente independien-
te del espacio S del ejercicio anterior.

Ejercicio 37 Construir un polinomio cuya gráca pase por los puntos

(−3, 3) , (−1,−1) , (0, 0) , (5,−1) .

Ejercicio 38 Digamos que f : R→ R tiene peŕodo κ > 0 si f (x+ κ) = f (x) ,
∀x ∈ R. En este caso diremos que f es periódica. Por ejemplo, sen(x) tiene peŕodo
2π.

1. f : R→ R de peŕodo κ y g : R→ R de peŕodo λ = rκ, r ∈ Q\ {0} ⇒ f + g
es periódica.

2. Diga un peŕodo para f + g.

3. ¿Es W = {f : R→ R |f tiene peŕodo 2nπ, n ∈ Z} un subespacio de RR?

4. ¿{sen(nx) | n ∈ N} ⊆W?

-1.2 -1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
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y

sen(10x+2π10)
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Ejercicios

Ejercicio 25 Demostrar que en el ejemplo 11,
¡
FX , +̃, 0̂,

¢
es un grupo conmutativo.

Ejercicio 26 Mostrar que ∀α, β ∈ F, ∀A,B ∈Mn×m (F ), se tiene que

(αA+ βB)t = αAt + βBt.

Ejercicio 27 Si FV es un espacio vectorial y �v, �w ∈ V , entonces L ({�v, �w}) =
L ({�v}) + L ({�w}) = {α�v + β �w | α, β ∈ F} .

Ejercicio 28 L (∅) = L
³n

�0
o´

=
n
�0
o
.

Ejercicio 29 Demuestre 3)⇒ 1) en el Teorema 13.

Ejercicio 30 Demostrar que P (R) ,I (R) 6 RR.

Ejercicio 31 Demostrar que Sn (R) ,An (R) 6Mn (R).

Ejercicio 32 Considere el sistema de ecuaciones con coecientes en F :

x+ 2y + 5s− t
3x+ 6y + 3z + 21s− 2t
5x+ 10y + 3z + 31s− t
3x+ 6y + 2z + 19s+ 2t

= 0
= 0
= 0
= 0.

1. Tome F = R y muestre que el conjunto S de soluciones es un subespacio de
R5. Encuentre una base para S.

2. Lo correspondiente,. con F = Z5.

3. Lo correspondiente,. con F = Z7.

4. Lo correspondiente,. con F = Z11.

Ejercicio 33 Demostrar que 1
2
(C + Ct) es simétrica y 1

2
(C − Ct) es antisimétrica,

∀C ∈Mn (R) .

Ejercicio 34 Muestre que
n
f : R→ R | f es continua y 0 =

R 1

0
f
o
6 RR.

interiores.indd   58 22/3/11   10:43:11



2.7. DIMENSIÓN 59
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58 CAPÍTULO 2. ESPACIOS VECTORIALES

Ejercicios

Ejercicio 25 Demostrar que en el ejemplo 11,
¡
FX , +̃, 0̂,

¢
es un grupo conmutativo.

Ejercicio 26 Mostrar que ∀α, β ∈ F, ∀A,B ∈Mn×m (F ), se tiene que

(αA+ βB)t = αAt + βBt.

Ejercicio 27 Si FV es un espacio vectorial y �v, �w ∈ V , entonces L ({�v, �w}) =
L ({�v}) + L ({�w}) = {α�v + β �w | α, β ∈ F} .

Ejercicio 28 L (∅) = L
³n

�0
o´

=
n
�0
o
.

Ejercicio 29 Demuestre 3)⇒ 1) en el Teorema 13.

Ejercicio 30 Demostrar que P (R) ,I (R) 6 RR.

Ejercicio 31 Demostrar que Sn (R) ,An (R) 6Mn (R).

Ejercicio 32 Considere el sistema de ecuaciones con coecientes en F :

x+ 2y + 5s− t
3x+ 6y + 3z + 21s− 2t
5x+ 10y + 3z + 31s− t
3x+ 6y + 2z + 19s+ 2t

= 0
= 0
= 0
= 0.

1. Tome F = R y muestre que el conjunto S de soluciones es un subespacio de
R5. Encuentre una base para S.

2. Lo correspondiente,. con F = Z5.

3. Lo correspondiente,. con F = Z7.

4. Lo correspondiente,. con F = Z11.

Ejercicio 33 Demostrar que 1
2
(C + Ct) es simétrica y 1

2
(C − Ct) es antisimétrica,

∀C ∈Mn (R) .

Ejercicio 34 Muestre que
n
f : R→ R | f es continua y 0 =

R 1

0
f
o
6 RR.

interiores.indd   59 22/3/11   10:43:12



2.7. DIMENSIÓN 61

2. ∀γ1 base de W1,∀γ2
base de W2, γ1 es ajena con γ2 y γ1

◦
∪γ2 es una base de V.

Ejercicio 49 Considere Tn = {A ∈Mn (R) | Ai,j = 0, i > j} . ¿Cuál es la dimensión
de Tn?.

Ejercicio 50 Considere Ln = {A ∈Mn (R) | Ai,j = 0, i < j} . ¿Cuál es la dimensión
de Ln?

Ejercicio 51 Considere Dn = {A ∈Mn (R) | Ai,j = 0, i 6= j} . ¿Cuál es la dimensión
de Dn?

Ejercicio 52 Considere Sn = {A ∈Mn (R) | Ai,j = Aj,i,∀i, j} . ¿Cuál es la dimen-
sión de Sn?

Ejercicio 53 Compruebe que

dim (Tn + Sn) = dim (Tn) + dim (Sn)− dim (Tn ∩ Sn) .

Se dene el rango de una matriz A como dim (L ({A1, ..., Am})) , es decir la di-
mensión del espacio generado por los renglones de A.

Ejercicio 54 Demostrar que el rango de una matriz escalonada es el número de
renglones distintos de cero, notando que un renglón distinto de cero no puede ser
combinación lineal de los renglones debajo.

Ejercicio 55 Demostrar que si las matrices A,B ∈ Mn×m (R) son reducidas y
escalonadas y tienen el mismo espacio de renglones, entonces A = B.

Ejercicio 56 Suponga que las matrices A y B son reducidas y escalonadas y que
se obtienen aplicando operaciones elementales a la misma matriz C. Demuestre que
A = B.

Ejercicio 57 Dé una base para las matrices diagonales de 3× 3 con coecientes en
R.

Ejercicio 58 Dé una base para las matrices simétricas de 4× 4 con coecientes en
R.

Ejercicio 59 Dé una base para las matrices antisimétricas de 4× 4 con coecientes
en R.

60 CAPÍTULO 2. ESPACIOS VECTORIALES

Ejercicio 39 ¿Es {sen(nx) | n ∈ {1, 2, 3}} l. i en RR? .

Ejercicio 40 Sea G =
½
(1, 2, 3, 4, 5) , (2, 1, 4, 3, 5) , (1, 1, 1, 1, 1) , (1,−2, 3,−4,−1) ,

(0, 1, 0, 1, 0) , (3, 3, 7, 7, 10) , (2,−1, 4,−3, 0)

¾

1. Encontrar un subconjunto l. i. de G que genere el mismo subespacio que G.

2. Encontrar un subconjunto l. i. de G que genere el mismo subespacio que G y
que contenga los elementos (0, 1, 0, 1, 0) , (3, 3, 7, 7, 10).

Ejercicio 41 ¿Cuántas matrices escalonadas y reducidas hay en M3×4 (Z2)?

Ejercicio 42 Respecto al ejercicio anterior, ¿cuántas matrices escalonadas y reduci-
das hay de rangos 1, 2, 3, respectivamente?

Ejercicio 43 ¿Cuántas matrices antisimétricas hay de 5×5 con coecientes en Z3?
Dé una base para el espacio de las matrices antisimétricas de 5× 5 con coecientes
en Z3.

Ejercicio 44 Construya un polinomio s (x)cuya gráca pase por los puntos

(−3, 3) , (−2,−1) , (−1, 0)

y tal que su derivada en 0 sea 1.

Ejercicio 45 Construya un polinomio s (x)cuya gráca pase por los puntos

(−3, 3) , (−2,−1) , (−1, 0)

y tal que su integral de −1 a 1sea 0.

Ejercicio 46 Muestre que {�u,�v}6= es l. i. ⇔ {�u+ �v, �u− �v}6= es l. i.

Ejercicio 47 Muestre que la armación anterior es falsa si uno retira la hipótesis
de que los elementos sean distintos (tome �v = �0 y vea que pasa).

Ejercicio 48 Muestre que son equivalentes para W1,W2 6 FV :

1. V =W1

L
W2. Recuerde que esto signica que

V =W1 +W2 ∧W1 ∩W2 =
n
�0
o
.
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(−3, 3) , (−2,−1) , (−1, 0)

y tal que su derivada en 0 sea 1.

Ejercicio 45 Construya un polinomio s (x)cuya gráca pase por los puntos
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de los subespacios correspondientes al diagrama.

W1 +W2

↑
β3

% -
W1 ←� β2 � �→ W2

- %
β1

W1

↓
∩W2

.

Ejercicio 64 Muestre que hay bases como en el ejercicio anterior, para cualesquiera
dos subespacios W1,W2 de un espacio vectorial FV. (No suponga que dim (V ) es
nita).

Ejercicio 65 Sea X ⊆ R, denamos NX =:
n
R f→ R | f (r) = 0,∀r ∈ X

o
.

1. Muestre que NX 6 RR.

2. Suponga que Y ⊆ R. Muestre que NX ∩NY = NX∪Y .

3. Demuestre que

X
◦
∪ Y = R⇔ NX ∩NY =

©
0̂
ª
.

4. (X ∪ Y ) $ R⇒ NX ∩NY 6=
©
0̂
ª
.

5. NX +NY ⊆ NX∩Y .

6.
¡
RR ⊆ NX +NY

¢
⇒ (X ∩ Y = ∅)

7.
¡
RR = NX

L
NY

¢
⇔
h
(X ∩ Y = ∅) ∧

³
X

◦
∪ Y = R

´i
.

8. g ∈ RR, tal que g (r) 6= 0 ⇒ N{r}
L

L (g) = RR.

9. Usando lo anterior muestre que N{r} es máximo en
£©
0̂
ª
,RR

¢
.

Ejercicio 66 Encuentre un subespacio W máximo en
£©
0̂
ª
,RR

¢
tal que

(W 6= Nr) ∀ r ∈ R.

62 CAPÍTULO 2. ESPACIOS VECTORIALES

Ejercicio 60 Dé una base para el espacio de las matrices triangulares superiores
(ceros debajo de la diagonal principal) de 3× 3 con coecientes en R.

Ejercicio 61 Muestre que el conjunto {(1, 2, 3, 4) , (0, 1, 4, 3)} se puede completar a
una base de R4, con cualesquiera dos elementos de la base canónica. Sugerencia:
Muestre que si uno forma una matriz que tenga como renglones a los elementos del

conjunto dado y dos elementos de la base canónica (por ejemplo



1 2 3 4
0 1 4 3
0 0 1 0
0 0 0 1




tiene rango 4.)

Ejercicio 62 Tomemos el conjunto {(1, 2, 3, 4), (0, 2, 3, 4)}. Entonces la matriz

1 2 3 4
0 2 3 4
1 0 0 0
0 0 0 1


, tiene rango 3, por lo que el conjunto

{(1, 2, 3, 4) , (0, 2, 3, 4) , (1, 0, 0, 0) , (0, 0, 0, 1)}

es l. d. Encuentre todas las bases de R3 que contienen a (1, 2, 3, 4) , (0, 2, 3, 4) y a dos
elementos de la base canónica.

Ejercicio 63 Sean






−5
6
−3
−5


 ,



−5
9
2
9


 ,



−7
3
3
−1


 ,



−5
7
2
−0






,







7
−9
7
−2


 ,




9
−8
4
1


 ,




0
5
6
−8







en R4. Llamemos W1 al subespacio generado por el primer conjunto de vectores y
W2 al generado por el segundo conjunto de vectores. Encontrar las dimensiones de
W1,W2,W1 +W2,W1 ∩W2. Encontrar bases

β3 ⊇ γ ⊇ β1 ⊆ β2 ⊆ β3, γ,
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Ejercicio 70 Use el Teorema de Cantor-Schröeder-Bernstein para demostrar que

|N| = |N× N| .

Ejercicio 71 Sugerencia: muestre que las siguientes funciones son inyectivas.

N >>→ N×N
n 7−→ (n, 0)

,
N×N >>→ N
(n,m) 7−→ 2n3m

Ejercicio 72 Muestre que la unión de dos conjuntos ajenos con la misma cardi-
nalidad que N, sigue siendo de la misma cardinalidad de |N|. Por ejemplo, Muestre
que

N×{0, 1} =
©
(n, 0) | n ∈ N+

ª ◦
∪
©
(0,m) | m ∈ N+

ª ◦
∪ {(0, 0)}

tiene |N| elementos. Sugerencia: el primer uniendo corresponde biyectivamente con
los pares positivos, el segundo con el conjunto de impares.

Ejercicio 73 Muestre que si F es nito y ajeno con X innito entonces |X ∪ F | =
|X| . Sugerencia: suponga que F = {x1 , x2 , ..., xk} Supongamos además que F ∩N =
∅. Note que {0, 1, ..., k − 1} ∪ {k, k + 1, ....} = N y que N +k→ {k, k + 1, ....} es una
biyección. Concluya que

|N| = |{0, 1, ..., k − 1} ∪ {k, k + 1, ....}| =
¯̄
¯F ◦
∪N

¯̄
¯ .

Ahora use que X incluye una copia de N, N digamos. Aś que X∪F = (X\N)∪N =
(X\N) ∪ (N ∪ F ) .

Ejercicio 74 (Opcional). Muestre, usando el Lema de Zorn, que si X es un conjunto
innito entonces

|X| = |X × {0, 1}|
Sugerencia: Sea

D =
(Ã

Z,Z >>
fZ³ Z × {0, 1}

!
| ∅ 6= Z ⊆ A,

)

ordenado por: (Y, fY ) ∝ (Z, fZ) si Y ⊆ Z y

Z
fZ

>>³ Z × {0, 1}
inclus. ↑ = ↑ inclus.

Y
fY

>>³ Y × {0, 1}

64 CAPÍTULO 2. ESPACIOS VECTORIALES

Ejercicio 67 Demuestre que si A, B son conjuntos, entonces

(|A| 6 |B|) ∨ (|B| 6 |A|) .

Sugerencia: Considere ==
½µ

X,X
fX

>>→ B

¶
| X ⊆ A

¾
, dena un orden J en =

por:

µ
X,X

fX
>>→ B

¶
J
µ
Y, Y

fY
>>→ B

¶
si (X ⊆ Y y

Y
fY

>>→ B B
↑ = %fX

X

,

es decir, fY|X = fX .
Muestre que = no es vaćo, que J es un orden parcial, que toda cadena en = está aco-
tada por arriba. Concluya que = contiene un elemento máximo (M,fM) . Observe que
M = A ∨ f (M) = B. Concluya.

Ejercicio 68 Muestre que son equivalentes para W,Z 6 FV :

1. V =W
L

Z.

2. Z es ḿnimo en {U 6 V |W + U = V } .

Ejercicio 69 1. Muestre que cualquier segmento de recta en el plano (que tenga
más de un punto) tiene tantos puntos como el intervalo [0, 1] .

2. Use lo anterior para mostrar que cualesquiera dos intervalos cerrados innitos
tienen la misma cardinalidad.

3. Muestre también que cualesquiera dos intervalos abiertos no vaćos tienen la
misma cardinalidad.

4. Usando el Teorema de Cantor-Schröeder-Bernstein muestre que un intervalo
abierto no vaćo tiene la misma cardinalidad que un intervalo cerrado innito
(y la misma cardinalidad de un intervalo que incluye un extremo y excluye al
otro, como (0, 2] o [2, 8)).

5. Muestre que el intervalo [0, 1) tiene tantos puntos como [0,∞).

6. Muestre que (−1, 1) tiene tantos puntos como R.
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2. Z es ḿnimo en {U 6 V |W + U = V } .

Ejercicio 69 1. Muestre que cualquier segmento de recta en el plano (que tenga
más de un punto) tiene tantos puntos como el intervalo [0, 1] .

2. Use lo anterior para mostrar que cualesquiera dos intervalos cerrados innitos
tienen la misma cardinalidad.

3. Muestre también que cualesquiera dos intervalos abiertos no vaćos tienen la
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Caṕtulo 3

Transformaciones lineales

3.1. Transformaciones lineales, núcleos e

imágenes

Denición 38 Sean FV , FW espacios vectoriales. Una función T : V → W es
lineal si:

1. ∀�x, �y ∈ V, T (�x+ �y) = T (�x) + T (�y) ,

2. ∀α ∈ F,∀�x ∈ V , T (α�x) = αT (�x) .

Observación 23 Notemos que si T : V → W es una función, entonces podemos
denir otra función

V × V
T×T→ W ×W

(�v1, �v2) 7−→ (T (�v1) , T (�v2))
.

Entonces la condición 1) anterior se puede expresar diciendo que el diagrama

(�v1, �v2) 7−→ �v1 + �v2

↓
V × V

+→ V
↓T×T = ↓T
W ×W

+→ W

↓

(T (�v1) , T (�v2)) 7−→ T (�v1) + T (�v2) = T (�v1 + �v2)

conmuta. También se puede expresar diciendo que “da lo mismo primero sumar en V
y después aplicar T (obteniendo T (�v1 + �v2)) que primero aplicar T y después sumar
en W (obteniendo T (�v1) + T (�v2)).

67

66 CAPÍTULO 2. ESPACIOS VECTORIALES

la inclusión. Note que D no es vaćo porque como X es innito, entonces X incluye
una copia de N.
Note también que si (M,fM) es un elemento máximo en D, entonces el conjunto
A\M no puede contener una copia de N, por lo que debe ser nito.
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3.1. TRANSFORMACIONES LINEALES, NÚCLEOS E IMÁGENES 69

3.
IdV : V → V

�� 7→ ��
.

4. W
incl.
�→ V

�� 7→ ��
.

5.
0̂V : V → V

�� 7→ �0
.

Ejercicio 75 F campo, T : F → F lineal ⇒ ∃r ∈ F tal que T = r · . (Es decir,
toda función lineal de F en F es multiplicar por un escalar).

Denición 39 Para T : V → W lineal, se dene el núcleo de T , por Ker(T ) =:n
�� ∈ V | T (��) = �0

o
.

Teorema 27 Si T : V →W es una función lineal, entonces:

1. Z 6 V ⇒ T (Z) 6W.

2. Y 6W ⇒ T−1 (Y ) 6 V.

Demostración.

Notemos primero que una función lineal, env́a �0 a �0 :

T
³
�0
´
= T

³
�0 +�0

´
= T

³
�0
´
+ T

³
�0
´
⇒

�0 = −T
³
�0
´
+ T

³
�0
´
= −T

³
�0
´
+ T

³
�0
´
+ T

³
�0
´
= T

³
�0
´

1. a) Supongamos que Z 6 V. Entonces �0 = T
³
�0
´
∈ T (Z)

b) T (��1) + T (��2) = T (��1 + ��2) ∈ T (Z) .

c) c · T (��) = T (c · ��) ∈ T (Z) .

2. Supongamos ahora que Y 6W.

a) Entonces �0 ∈ T−1 (Y ) pues T
³
�0
´
= �0 ∈ Y.

b) �x1� �x2 ∈ T−1 (Y )⇒ T (�x1)+T (�x2) ∈ Y ⇒ T (�x1 + �x2) = T (�x1)+T (�x2) ∈
Y.

68 CAPÍTULO 3. TRANSFORMACIONES LINEALES

Observación 24 La condición 2) anterior se puede expresar diciendo que el diagra-
ma

(c,�v) 7−→ c�v

↓
F × V

·→ V
↓IdF×T = ↓T
F ×W

·→ W

↓

(c, T (�v)) 7−→ c · T (�v) = T (c�v)

conmuta. Es decir que “da lo mismo primero multiplicar por c y después aplicar T,
que primero aplicar T y después multiplicar por c”.

1. Rθ la rotación por un ángulo θ.

x

y

x

y

2. σ� : R2→ R2 (reexión sobre una ĺnea �).

x

y
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Observación 24 La condición 2) anterior se puede expresar diciendo que el diagra-
ma

(c,�v) 7−→ c�v

↓
F × V

·→ V
↓IdF×T = ↓T
F ×W

·→ W

↓

(c, T (�v)) 7−→ c · T (�v) = T (c�v)

conmuta. Es decir que “da lo mismo primero multiplicar por c y después aplicar T,
que primero aplicar T y después multiplicar por c”.

1. Rθ la rotación por un ángulo θ.

x

y

x

y
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x

y
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Supongamos que

γ = {�v1, ..., �vk}6= , T (γ) = {T (�v1) , ..., T (�vk)} .

Si T (�vi) = T (�vj) entonces T (�vi) − T (�vj) = �0, entonces �0 = T (�vi) − T (�vj) =

T (�vi − �vj) . Por lo tanto �vi−�vj ∈Ker(T ) =
n
�0
o
. Entonces �vi = �vj. Aś que podemos

suponer que los elementos de {T (�v1) , ..., T (�vk)} son distintos. Como es l. d. por
hipótesis, entonces hay un vector en

T (�v1) , ..., T (�vk)

que es c.l. de los anteriores y no es T (�v1) , ya que no es �0W , puesto que v1 6= �0V .
Digamos que

T (�vj) = T (�v1) + ...+ T (�vj−1) ,

de donde
T (�v1) + ...+ T (�vj−1)− T (�vj) = �0.

por lo tanto
�v1 + ...+ �vj−1 − �vj ∈ Ker (T )

por lo que �v1 + ...+ �vj−1 − �vj = �0, pero entonces {�v1, ..., �vj−1, �vj} es l. d.∇◦
3) ⇒ 2) Si �� 6= �0, entonces {��} es l. i. Por lo tanto {T (��)} es l. i., aś que

T (��) 6= �0. Por lo tanto, V \
n
�0
o
⊆ V \ (Ker (T )), es decir que

Ker (T ) ⊆
n
�0
o
⊆ Ker (T ) .

2)⇒ 1)
T (��) = T (�v)⇒ T (��)− T (�v) = �0⇒

⇒ T (��− �v) = �0⇒

⇒ ��− �v ∈ Ker (T ) =
n
�0
o
⇒

��− �v = �0⇒ �� = �v.

Teorema 30 Son equivalentes para T : V →W lineal:

1. T es suprayectiva.
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c) �x ∈ T−1 (Y ) , c ∈ F ⇒ T (�x) ∈ Y, c ∈ F ⇒ cT (�x) ∈ Y ⇒ T (c�x) =
cT (�x) ∈ Y ⇒ c�x ∈ T−1 (Y ) .

Podemos notar los siguientes casos particulares.

Teorema 28 Si T : V →W es lineal, entonces

1. Ker(T ) =:
n
�� ∈ V | T (��) = �0

o
es un subespacio de V.

2. T (V ) 6W.

Demostración. 1. Simplemente notemos que Ker(T ) = T−1
n
�0W
o
.

2. Notemos que V 6 V.

Ejercicio 76 RR
c·→R R es una función lineal ∀c ∈ R.

Ejemplo 40 La función identidad en un espacio vectorial, es una función lineal:
IdV : FV →F V.

Ejemplo 41 Si FW 6 FV entonces la función inclusión W �→ V es una función
lineal.

Ejemplo 42 La función constante
0̂ : FV → FW

�� 7−→ �0W
es lineal.

Teorema 29 Son equivalentes para T : V →W lineal:

1. T es inyectiva.

2. Ker(T ) =
n
�0
o
.

3. β ∈ J (V )⇒ T (β) ∈ J (W ) ,∀β ∈ J (V ) .

Demostración. 1)⇒ 2) T
³
�0
´
=
³
�0
´
⇒ �0 ∈ Ker(T )⇒

n
�0
o
6 Ker(T ). Ahora,

si T es inyectiva, entonces �0 es el único vector que se mapea al �0W . Por lo tanto

Ker(T ) =
n
�0
o
.

2)⇒ 3) Supongamos que β ∈ J (V ) pero que T (β) es l. d. Entonces T (β) incluye
un subconjunto nito l. d., que es de la forma T (γ) con

γ ⊆ β, .γ nito.
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Ejercicio 78 R ·(−1)→ R es una función lineal. Muestre que la función

RR → RR
f 7→ f (−x)

es una función lineal ¿o no?.

3.2. La propiedad universal de las bases

Teorema 31 (Propiedad universal de las bases) Son equivalentes para β ⊆F

V :

1. β es una base para FV.

2. ∀f : β →W función, ∃!f̂ : V →W función lineal tal que conmuta el triángulo

β �→ V
f ↓ .f̂

W
.

Demostración. ⇒) Sean β �→
base

V, y f : β →W. Denamos f̂ : V →W por:

f̂ (�x) =
X

cif (�vi) ,

en donde �0 6= �x =
P

ci�vi, con �vi ∈ β, ci 6= 0. (Recuérdese que la expresión de �x como
c.l. de elementos de β con coecientes distintos de 0 es única porque β es una base
de V .) Es claro que

f̂
³
�0
´
= �0

si �f ha de ser lineal.
Veamos que �f es lineal:
si ��,�v ∈ V, escribamos

�� =
X

ci�vi, �vi ∈ β

y

�v =
X

di�vi, �vi ∈ β
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2. β ∈ G (V )⇒ T (β) ∈ G (W ) ,∀β ∈ G (V ) .

Demostración. 1) ⇒ 2) Supongamos que T es suprayectiva y que β ∈ G (V ).
Entonces el único subespacio de FV que incluye a β es V (recuerde que L (β) es el
menor subespacio que incluye a β). Queremos ver que W es el único subespacio que
incluye a T (β) .
Si T (β) ⊆ Z ¡ W, entonces β ⊆ T−1 (Z) 6 V. Como acabamos de observar, V

es el único subespacio que incluye a β. Por lo tanto T−1 (Z) = V. Pero aplicando T ,
y usando que T es suprayectiva, tenemos que Z = T (T−1) (Z) = T (V ) =W∇

◦
(Z ¡

W ).
2) ⇒ 1) Tomemos β una base de V, entonces T (β) ⊆ T (V ) 6 W, por lo que

L (T (β)) 6 T (V ) . Pero por 2), tenemos que L (T (β)) =W. De esta manera,

W = L (T (β)) 6 T (V ) 6W.

Es decir, W = T (V ).

Ejemplos 43 1. Los únicos subespacios de R son {0} y R. Entonces toda función
lineal R→ R 6= 0̂ es una biyección.

2. sen(x) : R→ R no es lineal.

3. x2 : R→ R no es lineal.

4. R e( )

→ R no es lineal pues 0 no está en la imagen de e( ).

5. R k k→ R no es lineal.

Ejemplo 44 ( )t : Mn (R) → Mn (R) y Id : Mn (R)→ Mn (R) son funciones linea-
les. Entonces ( )t − Id :Mn (R)→Mn (R) es una función lineal.

Ejemplo 45 1. Ker
¡
( )t − Id

¢
= {A | At −A = O} = {A | At = A} el subespa-

cio de las matrices simétricas.

2.
¡
( )t − Id

¢
(Mn (R)) = {At −A | A ∈Mn (R)} 6 An (R) el espacio de las ma-

trices antisimétricas.

Ejercicio 77 Muestre que vale la igualdad en el ejemplo anterior, es decir que

©
At −A | A ∈Mn (R)

ª
= An (R) .
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conmuta, la función

T : L (β)
L

W → V
�x+ �w 7→ �x

si �x ∈ L (β) , �w ∈W.

Es una función lineal con esa propiedad. Sin embargo, también IdV hace conmutativo
el diagrama 3.1. Pero IdV 6= T , contradiciendo la hipótesis de unicidad.
La propiedad universal nos dice, entre otras cosas, que para denir una función

lineal V →W , basta denir la función en una base de V.

Ejemplo 46 Sea β = {�e1, �e2} la base canónica para R2, sea

f : β → R2

�e1 7→ (2, 3)

�e2 7→
¡
−5,
√
2
¢

entonces f̂ : R2 → R2 es tal que

f̂ (x, y) = f̂ (x�e1 + y�e2) = xf (�e1) + yf (�e2) =

= x (2, 3) + y
³
−5,
√
2
´
=
³
2x− 5y, 3x+ y

√
2
´
.

Corolario 6 Sea β una base para FV y sean T, S : V ⇒ W dos funciones lineales.
Son equivalentes:

1. T = S.

2. T|β = S|β.

Demostración. 1)⇒ 2) Es obvio.
2)⇒ 1) Tanto T como S están en un diagrama conmutativo

β �→ V
T|β=S|β ↓ .T

W
,

β �→ V
T|β=S|β ↓ .S

W

la unicidad en la propiedad universal obliga la igualdad de T y S.
Lo anterior se expresa diciendo lo siguiente “para ver que dos funciones lineales

coinciden, basta ver que coinciden en una base de FV.
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podemos suponer agregando coecientes 0 arriba y abajo si es necesario, que las ��i
que aparece en cada suma son las mismas. Aś:

f̂ (��+ ��) = f̂
³hX

ci��i
i
+
hX

di��i
i´
=

= f̂
³X

(ci + di)��i
´
=
X

(ci + di) f (��i) =

=
X

[cif (��i) + dif (��i)] =
X

cif (��i) +
X

dif (��i) = f̂ (��) + f̂ (��) .

Además

f̂ (c · ��) = f̂
³
c ·
³X

di��i
´´
= f̂

³
c ·
³X

di��i
´´
= f̂

³X
c (di��i)

´
=

= f̂
³X

(cdi)��i
´
=
X

(cdi) f (��i) =
X

c (dif (��i)) = c
X

dif (��i) =

= cf̂ (��) .

Debe ser claro que f̂|β = f. Que f̂ es la única función lineal V →W con esa propiedad
se deja como ejercicio.
⇐) Supongamos que β tiene la propiedad enunciada en 2).
Primero veamos que β es l. i. Si existiera �� ∈ β tal que �� ∈ L (β\ {��}) denamos

la función
f : β −→ F

�� 7−→ 1
�� 7−→ 0 si �� 6= ��

.

Por hipótesis habŕa una función lineal f̂ : V → F tal que conmuta el diagrama

β �→ V
f ↓ .f̂

F
.

De la denición de f se sigue que f̂|L(β\{��}) = 0̂|L(β\{��}). Entonces

1 = f̂ (��) = f̂|L(β\{��}) (��) = 0̂|L(β\{��}) (��) = 0∇◦ .

Esta contradicción muestra que β es l. i.

Veamos ahora que β ∈ G (V ). Supóngase que L (β) ¡ V , entonces ∃W 6=
n
�0
o

tal que V = L (β)
L

W. Consideremos la función inclusión β �→ V , por hipótesis,

∃!V T→W tal que
β �→ L (β)

L
W = V

↓ . T
V

(3.1)
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Demostración. 1.

(U ◦ T ) (�x+ c�y) = U [(T ) (�x+ c�y)] = U [T (�x) + cT (�y)] =

= U (T (�x)) + cU (T (�y)) = (U ◦ T ) (�x) + c [(U ◦ T ) (�y)] .

2.
�x ∈ Ker (U ◦ T )⇔ (U ◦ T ) (�x) = �0⇔ U (T (�x)) = �0⇔

(T (�x)) ∈ Ker (U)⇔ �x ∈ T−1 (Ker (U)) .

Denición 40 Si FV y FW son espacios vectoriales entonces

HomF (V,W ) = {T : V →W | T es lineal} .

Ejercicio 81 Sean FV y FW son espacios vectoriales.

1. Demuestre que W V = {f : V →W | f es una función} es un espacio vectorial,
con las deniciones naturales de suma y de multiplicación por escalares (por
ejemplo, (cf) (��) =: c · f (��)

2. HomF (V,W ) 6W V .

Ejercicio 82 Demuestre que

R3 p1→ R
(x, y, z) 7−→ x

,
R3 p2→ R
(x, y, z) 7−→ y

,
R3 p3→ R
(x, y, z) 7−→ x

son funciones lineales. Entonces ∀k, l,m ∈ R, kp1+lp2+mp3 es también una función
lineal. Es decir que la función

f ((x, y, z)) = kx+ ly +mz

es una función lineal.

Ejercicio 83 Demuestre que toda función lineal de R3 a R es de la forma descrita
en el ejercicio anterior.
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Observación 25 Notemos que la propiedad universal de las bases nos dice que si β
es una base de FV, entonces hay una biyección

W β −→ HomF (V,W )

f 7−→ f̂
.

Entonces |HomF (V,W )| =
¯̄
W β

¯̄
.

Ejemplo 47 El número de funciones lineales de (Z2)
2 a (Z2)

2 es

¯̄
(Z2)

2
¯̄2
= 16.

Contamos de manera expĺcita el número de imágenes posibles de la base canónica
{(1, 0) , (0, 1)} . Tenemos que (Z2)

2 tiene 4 elementos:

{(0, 0) , (1, 0) , (0, 1) , (1, 1)} .

Aś, es claro que el número es 4× 4. (4 posibles imágenes para (1, 0) y otras tantas
para (0, 1)).

Ejercicio 79 ¿Cuántas funciones lineales hay de (Z3)
3 a (Z3)

3 ?

Ejercicio 80 ¿Cuántas funciones lineales hay de (Zp)n a (Zp)m?

Corolario 7 Si T : V →W es lineal y se anula en una base de FV , entonces T = 0̂.

Demostración. Se sigue del Corolario anterior, notando que T y 0̂ coinciden en
la base β.

Lema 1 T : FV → FW es lineal ⇔ ∀��, �y ∈ V, ∀c ∈ F, T (��+ c�y) = T (��) + cT (�y) .

Demostración. ⇒) Si T es lineal y ��, �y ∈ V, c ∈ F entonces T (��+ c�y) =
T (��) + T (c�y) = T (��) + cT (�y) .
⇐) Tomando c = 1, tenemos que T (��+ 1�y) = T (��) + 1T (�y) .

Tomando �� = �0, entonces T (c�y) = T
³
�0 + c�y

´
= T

³
�0
´
+ cT (�y) = cT (�y) .

Teorema 32 Sean T : V →W y U :W → X son funciones lineales.. Entonces

1. U ◦ T : V → X también es una función lineal.

2. Ker(U ◦ T ) = T−1 (Ker (U)) .
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Demostración. 1.
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= U (T (�x)) + cU (T (�y)) = (U ◦ T ) (�x) + c [(U ◦ T ) (�y)] .

2.
�x ∈ Ker (U ◦ T )⇔ (U ◦ T ) (�x) = �0⇔ U (T (�x)) = �0⇔

(T (�x)) ∈ Ker (U)⇔ �x ∈ T−1 (Ker (U)) .

Denición 40 Si FV y FW son espacios vectoriales entonces

HomF (V,W ) = {T : V →W | T es lineal} .
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2. HomF (V,W ) 6W V .
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(x, y, z) 7−→ y
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Ejercicio 83 Demuestre que toda función lineal de R3 a R es de la forma descrita
en el ejercicio anterior.
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Ejercicio 80 ¿Cuántas funciones lineales hay de (Zp)n a (Zp)m?

Corolario 7 Si T : V →W es lineal y se anula en una base de FV , entonces T = 0̂.

Demostración. Se sigue del Corolario anterior, notando que T y 0̂ coinciden en
la base β.

Lema 1 T : FV → FW es lineal ⇔ ∀��, �y ∈ V, ∀c ∈ F, T (��+ c�y) = T (��) + cT (�y) .
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1. T es un isomorsmo.

2. T es biyectiva.

3. β base de FV ⇒ T (β) base de FW,∀β.

Demostración. 1)⇒ 2) Por denición un isomorsmo es una función con inver-
so. Las funciones invertibles son precisamente las biyectivas.
2)⇒ 3) Por los Teoremas 29 y 30, T (β) es l. i. y genera W.

3) ⇒ 2) Primero notemos que β
T|β→ T (β) es una biyección. Basta ver que es

inyectiva. Si no lo fuera, tomemos dos vectores �u 6= �� ∈ β tales que T (�u) = T (��) .
Cambiemos la base β cambiando �� por ��−�u, para obtener el nuevo conjunto β0 (que
sigue siendo base de V , ejercicio fácil). Notemos que T (�� − �u) = �0 ∈ T (β0) , por lo
que T (β0) es l. d y entonces no es una base para W∇

◦
.

Toda vez que hemos notado que β
T|β→ T (β) es una biyección, tomemos la función

inversa T (β)
g→ β. Como T (β) es una base para, la propiedad universal de las bases

nos dice que ∃!S :W → V tal que

T (β) �→ W
g ↓ ↓ S
β �→ V

(3.2)

Por otra parte comparando

β �→ V
T|β ↓ ↓T
T (β) �→ W

g ↓ ↓S
β �→ V

con
β �→ V

Idβ ↓ ↓IdV
β �→ V

y notando que g ◦ T|β = Idβ, tenemos por la unicidad en la propiedad universal que
S ◦ T = IdV . Análogamente se sigue que T ◦ S = IdW , comparando los diagramas

T (β) �→ W
g ↓ ↓S
β �→ V

T|β ↓ ↓T
T (β) �→ W

con
T (β) �→ W

IdT (β) ↓ ↓IdW
T (β) �→ W

.

78 CAPÍTULO 3. TRANSFORMACIONES LINEALES

Ejercicio 84 1. Demuestre que

Rn pk→ R
(x1, x2, ..., xn) 7−→ xk

es una función lineal.

2. Demuestre que
Rn → R

(x1, x2, ..., xn) 7−→
nP

k=1

ckxk

es una función lineal para cada sucesión c1.c2, ..., ck ∈ R.

3. Demuestre que toda función lineal de Rn a R es de esta forma.

Ejercicio 85 1. Demuestre que

R ik−→ Rn

r 7−→


0, 0, ..., r| {z }

k 

, ..., 0




es una función lineal.

2. Demuestre que

R c·ik−→ Rn

r 7−→


0, 0, ..., cr| {z }

k 

, ..., 0




es una función lineal.

3. Demuestre que

R f→ Rn

x 7−→ (c1x, c2x, ..., cnx)

es una función lineal.

Denición 41 T : V →W lineal es un isomorsmo si ∃U : W → V lineal tal que
T ◦ U = IdW y U ◦ T = IdV .

Teorema 33 Son equivalentes para una función lineal T : V →W :
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1. T es un isomorsmo.

2. T es biyectiva.

3. β base de FV ⇒ T (β) base de FW,∀β.

Demostración. 1)⇒ 2) Por denición un isomorsmo es una función con inver-
so. Las funciones invertibles son precisamente las biyectivas.
2)⇒ 3) Por los Teoremas 29 y 30, T (β) es l. i. y genera W.

3) ⇒ 2) Primero notemos que β
T|β→ T (β) es una biyección. Basta ver que es

inyectiva. Si no lo fuera, tomemos dos vectores �u 6= �� ∈ β tales que T (�u) = T (��) .
Cambiemos la base β cambiando �� por ��−�u, para obtener el nuevo conjunto β0 (que
sigue siendo base de V , ejercicio fácil). Notemos que T (�� − �u) = �0 ∈ T (β0) , por lo
que T (β0) es l. d y entonces no es una base para W∇

◦
.

Toda vez que hemos notado que β
T|β→ T (β) es una biyección, tomemos la función

inversa T (β)
g→ β. Como T (β) es una base para, la propiedad universal de las bases

nos dice que ∃!S :W → V tal que

T (β) �→ W
g ↓ ↓ S
β �→ V

(3.2)

Por otra parte comparando

β �→ V
T|β ↓ ↓T
T (β) �→ W

g ↓ ↓S
β �→ V

con
β �→ V

Idβ ↓ ↓IdV
β �→ V

y notando que g ◦ T|β = Idβ, tenemos por la unicidad en la propiedad universal que
S ◦ T = IdV . Análogamente se sigue que T ◦ S = IdW , comparando los diagramas

T (β) �→ W
g ↓ ↓S
β �→ V

T|β ↓ ↓T
T (β) �→ W

con
T (β) �→ W

IdT (β) ↓ ↓IdW
T (β) �→ W

.

78 CAPÍTULO 3. TRANSFORMACIONES LINEALES

Ejercicio 84 1. Demuestre que

Rn pk→ R
(x1, x2, ..., xn) 7−→ xk

es una función lineal.

2. Demuestre que
Rn → R

(x1, x2, ..., xn) 7−→
nP

k=1

ckxk

es una función lineal para cada sucesión c1.c2, ..., ck ∈ R.

3. Demuestre que toda función lineal de Rn a R es de esta forma.

Ejercicio 85 1. Demuestre que

R ik−→ Rn

r 7−→


0, 0, ..., r| {z }

k 

, ..., 0




es una función lineal.

2. Demuestre que

R c·ik−→ Rn

r 7−→


0, 0, ..., cr| {z }

k 

, ..., 0




es una función lineal.

3. Demuestre que

R f→ Rn

x 7−→ (c1x, c2x, ..., cnx)

es una función lineal.

Denición 41 T : V →W lineal es un isomorsmo si ∃U : W → V lineal tal que
T ◦ U = IdW y U ◦ T = IdV .

Teorema 33 Son equivalentes para una función lineal T : V →W :
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es inmediato que Ker
¡
T|X
¢
=
n
�x ∈ X | T (�x) = �0

o
= (Ker (T )) ∩X =

n
�0
o
.

Por lo tanto T|X es una función lineal inyectiva y aś, es un isomorsmo de X en
T (X) = T (V ) . Por lo tanto,

dim (X) = dim (T (V )) = rango (T ) .

Una simple sustitución, nos da el resultado deseado:

nul (T ) + dim (X) = dim (V )

nul (T ) + rango (T ) = dim (V )

Corolario 8 Sea T : V →W una función lineal entre dos espacios vectoriales de la
misma dimensión n (n ∈ N). Son equivalentes:

1. T es inyectiva.

2. T es suprayectiva.

3. T es un isomorsmo.

Demostración. Basta mostrar que 1)⇔ 2).

T es inyectiva ⇔ Ker(T ) =
n
�0
o
⇔ nul(T ) = 0⇔ rango(T ) = dim (V )

⇔ dim (T (V )) = dim (V )⇔ T (V ) = V ⇔ T es suprayectiva.

Denición 43 Recordemos que

F (X) = {f : X → V | sop (f) es nito} .

Para cada x ∈ X denimos

δx : X → F
x 7→ 1
x 6= y 7→ 0

.

Observación 26 sop(δx) = {x} que es nito, por lo tanto δx ∈ F (X).

Lema 2 {δx}x∈X es una base de F (X).

Demostración.

80 CAPÍTULO 3. TRANSFORMACIONES LINEALES

Ejercicio 86 Muestre que son equivalentes para una función lineal T : V →W :

1. T es un isomorsmo.

2. ∃β base de FV tal que β >>
T|β
³ T (β) y T (β) es una base de FW .

Teorema 34 Son equivalentes para dos espacios vectoriales FV , FW :

1. V uW (V es isomorfo a W ).

2. dim(V ) = dim(W ) .

Demostración. 1) ⇒ 2) Sea V
Ψ→ W un isomorsmo. Una base β de V se

mapea bajo Ψ en una base de W. Como β
Ψ|β→ Ψ (β) es una biyección, entonces

dim(V ) = |β| = |Ψ (β)| = dim (W ) .
2) ⇒ 1) Sea β >>

f
³ γ una biyección entre una base de V y una base de W.

Usemos la propiedad universal de las bases para denir un función lineal f̂ : V →W
que extienda a f. Denamos también la función lineal Γ : W → V que extiende a
f−1. Entonces la función lineal Γ ◦ f̂ extiende a f−1 ◦ f = Idβ. Por la propiedad

universal de las bases, Γ ◦ f̂ = IdV . Simétricamente, f̂ ◦ Γ = IdW .

Denición 42 Para una función lineal T : V →W, se denen:

1. nul(T ) = dim (Ker T ) : y se llama la nulidad de T.

2. rango(T ) = dim (T (V )) .

Teorema 35 Para una función lineal T : V →W , con dim(V ) ∈ N, se tiene que

nul (T ) + rango (T ) = dim (V ) .

Demostración. Tomemos X 6 V tal que V = Ker(T )
L

X. Tenemos que

nul (T ) + dim (X) = dim (V )

(la unión de una base de Ker(T ) con una base de X nos da una base de FV ). ∀�� ∈ V,

�� = �k+ �x, con �k ∈ �, �x ∈ X. Entonces T (��) = T
³
�k
´
+ T (�x) = T (�x) . Por lo tanto

T (V ) ⊆ T (X) ⊆ T (V ) y podemos considerar el diagrama

V
T→ T (V )

↑ incl. k
X

T|X→ T (X)
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es inmediato que Ker
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=
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= (Ker (T )) ∩X =
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1. T es inyectiva.
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Denición 43 Recordemos que

F (X) = {f : X → V | sop (f) es nito} .

Para cada x ∈ X denimos

δx : X → F
x 7→ 1
x 6= y 7→ 0

.

Observación 26 sop(δx) = {x} que es nito, por lo tanto δx ∈ F (X).

Lema 2 {δx}x∈X es una base de F (X).

Demostración.
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Ejercicio 86 Muestre que son equivalentes para una función lineal T : V →W :

1. T es un isomorsmo.

2. ∃β base de FV tal que β >>
T|β
³ T (β) y T (β) es una base de FW .

Teorema 34 Son equivalentes para dos espacios vectoriales FV , FW :

1. V uW (V es isomorfo a W ).

2. dim(V ) = dim(W ) .

Demostración. 1) ⇒ 2) Sea V
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mapea bajo Ψ en una base de W. Como β
Ψ|β→ Ψ (β) es una biyección, entonces

dim(V ) = |β| = |Ψ (β)| = dim (W ) .
2) ⇒ 1) Sea β >>

f
³ γ una biyección entre una base de V y una base de W.

Usemos la propiedad universal de las bases para denir un función lineal f̂ : V →W
que extienda a f. Denamos también la función lineal Γ : W → V que extiende a
f−1. Entonces la función lineal Γ ◦ f̂ extiende a f−1 ◦ f = Idβ. Por la propiedad

universal de las bases, Γ ◦ f̂ = IdV . Simétricamente, f̂ ◦ Γ = IdW .

Denición 42 Para una función lineal T : V →W, se denen:

1. nul(T ) = dim (Ker T ) : y se llama la nulidad de T.

2. rango(T ) = dim (T (V )) .

Teorema 35 Para una función lineal T : V →W , con dim(V ) ∈ N, se tiene que

nul (T ) + rango (T ) = dim (V ) .

Demostración. Tomemos X 6 V tal que V = Ker(T )
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X. Tenemos que

nul (T ) + dim (X) = dim (V )

(la unión de una base de Ker(T ) con una base de X nos da una base de FV ). ∀�� ∈ V,

�� = �k+ �x, con �k ∈ �, �x ∈ X. Entonces T (��) = T
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Recordemos que R es un espacio vectorial sobre Q, de manera natural. Como los
espacios vectoriales tienen base, entonces R es isomorfo a Q(X) para algún conjunto
X (podemos escoger X como una base de QR. Podemos notar que X tiene que ser
innito, pues |Q2| = |N2| = |N| , de aqú que si n 6 2m, entonces

|Q| 6 |Qn| 6
¯̄
Q2m

¯̄
=
¯̄
¯Q2m−1

¯̄
¯ = ... = |Q| < |R| =

¯̄
2Q
¯̄
.

En particular, podemos escoger �v1 ∈ X y denir la función

X
f−→ R

�v1 7→ 2�v1
�x 7→ �x si �x 6= �v1

.

Por la propiedad universal de las base, ∃f̂ :Q R→Q R lineal que extiende a f . Siendo
lineal, tiene que respetar la suma, ahora, esta misma función no es lineal de RR→
RR, pues de serlo, seŕa de la forma c · , pero entonces f̂ (�v1) = 2�v1 = c�v1 y
f̂ (�x) = �x = c�x, de donde se tiene que 2 = 1 ∇

◦
.

Ejemplo 49 Una función que respeta la multiplicación por escalares que no respeta
la suma.

Sea
f : R2 −→ R2

(x, 0) 7→ (2x, 0)
(x, y) 7→ (x, y) si y 6= 0

.

f respeta multiplicación por escalares:

f (c (x, 0)) = (2cx, 0) = c (2x, 0) = cf (x, 0)
f (c (x, y)) = f (cx, cy) = (cx, cy) = c (x, y) = cf (x, y) si y 6= 0 .

f no respeta la suma: (1, 1) = f ((1, 1)) = f ((1, 0) + (0, 1)) .
f (1, 0) + f (0, 1) = (2, 0) + (0, 1) = (2, 1) 6= (1, 1) .

Ejemplo 50 El número de funciones lineales de FV a FW es
¯̄
W β

¯̄
mientras que

el número de funciones de V a W es
¯̄
W V

¯̄
. Por ejemplo, el número de funciones

lineales de R a R es |R| , pues tenemos la biyección
R → HomR (R,R)
c 7→ c · .

Pero,
|R| <

¯̄
2R
¯̄
6
¯̄
RR
¯̄
,

82 CAPÍTULO 3. TRANSFORMACIONES LINEALES

1. Si
nX
i=1

ciδxi = 0̂

entonces para una j ∈ {1, ..., n} tenemos que

0 = 0̂ (xj) =

Ã
nX
i=1

ciδxi

!
(xj) =

nX
i=1

(ci · δxi (xj)) = cj ∀j ∈ {1, ..., n} .

Por lo tanto {δx}x∈X es linealmente independiente.

2. Sea ahora g ∈ F (X), demostraremos que g =
P

x∈sop(g)
g (x) δx:

a) Para z ∈ X\sop(g), entonces g (z) = 0 y

 X

x∈sop(g)
g (x) δx


 (z) =

X
x∈sop(g)

(g (x) δx (z)) = 0.

b) Para z ∈sop(g) , entonces

 X

x∈sop(g)
g (x) δx


 (z) =

X
x∈sop(g)

g (x) δx (z) = g (z) · 1 = g (z) .

Por lo tanto g =
P

x∈sop(g)
g (x) δx.

Teorema 36 Si FV es un espacio vectorial, entonces V u F (X) para algún conjunto
X.

Demostración. Sea β una base de FV y consideremos F (β), la biyección

β >>³ {δ�x}�x∈β
�z 7−→ δ��

muestra que FV tienen la misma dimensión.

Ejemplo 48 Una función bf : R → R que respeta la suma y que no respeta la
multiplicación.
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Recordemos que R es un espacio vectorial sobre Q, de manera natural. Como los
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|Q| 6 |Qn| 6
¯̄
Q2m

¯̄
=
¯̄
¯Q2m−1

¯̄
¯ = ... = |Q| < |R| =

¯̄
2Q
¯̄
.

En particular, podemos escoger �v1 ∈ X y denir la función

X
f−→ R

�v1 7→ 2�v1
�x 7→ �x si �x 6= �v1

.
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f̂ (�x) = �x = c�x, de donde se tiene que 2 = 1 ∇

◦
.

Ejemplo 49 Una función que respeta la multiplicación por escalares que no respeta
la suma.

Sea
f : R2 −→ R2

(x, 0) 7→ (2x, 0)
(x, y) 7→ (x, y) si y 6= 0

.

f respeta multiplicación por escalares:

f (c (x, 0)) = (2cx, 0) = c (2x, 0) = cf (x, 0)
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Ejemplo 50 El número de funciones lineales de FV a FW es
¯̄
W β

¯̄
mientras que

el número de funciones de V a W es
¯̄
W V

¯̄
. Por ejemplo, el número de funciones

lineales de R a R es |R| , pues tenemos la biyección
R → HomR (R,R)
c 7→ c · .

Pero,
|R| <

¯̄
2R
¯̄
6
¯̄
RR
¯̄
,
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1. Si
nX
i=1

ciδxi = 0̂

entonces para una j ∈ {1, ..., n} tenemos que

0 = 0̂ (xj) =

Ã
nX
i=1

ciδxi

!
(xj) =

nX
i=1

(ci · δxi (xj)) = cj ∀j ∈ {1, ..., n} .

Por lo tanto {δx}x∈X es linealmente independiente.

2. Sea ahora g ∈ F (X), demostraremos que g =
P

x∈sop(g)
g (x) δx:

a) Para z ∈ X\sop(g), entonces g (z) = 0 y

 X

x∈sop(g)
g (x) δx


 (z) =

X
x∈sop(g)

(g (x) δx (z)) = 0.

b) Para z ∈sop(g) , entonces

 X

x∈sop(g)
g (x) δx


 (z) =

X
x∈sop(g)

g (x) δx (z) = g (z) · 1 = g (z) .

Por lo tanto g =
P

x∈sop(g)
g (x) δx.

Teorema 36 Si FV es un espacio vectorial, entonces V u F (X) para algún conjunto
X.

Demostración. Sea β una base de FV y consideremos F (β), la biyección

β >>³ {δ�x}�x∈β
�z 7−→ δ��

muestra que FV tienen la misma dimensión.

Ejemplo 48 Una función bf : R → R que respeta la suma y que no respeta la
multiplicación.
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3.3. La matriz de una transformación lineal

Denición 44 Sea FV con base β = {�x1, �x2, ..., �xn} denamos Φβ : V → Fn

mediante la propiedad universal de las bases por medio de

�xi
↓̄
��i

β �→ V
↓ϕβ .Φβ

Fn
.

Observación 29 Notemos que Φβ es un isomorsmo, cuyo inverso tiene la propie-
dad de que Φ−1β (��i) = �xi.

Observación 30 Φβ (��) = Φβ

µ
nP
i=1

ai�xi

¶
=

nP
i=1

Φβ (ai�xi) =
nP
i=1

aiΦβ (�xi) =
nP
i=1

ai��i =



a1
a2
...
an


 .

El vector




a1
a2
...
an


 se llama el vector de coordenadas de �� respecto a β y también

se denota [��]β .

Observación 31 T : F n → Fm lineal ⇒

T (a1, a2, ..., an) = a1T (��1) + a2T (��2) + ....+ anT (��n) .

Denición 45 La matriz de T : Fn → Fm es la matriz cuyas columnas son
T (��1) , T (��2) , ...., T (��n) : (T (��1) T (��2) ....T (��n)) .

Ejemplo 51 La matriz de T : R3 → R2 tal que

T (x, y, z) = (2x+ 3y, x− 2y − z)

es µ
2 3 0
1 −2 −1

¶
.

84 CAPÍTULO 3. TRANSFORMACIONES LINEALES

ya que |R| < |℘ (R)| =
¯̄
2R
¯̄
. Además 2R �→ RR, pues toda función con valores en

{0, 1} , puede pensarse como una función con valores en R.
Las funciones lineales de V a W son “pocas” comparadas con todas las funciones de
V a W.

Observación 27 Para cualquier conjunto X, se tiene que |X| ¡ |℘ (X)| .

Demostración. La función
X → ℘ (X)
x 7→ {x} es inyectiva, por lo que |X| 6 |℘ (X)| .

Si existiera una función biyectiva f : X >>³ ℘ (X), consideremos el conjunto

A = {z ∈ X | z /∈ f (z)}

como A ∈ ℘ (X) , entonces A = f (u) , para alguna u ∈ X.
Notemos ahora que u ∈ A ⇒ u /∈ f (u) = A. Por lo tanto u /∈ A = f (u). Pero

como u /∈ f (u) , entonces u ∈ A∇
◦
.

Como no hay biyecciones entre X y ℘ (X), tenemos que |X| ¡ |℘ (X)| .

Observación 28 |℘ (X)| =
¯̄
2X
¯̄
.

Demostración. 2X = {f : X → {0, 1} | f función} . La función

2X
τ→ ℘ (X)

f 7→ {z ∈ X | f (z) = 1}

es una biyección.

Ejercicio 87 Muestre que la función

℘ (X)
χ→ 2X

Y 7→ χ
Y

donde χ
Y
es la función caracteŕstica de Y :

χ
Y
(z) =

½
1 si z ∈ Y
0 si z /∈ Y

,

es la inversa de la función τ de la Observación anterior.
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1. Ψγ
β es una función lineal. Tomemos T, S ∈ HomF (V,W ), c ∈ F , entonces Ψγ

β(T +
cS) = [T + cS]γβ. Calculemos la columna j−ésima de esta matriz:

³
[T + cS]γβ

´j
= [(T + cS) (��j)]γ = [T (��j) + (cS) (��j)]γ =

= [T (��j) + c (S (��j))]γ = Φγ (T (��j) + c · S (��j)) =

= Φγ (T (��j)) + c · Φγ (S (��j))
1 = [T (��j)]γ + c · [S (��j)]γ

=
³
[T ]γβ

´j
+ c ·

³
[S]γβ

´j
=
³
[T ]γβ + c · [S]γβ

´j
.

Como las j-ésimas columnas de las matrices [T + cS]γβ y [T ]
γ
β + c · [S]γγ coinciden, y

esto vale para cada columna, entonces

[T + cS]γβ = [T ]
γ
β + c · [S]γβ .

Por lo tanto Ψγ
β es lineal.

2. Ψγ
β es inyectiva. Para mostrar esto basta ver que Ker

¡
Ψγ
β

¢
=
©
0̂
ª
, la transfor-

mación lineal cero.
Sea T una transformación lineal de V a W tal que Ψγ

β (T ) = O. Entonces, para cada

j, tenemos que
¡
Ψγ
β (T )

¢j
= Oj=



0
...
0


 .

Entonces

Φγ (T (��j)) = [T (��j)]γ =



0
...
0




Pero entonces, aplicando Φ−1γ , obtenemos

T (��j) = Φ−1γ



0
...
0


 = �0W ,

de aqú tenemos que T se anula en la base β. Por lo tanto T = 0̂. (Ver el Corolario
7).
Demostración. 3. Veamos que Ψγ

β es suprayectiva.
Sea A ∈ Mm×n (F ) . Queremos resolver la ecuación [T ]

γ
β = A. Para una T que
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Denición 46 Si T : V → W es una función lineal entre los espacios vecto-
riales sobre el campo F, de dimensiones n y m, respectivamente, con bases β =
{�x1, �x2, ..., �xn} , γ = {�y1, �y2, ..., �ym} respectivamente. Entonces [T ]γβ es la matriz de
Φγ◦T◦Φ−1β
Fn → Fm en el diagrama conmutativo




V → W
↓Φβ ↓Φγ

F n
Φγ◦T◦Φ−1β→ Fm


 .

Expĺcitamente, la j-ésima columna de [T ]γβ es el vector en Fm :

¡
Φγ ◦ T ◦ Φ−1β

¢
(��j) = (Φγ ◦ T )

¡
Φ−1β (��j)

¢
=

= (Φγ ◦ T ) (�xj) = Φγ (T (�xj)) = [T (�xj)]γ

es decir, es el vector de coordenadas de T (�xj) respecto a la base γ.

Observación 32 El coeciente i, j-ésimo de la matriz [T ]γβ es la i-ésima coordenada
de [T (�xj)]γ .

Ejemplo 52 Consideremos la función derivada D : P3 (R)→ P2 (R) y tomemos las
bases canónicas β = {1, x, x2, x3} y γ = {1, x, x2} entonces

[D]γβ =



0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3


 .

Teorema 37 Sean FV y FW dos espacios de dimensión nita n,m respectivamente,
con sendas bases β, γ. Los espacios vectoriales

HomF (V,W )

y
Mm×n (F ) ,

son isomorfos.

Demostración. Denotemos β = {�x1, ...�xn} , γ = {�y1, ..., �ym} .
Denamos

HomF (V,W )
Ψγ
β−→ Mm×n (F )

T 7−→ [T ]γβ
.
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de aqú tenemos que T se anula en la base β. Por lo tanto T = 0̂. (Ver el Corolario
7).
Demostración. 3. Veamos que Ψγ

β es suprayectiva.
Sea A ∈ Mm×n (F ) . Queremos resolver la ecuación [T ]

γ
β = A. Para una T que
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Observación 34 La matriz de (A · ) respecto a las bases canónicas de Fn y Fm es
A.

Demostración. Sean β y γ las bases canónicas de Fm y Fn respectivamente.³
[(A · )]γβ

´j
= [(A · ��j )]γ =

£¡
Aj
¢¤γ

=
¡
Aj
¢
.

Teorema 38 Sean β = {�x1, ..., �xn} �→
base

FV y γ = {�y1, ..., �yn} �→
base

FW y T : V →W

lineal. Entonces el siguiente cuadrado es conmutativo:

V
T−→ W

Φβ ↓ ↓Φγ

F n
[T ]γβ ·−→ Fm

. (3.3)

Demostración. Sea �� ∈ FV, queremos demostrar que

��
T−→ T (��)

Φβ ↓ ↓Φγ

[(��)]β
[T ]γβ ·−→ [T ]γβ · [(��)]β = [T (��)]γ

.

En efecto: supongamos que

�� = c1�x1 + c2�x2 + ...+ cn�xn,

entonces
(Φγ ◦ T ) (��) = Φγ (T (��)) = [T (��)]γ =

= [T (c1�x1 + c2�x2 + ...+ cn�xn)]γ =

= [c1 · T (�x1) + c2 · T (�x2) + ...+ cn · T (�xn)]γ =
= c1 · [T (�x1)]γ + c2 · [T (�x2)]γ + ...+ cn · [T (�xn)]γ =

= c1 ·
³
[T ]γβ

´1
+ c2 ·

³
[T ]γβ

´2
+ ...+ cn ·

³
[T ]γβ

´n
=

= c1 ·
³
[T ]γβ · ��1

´
+ c2 ·

³
[T ]γβ · ��2

´
+ ...+ cn ·

³
[T ]γβ · ��n

´
=

=
³
[T ]γβ · c1��1

´
+
³
[T ]γβ · c2��2

´
+ ...+

³
[T ]γβ · cn��n

´
=

= [T ]γβ · (c1��1 + c2��2 + ...+ cn��n) =

= [T ]γβ · [(�x)]β .
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satisfaga la ecuación, debemos tener que sus j−ésimas columnas coincidan. Entonces
debe pasar que

³
[T ]γβ

´j
= Aj =




Ai,j

A2,j
...

Am,j


 ,

como
³
[T ]γβ

´j
= [T (��j)]γ = Φγ (T (��j)), entonces debe suceder que

Φγ (T (��j)) =




Ai,j

A2,j
...

Am,j


 ,

es decir que

T (��j) = Φ−1γ




Ai,j

A2,j
...

Am,j


 =

mX
i=1

Ai,j��i ∈W.

La propiedad universal de las bases, nos asegura que una función lineal V → W tal

que ��j 7−→
mP
i=1

Ai,j��i,para cada j. Es claro que si llamamos T a esta función lineal,

entonces Ψγ
β (T ) = A.

Tenemos que Ψγ
β es un isomorsmo.

Denición 47 Sea A ∈Mn×m (F ) , deniremos la función lineal (A · ) : Fm → Fn

(Multiplicar por A por el lado izquierdo) deniéndola en la base canónica de Fm :

A · ��j = (A · ) (��j) =: Aj.

Entonces

(A · )
Ã

mX
j=1

cj��j

!
=

mX
j=1

cjA
j.

Observación 33 (A · ) : Fm → Fn es por denición una función lineal (se ha
usado la propiedad universal de las bases para denirla).
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= [T ]γβ · [(�x)]β .
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satisfaga la ecuación, debemos tener que sus j−ésimas columnas coincidan. Entonces
debe pasar que

³
[T ]γβ

´j
= Aj =




Ai,j

A2,j
...

Am,j


 ,

como
³
[T ]γβ

´j
= [T (��j)]γ = Φγ (T (��j)), entonces debe suceder que

Φγ (T (��j)) =




Ai,j

A2,j
...

Am,j


 ,

es decir que

T (��j) = Φ−1γ




Ai,j

A2,j
...

Am,j


 =

mX
i=1

Ai,j��i ∈W.

La propiedad universal de las bases, nos asegura que una función lineal V → W tal

que ��j 7−→
mP
i=1

Ai,j��i,para cada j. Es claro que si llamamos T a esta función lineal,

entonces Ψγ
β (T ) = A.

Tenemos que Ψγ
β es un isomorsmo.

Denición 47 Sea A ∈Mn×m (F ) , deniremos la función lineal (A · ) : Fm → Fn

(Multiplicar por A por el lado izquierdo) deniéndola en la base canónica de Fm :

A · ��j = (A · ) (��j) =: Aj.

Entonces

(A · )
Ã

mX
j=1

cj��j

!
=

mX
j=1

cjA
j.

Observación 33 (A · ) : Fm → Fn es por denición una función lineal (se ha
usado la propiedad universal de las bases para denirla).
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Demostración.
³
[IdV ]

β
β

´j
= [IdV (��j)]β = [��j]β = �ej.

Denición 49 Sean A ∈ Mn×m (F ) y B ∈ Mm×r (F ) . Denimos AB como la
matriz de (A · ) ◦ (B · ) : F r → Fn, respecto a las bases canónicas de F r y Fn.

F r B·→ Fm, Fm A·→ Fn son funciones lineales, tomemos β, γ y λ las bases canónicas
de F r, Fm, Fn, respectivamente. Calculemos AB expĺcitamente:

(AB)j = [((A · ) ◦ (B · ))�ej]λ = [A (B�ej)]λ
= Φλ (A (B�ej)) = A (Φγ (B�ej)) . Pues

Fm A.−→ F n

Φγ ↓ ↓Φλ
Fn A·−→ Fm

conmuta. Por otra parte, Φγ (B�ej) es la j-ésima columna de la matriz de B · respecto
a las bases β y γ. Es decir, que es Bj. Ahora

ABj = A




B1,j

B2,j
...
Bm,j


 = A

Ã
mX
k=1

Bk,j
�fk

!
=

mX
k=1

Bk,j

³
A
³
�fk
´´
=

mX
k=1

Bk,j

¡
Ak
¢
. (3.5)

Aqú estamos denotando γ =
n
�f1, �f2, ..., �fm

o
.

Aś, la i-ésima coordenada de AB, es la i-ésima coordenada de
mP
k=1

Bk,j (A
i) . De-

notemos por
πi : Fm −→ F

(a1, a2, ...., am) 7−→ am
. (3.6)

Entonces

(AB)i,j = πi

Ã
mX
k=1

Bk,j

¡
Ai
¢!

=

Ã
mX
k=1

Bk,jπi
¡
Ak
¢!

=

=

Ã
mX
k=1

Bk,jπi
¡
Ak
¢!

=

Ã
mX
k=1

Bk,jAi,k

!
=

Ã
mX
k=1

Ai,kBk,j

!
.

En resumen,

(AB)i,j =

Ã
mX
k=1

Ai,kBk,j

!
.
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Ejemplo 53 Sea β = {1, x, x2, x3} �→


P3 (R), γ = {1, x, x2} �→


P2 (R) . Tomemos
la función derivada D : P3 (R)→ P2 (R) entonces

[D]γβ =



0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3




y tenemos que el diagrama siguiente conmuta:

P3 (R)
D−→ P2 (R)

Φβ ↓ ↓Φγ

R4
[D]γβ ·−→ R3

. (3.4)

Utilizando esto, podemos calcular D (a+ bx+ cx2 + dx3) :

D
¡
a+ bx+ cx2 + dx3

¢
= Φ−1γ ◦

³
[D]γβ ·

´
◦ Φβ

¡
a+ bx+ cx2 + dx3

¢
=

Φ−1γ ◦
³
[D]γβ ·

´



a
b
c
d


 = Φ−1γ


[D]γβ




a
b
c
d





 =

= Φγ






0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3







a
b
c
d





 =

= Φ−1γ


a



0
0
0


+ b



1
0
0


+ c



0
2
0


+ d



0
0
3




 =

= Φ−1γ




b
2c
3d


 = b+ 2cx+ 3dx2.

Denición 48 Sea β = {�x1, ..., �xn} �→
base

FV, denimos In =: [IdV ]
β
β.

Observación 35

[IdV ]
β
β =




1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...
...
. . .

...
0 0 1


 .
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Entonces, Rθ = [Rθ]
β
β · =

µ
cos (θ) −sen (θ)
sen (θ) cos (θ)

¶
· , por lo que

Rθ

µ
x
y

¶
=

µ
cos (θ) −sen (θ)
sen (θ) cos (θ)

¶µ
x
y

¶
=

µ
(cos (θ))x− (sen (θ)) y
(sen (θ))x+ (cos (θ)) y

¶
.

Ahora, es claro que RσRθ = Rσ+θ, por lo queµ
cos (σ) −sen (σ)
sen (σ) cos (σ)

¶µ
cos (θ) −sen (θ)
sen (θ) cos (θ)

¶
=

=

µ
cos (σ + θ) −sen (σ + θ)
sen (σ + θ) cos (σ + θ)

¶
.

Si efectuamos el producto en el lado izquierdo de la ecuación anterior, tenemos que:
µ
cos (σ) cos (θ)− sen (σ) sen (θ) − cos (σ) sen (θ)− sen (σ) cos (θ)
sen (σ) cos (θ) + cos (σ) sen (θ) cos (σ) cos (θ)− sen (σ) sen (θ)

¶
=

=

µ
cos (σ + θ) −sen (σ + θ)
sen (σ + θ) cos (σ + θ)

¶
,

en donde están inclúdas las fórmulas

cos (σ + θ) = cos (σ) cos (θ)− sen (σ) sen (θ)
y

sen (σ + θ) = sen (σ) cos (θ) + cos (σ) sen (θ) .

Ejemplo 55 Sean A, B matrices de m×n y de n×s, con coecientes en F. Entonces

1. A = AIn.

2. B = InB.

Demostración. Sean β, γ, λ las bases canónicas de Fn, Fm y F s, respectivamen-
te.

1. Consideremos las funciones F n A·−→ Fm y Id : Fn −→ Fn. Entonces Fn (A· )◦Id−→
Fm es una función lineal cuya matriz respecto a las bases canónicas satisface:

A = [(A · )]γβ = [(A · ) ◦ Id]
γ
β = [(A · )]

γ
β ◦ [Id]

β
β = A · In.

2. Consideremos las funciones F s B·−→ Fn y Id : Fn −→ Fn.

B = [(B · )]βλ = [Id ◦ (B · )]
β
λ = [Id]

β
β [(B · )]

β
λ ◦ = In ·B.

92 CAPÍTULO 3. TRANSFORMACIONES LINEALES

Teorema 39 Sean FV
T→ FW

S→ FZ funciones lineales entre los espacios vectoriales
V,W,Z, con bases β, γ, λ de cardinalidad n,m, r respectivamente. Entonces

[S ◦ T ]λβ = [S]
λ
γ [T ]

γ
β .

Demostración. Consideremos el diagrama

V
T−→ W

S−→ Z
Φβ ↓ ↓Φγ ↓Φλ

Fn
[T ]γβ ·−→ Fm

[S]λγ ·−→ Fm

.

Agrandémoslo de la manera siguiente:

V
T−→ W

S−→ Z
Φβ ↓ ↓Φγ ↓Φλ

F n
[T ]γβ ·−→ Fm

[S]λγ ·−→ Fm

Id ↓ ↓Id

F n
([S]λγ · )◦([T ]γβ · )−→ Fm

.

Comparándolo con

V
S◦T−→ Z

Φβ ↓ ↓Φλ

F n
[S◦T ]λβ ·−→ Fm

.

Observamos que [S ◦ T ]λβ · = Φ−1β ◦(S ◦ T )◦Φλ =
³
[S]λγ ·

´
◦
³
[T ]γβ ·

´
=
³
[S]λγ [T ]

γ
β

´
·

. Por lo tanto [S ◦ T ]λβ = [S]
λ
γ [T ]

γ
β .

Ejemplo 54 Consideremos las rotaciones Rθ y Rσ en el plano sus matrices respecto
a la base canónica de R2 son

µ
cos (θ) −sen (θ)
sen (θ) cos (θ)

¶
y

µ
cos (σ) −sen (σ)
sen (σ) cos (σ)

¶

respectivamente. Como

R2 Rθ−→ R2

Id=Φβ ↓ ↓Φβ

R2
[Rθ ]

β
β ·−→ R2

.
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◦
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³
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γ
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´
·
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λ
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γ
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= [((A · ) ◦ (B · ))]µγ ◦ [(C · )]
γ
β =³

[(A · )]µλ ◦ [(B · )]
λ
γ

´
◦ [(C · )]γβ = (AB)C.

De la misma manera, [(A · ) ◦ ((B · ) ◦ (C · ))]µβ = A (BC) .

Denición 50 Diremos que una matriz A ∈Mn×n es invertible, si ∃B ∈Mn×n tal
que

AB = In = BA.

Ejemplo 57 La matriz de una rotación en R2 por un ángulo θ es invertible. Es claro
que R−1θ = R−θ. Consecuentemente,

µ
cos θ −sinθ
sinθ cos θ

¶−1
=

µ
cos (−θ) −sin (−θ)
sin (−θ) cos (−θ)

¶
.

Veriquémoslo:
µ
cos (θ) −sen (θ)
sen (θ) cos (θ)

¶µ
cos (−θ) −sen (−θ)
sen (−θ) cos (−θ)

¶
=

=

µ
cos2 (θ) + sen2 (θ) 0

0 cos2 (θ) + sen2 (θ)

¶
=

µ
1 0
0 1

¶

Si se multiplica en el otro orden, obtenemos
µ
cos2 (−θ) + sen2 (−θ) 0

0 cos2 (−θ) + sen2 (−θ)

¶
=

µ
1 0
0 1

¶
.

Ejemplo 58 Debe ser claro que una reexión en R2 a lo largo de una ĺnea � que
pasa por el origen y que hace un ángulo α con la parte positiva del eje de las x, es
su propio inverso. Por lo tanto debe pasar que

µ
cos (2α) sen (2α)
sen (2α) − cos (2α)

¶−1
=

µ
cos (2α) sen (2α)
sen (2α) − cos (2α)

¶
.

En efecto, µ
cos (2α) sen (2α)
sen (2α) − cos (2α)

¶µ
cos (2α) sen (2α)
sen (2α) − cos (2α)

¶
=

=

µ
cos2 (2α) + sen2 (2α) 0

0 sen2 (2α) + cos2 (2α)

¶
=

=

µ
1 0
0 1

¶
.
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Ejercicio 88 Sea σ : R2 → R2 la reexión sobre la ĺnea � que pasa por el origen.
Muestre que su matriz respecto a la base canónica es

µ
cos (2α) sen (2α)
sen (2α) − cos (2α)

¶
,

donde α es el ángulo que hace la ĺnea � con el semieje de los reales positivos.

Ejemplo 56 Sean σ
1
y σ

2
reexiones sobre las ĺneas �1 y �2 (una con ángulo α y

otra con ángulo θ, con el semieje de los reales positivos) respectivamente. Entonces

σ
1
◦ σ

2

tiene matriz
µ
cos (2α) sen (2α)
sen (2α) − cos (2α)

¶µ
cos (2θ) sen (2θ)
sen (2θ) − cos (2θ)

¶
=

=

µ
cos (2α− 2θ) −sen (2α− 2θ)
sen (2α− 2θ) cos (2α− 2θ)

¶
.

Entonces la composición de dos reexiones es una rotación.

3.4. Suma y producto de matrices

Teorema 40 El producto de matrices es asociativo. Es decir, si
A ∈Mn×m (F ), B ∈Mm×r (F ), C ∈Mr×s (F ) entonces

(AB)C = A (BC) ∈Mn×s (F ) .

Demostración. Consideremos las funciones lineales

F s C·−→ F r, F r B·−→ Fm, Fm A·−→ F n

componiéndolas obtenemos

((A · ) ◦ (B · )) ◦ (C · ) = (A · ) ◦ ((B · ) ◦ (C · ))

puesto que la composición de funciones es asociativa.
Denotemos ahora β, γ, λ, µ son las bases canónicas de F s, F r, Fm, F n, respectiva-

mente. Entonces
[((A · ) ◦ (B · )) ◦ (C · )]µβ =
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¶
=

=

µ
1 0
0 1

¶
.
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Ejercicio 88 Sea σ : R2 → R2 la reexión sobre la ĺnea � que pasa por el origen.
Muestre que su matriz respecto a la base canónica es

µ
cos (2α) sen (2α)
sen (2α) − cos (2α)

¶
,

donde α es el ángulo que hace la ĺnea � con el semieje de los reales positivos.

Ejemplo 56 Sean σ
1
y σ

2
reexiones sobre las ĺneas �1 y �2 (una con ángulo α y

otra con ángulo θ, con el semieje de los reales positivos) respectivamente. Entonces

σ
1
◦ σ

2

tiene matriz
µ
cos (2α) sen (2α)
sen (2α) − cos (2α)

¶µ
cos (2θ) sen (2θ)
sen (2θ) − cos (2θ)

¶
=

=

µ
cos (2α− 2θ) −sen (2α− 2θ)
sen (2α− 2θ) cos (2α− 2θ)

¶
.

Entonces la composición de dos reexiones es una rotación.

3.4. Suma y producto de matrices

Teorema 40 El producto de matrices es asociativo. Es decir, si
A ∈Mn×m (F ), B ∈Mm×r (F ), C ∈Mr×s (F ) entonces

(AB)C = A (BC) ∈Mn×s (F ) .

Demostración. Consideremos las funciones lineales

F s C·−→ F r, F r B·−→ Fm, Fm A·−→ F n

componiéndolas obtenemos

((A · ) ◦ (B · )) ◦ (C · ) = (A · ) ◦ ((B · ) ◦ (C · ))

puesto que la composición de funciones es asociativa.
Denotemos ahora β, γ, λ, µ son las bases canónicas de F s, F r, Fm, F n, respectiva-

mente. Entonces
[((A · ) ◦ (B · )) ◦ (C · )]µβ =

interiores.indd   95 22/3/11   10:43:50



3.4. SUMA Y PRODUCTO DE MATRICES 97

Teorema 41 Sean A ∈Mm×n (F ) , B,C ∈Mn×r. Entonces

A (B + C) = AB +AC.

Demostración. Consideremos las funciones lineales

(B · ) , (C · ) ∈ HomF (F
r, Fn)

y la función lineal (A · ) ∈ HomF (F
n, Fm). Entonces

(B · ) + (C · ) ∈ HomF (F
r, Fn)

y entonces

(A · ) ◦ ((B · ) + (C · )) = 2 (A · ) ◦ (B · ) + (A · ) ◦ (C · ) .

Por lo tanto,

[(A · ) ◦ ((B · ) + (C · ))]λβ = [(A · ) ◦ (B · )]
λ
β + [(A · ) ◦ (C · )]

λ
β =

[(A · )]λγ ◦ [(B · )]
γ
β + [(A · )]

λ
γ ◦ [(C · )]

γ
β = AB +AC.

Estamos denotando β, γ, λ las bases canónicas de F r, F n, Fm, respectivamente.
De la misma manera,

[(A · ) ◦ ((B · ) + (C · ))]λβ = [(A · )]
λ
γ [(B · ) + (C · )]

γ
β =

A
³
[(B · )]γβ + [(C · )]

γ
β

´
= A (B + C) .

Ejercicio 89 Demostrar que si B,C ∈Mn×r, A ∈Mr×s (F ) , Entonces

(B + C)A = BA+ CA.

Teorema 42 Son equivalentes para una matriz A ∈Mn×n (F ) :

1. A es invertible.

2. A tiene inverso derecho.
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Ejemplo 59 Los vértices de R2dados por

µ
cos
¡
2π
n

¢
−sen

¡
2π
n

¢
sen

¡
2π
n

¢
cos
¡
2π
n

¢
¶kµ

1
0

¶
, k ∈ Z,

son los vértices de un n−gono regular centrado en �0, uno de cuyos vértices es (1, 0) .
Tomemos n = 9, y k ∈ {0, 1, 2, ..., 8} en

µ
cos
¡
2π
9

¢
−sen

¡
2π
9

¢
sen

¡
2π
9

¢
cos
¡
2π
9

¢
¶kµ

1
0

¶
.

µ
cos
¡
2π
9

¢
−sen

¡
2π
9

¢
sen

¡
2π
9

¢
cos
¡
2π
9

¢
¶0µ

1
0

¶
=

µ
1
0

¶
,

µ
cos
¡
2π
9

¢
−sen

¡
2π
9

¢
sen

¡
2π
9

¢
cos
¡
2π
9

¢
¶1µ

1
0

¶
=

µ
cos
¡
2
9
π
¢

sen
¡
2
9
π
¢
¶
,

µ
cos
¡
2π
9

¢
−sen

¡
2π
9

¢
sen

¡
2π
9

¢
cos
¡
2π
9

¢
¶2µ

1
0

¶
=

µ
cos2

¡
2
9
π
¢
− sen2

¡
2
9
π
¢

2 cos
¡
2
9
π
¢
sen

¡
2
9
π
¢
¶
,

µ
cos
¡
2π
9

¢
−sen

¡
2π
9

¢
sen

¡
2π
9

¢
cos
¡
2π
9

¢
¶3µ

1
0

¶
=

µ
cos3 2

9
π − 3 cos

¡
2
9
π
¢
sen2

¡
2
9
π
¢

3sen
¡
2
9
π
¢
cos2

¡
2
9
π
¢
− sen3

¡
2
9
π
¢
¶
,

µ
cos
¡
2π
9

¢
−sen

¡
2π
9

¢
sen

¡
2π
9

¢
cos
¡
2π
9

¢
¶4µ

1
0

¶
=

=

µ
cos4

¡
2
9
π
¢
− 9 cos2

¡
2
9
π
¢
sen2

¡
2
9
π
¢
+ sen4

¡
2
9
π
¢

4sen
¡
2
9
π
¢
cos3

¡
2
9
π
¢
− 4 cos

¡
2
9
π
¢
sen3

¡
2
9
π
¢

¶

...
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cuya matriz es




1 1 −2
−1 1 0
−1 −1 1


 . Es decir que T = [T ]cancan · . La función inversa

de T , (que existe porque el sistema de ecuaciones

x+ y − 2z = 0
−x+ y = 0

−x− y + z = 0

tiene sólo la solución trivial) debe satisfacer



1
−1
−1


 S7−→



1
0
0


 ,




1
1
−1


 S7−→



0
1
0


 ,



−2
0
1


 S7−→



0
0
1


 .

Expresemos



1
0
0


 como c.l. de







1
−1
−1


 ,




1
1
−1


 ,



−2
0
1




, a n de poder

calcular S en ��1 (la primera columna de la matriz de S.).

Resolvemos x




1
−1
−1


+ y




1
1
−1


+ z



−2
0
1


 =



1
0
0


 , : es decir,

x+ y − 2z = 1
−x+ y = 0

−x− y + z = 0

cuya solución es :



−1/2
−1/2
−1


 .

Ahora resolvemos x




1
−1
−1


+ y




1
1
−1


+ z



−2
0
1


 =



0
1
0


 , es decir,

x+ y − 2z = 0
−x+ y = 1

−x− y + z = 0

cuya solución es



−1/2
1/2
0


 .

98 CAPÍTULO 3. TRANSFORMACIONES LINEALES

3. A tiene inverso izquierdo..

4. La función A · : Fn → Fn es inyectiva.

5. La función A · : Fn → Fn es suprayectiva.

6. La ecuación A�x = �0 tiene sólo la solución trivial.

7. La ecuación A�x = �b tiene solución, ∀�b ∈ Fn.3

8. Cada ecuación A�x = �b tiene solución única, ∀�b ∈ F n.

Demostración. 1)⇒ 2) Es claro.

2)⇒ 5) Supongamos queB es una matriz enMn×n (F ) tal queAB = In. Entonces
IdFn = In · = AB · = (A · ) ◦ (B · ). Por lo tanto, (A · ) tiene inverso derecho, y
como tal, es suprayectiva.

5)⇒ 1)Se sigue del Corolario 8.

1)⇒ 3) Es claro.

3)⇒ 4)Supongamos que C es una matriz enMn×n (F ) tal que CA = In. Entonces
IdFn = In · = CA · = (C · ) ◦ (A · ). Por lo tanto, (A · ) tiene inverso izquierdo,
y por lo tanto, es inyectiva.

4)⇔ 6) A · : Fn → Fn es inyectiva, si y sólo si su núcleo es trivial, si y sólo si

A�x = �0⇒ �x = �0.

Hasta aqú, hemos visto que las primeras 6 armaciones son equivalentes.

5) ⇔ 7) A · : F n → Fn es suprayectiva si y sólo si ∀�b ∈ F n,∃�x ∈ F n tal que

A · �x = �b.

(4) ∧ 7))⇒ 8) Es claro.

8)⇒ 7) Es claro.

Ejemplo 60 Sea

T : R3 −→ R3


x
y
x


 7−→




x+ y − 2z
−x+ y
−x− y + z




3Note que esta ecuación se puede interpretar como un sistema de n ecuaciones con n incógnitas.
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simultáneamente, si se toma la matriz aumentada
¡
A |In

¢

y se reduce y escalona. Se termina en
¡
In |B

¢
,

donde B satisface AB = In, es decir que B = A−1.

Ejemplo 61 Reduciendo y escalonando la matriz:

1 2 3 4 1 0 0 0
1 3 5 8 0 1 0 0
0 0 1 2 0 0 1 0
1 2 3 5 0 0 0 1


 ,

obtenemos 

1 0 0 0 1 −2 1 2
0 1 0 0 −1 1 −2 0
0 0 1 0 2 0 1 −2
0 0 0 1 −1 0 0 1


 .

Por lo tanto

1 2 3 4
1 3 5 8
0 0 1 2
1 2 3 5







1 −2 1 2
−1 1 −2 0
2 0 1 −2
−1 0 0 1


 =



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 .

Ejercicio 90 Calcular la inversa de

1 2 3 4
1 3 5 8
0 0 1 2
1 2 3 5


 ,

en M4×4 (Z5) , M4×4 (Z7) .

Ejercicio 91 Calcular la inversa de


2 4 6 8
3 7 11 18
2 4 7 10
−2 −5 −8 −13




en M4×4 (R) .

100 CAPÍTULO 3. TRANSFORMACIONES LINEALES

Por último, resolviendo.
x+ y − 2z = 0
−x+ y = 0

−x− y + z = 1

obtenemos la solución



−1
−1
−1


 . Esto quiere decir que la matriz de S es



−1

2
−1

2
−1

−1
2

1
2
−1

−1 0 −1


 .

En efecto,



−1

2
−1

2
−1

−1
2

1
2
−1

−1 0 −1






1 1 −2
−1 1 0
−1 −1 1


 =



1 0 0
0 1 0
0 0 1


 ,

pero también




1 1 −2
−1 1 0
−1 −1 1





−1

2
−1

2
−1

−1
2

1
2
−1

−1 0 −1


 =



1 0 0
0 1 0
0 0 1


 .

El teorema anterior nos sugiere un algoritmo para invertir una matriz.

Teorema 43 Sea A ∈ Mn×n invertible, entonces la inversa de A es la matriz cuya
j-ésima columna es la solución de A�x = ��j.

Demostración. ABj = (AB)j = (In)
j = ��j.

Aś que para encontrar la inversa de la matriz A, habŕa que resolver las ecuaciones

A�x = ��j

para cada j.
Esto se hace tomando la matriz aumentada

¡
A |��j

¢
, reduciéndola y escalonán-

dola. Al nal se debe obtener
¡
In
¯̄
Bj

¢
puesto que la solución es única.

Uno puede resolver las n ecuaciones

A�x = ��1, A�x = ��2, ..., A�x = ��n
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Ejercicio 92 La relación de similaridad v es una relación de equivalencia en
Mn×n(F ).

Denición 53 1. Se dice que la matriz A representa a la función lineal T : V →
W si existen β base de V , γ base de W tales que A = [T ]γβ .

2. Se dice que la matriz A representa a la función lineal T : V → V si existe β
base de V , tal que A = [T ]ββ .

Teorema 44 A es similar a B ⇐⇒ A y B representan al mismo operador lineal4

T : V → V.

Demostración. ⇐) Si A = [T ]ββ y B = [T ]
γ
γ, entonces:

T = Id ◦ T ◦ Id⇒ [T ]ββ = [Id]
β
γ · [T ]

γ
γ · [Id]

γ
β .

Como [Id]βγ [Id]
γ
β = [Id]

β
β = In, tenemos que [Id]

β
γ =

³
[Id]γβ

´−1
.

⇒) Si A = Q−1BQ, entonces A representa a A · : Fn → Fn. Entonces A =
[A · ]ββ , donde β es la base canónica de Fn.

A = [A · ]ββ = [Id]
β
γ [A · ]

γ
γ [Id]

γ
β y A = Q−1BQ. Entonces es claro que si [Id]βγ =

Q−1, entonces B = [A · ]γγ .
De [Id]βγ = Q−1observemos que basta tomar

γ =
n¡

Q−1
¢1
¯ ,
¡
Q−1

¢2
¯ , ...,

¡
Q−1

¢n
¯

o
.

Ejercicio 93 Sea

T : P3 (R) → M2×2 (R)

f 7−→
µ R 1

0
f

R 2

0
f

f́ (0) f (1)− f (0)

¶

1. Encuentre la matriz de T respecto de las bases canónicas.

2. Encuentre la inversa de la matriz anterior.

3. Encuentre T−1, y diga cuánto es T−1
µ

a b
c d

¶
.

4Cuando una función lineal T : V → V , va de V a V , se dice que T es un operador.

102 CAPÍTULO 3. TRANSFORMACIONES LINEALES

3.5. La matriz de cambio de base

Sea T : V →W una función lineal, β, β0 dos bases para FV, γ, γ´ dos bases para
W. Como

T = IdW ◦ T ◦ IdV
entonces

[T ]γβ = [IdW ]
γ
γ́ ◦ [T ]

γ́
β́ ◦ [IdV ]

β́
β .

En particular, para T : V → V, β, β´ bases para FV tenemos que

[T ]ββ = [IdW ]
β
β́ ◦ [T ]

β́
β́ ◦ [IdV ]

β́
β .

Su uno hace Q = [IdV ]
β́
β , notemos que Q

−1 = [IdV ]
β
β́ y uno puede escribir

[T ]ββ = Q−1 ◦ [T ]β́β́ ◦Q.

Denición 51 La matriz [IdV ]
β́
β se llama la matriz de cambio de base de β a β́, ya

que el siguiente cuadrado es conmutativo:

V V
�x 7−→ �x
↓̄ ↓̄
[�x]β 7−→[�x]β0

F |β| F |β
0|

-IdV

?

ϕ
β

?

ϕ
β

-
[IdV ]

β0·
β

de donde se vé que [IdV ]
β́
β · manda el vector de coordenadas de �x respecto a la

base β al vector de coordenadas de �x respecto a la base β́.

Aś, si β = {�x1, ..., �xn}, γ = {�y1, ..., �yn} y �x = a1�x1 + ...+ an�xn entonces

[IdV ]
β́
β




a1
...
an


 =




b1
...
bn


⇒ �x = b1�y1 + ...+ bn�yn.

Denición 52 Se dice que dos matrices A y B ∈Mn×n (F ) son similares si ∃Q ∈
Mn×n (F ) invertible, tal que

A = Q−1BQ.
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1 2

-6

-4

-2

2

4

6

Ejercicio 98 β = {sen (x) , cos (x)} es una base para

{f ∈ R→ R |f́́́ (x) = −f (x) , f tiene todas sus derivadas} .

γ = {sen (x+ 1) , cos (x+ 1)} es otra base. Encuentre la matriz de cambio de coor-
denadas [Id]γβ, y las coordenadas de sen(x)− 3 cos (x) respecto de γ.

Ejercicio 99 Recuerde que la proyección sobre W a lo largo de Z, es

pZW : W
L

Z → W
�� + �� 7−→ ��

.

1. Demuestre que pZW es idempotente, es decir, que pZW ◦ pZW = pZW .

2. Muestre que todo operador lineal T : V → V idempotente es una proyección,
mostrando que T = p

Ker(T )
T (V ) .

3. Sean W1, W2, W3 los subespacios de R2, siguientes:

W1 = {(x, 0) | x ∈ R}
W2 = {(0, x) | x ∈ R}
W3 = {(x, x) | x ∈ R} ,

calcular pW2
W1
, pW3

W1
y ver que son distintos.

104 CAPÍTULO 3. TRANSFORMACIONES LINEALES

4. Aplique la fórmula para encontrar T−1
µ
1 2
3 4

¶

Ejercicio 94 1. a) Encuentre un polinomio cuya integral de 0 a 1 valga 2,

b) su integral de 0 a 2 sea 4,

c) su derivada en 0 sea 7

d) y su valor en 1 sea 2 más su valor en 0.

Ejercicio 95 Sea

P5 (R)
T−→ M2×3 (R)

f 7−→
µ

f (1) f((2) f (0)R 1

−1 f f́ (0) f́́ (0)

¶
.

1. Calcule la matriz de T respecto a las bases canónicas.

2. Encuentre el inverso de la matriz del inciso anterior.

3. Muestre que T es un isomorsmo.

4. Calcule T−1.

5. Use T−1 para encontrar un polinomio que en 1 valga 2, en 2 valga 3, que en 0
valga 5, que tenga un máximo local en 0, y que su integral de −1 a 1 sea 2

Ejercicio 96 Muestre que el conjunto de todos los polinomios que satisfacen el inciso
5 del ejercicio anterior son tantos como |R| .

Ejercicio 97 Sea

P5 (R)
T−→ M2×3 (R)

f 7−→
µ

f (1) f((2) f (0)
f́ (1) f́ (2) f́́ (0)

¶
.

1. Calcule la inversa de T.

2. Use el inciso anterior para encontrar un polinomio que en 1 valga 1, en 2 valga
1, en 0 valga 3, y tales que sus derivadas en 1,2, y 0 sean 1,-1,0, respectiva-
mente.
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3 4

¶
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¶
.
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Ejercicio 97 Sea

P5 (R)
T−→ M2×3 (R)
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µ

f (1) f((2) f (0)
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¶
.

1. Calcule la inversa de T.

2. Use el inciso anterior para encontrar un polinomio que en 1 valga 1, en 2 valga
1, en 0 valga 3, y tales que sus derivadas en 1,2, y 0 sean 1,-1,0, respectiva-
mente.
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2. Si F n T−→ F n es lineal, entonces T




x1
x2
...
xn


 =

= (T ◦ i1) (x1) + (T ◦ i2) (x2) + ...+ (T ◦ in) (xn)

3. (i1 ◦ p1 + i2 ◦ p2 + ...+ in ◦ pn) = IdFn

4. Muestre que T es lineal si y sólo si T ◦ ik es lineal, para cada k ∈ {1, ..., n}.

Ejercicio 102 Suponga que

µ
A B
C D

¶
y

µ
X Y
Z Q

¶
son matrices de n×m y m×r,

respectivamente. Suponga que las submatrices A,B,C,D,X, Y, Z,Q son tales que se
pueden realizar los productos

AX,BY,AY,BQ,CX,DZ,CY,DQ.

Muestre que

µ
A B
C D

¶
·
µ

X Y
Z Q

¶
=

µ
AX +BZ AY +BQ
CX +DZ CY +DQ

¶
.

Ejercicio 103 Verique lo anterior multiplicando las matrices



·
1 1
−1 0

¸ ·
1 1
−1 0

¸

£
1 0

¤ £
1 4

¤







·
−7
2

¸ ·
6 2
−2 −1

¸

·
−6
−2

¸ ·
−9 −6
68 4

¸


 .

Ejercicio 104 Se dice que W 6 V es T−invariante,T : V → V lineal, si T (W ) 6
W, es decir si

V V

=

W W

-T

-
T|W

6
inc.

6
inc.

conmuta.

1. Suponga que la dimensión de V es n y que la de W es m. Muestre que si γ es
una base para W, entonces existe β base de V tal que

[T ]ββ =

µ £
T|W
¤γ
γ

B

0 C

¶
.

106 CAPÍTULO 3. TRANSFORMACIONES LINEALES

Ejercicio 100 Sean γ una base de W (W de dimensión m) y T : V → W una
función.

1. Demuestre que T es lineal ⇔ Φγ ◦ T : V → Fm es lineal.

2. Demuestre que S : V → Fm es lineal⇔ pi◦S es lineal para cada i ∈ {1, ...,m} .

3. Use lo anterior para mostrar que

P5 (R)
T−→ M2×3 (R)

f 7−→
µ

f (1) f((2) f (0)R 1

−1 f f́ (0) f́́ (0)

¶

es lineal.

Ejercicio 101 Consideremos las matrices

A =



1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 1


 y Q =



1 −1 3 −7
0 8 −4 −6
0 1 −3 −1
0 0 0 1


 ,

1. Calcule Q−1

2. Verique que QAQ−1 =



1 0 −1 −1
0 2 0 6
0 0 2 1
0 0 0 1


 .

3. Note que QAnQ−1 = (QAQ−1)n ,∀n ∈ N.

4. Calcule



1 0 −1 −1
0 2 0 6
0 0 2 1
0 0 0 1




8

.

1. Muestre que
ik : F → Fn

r 7−→ r�etk
,

es lineal, donde


�etk =


0, 0, ..., 0, 1| {z }

k coordenadas

, 0, ..., 0




.
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¶
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106 CAPÍTULO 3. TRANSFORMACIONES LINEALES
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2. Demuestre que S : V → Fm es lineal⇔ pi◦S es lineal para cada i ∈ {1, ...,m} .
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µ
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−1 f f́ (0) f́́ (0)

¶

es lineal.

Ejercicio 101 Consideremos las matrices

A =
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 y Q =



1 −1 3 −7
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0 1 −3 −1
0 0 0 1


 ,
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8

.

1. Muestre que
ik : F → Fn
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,

es lineal, donde


�etk =


0, 0, ..., 0, 1| {z }

k coordenadas

, 0, ..., 0




.
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1. T es invertible.

2. T|W :W →W y pWZ ◦ T ◦ iZ, son invertibles, donde

a) V =W
L

Z,

b) Z
iZ−→ V es la inclusión,

c) pWZ es la proyección sobre Z a lo largo de W.

Ejercicio 108 Muestre que

T : R4 −→ R4


x
y
z
t


 7−→




x+ 2y + 7z − 3t
3x+ 4y + 2z − 4t

z + t
2z




tiene un subespacio T−invariante W de dimensión 2 que satisface las condiciones
del inciso 2 del ejercicio anterior.

Ejercicio 109 1. Muestre que C ()−→C la conjugación, no es una función C−
lineal. Es decir, que no respeta multiplicación por complejos.

2. Sin embargo, muestre que
R2 −→ R2µ
x
y

¶
7−→

µ
x
−y

¶
es R−lineal.

3. Concluya que C ()−→C respeta la suma pero no es lineal.

108 CAPÍTULO 3. TRANSFORMACIONES LINEALES

2. Muestre que T invertible ⇒ T|W invertible y C es invertible.

3. Muestre que T es invertible ⇐⇒

µ £
T|W
¤γ
γ

B

0 C

¶−1
=

Ã ³£
T|W
¤γ
γ

´−1
Y

0 C−1

!−1
,

donde Y satisface
£
T|W
¤γ
γ
Y +BC−1 = 0. Es decir,

Y =
³£
T|W
¤γ
γ

´−1 ¡
−BC−1

¢
.

Ejercicio 105 Muestre que

µ
A B
0 C

¶
es invertible ⇐⇒ A y C son invertibles.

Ejercicio 106 Muestre que




1 2 −1 −9 −51 −7 −7
3 3 5 −9 1 5 −8
0 0 2 4 −4 −5 5
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1



=

µ
A B
0 C

¶
,

es invertible, calculando

A−1 =
µ
1 2
3 3

¶−1
, C−1 =




2 4 −4 −5 5
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1




−1

,

B =

µ
−1 −9 −51 −7 −7
5 −9 1 5 −8

¶

y usando el ejercicio anterior.

Ejercicio 107 Muestre que si T : V → V tiene un subespacio T−invariante W , son
equivalentes:
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Ejercicio 107 Muestre que si T : V → V tiene un subespacio T−invariante W , son
equivalentes:
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Caṕtulo 4

Sistemas de ecuaciones lineales

4.1. Operaciones elementales

Observación 36 Para una matriz A ∈Mn×m (F ) , B ∈Mm×r (F ) , se tiene que

AB =
¡
AB

 | AB
 | ... | AB



¢

Demostración. (AB)j¯ = (AB)�ej = A (B�ej) = ABj
¯.

Observación 37 Denotemos �eti =


0, ..., 1| {z }

i 

, 0, ..,0


. Sea A ∈Mn×m (F ) , entonces

�etiA = A

,

el i-ésimo renglón de A.

Demostración.
�etiA =

¡
�etiA

1
¯ | �etiA2

¯ | ... | �etiAr
¯

¢
.

Ahora,

�etiA
j
¯ =


0, ..., 1| {z }

i lugares

, 0, ..,0







A1,j
...

Ai,j
...

An,j



= Ai,j.
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Denición 55 Denimos la función Mc,i : F
n → F n, c ∈ F por medio de:

Mc,i : F
n → F n

��i 7→ c · ��i
��j 7→ ��j, j 6= i.

Aś, Mc,i multiplica por c la i-ésima coordenada de un vector en Fn.

Denición 56 Sea β la base canónica de F n, denotemos porMc,i la matriz [Mc,i]
β
β,

es decir que

Fn Fn

=

Fn Fn

-
Mc,i

?

Id=Φβ

?

Φβ .

-
Mc,i·

Nótese que Mc,i =Mc,i · .

Denición 57 Ahora denamos Mc,i : Mn×m (F ) → Mn×m (F ) por medio de:

Mc,i




A
...

A
...

A




=




A
...

c ·A
...

A




, es decir, Mc,i multiplica por c el i−ésimo renglón

de una matriz. Nótese queMc,i es lineal.

Teorema 46 Si A ∈Mn×m (F ) entoncesMc,i (A) =Mc,i (In) ·A.

Demostración.

Mc,i (A) =
¡
Mc,i

¡
A1
¯

¢
|Mc,i

¡
A2
¯

¢
| ... |Mc,i (A

m
¯ )
¢
=

=
¡
Mc,i ·A1

¯ | Mc,i ·A2
¯ | ... | Mc,i ·Am

¯

¢
=

= Mc,i ·A
= (Mc,i · ��1 | Mc,i · ��2 | ... | Mc,i · ��n) ·A =
= (Mc,i (��1) |Mc,i (��2) | ... |Mc,i (��n)) ·A =

=Mc,i (In) ·A.

112 CAPÍTULO 4. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Observación 38 AB =




A

B

A2
¯B
...

Ar
¯
B


 .

Demostración. (AB)
i
¯

= ��ti (AB) = (��
t
iA)B = A

i
¯
B.

Denición 54 1. Denimos la operación elemental

Ji,j :Mn×m (F )→Mn×m (F ) ,

como la operación que intercambia los renglones i-ésimo y j-ésimo.

2. Denimos la matriz elemental Ji,j =: Ji,j (In) .

Teorema 45 Si C ∈Mn×m (F ) entonces Ji,j (C) = Ji,j · (C)

Demostración.

Ji,j · (C) =




i lugares




��t1
...
��tj
...
��ti




j lugares

...
��tn




· (C) =

=




i lugares




C1
¯...

Cj
¯...

Ci
¯




j lugares

...
Cn
¯




= J i,j (C) .
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Aś, Mc,i multiplica por c la i-ésima coordenada de un vector en Fn.

Denición 56 Sea β la base canónica de F n, denotemos porMc,i la matriz [Mc,i]
β
β,

es decir que

Fn Fn

=

Fn Fn

-
Mc,i

?

Id=Φβ

?

Φβ .

-
Mc,i·
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2. Denimos la matriz elemental Ji,j =: Ji,j (In) .

Teorema 45 Si C ∈Mn×m (F ) entonces Ji,j (C) = Ji,j · (C)

Demostración.

Ji,j · (C) =




i lugares




��t1
...
��tj
...
��ti




j lugares

...
��tn




· (C) =

=




i lugares




C1
¯...

Cj
¯...

Ci
¯




j lugares

...
Cn
¯




= J i,j (C) .

interiores.indd   113 22/3/11   10:44:10



4.1. OPERACIONES ELEMENTALES 115

2. Si A ∈ Mn×m (F ), el rango (de columnas de A) es la dimensión del espacio
generado por las columnas. denotaremos rango∗ (A).

Teorema 48 Si R es una operación elemental de renglón, entonces para cualquier
matriz

A ∈Mn×m (F ) ,

se tiene que

R (A) = R (In) ·A.

Demostración. Teoremas 45, 46, 47.

Teorema 49 rango∗ (A) = rango(A · ), donde Fm A·−→ Fn.

Demostración. {�e1, ..., �em} genera Fm, por lo tanto

(A · ) ({�e1, ..., �em}) =
©
A1
¯, A2

¯, ..., Am
¯

ª

genera la imagen de (A · ). Entonces

rango (A · ) = dimL
¡©
A1
¯, A2

¯, ..., Am
¯

ª¢
= rango∗ (A) .

Lema 3 Sea T : V →W una función lineal, y φ : Z → V, Ψ :W → Y isomorsmos
entonces rango(T ◦ φ) = rango(T ) = rango(ψ ◦ T ).

Demostración.

rango (T ◦ φ) = dim ((T ◦ φ) (Z)) =
= dim (T (φ (Z))) = dim (T (V )) = rango (T ) .

Por otro lado, si consideramos V T−→W
ψ−→Z, y tomamos β una base de T (V ) , entonces

ψ (β) es una base para ψ (T (V )) . Lo anterior se debe a que tenemos un isomorsmo

T (V )
ψ|T (V )−−−−→ ψ (T (V )) .

Entonces rango(ψ ◦ T ) = dim (ψ (T (V ))) = dim (T (V )) = rango(T ) .

114 CAPÍTULO 4. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Denición 58 Denamos Sc,i,j;Mn×m (F )→Mn×m (F ) por

Sc,i,j (A)

=

½
A

si k 6= j

cA

+A


si k = j

.

Teorema 47 Sc,i,j (A) = Sc,i,j (In) ·A.

Demostración.

�etkSc,i,j (A) =
½

Ak
¯
si k 6= j

cAi
¯
+Aj

¯
si k = j

.

Por otra parte,

�etkSc,i,j (In) =
½

�etk
¯
si k 6= j

c�eti
¯
+ �etj

¯
si k = j

,

entonces

�etkSc,i,j (In) · (A) =
½

Ak
¯
si k 6= j

cAi
¯
+Aj

¯
si k = j

.

Denición 59 1. Las funciones Ji,j ,Mc,i (c 6= 0), Sc,i,j se llaman operaciones
elementales de renglón y las matrices Ji,j (In) ,Mc,i (In) (c 6= 0), Sc,i,j (In) , se
llaman matrices elementales.

2. Se dice que Ji,j, es de tipo 1,Mc,i (c 6= 0), es de tipo 2, Sc,i,j es de tipo 3.

3. Se dice que las matrices Ji,j (In) ,Mc,i (In) (c 6= 0), Sc,i,j (In) , son de tipo 1,
2, 3, respectivamente.

Ejercicio 110 1. Demuestre que las operaciones elementales son invertibles. De
hecho, demuestre que J −1i,j = Ji,j,M−1

c,i =M1
c
,i, Sc,i,j = S−c,i,j.

2. Demuestre que las matrices elementales son invertibles. Muestre que

(R (In))−1 = R−1 (In) .

3. Concluya que el inverso de una matriz elemental E, es del mismo tipo que E.

Notación 5 1. Si A ∈ Mn×m (F ), el rango (de renglones de A) es la dimensión
del espacio generado por los renglones. Denotaremos por rango(A) al rango de
renglones de A.
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Una nueva aplicación del argumento, nos dice que

L
³n
(R (A))1

¯
, ..., (R (An

¯
))
o´
⊆ L

³n¡
R−1R (A)

¢
1
¯

, ...,
¡
R−1R (A)

¢
n
¯

o´
=

= L {A1
¯
, ..., An

¯
} .

Entonces, como una operación de renglón no cambia el espacio generado por los
renglones de una matriz, tampoco cambia el rango de renglón.

Teorema 51 Las operaciones elementales de renglón no alteran el rango de columna
de una matriz.

Demostración. SeaR una operación elemental de renglón, y sea A ∈Mn×m (F ).
Como vimos en el Teorema 48, R (A) = R (In) ·A.
Observando el diagrama

Fm A·→ F n R(In)·→ Fn,

y en vista de que R (In) · es un isomorsmo1 (R (In) tiene como inversa R−1 (In))
conclúmos, usando el Teorema 49 y el Lema 3 que

rango∗ (A) = rango (A · ) = rango ((R (In) · ) ◦ (A · )) =

= rango∗ (R (In) ·A) = rango∗ (R (A)) .

Denición 60 Se denen las operaciones elementales de columna

J í,j,Ḿc,i, Śc,i,j,

de la manera natural. Análogamente se denen las matrices elementales de columna

J í,j (In) ,Ḿc,i (In) , Śc,i,j (In) .

Ejercicio 112 Una matriz elemental de columna es una matriz elemental de renglón
(y del mismo tipo). Por ejemplo, J í,j (In) = Ji,j (In) .
1Recuérdese que una función lineal entre dos espacios de dimensión nita es invertible si y sólo

si su matriz es invertible.
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Ejercicio 111 Si el diagrama

V W

=

X Y

-T

?

ϕ

?

ψ

-U

conmuta, y ϕ,ψ son isomorsmos, demuestre que rango(T ) = rango(U).

Teorema 50 Las operaciones elementales de renglón no alteran el rango de renglón
de una matriz.

Demostración. Sea R una operación elemental de renglón, y sea A una matriz
en Mn×m (F ), veamos que el espacio generado por los renglones de A está inclúdo
dentro del espacio generado por los renglones de R (A) .
1. Si R = J i,j , es claro que

L ({A1
¯
, ..., An

¯
}) = L

³n
(Ji,j (A))1

¯
, ..., (Ji,j (An

¯
))
o´

.

2. Si R =Mc,i, entonces

{A1
¯
, ..., An

¯
} ⊆ L

³n
(Mc,i (A))1

¯
, ..., (Mc,i (An

¯
))
o´

,

ya que n
(Mc,i (A))1

¯
, ..., (Mc,i (An

¯
))
o
= {A1

¯
, ..., cAi

¯
, ..., An

¯
} .

3. Si R = Sc,i,j , entonces el conjunto de renglones de R (A) es:


A1
¯
, ..., cAi

¯
+Aj

¯| {z }
j lugares

, ..., An
¯



,

como Aj
¯
=
¡
cAi

¯
+Aj

¯

¢
− cAi

¯
, entonces debe ser claro que

{A1
¯
, ..., An

¯
} ⊆ L

³n
(Sc,i,j (A))1

¯
, ..., (Sc,i,j (A))n

¯

o´
.

En cualquier caso tenemos que

L {A1
¯
, ..., An

¯
} ⊆ L

³n
(R (A))1

¯
, ..., (R (A))n

¯

o´
.
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3.



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 está reducida y escalonada.

4.



0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 2 0
0 0 0 0 0 1
1 2 3 0 −1 0


 no está reducida y escalonada.

5.



0 0 0 1 2 0
1 2 3 0 −1 0
0 0 0 0 0 1


, no está reducida y escalonada

6.



1 2 3 0 −1 0
0 0 0 2 2 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0


 no está reducida y escalonada.

Denición 62 En Mn×m (F ) denimos la relación �� por:

A �� B

si B se puede obtener de A mediante operaciones elementales de renglón.

Observación 39 Notemos que A �� B ⇔ ∃E1, ..., Es operaciones elementales de
renglón tales que E1 ◦ ... ◦ Es (A) = B ⇔ (∃E1, ..., Es matrices elementales tales que
E1 · ... · Es ·A = B).

Observación 40 La relación �� es de equivalencia.

Demostración. 1. ∀A ∈Mn×m (F ), A =M1,1 (A) = In ·A = A.
2. A �� B ⇒ E1 · ... ·Es ·A = B ⇒ A = E−1s · ... · E−11 ·B ⇒ B �� A.
3. (A �� B ∧B �� C)⇒ E1 ·...·Es ·A ∧H1 ·...·Ht ·B = C para matrices elementales

E1, ..., Es,H1, ...Ht. Entonces

H1 · ... ·Ht · E1 · ... · Es ·A = H1 · ... ·Ht ·B = C,

es decir, A �� C.

Teorema 54 Toda matriz A ∈Mn×m (F ) se puede reducir y escalonar por medio de
un número nito de operaciones elementales de renglón.

118 CAPÍTULO 4. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Ejercicio 113 Denotemos por E´ una operación elemental de columna y por E a la
operación de renglón que se obtiene al suprimir el śmbolo “´”. (Es decir, si E´= J í,j,
entonces E = J i,j.) Demuestre que E´(A) = (E (At))

t
.

Teorema 52 Las operaciones elementales de columna no alteran el rango de renglón.

Demostración. Usaremos el ejercicio anterior.

rango (É (A)) = rango
¡
E
¡
At
¢¢t
=

= rango∗E
¡
At
¢
= rango∗

¡
At
¢
= rango (A) .

En donde hemos usado que una operación elemental de renglón no altera el rango
de columna para armar que rango∗E (At) = rango∗ (At) , y el hecho obvio de que
rango∗ (At) = rango(A) .
Es claro que una operación elemental de columna no altera el espacio generado

por las columnas de una matriz. En consecuencia, las operaciones elementales de
columna no alteran el rango de columna de una matriz. Podemos resumir en el
siguiente Teorema.

Teorema 53 Una operación elemental (de renglón o de columna) no altera el rango
(de renglón o de columna) de una matriz.

4.1.1. Matrices reducidas y escalonadas

Denición 61 Una matriz A ∈Mn×m (F ) está reducida y escalonada si

1. A

6= �0 ⇒ el primer coeciente distinto de cero de A



2es 1.

2.
³
Aj 6= �0, i < j

´
⇒ (A


6= �0 y el coeciente principal de A


va a la izquierda del

coeciente principal de A

).

3. Si Ai,k es el coeciente principal del renglón i−ésimo, entonces la columna k-
ésima es ��i.

Ejemplo 62 1. Una matriz de ceros está reducida y escalonada.

2.



1 2 3 0 −1 0
0 0 0 1 2 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0


 está reducida y escalonada.

2Este coeciente se llama el coeciente principal.
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3.
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0 1 0 0
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4.
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5.
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, no está reducida y escalonada

6.
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=
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At
¢
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¡
At
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= rango (A) .

En donde hemos usado que una operación elemental de renglón no altera el rango
de columna para armar que rango∗E (At) = rango∗ (At) , y el hecho obvio de que
rango∗ (At) = rango(A) .
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por las columnas de una matriz. En consecuencia, las operaciones elementales de
columna no alteran el rango de columna de una matriz. Podemos resumir en el
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(de renglón o de columna) de una matriz.

4.1.1. Matrices reducidas y escalonadas

Denición 61 Una matriz A ∈Mn×m (F ) está reducida y escalonada si

1. A

6= �0 ⇒ el primer coeciente distinto de cero de A



2es 1.

2.
³
Aj 6= �0, i < j

´
⇒ (A


6= �0 y el coeciente principal de A


va a la izquierda del

coeciente principal de A

).

3. Si Ai,k es el coeciente principal del renglón i−ésimo, entonces la columna k-
ésima es ��i.

Ejemplo 62 1. Una matriz de ceros está reducida y escalonada.
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0 0 0 0 0 0


 está reducida y escalonada.

2Este coeciente se llama el coeciente principal.
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está reducida y escalonada, entonces Es·, ... ·E1 ·A = (R | ��) , donde R está reducida
y escalonada y �� ∈ Fn.3. Consideremos

(R | ��) =




r renglones




0 1 * * · · · * * *
0 0 0 1 · · · * * *
0 0 0 0 · · · * * *
...
...
...
...

. . .
...
...
...

0 0 0 0 · · · 1 * *

0 0 0 0 · · · 0 0 *
...
...
...
... · · · ...

...
...

0 0 0 0 · · · 0 0 *




,

si las coordenadas r + 1, r + 2,..., n de la última columna son 0, entonces la matriz
completa ya está reducida y escalonada. En caso contrario, hay una k−ésima coor-
denada (k > r) de la última columna distinta de cero. Intercambiando el renglón
k−ésimo con el r + 1−ésimo, conseguimos que el coeciente r + 1, n−ésimo de la
matriz sea distinto de cero, enseguida lo podemos cambiar por un 1, multiplicando
el r+1−ésimo renglón por el rećproco del r+1, n−ésimo coeciente. Aś el renglón
r + 1−ésimo es (0, 0, ..., 0, 1) , por medio de operaciones de renglón del tercer tipo,
podemos cambiar los demás coecientes en la última columna por 0. Obtenemos




r renglones




0 1 * * · · · * * 0
0 0 0 1 · · · * * 0
0 0 0 0 · · · * * 0
...
...
...
...

. . .
...
...
...

0 0 0 0 · · · 1 * 0

0 0 0 0 · · · 0 0 1
...
...
...
... · · · ...

...
...

0 0 0 0 · · · 0 0 0




,

que ya está reducida y escalonada.

Ejercicio 114 Demuestre que una matriz puede ser transformada en una única ma-
triz reducida y escalonada.

Teorema 55 El rango de renglón y el rango de columna de una matriz coinciden.

3Recordemos que AB =
¡
AB1¯ | AB2¯ | ... | ABr¯

¢
, si A ∈Mn×m (F ) y B ∈Mm×r (F ).

120 CAPÍTULO 4. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Demostración. Por inducción sobre m, el número de columnas de A. Notemos
que si A es la matriz cero, entonces A ya está reducida y escalonada.

Base.

Si m = 1, entonces A =




A1,1
...

Ai,1
...

An,1



. Si Ai,1 6= 0, entonces Ji,j (A) es una matriz

cuya coordenada superior es distinta de 0:




Ai,1
...

A1,1
...

An,1



, aplicandoM 1

Ai,1
,1 obtenemos




1
...

A1,1
...

An,1



, ahora aplicando

S−A2,1,1,2,S−A3,1,1,2, ...,S−An,1,1,2

sucesivamente, obtenemos




1
0
...
0
0



que ya está reducida y escalonada.

Paso inductivo.

Supongamos que m > 1 y que la armación es cierta para matrices con menos de
m columnas.

Por hipótesis de inducción, podemos encontrar matrices elementales

E1, ..., Es

tales que

Es·, ... · E1

¡
A1
¯, ..., Am−1¢ = R,
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,
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matriz sea distinto de cero, enseguida lo podemos cambiar por un 1, multiplicando
el r+1−ésimo renglón por el rećproco del r+1, n−ésimo coeciente. Aś el renglón
r + 1−ésimo es (0, 0, ..., 0, 1) , por medio de operaciones de renglón del tercer tipo,
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r renglones




0 1 * * · · · * * 0
0 0 0 1 · · · * * 0
0 0 0 0 · · · * * 0
...
...
...
...

. . .
...
...
...

0 0 0 0 · · · 1 * 0

0 0 0 0 · · · 0 0 1
...
...
...
... · · · ...

...
...

0 0 0 0 · · · 0 0 0




,

que ya está reducida y escalonada.

Ejercicio 114 Demuestre que una matriz puede ser transformada en una única ma-
triz reducida y escalonada.

Teorema 55 El rango de renglón y el rango de columna de una matriz coinciden.

3Recordemos que AB =
¡
AB1¯ | AB2¯ | ... | ABr¯

¢
, si A ∈Mn×m (F ) y B ∈Mm×r (F ).
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Demostración. Por inducción sobre m, el número de columnas de A. Notemos
que si A es la matriz cero, entonces A ya está reducida y escalonada.

Base.

Si m = 1, entonces A =




A1,1
...

Ai,1
...

An,1



. Si Ai,1 6= 0, entonces Ji,j (A) es una matriz

cuya coordenada superior es distinta de 0:




Ai,1
...

A1,1
...

An,1



, aplicandoM 1

Ai,1
,1 obtenemos




1
...

A1,1
...

An,1



, ahora aplicando

S−A2,1,1,2,S−A3,1,1,2, ...,S−An,1,1,2

sucesivamente, obtenemos




1
0
...
0
0



que ya está reducida y escalonada.

Paso inductivo.

Supongamos que m > 1 y que la armación es cierta para matrices con menos de
m columnas.

Por hipótesis de inducción, podemos encontrar matrices elementales

E1, ..., Es

tales que

Es·, ... · E1

¡
A1
¯, ..., Am−1¢ = R,
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Corolario 9 A ∈ Mn×n (F ) es invertible ⇔ A es un producto de matrices elemen-
tales.

Demostración. ⇐) Es claro pues toda matriz elemental es invertible y un pro-
ducto de matrices invertibles es invertible.
⇒) Como en la demostración del Lema anterior, tenemos que

Ek ·Ek−1 · ... · E1 = A−1.

entonces
A = E−11 · ... ·E−1k−1 ·E−1.

4.2. La inversa de una matriz

En el último Lema tenemos que si Ek · Ek−1 · ... · E1 ·A = In, entonces

Ek ·Ek−1 · ... · E1 = A−1.

Si ponemos Inen la ecuación anterior obtenemos Ek ·Ek−1 · ... ·E1 · In = A−1. Lo
que sugiere los siguiente:
Para obtener el inverso de una matriz invertible A ∈Mn×m (F ) , hay que reducir

y escalonar A, y después aplicar a In las mismas operaciones elementales de renglón.
Es decir que si Ek ·Ek−1 · ... ·E1 ·A = In, entonces Ek ·Ek−1 · ... ·E1 · (A | In) =

(In | A−1).
Si uno toma la matriz aumentada (A | In) y uno la reduce y escalona por medio

de operaciones elementales de renglón, al nal obtiene uno (In | A−1) .

Ejemplo 63



−5 −1 −1 1 0 0
−5 1 0 0 1 0
0 6 6 0 0 1


 on



1 0 0 −1

5
0 − 1

30

0 1 0 −1 1 −1
6

0 0 1 1 −1 1
3


 ,

por lo que 

−1

5
0 − 1

30

−1 1 −1
6

1 −1 1
3


 =



−5 −1 −1
−5 1 0
0 6 6



−1

.

122 CAPÍTULO 4. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Demostración. Sea A ∈ Mn×m (F ) , por medio de operaciones elementales de
renglón se puede escalonar y reducir A. Supongamos que se obtienen rrenglones
distintos de 0, entonces �e1 es la columna que corresponde al coeciente principal del
primer renglón, �e2 es la columna que corresponde al coeciente principal del segundo
renglón, ... �er es la columna que corresponde al coeciente principal del renglón r.
Intercambiando columnas si fuera necesario, podemos llevar la matriz a la forma




Ir




1 · · · 0
...
. . .

...
0 · · · 1

∗ · · · ∗
∗ · · · ∗
∗ · · · ∗

0 · · · 0
... · · · ...
0 · · · 0

0 · · · 0
0 · · · 0
0 · · · 0



,

esta matriz tiene el mismo rango de renglón que de columna: r. Pero tiene el mismo
rango de renglón (y de columna) queA, pues se obtuvo deA por medio de operaciones
elementales, que como hemos visto no alteran los rangos.

Observación 41 El Ejercicio anterior se puede replantear en la siguiente manera:
se ha observado que la relación �� es una relación de equivalencia en Mn×m (F ) .
Entonces en cada clase de equivalencia hay una única matriz reducida y escalonada.
En particular, hay tantas clases de equivalencia en Mn×m (F ) � ��, como matrices
reducidas y escalonadas.

Notemos, como un caso particular de la observación anterior, lo siguiente.

Lema 4 A ∈Mn×n (F ) es invertible ⇔ A �� In.

Demostración. ⇒) Si A es invertible, entonces es equivalente a una matriz
reducida y escalonada con rango de columna n

(rango∗ (A) = rango (A · ) = n,

pues A · es un isomorsmo entre Fn y Fn). Si E es la matriz reducida y escalonada
equivalente con A, entonces tiene n renglones distintos de cero. De la misma manera
que en la demostración del Teorema 55, conclúmos que las n columnas de E son �e1,
�e2, ..., �en, es decir que E = In.
⇐) Si Ek · Ek−1 · ... · E1 ·A = In entonces Ek · Ek−1 · ... · E1 = A−1.
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0 6 6 0 0 1


 on
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30
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6
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3


 ,

por lo que 

−1

5
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30
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6

1 −1 1
3


 =
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0 6 6



−1

.
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Demostración. Sea A ∈ Mn×m (F ) , por medio de operaciones elementales de
renglón se puede escalonar y reducir A. Supongamos que se obtienen rrenglones
distintos de 0, entonces �e1 es la columna que corresponde al coeciente principal del
primer renglón, �e2 es la columna que corresponde al coeciente principal del segundo
renglón, ... �er es la columna que corresponde al coeciente principal del renglón r.
Intercambiando columnas si fuera necesario, podemos llevar la matriz a la forma




Ir




1 · · · 0
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0 · · · 1

∗ · · · ∗
∗ · · · ∗
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0 · · · 0
... · · · ...
0 · · · 0

0 · · · 0
0 · · · 0
0 · · · 0



,

esta matriz tiene el mismo rango de renglón que de columna: r. Pero tiene el mismo
rango de renglón (y de columna) queA, pues se obtuvo deA por medio de operaciones
elementales, que como hemos visto no alteran los rangos.

Observación 41 El Ejercicio anterior se puede replantear en la siguiente manera:
se ha observado que la relación �� es una relación de equivalencia en Mn×m (F ) .
Entonces en cada clase de equivalencia hay una única matriz reducida y escalonada.
En particular, hay tantas clases de equivalencia en Mn×m (F ) � ��, como matrices
reducidas y escalonadas.

Notemos, como un caso particular de la observación anterior, lo siguiente.

Lema 4 A ∈Mn×n (F ) es invertible ⇔ A �� In.

Demostración. ⇒) Si A es invertible, entonces es equivalente a una matriz
reducida y escalonada con rango de columna n

(rango∗ (A) = rango (A · ) = n,

pues A · es un isomorsmo entre Fn y Fn). Si E es la matriz reducida y escalonada
equivalente con A, entonces tiene n renglones distintos de cero. De la misma manera
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entonces multiplicando por los inversos de las Eidel lado izquierdo y por los inversos
de las Fj del lado derecho, obtenemos:

A = E−11 · ... ·E−1k · E−1k−1 · In · F−1s · ... · F−12 · F−11 ,

entonces A−1 = (In · F1 · F2 · ... · Fs) · (Ek · Ek−1 · ... ·E1 · In), esto sugiere lo siguien-
te:

µ
A | In
In | ∗

¶
y uno lleva el bloque A a la identidad por medio de operaciones

elementales de renglón y columna, obteniendo al nal

µ
In | C
B | ∗

¶
, entonces A−1 =

BC.

Notemos que en el bloque indicado por un asterisco no hace falta poner nada (si
se quiere se puede completar con ceros).

Ejemplo 66




−5 −1 −1
−5 1 0
0 6 6
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 1 0
0 0 1
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗



Ã




1 −1 −1
1 1 0
0 6 6
−1/5 0 0
0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 1 0
0 0 1
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗



Ã




1 −1 −1
1 1 0
0 1 1
−1/5 0 0
0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 1 0
0 0 1/6
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗



Ã




1 −1 −1
0 2 1
0 1 1
−1/5 0 0
0 1 0
0 0 1

1 0 0
−1 1 0
0 0 1/6
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗



Ã




1 0 0
0 2 1
0 1 1
−1/5 0 0
0 1 0
0 0 1

1 0 −1/6
−1 1 0
0 0 1/6
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗



Ã




1 0 0
0 1 1
0 0 1
−1/5 0 0
0 1 0
0 −1 1

1 0 −1/6
−1 1 0
0 0 1/6
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗



Ã

124 CAPÍTULO 4. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

De manera análoga, si uno reduce y escalona una matriz invertibleA por medio de
operaciones elementales de columna, obteniendo In = AE1E2...Es, entonces A

−1 =
InE1E2...Es. Aś que µ

A
In

¶
E1E2...Es =

µ
In
A−1

¶
.

Ejemplo 64




−5 −1 −1
−5 1 0
0 6 6
1 0 0
0 1 0
0 0 1



Ã




1 −1 −1
1 1 0
0 6 6
−1/5 0 0
0 1 0
0 0 1



Ã

Ã




1 0 0
1 2 1
0 6 6
−1/5 −1/5 −1/5
0 1 0
0 0 1



Ã




1 0 0
0 2 1
−6 6 6
0 −1/5 −1/5
0 1 0
−1 0 1



Ã

Ã




1 0 0
0 0 1
−6 −6 6
0 1/5 −1/5
0 1 0
−1 −2 1



Ã




1 0 0
0 1 0
−6 6 −6
0 −1

5
1
5

0 0 1
−1 1 −2



Ã




1 0 0
0 1 0
0 0 −6
−1

5
0 1

5

−1 1 1
1 −1 −2



Ã




1 0 0
0 1 0
0 0 1
−1

5
0 − 1

30

−1 1 −1/6
1 −1 1/3



,

de nuevo, hemos obtenido que


−1

5
0 − 1

30

−1 1 −1/6
1 −1 1/3


 =



−5 −1 −1
−5 1 0
0 6 6



−1

.

Ejemplo 65 Por último, podemos notar que si llevamos la matriz invertible A a la
identidad In, por medio de operaciones elementales de renglón y columna, es decir,
si

Ek ·Ek−1 · ... · E1 ·A · F1 · F2 · ... · Fs = In,
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entonces multiplicando por los inversos de las Eidel lado izquierdo y por los inversos
de las Fj del lado derecho, obtenemos:

A = E−11 · ... ·E−1k · E−1k−1 · In · F−1s · ... · F−12 · F−11 ,
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µ
A | In
In | ∗

¶
y uno lleva el bloque A a la identidad por medio de operaciones

elementales de renglón y columna, obteniendo al nal

µ
In | C
B | ∗

¶
, entonces A−1 =

BC.

Notemos que en el bloque indicado por un asterisco no hace falta poner nada (si
se quiere se puede completar con ceros).

Ejemplo 66




−5 −1 −1
−5 1 0
0 6 6
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 1 0
0 0 1
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗



Ã




1 −1 −1
1 1 0
0 6 6
−1/5 0 0
0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 1 0
0 0 1
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗



Ã




1 −1 −1
1 1 0
0 1 1
−1/5 0 0
0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 1 0
0 0 1/6
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗



Ã




1 −1 −1
0 2 1
0 1 1
−1/5 0 0
0 1 0
0 0 1

1 0 0
−1 1 0
0 0 1/6
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗



Ã




1 0 0
0 2 1
0 1 1
−1/5 0 0
0 1 0
0 0 1

1 0 −1/6
−1 1 0
0 0 1/6
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗



Ã




1 0 0
0 1 1
0 0 1
−1/5 0 0
0 1 0
0 −1 1

1 0 −1/6
−1 1 0
0 0 1/6
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗



Ã
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De manera análoga, si uno reduce y escalona una matriz invertibleA por medio de
operaciones elementales de columna, obteniendo In = AE1E2...Es, entonces A

−1 =
InE1E2...Es. Aś que µ

A
In

¶
E1E2...Es =

µ
In
A−1

¶
.

Ejemplo 64




−5 −1 −1
−5 1 0
0 6 6
1 0 0
0 1 0
0 0 1



Ã




1 −1 −1
1 1 0
0 6 6
−1/5 0 0
0 1 0
0 0 1



Ã

Ã




1 0 0
1 2 1
0 6 6
−1/5 −1/5 −1/5
0 1 0
0 0 1



Ã




1 0 0
0 2 1
−6 6 6
0 −1/5 −1/5
0 1 0
−1 0 1



Ã

Ã




1 0 0
0 0 1
−6 −6 6
0 1/5 −1/5
0 1 0
−1 −2 1



Ã




1 0 0
0 1 0
−6 6 −6
0 −1

5
1
5

0 0 1
−1 1 −2



Ã




1 0 0
0 1 0
0 0 −6
−1

5
0 1

5

−1 1 1
1 −1 −2



Ã




1 0 0
0 1 0
0 0 1
−1

5
0 − 1

30

−1 1 −1/6
1 −1 1/3



,

de nuevo, hemos obtenido que


−1

5
0 − 1

30

−1 1 −1/6
1 −1 1/3


 =



−5 −1 −1
−5 1 0
0 6 6



−1

.

Ejemplo 65 Por último, podemos notar que si llevamos la matriz invertible A a la
identidad In, por medio de operaciones elementales de renglón y columna, es decir,
si

Ek ·Ek−1 · ... · E1 ·A · F1 · F2 · ... · Fs = In,
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Demostración. SH =
n
�x ∈ Fn | A�x = �0

o
= Ker

³
: Fn A·→ Fm

´
6 F n y

dim (SH) + rango (A) = nul (A · ) + rango (A · ) = n.

∴ dim (SH) = n− rango(A) .

Denición 63
³
A | �b

´
se llama la matriz aumentada del sistema de n × m 4.1.³

A | �b
´
es la matriz que se obtiene al agregarle a la matriz A la columna �b, como

última columna.

Ejemplo 67 El sistema de ecuaciones

2x+ 3y = −1
2x+ 5y = 2

tiene matriz aumentada: µ
2 3 −1
2 5 2

¶
.

Denición 64 Si E es una operación elemental de renglones, podemos aplicar la
operación E a un sistema de ecuaciones, aplicándosela a la matriz aumentada del
sistema.

Es decir, si E es una operación elemental, y A�x = �b es un sistema de ecuaciones,

entonces E
³
A�x = �b

´
es el sistema que tiene matriz aumentada E

³³
A | �b

´´
.

Ejercicio 115 Muestre que E
³
A�x = �b

´
⇔ E (A)�x = E (B) .

Ejemplo 68 Consideremos el sistema de ecuaciones



1 2 3 4 5
0 9 8 7 6
2 4 6 8 10

−3 e
√
2 π −1







x1
x2
x3
x4
x5



=



1
−1
π

3
√
2


 ,

y tomemos la operación elemental S3,4,2, la operación que suma 3 veces el cuarto
renglón al segundo.. La matriz aumentada del sistema es:




1 2 3 4 5 1
0 9 8 7 6 −1
2 4 6 8 10 π

−3 e
√
2 π −1 3

√
2


 ,
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Ã




1 0 0
0 1 0
0 0 1
−1/5 0 0
0 1 0
0 −1 1

1 0 −1/6
−1 1 −1/6
0 0 1/6
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗



.

Aś que

A−1 =



−1/5 0 0
0 1 0
0 −1 1






1 0 −1/6
−1 1 −1/6
0 0 1/6


 =



−1

5
0 1

30

−1 1 −1
6

1 −1 1
3


 .

4.3. Sistemas de ecuaciones

Notación 6 Dado el sistema de m ecuaciones con n incógnitas

A1,1 x1+ ... +A1,n xn = b1
...

...
...

Am,1 x1+ ... +Am,n xn = bm

,

también lo podemos representar matricialmente por

A�x = �b (4.1)

donde A =




A1,1 ... A1,n
...

...
Am,1 ... Am,n


 , �x =




x1
...
xn


 ,�b =




b1
...
bm


 .

Además decimos que el sistema

A�x = �0 (4.2)

es el sistema homogéneo asociado a 4.1.

Teorema 56 Sea SH el conjunto de soluciones de 4.2, entonces SH 6 Fn y

dim (SH) = n− rango (A) .
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última columna.

Ejemplo 67 El sistema de ecuaciones

2x+ 3y = −1
2x+ 5y = 2

tiene matriz aumentada: µ
2 3 −1
2 5 2

¶
.

Denición 64 Si E es una operación elemental de renglones, podemos aplicar la
operación E a un sistema de ecuaciones, aplicándosela a la matriz aumentada del
sistema.

Es decir, si E es una operación elemental, y A�x = �b es un sistema de ecuaciones,

entonces E
³
A�x = �b

´
es el sistema que tiene matriz aumentada E

³³
A | �b

´´
.

Ejercicio 115 Muestre que E
³
A�x = �b

´
⇔ E (A)�x = E (B) .

Ejemplo 68 Consideremos el sistema de ecuaciones



1 2 3 4 5
0 9 8 7 6
2 4 6 8 10

−3 e
√
2 π −1







x1
x2
x3
x4
x5



=



1
−1
π

3
√
2


 ,

y tomemos la operación elemental S3,4,2, la operación que suma 3 veces el cuarto
renglón al segundo.. La matriz aumentada del sistema es:




1 2 3 4 5 1
0 9 8 7 6 −1
2 4 6 8 10 π

−3 e
√
2 π −1 3

√
2


 ,

126 CAPÍTULO 4. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Ã




1 0 0
0 1 0
0 0 1
−1/5 0 0
0 1 0
0 −1 1

1 0 −1/6
−1 1 −1/6
0 0 1/6
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗



.
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Demostración.
A�x = �b tiene solución⇔

x1A
1 + ...+ xnA

n = �b tiene solución⇔
�b ∈ L

¡©
A1, ..., An

ª¢
⇔

L
¡©
A1, ..., An

ª¢
= L

³©
A1, ..., An

ª
∪
n
�b
o´
⇔

rango (A) = rango
³
A | �b

´
.

Teorema 59 Sean
S =

n
�x ∈ F n | A�x = �b

o
6= ∅

y

SH =
n
�x ∈ Fn | A�x = �0

o
,

entonces toda solución �c ∈ S puede escribirse como

�c = �s+ �s
H
con �s

H
∈ SH ,

donde �s ∈ S.

Demostración. Sea �c ∈ S, entonces �c = �s + (�c− �s) . Ahora, �c − �s ∈ SH pues

A (�c− �s) = A�c−A�s = �b−�b = �0.
Rećprocamente, si �c = �s+ �s

H
, entonces tenemos que

A (�s+ �s
H
) = A�s+A�s

H
= �b+�0 = �by

por lo tanto �c ∈ S.
Como las matrices se pueden reducir y escalonar por medio de operaciones ele-

mentales de renglón y como las operaciones elementales no cambian las soluciones,
podemos notar que para resolver un sistema de ecuaciones lineales de n ×m basta
hacer dos cosas:
1. Reducir y escalonar la matriz aumentada del sistema.
2. Resolver el sistema reducido y escalonado resultante.

En adelante, jaremos nuestra atención en sistemas con matrices reducidas y
escalonadas.
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el resultado de aplicar S3,4,2 a la matriz anterior es:



1 2 3 4 5 1

−9 9 + 3e 8 + 3
√
2 7 + 3π 3 −1 + 9

√
2

2 4 6 8 10 π

−3 e
√
2 π −1 3

√
2


 .

Aś que el resultado de aplicar la operación elemental S3,4,2 al sistema original es
el sistema




1 2 3 4 5

−9 9 + 3e 8 + 3
√
2 7 + 3π 3

2 4 6 8 10

−3 e
√
2 π −1







x1
x2
x3
x4
x5



=




1

−1 + 9
√
2

π

3
√
2


 .

Es decir:

x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 + 5x5 =

−9x1 + (9 + 3e)x2 +
¡
8 + 3

√
2
¢
x3 + (7 + 3π)x4 + 3x5 =

2x1 + 4x2 + 6x3 + 8x4 + 10x5 =

−3x1 + ex2 +
√
2x3 + πx4 − x5 =

1

−1 + 9
√
2

π

3
√
2

.

Teorema 57 Las operaciones elementales no alteran el conjunto de soluciones de
los sistemas de ecuaciones.

Demostración. Sean

S =
n
�x ∈ Fn | A�x = �b

o
, Ś =

n
x ∈ Fn | E (A)�x = E

³
�b
´o

.

Veremos que S = Ś.
⊆)�v ∈ S ⇒ A�v = �b⇒ E · (A�v) = E ·�b (con E = E (Im)), por lo tanto E (Im)A =

E (A) . Entonces E (A) ·�v = (E (Im)A) ·�v = (EA) ·�v = E (A · �v) = E ·�b = E (Im) ·�b =
E
³
�b
´
. Por lo tanto �v ∈ Ś.

Por lo tanto S ⊆ Ś.
⊇) Análogo al inciso anterior, usando que E−1 es una operación elemental.

Teorema 58 A�x = �b tiene solución ⇔ rango(A) = rango
³
A | �b

´
.
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128 CAPÍTULO 4. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

el resultado de aplicar S3,4,2 a la matriz anterior es:



1 2 3 4 5 1

−9 9 + 3e 8 + 3
√
2 7 + 3π 3 −1 + 9

√
2

2 4 6 8 10 π

−3 e
√
2 π −1 3

√
2


 .
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Es decir:
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⊆)�v ∈ S ⇒ A�v = �b⇒ E · (A�v) = E ·�b (con E = E (Im)), por lo tanto E (Im)A =

E (A) . Entonces E (A) ·�v = (E (Im)A) ·�v = (EA) ·�v = E (A · �v) = E ·�b = E (Im) ·�b =
E
³
�b
´
. Por lo tanto �v ∈ Ś.
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Ejemplo 69 Para resolver el sistema con matriz aumentada



1 −5 −5 −7 −5 7 0
0 0 1 9 6 9 3
0 0 0 0 1 7 −9
0 0 0 0 0 1 5


 , (4.3)

podemos intercambiando las columnas 3 y 2, luego las columnas 3, 5 y por último las
columnas 4 y 6, obtener:



1 −5 −5 7 −5 −7 0
0 1 6 9 0 9 3
0 0 1 7 0 0 −9
0 0 0 1 0 0 5


 on



1 0 0 0 −5 38 855
0 1 0 0 0 9 222
0 0 1 0 0 0 −44
0 0 0 1 0 0 5




digamos que las variables son x1, ..., x6 entonces las variables principales son x1, ..., x4
y las libres son x5 y x6. Entonces




x1
x2
x3
x4


 = x1



1
0
0
0


+ x2



0
1
0
0


+ x3



0
0
1
0


+ x4



0
0
0
1


 =

=



855
222
−44
5


− x5



−5
0
0
0


− x6



38
9
0
0


 .

Entonces




x1
x2
x3
x4
x5
x6



=




855
222
−44
5
0
0



− x5




−5
0
0
0
−1
0



− x6




38
9
0
0
0
−1



.

Aś, asignando valores a x5 y x6 obtenemos las soluciones.

Si queremos recuperar las soluciones del sistema original 4.3 podemos aplicar las
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Denición 65 Si un sistema de ecuaciones está reducido y escalonado, podemos
partir el conjunto de las variables en dos conjuntos:

1. El conjunto de las variables que corresponden a coecientes principales de los
renglones de la matriz (a estas variables les llamaremos principales).

2. El conjunto de las demás variables, a las que llamaremos libres.

Observación 42 Si un sistema de ecuaciones está reducido y escalonado (y tiene
solución), entonces se pueden intercambiar las columnas (si hiciera falta) a n de
obtener un sistema de la forma µ

Ir | ∗
O | O

¶

donde r es el rango de la matriz del sistema e Ir es la matriz identidad de r × r.

Observación 43 Sea
A�x = �b

es un sistema reducido y escalonado tal que AQ =

µ
Ir | ∗
O | O

¶
. Consideremos el

sistema
AQ�x = �b.

Entonces Q · : S��x=�b → S���x=�b, es una biyección entre el conjunto de soluciones

de A�x = �b y el conjunto de soluciones de AQ�x = �b.
Demostración.
�s es solución de AQ�x = �b⇐⇒ AQ�s = �b⇐⇒ Q�s es solución de A�x = �b. El inverso

de Q · es Q−1 · .
Q es un producto de matrices elementales de columna del primer tipo: Q es de la

forma siguiente:
Q = J 1́,i1 ◦ J 2́,i2 ◦ ... ◦ J ŕ,ir ,

(convengamos en que J ḱ,k = Im, para la armación anterior).
Notemos ahora que J í,j (Im) = Ji,j (Im) (ejercicio). Aś que en la demostración

del teorema anterior, si �s es solución de AQ�x = �b, entonces J1,i1 ◦J2,i2 ◦ ... ◦Jr,ir�s es
una solución de A�x = �b.
Lo anterior muestra que para resolver un sistema reducido y escalonado de ecua-

ciones, basta resolver el sistema que resulta al reordenar las columnas de manera que
las r primeras sean �e1, �e2, ..., �er (estamos suponiendo que el rango de la matriz del
sistema es r). El párrafo anterior muestra como recuperar las soluciones del sistema
original.
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renglones de la matriz (a estas variables les llamaremos principales).

2. El conjunto de las demás variables, a las que llamaremos libres.

Observación 42 Si un sistema de ecuaciones está reducido y escalonado (y tiene
solución), entonces se pueden intercambiar las columnas (si hiciera falta) a n de
obtener un sistema de la forma µ

Ir | ∗
O | O

¶

donde r es el rango de la matriz del sistema e Ir es la matriz identidad de r × r.

Observación 43 Sea
A�x = �b

es un sistema reducido y escalonado tal que AQ =

µ
Ir | ∗
O | O

¶
. Consideremos el

sistema
AQ�x = �b.

Entonces Q · : S��x=�b → S���x=�b, es una biyección entre el conjunto de soluciones

de A�x = �b y el conjunto de soluciones de AQ�x = �b.
Demostración.
�s es solución de AQ�x = �b⇐⇒ AQ�s = �b⇐⇒ Q�s es solución de A�x = �b. El inverso

de Q · es Q−1 · .
Q es un producto de matrices elementales de columna del primer tipo: Q es de la

forma siguiente:
Q = J 1́,i1 ◦ J 2́,i2 ◦ ... ◦ J ŕ,ir ,

(convengamos en que J ḱ,k = Im, para la armación anterior).
Notemos ahora que J í,j (Im) = Ji,j (Im) (ejercicio). Aś que en la demostración

del teorema anterior, si �s es solución de AQ�x = �b, entonces J1,i1 ◦J2,i2 ◦ ... ◦Jr,ir�s es
una solución de A�x = �b.
Lo anterior muestra que para resolver un sistema reducido y escalonado de ecua-

ciones, basta resolver el sistema que resulta al reordenar las columnas de manera que
las r primeras sean �e1, �e2, ..., �er (estamos suponiendo que el rango de la matriz del
sistema es r). El párrafo anterior muestra como recuperar las soluciones del sistema
original.
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es equivalente a: 


x1
...
xr
0
...
0



= x1��1 + x2��2 + ...+ xr��r =

=




b1
...
br
0
...
0



− xr+1




Ar+1

0
...
0


− ...− xm




A


0
...
0


 ,

aś que una solución satisface




x1
...
xr
xr+1
...
xm



=




b1
...
br
0
...
0



− xr+1




Ar+1

−1
...
0


− xr+2




Ar+2

0
−1
...
0



− ...− xm




A


0
...
−1


 .

Que como se vé está inclúda en la matriz A.

Ejemplo 70



1 0 0 −51 −73 −86 43
0 1 0 −73 −91 −50 50
0 0 1 1 5 −39 8
0 0 0 0 0 0 0







x1
x2
x3
x4
x5
x6
x7



=



−4
67
−49
0
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operaciones elementales de renglón J2,3 ◦ J3,5 ◦ J2,4 a



855
222
−44
5
0
0



− x5




−5
0
0
0
−1
0



− x6




38
9
0
0
0
−1




es decir, J2,3◦J3,5◦J4,6




855 + 5x5 − 38x6
222− 9x6
−44
5
x5
x6



=




855 + 5x5 − 38x6
x5

222− 9x6
x6
−44
5



=




855
0
222
0
−44
5




+ x5




5
1
0
0
0
0



+ x6




−38
0
−9
1
0
0




En efecto:



1 −5 −5 −7 −5 7
0 0 1 9 6 9
0 0 0 0 1 7
0 0 0 0 0 1







855 + 5x5 − 38x6
x5

222− 9x6
x6
−44
5



=




0
3
−9
5


 .

En general, podemos observar lo siguiente:

Observación 44 El sistema de n ecuaciones con m incógnitas

��x =

µ
Ir | ∗
O | O

¶
x1
...
xm


 =




b1
...
br
0
...
0
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Ejemplo 72



1 −2 1 0 2 5 0 −1
0 0 0 1 2 3 0 −2
0 0 0 0 0 0 1 3







x1
x2
x3
x4
x5
x6
x7



=



1
2
3


 .

Intercambiando las columnas 2 y 4, y 3 y 7 obtenemos:



1 0 0 −2 2 5 1 −1
0 1 0 0 2 3 0 −2
0 0 1 0 0 0 0 3







x1
x2
x3
x4
x5
x6
x7
x8




=



1
2
3


 .

Cuyas soluciones son:


1
2
3
0
0
0
0
0




− t1




−2
0
0
−1
0
0
0
0




− t2




2
2
0
0
−1
0
0
0




− t3




5
3
0
0
0
−1
0
0




− t4




1
0
0
0
0
0
−1
0




− t5




−1
−2
3
0
0
0
0
−1




,

intercambiando los renglones 2 y 4 y después los renglones 3 y 7, obtenemos las
soluciones del sistema original:


1
0
0
2
0
0
3
0




− t1




−2
−1
0
0
0
0
0
0




− t2




2
0
0
2
−1
0
0
0




− t3




5
0
0
3
0
−1
0
0




− t4




1
0
−1
0
0
0
0
0




− t5




−1
0
0
−2
0
0
3
−1




,
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tiene las soluciones dadas por



−4
67
−49
0
0
0
0



+ s




−51
−73
1
−1
0
0
0



+ t




−73
−91
5
0
−1
0
0



+ u




−86
−50
−39
0
0
−1
0



+ z




43
50
8
0
0
0
−1



.

Ejemplo 71 Consideremos el sistema

x+ 2y + z = 1

x+ 2y − z = 2

cuya matriz aumentada es

µ
1 2 1 1
1 2 −1 2

¶
on
µ
1 2 0 3

2

0 0 1 −1
2

¶
, intercambiando

la segunda columna con la tercera, obtenemos
µ
1 0 2 3

2

0 1 0 −1
2

¶
,

el sistema correspondiente tiene solución



3
2

−1
2

0


+ t




2
0
−1


 , t ∈ F,

intercambiando los renglones (en realidad, coordenadas) 2 y 3 obtenemos las solu-
ciones del sistema original:




3
2

0
−1

2


+ t




2
−1
0


 , t ∈ F.

En efecto:
µ
1 2 1
1 2 −1

¶




3
2

0
−1

2


+ t




2
−1
0




 =

=

µ
1 2 1
1 2 −1

¶


3
2
+ 2t
−t
−1

2


 =

µ
1
2

¶
.
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1 2 1 1
1 2 −1 2

¶
on
µ
1 2 0 3

2

0 0 1 −1
2

¶
, intercambiando

la segunda columna con la tercera, obtenemos
µ
1 0 2 3
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2

¶
,

el sistema correspondiente tiene solución



3
2

−1
2

0


+ t




2
0
−1


 , t ∈ F,

intercambiando los renglones (en realidad, coordenadas) 2 y 3 obtenemos las solu-
ciones del sistema original:




3
2

0
−1

2


+ t




2
−1
0


 , t ∈ F.

En efecto:
µ
1 2 1
1 2 −1

¶




3
2

0
−1

2


+ t




2
−1
0




 =

=

µ
1 2 1
1 2 −1

¶


3
2
+ 2t
−t
−1

2


 =

µ
1
2

¶
.
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Como esto sucede para cada j, tenemos que β∗ es l. i.
β∗ = {f1, ..., fn} genera V ∗ :
Si h : V → F es lineal, entonces h está determinada por sus valores en β, aś es

natural que
h = h (�x1) · f1 + ...+ h (�xn) · fn,

en efecto, si evalúamos en �xj obtenemos

h (�x1) · f1 (�xj) + ...+ h (�xn) · fn (�xj) = h (�xj) .

Como h y h (�x1) · f1 + ...+ h (�xn) · fn coinciden en la base β, entonces
h = h (�x1) · f1 + ...+ h (�xn) · fn.

Aś, β∗ = {f1, ..., fn} genera V ∗.

4.4.1. Cálculo de la base dual para un espacio de
dimensión nita

Supongamos que γ = {�x1, ..., �xn} es una base para Fn, y denotemos β = {�e1, ..., �en}
la base canónica.
Denotemos γ∗ = {f1, ..., fn} la base dual de γ. Entonces

Fn fi→ F
�xj 7−→ δi,j

.

Ahora,

Fn F

Fn F

�xj 7−→ [fi]
can
β · [�xj]β = δi,j

-fi

?

Φβ

?

Id

-
[fi]canβ ·
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en efecto:



1 −2 1 0 2 5 0 −1
0 0 0 1 2 3 0 −2
0 0 0 0 0 0 1 3







1 + 2t1−2t2−5t3−t4+t5
t1
t4

2− 2t2−3t3+2t5
t2
t3

3− 3t5
t5




=

=



1
2
3


 .

4.4. Espacios duales

Denición 66 Se dene el espacio dual de FV como V ∗ = HomF (V, F ) .

Observación 45 Si la dimensión de V es nita, entonces

dim (V ∗) = dim (V ) .

Demostración. Supongamos que β = {x1, x2, ..., xn} es una base para FV , de-
nimos la base dual de β, β∗ = {f1, ..., fn} por medio de

fi (�xj) =

½
1 si i = j
0 si i 6= j

esto suele expresarse también aś:

fi (�xj) = δi,j,

4 donde δ denota la delta de Kronecker.
β∗ = {f1, ..., fn} es l. i.
Supongamos que c1f1, ..., cnfn = �0 : V → F, evaluando en �xj obtenemos

cj = (c1f1, ..., cnfn) (�xj) = 0̂ (�xj) = 0.

4δi,j =

½
1 si i = j
0 si i 6= j
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Observación 46 En el diagrama

γ �→
base V F

Φβ (γ)
�→
base Fn F

?

Φβ

?

IdF

-fi

si {f1, ..., fn} es la base dual de Φβ (γ) , entonces fi ◦ Φβ es la base dual de γ.

Demostración. Sea ��j, el j−ésimo elemento de γ, entonces δi,j =
fi (Φβ (��j)) = (fi ◦Φβ) (��j)

Ejemplo 74 Encontrar la base dual de {1 + x2, 1− 2x, 1 + x} en P2 (R) . Usando el
diagrama anterior, esto equivale a encontrar la base dual de

Φβ

©
1 + x2, 1− 2x, 1 + x

ª
,

en R3, donde β = {1, x, x2} .

Como Φβ {1 + x2, 1− 2x, 1 + x} =






1
0
1


 ,




1
−2
0


 ,



1
1
0




 , formando la ma-

triz con estas columnas obtenemos:



1 1 1
0 −2 1
1 0 0


 , cuya inversa es



0 0 1
1
3
−1

3
−1

3
2
3

1
3
−2

3


.

Entonces la base dual de






1
0
1


 ,




1
−2
0


 ,



1
1
0




 es {f1, f2, f3} , con

f1 (a, b, c) = c,

f2 (a, b, c) =

µ
1

3

¶
a−

µ
1

3

¶
b−

µ
1

3

¶
c,

f3 (a, b, c) =

µ
2

3

¶
a+

µ
1

3

¶
b−

µ
2

3

¶
c.

Por lo tanto, la base dual de {1 + x2, 1− 2x, 1 + x} es

f1 ◦ Φβ, f1 ◦ Φβ, f1 ◦ Φβ.
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muestra que la matriz cuyo renglón i−ésimo es [fi]canβ es la inversa de la matriz cuyas
columnas son �x1, ..., �xn. Pues se tiene que




[f1]
can
β

...

[fi]
can
β

...

[fn]
can
β



(�x1 | ... | �xj | ... | �xn) = (δi,j) = In.

De lo anterior, es claro que para calcular la base dual de γ, basta encontrar la matriz
inversa de la matriz cuyas columnas son los elementos de γ. Si [fi]

can
β = (c1, ..., cn),

entonces fi (��j) = cj. Esto querŕa decir que fi (x1, x2, ..., xn) = c1x1 + ...+ cnxn.

Podemos resumir la discusión anterior en el siguiente Teorema.

Teorema 60 Si γ = {�x1, ..., �xn} es una base para F n, y

Q = (�x1 | ... | �xj | ... | �xn) ,

entonces el elemento i−ésimo de la base dual, fi se calcula de la siguiente manera:

fi (x1, x2, ..., xn) = Q−1i,1x1 + ...+Q−1i,nxn.

Ejemplo 73 Encontrar la base dual de γ = {(1, 2, 3) , (1, 1, 1) , (0, 1, 0)} en R3.

Tomemos Q =



1 1 0
2 1 1
3 1 0


 , su inversa es:



−1

2
0 1

2
3
2

0 −1
2

−1
2
1 −1

2


. Aś que la base

dual {f1, f2, f3} satisface:

f1 (x, y, z) = − (1/2)x+ (1/2) z,
f2 (x, y, z) = (3/2) x− (1/2) z,
f3 (x, y, z) = (1/2) x+ y − (1/2) z,

.

Una vez que sabemos encontrar la base dual γ∗ para una base de Fn, podemos
también encontrar la base dual de un espacio de dimensión nita:
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Demostración. Sea ��j, el j−ésimo elemento de γ, entonces δi,j =
fi (Φβ (��j)) = (fi ◦Φβ) (��j)

Ejemplo 74 Encontrar la base dual de {1 + x2, 1− 2x, 1 + x} en P2 (R) . Usando el
diagrama anterior, esto equivale a encontrar la base dual de

Φβ

©
1 + x2, 1− 2x, 1 + x

ª
,

en R3, donde β = {1, x, x2} .

Como Φβ {1 + x2, 1− 2x, 1 + x} =






1
0
1


 ,




1
−2
0


 ,



1
1
0




 , formando la ma-

triz con estas columnas obtenemos:



1 1 1
0 −2 1
1 0 0


 , cuya inversa es



0 0 1
1
3
−1

3
−1

3
2
3

1
3
−2

3


.

Entonces la base dual de






1
0
1


 ,




1
−2
0


 ,



1
1
0




 es {f1, f2, f3} , con

f1 (a, b, c) = c,

f2 (a, b, c) =

µ
1

3

¶
a−

µ
1

3

¶
b−

µ
1

3

¶
c,

f3 (a, b, c) =

µ
2

3

¶
a+

µ
1

3

¶
b−

µ
2

3

¶
c.

Por lo tanto, la base dual de {1 + x2, 1− 2x, 1 + x} es

f1 ◦ Φβ, f1 ◦ Φβ, f1 ◦ Φβ.
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...

[fn]
can
β



(�x1 | ... | �xj | ... | �xn) = (δi,j) = In.

De lo anterior, es claro que para calcular la base dual de γ, basta encontrar la matriz
inversa de la matriz cuyas columnas son los elementos de γ. Si [fi]

can
β = (c1, ..., cn),

entonces fi (��j) = cj. Esto querŕa decir que fi (x1, x2, ..., xn) = c1x1 + ...+ cnxn.

Podemos resumir la discusión anterior en el siguiente Teorema.

Teorema 60 Si γ = {�x1, ..., �xn} es una base para F n, y

Q = (�x1 | ... | �xj | ... | �xn) ,

entonces el elemento i−ésimo de la base dual, fi se calcula de la siguiente manera:

fi (x1, x2, ..., xn) = Q−1i,1x1 + ...+Q−1i,nxn.

Ejemplo 73 Encontrar la base dual de γ = {(1, 2, 3) , (1, 1, 1) , (0, 1, 0)} en R3.

Tomemos Q =



1 1 0
2 1 1
3 1 0


 , su inversa es:



−1

2
0 1

2
3
2

0 −1
2

−1
2
1 −1

2


. Aś que la base

dual {f1, f2, f3} satisface:

f1 (x, y, z) = − (1/2)x+ (1/2) z,
f2 (x, y, z) = (3/2) x− (1/2) z,
f3 (x, y, z) = (1/2) x+ y − (1/2) z,

.

Una vez que sabemos encontrar la base dual γ∗ para una base de Fn, podemos
también encontrar la base dual de un espacio de dimensión nita:
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3. {A ⊆ N |A es nito} = ∪ {Fk}k∈N , Fk = {A ⊆ N | |A| = k} . Por ejemplo
F0 = {∅} .

4. |Fk| = |N| si k > 0.

5. Como {A ⊆ N |A es nito} es una unión numerable de numerables (más un
elemento) entonces {A ⊆ N |A es nito} es numerable.

Ejercicio 117 Demuestre las armaciones de la proposición siguiente:
Si X es un conjunto innito, entonces

¯̄
¯¡F (X)

¢∗¯̄¯ = ¯̄FX
¯̄
=
¯̄
2X
¯̄
> |X| = dim

¡
F (X)

¢
.

Recordemos que si X es un conjunto innito, entonces |X ×X| = |X| , de aqú se
sigue que si |X| 6 |Y | , entonces |X × Y | = |Y |.

Ejercicio 118 Demuestre que son equivalentes para conjuntos innitos X y Y :

1. |X ×X| = |X|.

2. |X × Y | = máx {|X| , |Y |} .

1. De |N×N| = |N|, deduzca que una unión numerable de conjuntos ajenos nu-
merables es numerable.

2. Deduzca que una unión numerable de conjuntos innitos todos de cardinalidad
|X| es |X| .

Lema 5 Si X es un conjunto innito y F es una campo innito, entonces
¯̄
F (X)

¯̄
=

máx {|F | , |X|} .

Demostración. ≥) F (X) tiene una base de cardinalidad |X| , por lo que
¯̄
F (X)

¯̄
≥

|X|. Por otra parte, es claro que si f es un elemento distinto de 0̂ en F (X), entonces
Ff es un subconjunto de F (X) de cardinalidad |F | . Entonces

¯̄
F (X)

¯̄
≥ |F | . Aś que¯̄

F (X)
¯̄
≥ máx {|F | , |X|}.

6)

¯̄
F (X)

¯̄
=

¯̄
¯̄
¯̄
¯
[
G⊆X
G nito

{f | sop (f) = G}

¯̄
¯̄
¯̄
¯
. (4.4)
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Es decir que

(f1 ◦ Φβ)
¡
a+ bx+ cx2

¢
= c,

(f2 ◦ Φβ)
¡
a+ bx+ cx2

¢
=

µ
1

3

¶
a−

µ
1

3

¶
b−

µ
1

3

¶
c,

(f3 ◦ Φβ)
¡
a+ bx+ cx2

¢
=

µ
2

3

¶
a+

µ
1

3

¶
b−

µ
2

3

¶
c.

Por ejemplo, notemos que

(f2 ◦ Φβ)
¡
1 + x2

¢
=

1

3
− 1
3
= 0,

(f2 ◦ Φβ) (1− 2x) =

µ
1

3

¶
+ 2 · 1

3
= 1,

(f2 ◦Φβ) (1 + x) =
1

3
− 1
3
= 0.

4.4.2. La dimensión del espacio dual

Observación 47 Si FV es de dimensión innita entonces

dim (V ∗) = dim (Hom (V, F )) =
¯̄
F β
¯̄
,

donde β es una base de V (para armar esto nos apoyamos en la propiedad universal
de las bases ).

Ejemplo 75 Q(N) es un espacio vectorial de dimensión |N| sobre Q. Ahora,¯̄¡
Q(N)¢∗¯̄ = ¯̄QN¯̄ > ¯̄2N¯̄ = |R| > |N|.¡
Q(N)¢∗ es un espacio vectorial sobre Q, por lo tanto ¡Q(N)¢∗ es isomorfo a Q(γ),

para algún conjunto γ cuya cardinalidad es la dimensión de
¡
Q(N)¢∗ . Si |γ| = |N| ,

entonces
|N| <

¯̄
¯¡Q(N)¢∗¯̄¯ = ¯̄Q(N)¯̄ = |N|∇

◦
.

Por lo tanto, dim
¡¡
Q(N)¢∗¢ = |γ| > |N| = dim ¡Q(N)¢

Ejercicio 116 Demuestre que
¯̄
Q(N)

¯̄
= |N|: Sugerencia:

1.
¯̄
Q(N)

¯̄
=
¯̄
N(N)

¯̄
.

2.
¯̄
N(N)

¯̄
= {A ⊆ N |A es nito} .
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¡
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¢
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F (X)
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≥ máx {|F | , |X|}.
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¯̄
F (X)

¯̄
=

¯̄
¯̄
¯̄
¯
[
G⊆X
G nito

{f | sop (f) = G}

¯̄
¯̄
¯̄
¯
. (4.4)
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Por ejemplo, notemos que

(f2 ◦ Φβ)
¡
1 + x2

¢
=

1

3
− 1
3
= 0,

(f2 ◦ Φβ) (1− 2x) =
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1

3

¶
+ 2 · 1

3
= 1,

(f2 ◦Φβ) (1 + x) =
1

3
− 1
3
= 0.

4.4.2. La dimensión del espacio dual

Observación 47 Si FV es de dimensión innita entonces

dim (V ∗) = dim (Hom (V, F )) =
¯̄
F β
¯̄
,

donde β es una base de V (para armar esto nos apoyamos en la propiedad universal
de las bases ).

Ejemplo 75 Q(N) es un espacio vectorial de dimensión |N| sobre Q. Ahora,¯̄¡
Q(N)¢∗¯̄ = ¯̄QN¯̄ > ¯̄2N¯̄ = |R| > |N|.¡
Q(N)¢∗ es un espacio vectorial sobre Q, por lo tanto ¡Q(N)¢∗ es isomorfo a Q(γ),

para algún conjunto γ cuya cardinalidad es la dimensión de
¡
Q(N)¢∗ . Si |γ| = |N| ,

entonces
|N| <

¯̄
¯¡Q(N)¢∗¯̄¯ = ¯̄Q(N)¯̄ = |N|∇

◦
.

Por lo tanto, dim
¡¡
Q(N)¢∗¢ = |γ| > |N| = dim ¡Q(N)¢

Ejercicio 116 Demuestre que
¯̄
Q(N)

¯̄
= |N|: Sugerencia:

1.
¯̄
Q(N)

¯̄
=
¯̄
N(N)

¯̄
.

2.
¯̄
N(N)

¯̄
= {A ⊆ N |A es nito} .
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Ejercicio 119 Si X es un conjunto innito, use el resultado del ejercicio 117:
¯̄
¯¡F (X)

¢∗¯̄¯ = ¯̄FX
¯̄
=
¯̄
2X
¯̄
> |X| = dim

¡
F (X)

¢
,

para concluir que si |X| ≥ |F | , F innito, entonces

dim
³¡
F (X)

¢∗´
=
¯̄
¯¡F (X)

¢∗¯̄¯ = ¯̄FX
¯̄
> dim

¡
F (X)

¢
.

Ejercicio 120 Concluya que dim
¡¡
Q(N)¢∗¢ > dim ¡Q(N)¢ .

Ejercicio 121 1. Muestre que dim
¡¡
Q(R)¢∗¢ > dim ¡Q(R)¢ .

2. Muestre que dim
¡¡
R(R)

¢∗¢
> dim

¡
R(R)

¢
.

Ejercicio 122 Demuestre que para todo campo F existe un conjunto X tal que
dim

¡¡
F (X)

¢∗¢
> dim

¡
F (X)

¢
.

Ejercicio 123 Muestre que si FV es de dimensión innita o si F es innito entonces
|FV | = máx {|F | ,dim (V )} .

4.5. La transpuesta de una función lineal

Teorema 61 Si T : V →W es una función lineal, entonces

W ∗ ◦T→ V ∗

f 7−→ f ◦ T

es una función lineal.

Demostración. SiW
f→ F es una función lineal, entonces V

T→W
f→ F también

lo es. Por otra parte, si f, g ∈W ∗, c ∈ F , entonces

( ◦ T ) (f + cg) = (f + cg) ◦ T = f ◦ T + (cg) ◦ T = f ◦ T + c ((g) ◦ T ) .

Observación 48 ker
³
W ∗ ◦T→ V ∗

´
=

=
©
f ∈W ∗ | f ◦ T = 0̂ : V → F

ª
= {f ∈W ∗ | T (V ) ⊆ Ker (f)} .
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Ahora, |{f | sop (f) = G}| =
¯̄
¯(F\ {0})G

¯̄
¯ = |(F\ {0})| pues G es nito. Además

como F es innito, entonces |(F\ {0})| = |(F )| .
Supongamos que Z es un conjunto innito. Denotemos por ℘

fin
(Z) el conjunto

de los subconjuntos nitos de Z, y denotemos ℘k (Z) el conjunto de los subconjuntos
de X de cardinalidad k. Es claro que

℘
fin
(Z) =

[
k∈N
{℘k (Z)} .

℘0 (Z) = {∅} . Ahora,
℘1 (Z)→ Z
{x} 7→ x

es una biyección, por lo que |℘1 (Z)| = |Z| .

Tenemos también, que
Z × Z → ℘1 (Z) ∪ ℘2 (Z)
(x, y) 7→ {x} ∪ {y} es una función suprayectiva,

luego,

|Z| = |Z × Z| ≥ |℘1 (Z) ∪ ℘2 (Z)| ≥ |Z| .

Entonces |℘2 (Z)| 6 |Z|. Análogamente,

|℘3 (Z)| 6 |Z| , ..., |℘k (Z)| 6 |Z| ,∀k ∈ N.

Entonces, un conjunto innito Z satisface:

¯̄
℘
fin
(Z)
¯̄
= |Z| .

Viendo ahora 4.4, notamos que F (X) =
S
{f | sop (f) = G}

G⊆X
G nito

es la unión de una

familia de conjuntos de cardinalidad 6 |F | , con ́ndices en un conjunto de cardina-
lidad |X|. Entonces ¯̄

F (X)
¯̄
6 |F ×X| 6 máx {F,X} .

Corolario 10 Si FV es un espacio vectorial de dimensión innita sobre un campo
innito F , entonces |FV | = máx {|F | , dim (V )} .

Ejemplo 76 Consideremos el espacio vectorial QR, entonces

|QR| = máx {|Q| , dim (QR)} = máx {|N| , dim (QR)} .

Por lo que R es un espacio vectorial sobre Q, de dimensión |R|.
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Ahora, |{f | sop (f) = G}| =
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Por lo que R es un espacio vectorial sobre Q, de dimensión |R|.

interiores.indd   143 22/3/11   10:45:04



4.5. LA TRANSPUESTA DE UNA FUNCIÓN LINEAL 145

Teorema 63 La función V
ev()→ V ∗∗

�v 7→ ev(�v), tal que
¡
ev(�v)

¢
(f) = f (�v)

es una función li-

neal inyectiva.

Demostración. 1. ev(�v) es efectivamente un elemento de V
∗∗ :

Supongamos que f, g ∈ V ∗ y que c ∈ F, entonces

ev(�v) (f + cg) = (f + cg) (�v) =

= f (�v) + (cg) (�v) = f (�v) + c (g (�v)) =

= ev(�v) (f) + c
¡
ev(�v) (g)

¢
.

2. ev() es lineal:, queremos ver que

ev() (�v + c�w) = ev(�v+��w) = ev(�v) + c · ev(�w).
En efecto: si f ∈ V ∗, entonces

ev(�v+��w) (f) = f (�v + c�w) =

= f (�v) + f (c�w) = f (�v) + cf (�w) =

= ev(�v) (f) +
¡
c · ev(�w)

¢
(f) =¡

ev(�v) +
¡
c · ev(�w)

¢¢
(f) .

3. Si �v ∈ Ker
¡
ev()

¢
, entonces ev(�v) = 0̂ : V

∗ → F, es decir que ev(�v) (f) = 0,∀f ∈ V ∗.
Por lo tanto �v ∈ Ker(f) ,∀f ∈ V ∗. Demostraremos que esto sólo es posible si �v = �0.

Si �v 6= �0, � �v ∈ ∩
f∈V ∗
{Ker (f)}, entonces {�v} es l. i., por lo tanto {�v} es parte

de una base β de V. Tomemos la función constante 1̂ : β → F , por la propiedad
universal de las bases, existe una función lineal H : V → F , que extiende a h.
Entonces H (�v) = 1 6= 0. Aś que �v /∈Ker(H) , pero H ∈ V ∗, ∇

◦
. Esta contradicción

muestra que Ker
¡
ev()

¢
=
n
�0
o
, por lo que la función lineal ev() es inyectiva.

Ejercicio 124 Dé un ejemplo de un espacio vectorial FV tal que ev() : V → V ∗∗,
no sea un isomorsmo.

Teorema 64 Si T : V → W es una función lineal, entonces el siguiente diagrama
es conmutativo:

V V ∗∗

=

W W ∗∗

-
ev( )

?

T

?

T tt

-
ev( )
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Teorema 62 Si V,W son de dimensión nita n ym, con bases β y γ respectivamente

y T : V →W es una función lineal, entonces [ ◦ T ]β
∗

γ∗ =
³
[T ]γβ

´t
.

Demostración. Sean
β = {�x1, ..., �xn} ,
γ = {�y1, ..., �ym} ,
β∗ = {f1, ..., fn} ,
γ∗ = {g1, ..., gm} .

Entonces
³
[ ◦ T ]β

∗
γ∗

´j
¯ = [( ◦ T ) (gj)]β∗ = [(gj ◦ T )]β∗ .

Supongamos que

[(gj ◦ T )]β∗ =




c1
...
ci
...
cn



,

esto equivale a: gj ◦ T = c1f1 + ...+ cifi + ...+ cnfn.
Aplicando esta función a �xi, obtenemos

gj (T (�xi)) = (gj ◦ T ) (�xi) = ci.

Por otra parte, dada la denición de [T ]γβ , tenemos que (denotando los coecientes
de [T ]γβ , con aes, [T ]

γ
β = (ak,l) ):

T (�xi) =
mP
k=1

ak,i�yk, aś que aplicando gj, obtenemos

ci = gj (T (�xi)) = gj

Ã
mX
k=1

ak,i�yk

!
= aj,i.

Si recordamos que ci está en el renglón i−ésimo de la columna j−ésima de [ ◦ T ]β
∗

γ∗ ,
tenemos que ³

[ ◦ T ]β
∗

γ∗

´
i,j
= ci = aj,i =

³
[T ]γβ

´
j,i
.

Es decir que
³
[ ◦ T ]β

∗
γ∗

´
=
³
[T ]γβ

´t
.

Como
³
[ ◦ T ]β

∗
γ∗

´
=
³
[T ]γβ

´t
, ◦ T también se denota T t.
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∗∗ :

Supongamos que f, g ∈ V ∗ y que c ∈ F, entonces

ev(�v) (f + cg) = (f + cg) (�v) =

= f (�v) + (cg) (�v) = f (�v) + c (g (�v)) =

= ev(�v) (f) + c
¡
ev(�v) (g)

¢
.

2. ev() es lineal:, queremos ver que

ev() (�v + c�w) = ev(�v+��w) = ev(�v) + c · ev(�w).
En efecto: si f ∈ V ∗, entonces

ev(�v+��w) (f) = f (�v + c�w) =

= f (�v) + f (c�w) = f (�v) + cf (�w) =

= ev(�v) (f) +
¡
c · ev(�w)

¢
(f) =¡

ev(�v) +
¡
c · ev(�w)

¢¢
(f) .

3. Si �v ∈ Ker
¡
ev()

¢
, entonces ev(�v) = 0̂ : V

∗ → F, es decir que ev(�v) (f) = 0,∀f ∈ V ∗.
Por lo tanto �v ∈ Ker(f) ,∀f ∈ V ∗. Demostraremos que esto sólo es posible si �v = �0.

Si �v 6= �0, � �v ∈ ∩
f∈V ∗
{Ker (f)}, entonces {�v} es l. i., por lo tanto {�v} es parte

de una base β de V. Tomemos la función constante 1̂ : β → F , por la propiedad
universal de las bases, existe una función lineal H : V → F , que extiende a h.
Entonces H (�v) = 1 6= 0. Aś que �v /∈Ker(H) , pero H ∈ V ∗, ∇

◦
. Esta contradicción

muestra que Ker
¡
ev()

¢
=
n
�0
o
, por lo que la función lineal ev() es inyectiva.

Ejercicio 124 Dé un ejemplo de un espacio vectorial FV tal que ev() : V → V ∗∗,
no sea un isomorsmo.

Teorema 64 Si T : V → W es una función lineal, entonces el siguiente diagrama
es conmutativo:

V V ∗∗

=

W W ∗∗

-
ev( )

?

T

?

T tt

-
ev( )
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Teorema 62 Si V,W son de dimensión nita n ym, con bases β y γ respectivamente

y T : V →W es una función lineal, entonces [ ◦ T ]β
∗

γ∗ =
³
[T ]γβ

´t
.

Demostración. Sean
β = {�x1, ..., �xn} ,
γ = {�y1, ..., �ym} ,
β∗ = {f1, ..., fn} ,
γ∗ = {g1, ..., gm} .

Entonces
³
[ ◦ T ]β

∗
γ∗

´j
¯ = [( ◦ T ) (gj)]β∗ = [(gj ◦ T )]β∗ .

Supongamos que

[(gj ◦ T )]β∗ =




c1
...
ci
...
cn



,

esto equivale a: gj ◦ T = c1f1 + ...+ cifi + ...+ cnfn.
Aplicando esta función a �xi, obtenemos

gj (T (�xi)) = (gj ◦ T ) (�xi) = ci.

Por otra parte, dada la denición de [T ]γβ , tenemos que (denotando los coecientes
de [T ]γβ , con aes, [T ]

γ
β = (ak,l) ):

T (�xi) =
mP
k=1

ak,i�yk, aś que aplicando gj, obtenemos

ci = gj (T (�xi)) = gj

Ã
mX
k=1

ak,i�yk

!
= aj,i.

Si recordamos que ci está en el renglón i−ésimo de la columna j−ésima de [ ◦ T ]β
∗

γ∗ ,
tenemos que ³

[ ◦ T ]β
∗

γ∗

´
i,j
= ci = aj,i =

³
[T ]γβ

´
j,i
.

Es decir que
³
[ ◦ T ]β

∗
γ∗

´
=
³
[T ]γβ

´t
.

Como
³
[ ◦ T ]β

∗
γ∗

´
=
³
[T ]γβ

´t
, ◦ T también se denota T t.
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entonces T|L({x,x2,...,xn}) es una función suprayectiva, pues para cada sucesión

c1, ..., cn ∈ R,

existe un polinomio de grado 6 n tal que (ver el ejemplo 29)

f (0) = 0, f (1) = c1, ..., f (n) = cn.

Un polinomio f con esta propiedad es un múltiplo de x y por la tanto pertenece al
subespacio L ({x, x2, ..., xn}) .
Entonces la función lineal L ({x, x2, ..., xn})

T|L({x,x2,...,xn})−−−−−−−−−−−−→ Rn es suprayectiva, y como
el dominio y codominio son ambas de dimensión n, entonces T|L({x,x2,...,xn}) es un iso-
morsmo. Por lo tanto la matriz de T|L({x,x2,...,xn}) respecto a las bases {x, x2, ..., xn}
y canónica es invertible, esta matriz es la siguiente:




1 12 · · · 1n

2 22 · · · 2n

3 32 · · · 3n

...
...

. . .
...

n n2 · · · nn



.

Ejemplos 78 1.

µ
1 12

2 22

¶
=

µ
1 1
2 4

¶
, cuya inversa es:

µ
2 −1

2

−1 1
2

¶
.

2.



1 12 13

2 22 23

3 32 33


 =



1 1 1
2 4 8
3 9 27


, cuya inversa es :




3 −3
2

1
3

−5
2

2 −1
2

1
2
−1

2
1
6


 .

Ejemplo 79 1.


1 12 13 14

2 22 23 24

3 32 33 34

4 42 43 44


 =



1 1 1 1
2 4 8 16
3 9 27 81
4 16 64 256


 ,

y su inversa es:




4 −3 4
3
−1

4

−13
3

19
4
−7

3
11
24

3
2
−2 7

6
−1

4

−1
6

1
4
−1

6
1
24


 .
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Demostración. Sea �v ∈ V , entonces
¡
T tt ◦ ev()

¢
(�v) = T tt

¡
ev(�v)

¢
=
¡
◦ T t

¢ ¡
ev(�v)

¢
= ev(�v) ◦ T t.

Apliquémosla a una función f ∈W ∗ :
¡
ev(�v) ◦ T t

¢
(f) =

¡
ev(�v)

¢ ¡
T t (f)

¢
=
¡
ev(�v)

¢
(f ◦ T ) = (f ◦ T ) (�v) .

Por otra parte,
¡
ev() ◦ T

¢
(�v) = ev() (T (�v)) = ev(T (�v)), aplicándola en f , obtenemos

ev(T (�v)) (f) = f (T (�v)) .
Por lo tanto,

∀f ∈W ∗ :
¡
ev(�v) ◦ T t

¢
(f) = ev(T (�v)) (f) ,

aś que ev(�v) ◦ T t = ev(T (�v)).

Corolario 11 Si FV es de dimensión nita, entonces V
ev()→ V ∗∗ es un isomorsmo.

Demostración. Basta observar que en este caso, dim(V ) = dim(V ∗) = dim(V ∗∗).

Corolario 12 Si FV es de dimensión nita, y γ es una base de V ∗, entonces γ es
la base dual de una base β de FV.

Demostración. Digamos que

γ = {f1, ..., fn} .

Tomemos
γ∗ = {θ1, ..., θn}

la base dual de γ. Como V
ev( )−→ V ∗∗ es un isomorsmo, entonces θi = ev(�vi) para

alguna �vi, para cada i. Entonces δi,j = θi (fj) = ev(�vi) (fj) = fj (�vi). De donde
tenemos que γ = {�v1, ..., �vn}∗.

Ejemplo 77 Consideremos el diagrama

Pn (R)

T=




ev(1)
ev(2)
...

ev(n)




−−−−−−−−−−−−→ Rn

↑ k
L ({x, x2, ..., xn})

T|S({x,x2,...,xn})−−−−−−−−−−−−→ Rn ,
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.
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µ
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2
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2

¶
.

2.
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3 32 33
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2 4 8
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2

1
3
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2
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2

1
2
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2
1
6


 .
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4 16 64 256


 ,

y su inversa es:




4 −3 4
3
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4

−13
3

19
4
−7

3
11
24

3
2
−2 7

6
−1

4

−1
6

1
4
−1

6
1
24


 .
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Demostración. Sea �v ∈ V , entonces
¡
T tt ◦ ev()

¢
(�v) = T tt

¡
ev(�v)

¢
=
¡
◦ T t

¢ ¡
ev(�v)

¢
= ev(�v) ◦ T t.

Apliquémosla a una función f ∈W ∗ :
¡
ev(�v) ◦ T t

¢
(f) =

¡
ev(�v)

¢ ¡
T t (f)

¢
=
¡
ev(�v)

¢
(f ◦ T ) = (f ◦ T ) (�v) .

Por otra parte,
¡
ev() ◦ T

¢
(�v) = ev() (T (�v)) = ev(T (�v)), aplicándola en f , obtenemos

ev(T (�v)) (f) = f (T (�v)) .
Por lo tanto,

∀f ∈W ∗ :
¡
ev(�v) ◦ T t

¢
(f) = ev(T (�v)) (f) ,

aś que ev(�v) ◦ T t = ev(T (�v)).

Corolario 11 Si FV es de dimensión nita, entonces V
ev()→ V ∗∗ es un isomorsmo.

Demostración. Basta observar que en este caso, dim(V ) = dim(V ∗) = dim(V ∗∗).

Corolario 12 Si FV es de dimensión nita, y γ es una base de V ∗, entonces γ es
la base dual de una base β de FV.

Demostración. Digamos que

γ = {f1, ..., fn} .

Tomemos
γ∗ = {θ1, ..., θn}

la base dual de γ. Como V
ev( )−→ V ∗∗ es un isomorsmo, entonces θi = ev(�vi) para

alguna �vi, para cada i. Entonces δi,j = θi (fj) = ev(�vi) (fj) = fj (�vi). De donde
tenemos que γ = {�v1, ..., �vn}∗.

Ejemplo 77 Consideremos el diagrama

Pn (R)

T=




ev(1)
ev(2)
...

ev(n)




−−−−−−−−−−−−→ Rn

↑ k
L ({x, x2, ..., xn})

T|S({x,x2,...,xn})−−−−−−−−−−−−→ Rn ,
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...

(n+ 1)xn 7−→
¡
1n+1, 2n+1, 3n+1, ..., nn+1, (n+ 1)n+1

¢
.

Ahora, el conjunto

½
(1, 2, 3, ..., n, n+ 1) ,

¡
12, 22, 32, ..., n2, (n+ 1)2

¢
, ...,

,
¡
1n+1, 2n+1, 3n+1, ..., nn+1, (n+ 1)n+1

¢
¾

es linealmente independiente, por el ejemplo 77.
Como la función lineal Γ manda una base de Pn (F ) en una base de F

n+1 y como
ambos espacios tienen la misma dimensión, tenemos que Γ es un isomorsmo.
Entonces Γ−1 ((0, 0, ..., 0, 1)) =: f es un polinomio tal que

Z 1

o

f = .... =

Z n

o

f = 0

pero
R n+1
o

f 6= 0.

Ejercicio 125 En vista del ejemplo 80,
nR 1

o
,
R 2

o
, ...,

R n
o
,
R n+1
o

o
es una base de

(Pn(R))∗. Aś que debe ser la base dual de una base de Pn(R), encontrar esta base
para n ∈ {1, 2, 3, 4}.
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Ejemplo 80 (Pn (F ))
∗ tiene dimensión n+ 1.

½Z 1

o

,

Z 2

o

, ...,

Z n

o

,

Z n+1

o

¾
⊆ (Pn (F ))

∗ .

Además
nR 1

o
,
R 2

o
, ...,

R n
o
,
R n+1
o

, ...
o
es l. i. en (R (x))∗

Demostración. Supongamos que

a1

Z 1

o

+a2

Z 2

o

+...+ an

Z n

o

+an+1

Z n+1

o

= 0̂.

Por inducción sobre n.
Base: si n = 1, entonces

a1

Z 1

o

= 0̂⇒
µ
a1 = a1

Z 1

o

1 = 0̂ (1) = 0

¶
.

Por lo tanto
nR 1

o

o
es linealmente independiente.

Paso inductivo: Supongamos que

a1

Z 1

o

+a2

Z 2

o

+...+ an

Z n

o

+an+1

Z n+1

o

= 0̂.

Basta demostrar que existe un polinomio f ∈ Pn (F ) tal que

Z 1

o

f = .... =

Z n

o

f = 0, pero con

Z n+1

o

f 6= 0.

Consideremos la función

Pn (F )
Γ→ F n+1

g 7→
³R 1

o
g,
R 2

o
g, ...,

R n
o
g,
R n+1
o

g
´

. Entonces
1 7−→ (1, 2, 3, ..., n, n+ 1)

2x 7−→
¡
12, 22, 32, ..., n2, (n+ 1)2

¢

3x2 7−→
¡
13, 23, 33, ..., n3, (n+ 1)3

¢

interiores.indd   148 22/3/11   10:45:17



4.5. LA TRANSPUESTA DE UNA FUNCIÓN LINEAL 149
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¢
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Ejemplo 80 (Pn (F ))
∗ tiene dimensión n+ 1.

½Z 1

o

,

Z 2

o

, ...,

Z n

o

,

Z n+1

o

¾
⊆ (Pn (F ))

∗ .

Además
nR 1

o
,
R 2

o
, ...,

R n
o
,
R n+1
o

, ...
o
es l. i. en (R (x))∗

Demostración. Supongamos que

a1

Z 1

o

+a2

Z 2

o

+...+ an

Z n

o

+an+1

Z n+1

o

= 0̂.

Por inducción sobre n.
Base: si n = 1, entonces

a1

Z 1

o

= 0̂⇒
µ
a1 = a1

Z 1

o

1 = 0̂ (1) = 0

¶
.

Por lo tanto
nR 1

o

o
es linealmente independiente.

Paso inductivo: Supongamos que

a1

Z 1

o

+a2

Z 2

o

+...+ an

Z n

o

+an+1

Z n+1

o

= 0̂.

Basta demostrar que existe un polinomio f ∈ Pn (F ) tal que

Z 1

o

f = .... =

Z n

o

f = 0, pero con

Z n+1

o

f 6= 0.

Consideremos la función

Pn (F )
Γ→ F n+1

g 7→
³R 1

o
g,
R 2

o
g, ...,

R n
o
g,
R n+1
o

g
´

. Entonces
1 7−→ (1, 2, 3, ..., n, n+ 1)

2x 7−→
¡
12, 22, 32, ..., n2, (n+ 1)2

¢

3x2 7−→
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¢
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Caṕtulo 5

Espacios con producto interior I

5.1. Productos interiores

En lo que sigue, F ∈ {R,C} .

Denición 67 Sea FV un espacio vectorial, un producto interior (denido positi-
vamente)

h, i : V × V → F

es una función tal que

1. ∀�w ∈ V , h , �wi : V → F es una función lineal.

2. h�v, �wi = h�w,�vi, donde la barra denota conjugación compleja.

3. h�v,�vi ∈ R+∪
n
�0
o
.

4. h�v,�vi = 0⇒ �v = �0.

Denición 68 El producto interior usual en Rnestá dado por

h�u,�vi = �vt · �u = (v1, v2, ..., vn) ·




u1
u2
...
un


 = u1v1 + u2v2 + ...+ unvn.

Observación 49 El producto anterior efectivamente es un producto interior:

Demostración.

151
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h�u,�vi = �vt · �u = (v1, v2, ..., vn) ·




u1
u2
...
un


 = u1v1 + u2v2 + ...+ unvn.

Observación 49 El producto anterior efectivamente es un producto interior:

Demostración.

151
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3.

h�v,�vi = (�vt) · �v = (v̄1, ..., v̄n)




v1
...
vn




=
nX
i=1

v̄ivi =
nX
i=1

|vi|2 ∈ R+ ∪ {0} .

4. Por último, si h�v,�vi = 0, entonces
nP
i=1

|vi|2 = 0. Por lo anterior, |vi| = 0 ∀i,

aś que vi = 0,∀i. Por lo tanto �v = �0.

Observación 51 h�v, i : CV → C, puede no ser lineal:

h�v, i (c�w) = h�v, c�wi = hc�w,�vi = c h�w,�vi =

= ch�w,�vi = ch�v, �wi = c h�v, �wi = (c h�v, i) (�w) .
En particular,

h�v, i (i�w) = (−i h�v, i) (�w) 6= (i h�v, i) (�w) ,
si h�v, �wi 6= 0.
Por ejemplo, con el producto usual en C2 tenemos que

¿µ
2
1

¶
,

µ
0
i

¶À
=
¡
0 −i

¢µ 2
1

¶
= −i.

Por otra parte,

µ
0
i

¶
= i

µ
0
1

¶
, pero

−i =
¿µ

2
1

¶
, i

µ
0
1

¶À
6= i

¿µ
2
1

¶
,

µ
0
1

¶À
=

= i
¡
0 1

¢µ 2
1

¶
= i.

Ejercicio 126 Demuestre que si h , i es un producto interior en FV y c ∈ R+, en-
tonces c h , i : V×V → F es un producto interior denido positivamente. Sugerencia:
note que c h , i = (c ) ◦ h , i, y que (c ) : F → F es una función lineal.
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1. Notemos que h , �vi = �vt · ( ) : Rn → R es una función lineal (es un caso parti-
cular de que Fn A·→ Fm es una función lineal, para una matriz A ∈Mm×n (F )).

2. h�u,�vi = h�v, �ui = h�v, �ui. Pues aqú, conjugar equivale a no hacer nada).

3. h�v,�vi = v1v1 + v2v2 + ...+ vnvn ≥ 0.

4.

(h�v,�vi = v1v1 + v2v2 + ...+ vnvn = 0)⇐⇒

⇐⇒ (vi = 0,∀i ∈ {1, ..., n})⇐⇒
³
�v = �0

´
.

Denición 69 Sea A ∈Mn×m(F ), denimos la matriz conjugada de A por:
¡
A
¢
i,j
=

Ai,j. Es decir que los coecientes de A, se obtienen conjugando cada uno de los coe-
cientes de A.

Ejemplo 81

µ
1 1 + i 1− 2i
7 −5− 10i 1 + i

¶
=

µ
1 1− i 1 + 2i
7 −5 + 10i 1− i

¶
.

Denición 70 El producto interior usual en Cnestá dado por h�u,�vi = (�vt) · �u =

(v1, v2, ..., vn) ·




u1
u2
...
un


 = u1v1 + u2v2 + ...+ unvn.

Observación 50 El producto anterior es en efecto un producto interior:

Demostración.

1. h , �vi = (�vt) · es lineal, y el argumento es el mismo que en la Observación 49.

2. h�w,�vi = (�vt)�w =
³
(�vt)�w

´t
(pues esto es un escalar). Ahora,

h�w,�vi =
³
(�vt)�w

´t
= �wt

³
(�vt)

´t
=

= �wt
³
(�v)
´tt
= �wt

³
(�v)
´tt
= �wt (�v) = h�v, �wi..
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3.

h�v,�vi = (�vt) · �v = (v̄1, ..., v̄n)




v1
...
vn




=
nX
i=1

v̄ivi =
nX
i=1

|vi|2 ∈ R+ ∪ {0} .
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nP
i=1

|vi|2 = 0. Por lo anterior, |vi| = 0 ∀i,
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¿µ
2
1

¶
,

µ
0
i

¶À
=
¡
0 −i

¢µ 2
1

¶
= −i.

Por otra parte,

µ
0
i

¶
= i

µ
0
1

¶
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−i =
¿µ

2
1

¶
, i

µ
0
1

¶À
6= i

¿µ
2
1

¶
,

µ
0
1

¶À
=

= i
¡
0 1

¢µ 2
1

¶
= i.
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�v = �0

´
.

Denición 69 Sea A ∈Mn×m(F ), denimos la matriz conjugada de A por:
¡
A
¢
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= k��k2 +−λ h��, �wi− λh��, �wi+ λλ k�wk2 .
Escojamos ahora λ = h����wi

h�w��wi =
h����wi
k�wk2

2, y sustituyámosla en

0 6 k��k2 +−λ h��, �wi− λh��, �wi+ λλ k�wk2 :

obtenemos

0 6 k��k2 +−h��, �wi
k�wk2

h��, �wi− h��, �wi
k�wk2

h��, �wi+ h��, �wi
k�wk2

h��, �wi
k�wk2

k�wk2 :

Multiplicando ahora por k�wk2obtenemos

0 6 k��k2 k�wk2 +−h��, �wi h��, �wi− h��, �wi h��, �wi+ h��, �wi h��, �wi,

por lo tanto
0 6 k��k2 k�wk2 +−h��, �wi h��, �wi ,

es decir que
|h��, �wi|2 = h��, �wi h��, �wi 6 k��k2 k�wk2 ,

aś que
|h��, �wi|2 6 k��k2 k�wk2 ,

por lo que
|h��, �wi| 6 k��k k�wk .

Ejemplo 82
h , i : C [0, 1]× C [0, 1] → R

(f, g) 7→
R 1

0
fg

es un producto interior en el espacio de las funciones reales continuas denidas en
el intervalo [0, 1] . La desigualdad de Cauchy-Schwarz arma en este caso que

¯̄
¯̄
Z 1

0

fg

¯̄
¯̄ 6

s¯̄
¯̄
Z 1

0

ff

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
Z 1

0

gg

¯̄
¯̄.

Por ejemplo,
¯̄
¯̄
Z 1

0

sen (x) cos (x)

¯̄
¯̄ = 1

2
− 1
2
cos2 (1) = ,35404... 6

2Esta elección de λ resulta de considerar la componente de �� a lo largo de �w, cuya denición se
dá en la sección de ortogonalidad.
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5.2. La norma inducida por un producto

interior

Denición 71 Si FV es un espacio con producto interior (denido positivamente),
denimos

k k : V −→ R+ ∪ {0}
�v 7−→

p
h�v,�vi .

Esta función se llama la norma de V respecto a h , i.
Una notación más adecuada seŕa k k

h , i
, pero esto haŕa más pesada la notación.

Observación 52 k k : V → R+ ∪ {0} tiene las siguientes propiedades:

1. k�vk ≥ 0, y
³
k�vk = 0⇔ �v = �0

´
.

2. k�vk2 = h�v,�vi .

3. kc�vk =
p
hc�v, c�vi =

p
cc̄ h�v,�vi =

q
|c|2 h�v,�vi = |c|

p
h�v,�vi = |c| k�vk . Aqú |c| =√

cc̄ es el módulo del número complejo c.

5.2.1. El Teorema de Cauchy-Schwarz

Teorema 65 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) En un espacio vectorial FV
con h , i1 entonces

|h�v, �wi| 6 k�vk k�wk .

Demostración.
Consideremos el producto interior de �v − λ�w consigo mismo:
h�v − λ�w,�v − λ�wi esto es un número real mayor o igual que 0. Podemos escribir:

0 6 h�v − λ�w,�v − λ�wi = h �v,�v − λ�w i+ h −λ�w,�v − λ�w i =

= h�v,�vi+ h�v,−λ�wi+ h−λ�w,�vi+ h−λ�w,−λ�wi =
= k�vk2 + h�v,−λ�wi+ h−λ�w,�vi+ λλ h�w, �wi =
= k�vk2 +−λ h�v, �wi− λ h�w,�vi+ λλ k�wk2 =

1En esta sección consideramos sólo productos interiores denidos positivamente, aś que ya no
haremos esta aclaración.
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2. Si A ∈Mn×m (F ) , B ∈Mm×n (F ) , entonces tr (AB) = tr (BA) .

3. Si A ∈Mn×n (F ) , entonces tr (A) = tr (At) .

4. Si A ∈Mn×n (F ) , entonces tr
¡
A
¢
= tr (A).

Demostración. 1. Esto se sigue del hecho de que
pi : Mn×n (F ) → F

A 7→ Ai,i
es

una función lineal, y del hecho de que HomF (Mn×n (F ) , F ) = (Mn×n (F ))
∗ es un

espacio vectorial.

2. tr (AB) =
P
i

µP
k

Ai,kBk,i

¶
=
P
i,k

Ai,kBk,i = tr (BA) .

3. Basta observar que una matriz cuadrada tiene la misma diagonal principal que
su transpuesta, y que la traza es la suma de los elementos de la diagonal.
4. tr

¡
A
¢
=
P

Ai,i =
P

Ai,i = tr (A).

Observación 53 Las operaciones de transponer y conjugar matrices conmutan. Es

decir que si A ∈Mn×m (F ) , entonces At = A
t
.

Demostración.
¡
At
¢
i.j
= (At)i.j = (A)j,i. Por otro lado,

³
A
t
´
i,j
=
¡
A
¢
j,i
=

(A)j,i.

Observación 54 Si A ∈Mn×m (F ) , B ∈Mm×r (F ), entonces (AB) = AB.

Demostración.

(AB)i,j =
X
k

Ai,kBk,l =
X
k

Ai,kBk,l

=
X
k

Ai,kBk,l =
¡
AB

¢
i,j

Teorema 68
h , i :Mn×n (F )×Mn×n (F )→ F

hA,Bi = tr
¡
BtA

¢

es un producto interior en Mn×n (F ).
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6

sZ 1

0

(sen (x))2
Z 1

0

(cosx)2 =
1

2

p
(− cos2 1 + cos4 1 + 1) = ,44534...

Otro ejemplo:R 1

0
x (x2 + 5) = 11

4
= 2,75qR 1

0
(x)2

R 1

0
(x2 + 5)2 = 2

15

√
535 = 3,084....

Ejercicio 127 Compruebe que en efecto

h , i : C [0, 1]× C [0, 1] → R
(f, g) 7→

R 1

0
fg

es un producto interior en el espacio de las funciones reales continuas denidas en
el intervalo [0, 1] .

Teorema 66 (Desigualdad del triángulo) En un espacio vectorial FV con h , i,
se tiene que

k�u+ �vk 6 k�uk+ k�vk .

Demostración.

k�u+ �vk2 = h�u+ �v, �u+ �vi = k�uk2 + k�vk2 + h�u,�vi+ h�v, �ui .

Como h�u,�vi + h�v, �ui = h�u,�vi + h�u,�vi = 2Re (h�u,�vi), es claro que basta demostrar
que 2Re (h�u,�vi) 6 2 k�uk k�vk . A la vista del Teorema de Cauchy-Schwarz, basta
demostrar que |Re (h�u,�vi)| 6 |h�u,�vi| . Pero esto es algo que se cumple para todo
número complejo z = a+ bi :

|z|2 = zz̄ = a2 + b2 ≥ a2.

∴ |z| ≥ |a| = |Re (z)|

5.3. La traza y la adjunta de una matriz

Teorema 67 1.
tr : Mn×n (F ) → F

A 7→
nP
i=1

Ai,i

es una función lineal.
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número complejo z = a+ bi :

|z|2 = zz̄ = a2 + b2 ≥ a2.

∴ |z| ≥ |a| = |Re (z)|

5.3. La traza y la adjunta de una matriz

Teorema 67 1.
tr : Mn×n (F ) → F

A 7→
nP
i=1

Ai,i

es una función lineal.

interiores.indd   157 22/3/11   10:45:35



5.4. ORTOGONALIDAD Y EL TEOREMA DE GRAM-SCHMIDT 159

Observación 55 Si {��,�v} es un conjunto linealmente independiente en un espacio
vectorial FV de dimensión nita, entonces ∃λ ∈ F tal que (��− λ�v) ⊥ �v.

Demostración. Simplemente resolvamos 0 = h(��− λ�v) , �vi :
0 = h(��− λ�v) , �vi = h��,�vi− λ h�v,�vi⇒ λ = h����vi

h�v��vi , donde notamos que h�v,�vi = k�vk
2 6=

0, pues �v 6= �0, por ser �v un elemento de un conjunto linealmente independiente.

Notación 8 h����vi
h�v��vi�v =

h����vi
k�vk2 �v se llama “la componente de �� a lo largo de �v”.

Observación 56 En R2 uno tiene que la componente de �� a lo largo de �v es
(k��k cos(α)) �v

k�vk . Donde α es el “ángulo de �v a ��”.

Esto sugiere la siguiente denición.

Denición 73 Si ��,�v son dos vectores en FV con h , i,

cos (α) =
h��,�vi
k��k k�vk .

Observación 57 1. Notemos que una consecuencia del Teorema de Cauchy-Sch-
warz, es que

|cos (α)| 6 1.

2. Notemos también que ��,�v son vectores ortogonales⇔ cos (α) = 0, que también
es compatible con nuestra experiencia geométrica acerca de R2.

Denición 74 Si S 6 FV, V con h , i, entonces

S⊥ = {�w | h�v, �wi = 0,∀�v ∈ S}

.

158 CAPÍTULO 5. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERIOR I

Demostración. 1. h , Bi = tr ◦
¡
Bt ·

¢
es una composición de funciones lineales,

por lo tanto es lineal.

2.

hB,Ai = tr
¡
AtB

¢
= tr

¡
BAt

¢
=

= tr
¡
BttAt

¢
= tr

³¡
ABt

¢t´
= tr

¡
ABt

¢
=

= tr
³
ABt

´
= tr

³
ABt

´
= tr

¡
ABt

¢
= tr

¡
BtA

¢
=

= hA,Bi.

3.

hA,Ai = tr
¡
AtA

¢
=
X
i

ÃX
k

At
i,kAk,i

!
=

=
X
i

ÃX
k

At
i,kAk,i

!
=
X
i

ÃX
k

Ak,iAk,i

!
=

=
X
i,k

|Ak,i|2 ∈ R+ ∪ {0} .

4. Por último, es claro que
P
i,k

|Ak,i|2 = 0⇒ A es la matriz cero.

Notación 7 Si A ∈ Mn×m (F ) , denotaremos A∗ = At = A
t
. A∗ se llama la matriz

adjunta de A.

5.4. Ortogonalidad y el Teorema de

Gram-Schmidt

Denición 72 Diremos que ��,�v en un espacio con producto interior son perpen-
diculares u ortogonales si h��,�vi = 0. Representaremos esta situación escribiendo
�� ⊥ �v.
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Observación 56 En R2 uno tiene que la componente de �� a lo largo de �v es
(k��k cos(α)) �v

k�vk . Donde α es el “ángulo de �v a ��”.

Esto sugiere la siguiente denición.

Denición 73 Si ��,�v son dos vectores en FV con h , i,

cos (α) =
h��,�vi
k��k k�vk .

Observación 57 1. Notemos que una consecuencia del Teorema de Cauchy-Sch-
warz, es que

|cos (α)| 6 1.

2. Notemos también que ��,�v son vectores ortogonales⇔ cos (α) = 0, que también
es compatible con nuestra experiencia geométrica acerca de R2.

Denición 74 Si S 6 FV, V con h , i, entonces

S⊥ = {�w | h�v, �wi = 0,∀�v ∈ S}

.
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Demostración. 1. h , Bi = tr ◦
¡
Bt ·

¢
es una composición de funciones lineales,

por lo tanto es lineal.

2.

hB,Ai = tr
¡
AtB

¢
= tr

¡
BAt

¢
=

= tr
¡
BttAt

¢
= tr

³¡
ABt

¢t´
= tr

¡
ABt

¢
=

= tr
³
ABt

´
= tr

³
ABt

´
= tr

¡
ABt

¢
= tr

¡
BtA

¢
=

= hA,Bi.

3.

hA,Ai = tr
¡
AtA

¢
=
X
i

ÃX
k

At
i,kAk,i

!
=

=
X
i

ÃX
k

At
i,kAk,i

!
=
X
i

ÃX
k

Ak,iAk,i

!
=

=
X
i,k

|Ak,i|2 ∈ R+ ∪ {0} .

4. Por último, es claro que
P
i,k

|Ak,i|2 = 0⇒ A es la matriz cero.

Notación 7 Si A ∈ Mn×m (F ) , denotaremos A∗ = At = A
t
. A∗ se llama la matriz

adjunta de A.

5.4. Ortogonalidad y el Teorema de

Gram-Schmidt

Denición 72 Diremos que ��,�v en un espacio con producto interior son perpen-
diculares u ortogonales si h��,�vi = 0. Representaremos esta situación escribiendo
�� ⊥ �v.
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3. X ⊆ (X ∪ Y )⇒ (X ∪ Y )⊥ ⊆ X⊥. De la misma manera,

(X ∪ Y )⊥ ⊆ Y ⊥

. Entonces
(X ∪ Y )⊥ ⊆ X⊥ ∩ Y ⊥.

Por otra parte,

�v ∈ X⊥ ∩ Y ⊥ ⇒ h��,�vi = 0,∀�� ∈ X,∀�� ∈ Y.

Es decir,
h��,�vi = 0,∀�� ∈ X ∪ Y.

Por lo que
X⊥ ∩ Y ⊥ ⊆ (X ∪ Y )⊥ .

4. (W1 +W2)
⊥ = (L (W1 ∪W2))

⊥ = (W1 ∪W2)
⊥ =W⊥

1 ∩W⊥
2 .

5. W1 ∩W2 ⊆W1 ⇒ (W1)
⊥ ⊆ (W1 ∩W2)

⊥ . Análogamente,

(W2)
⊥ ⊆ (W1 ∩W2)

⊥ ,

aś que
(W1)

⊥ + (W2)
⊥ ⊆ (W1 ∩W2)

⊥ .

Ejercicio 128 Sea V un espacio con producto interior de dimensión nita y sea W
un subespacio de V. Demostrar que dim (V ) = dim (W ) + dim

¡
W⊥¢ .

Ejercicio 129 Demostrar que si dimensión de FV es nita entonces

(W1 ∩W2)
⊥ =W⊥

1 +W⊥
2 .

Sugerencia, usar el Corolario 13 y el inciso 4 del Teorema anterior.

Ejercicio 130 Encontrar un ejemplo de que (W1 ∩W2)
⊥ ªW⊥

1 +W⊥
2 .

Ejercicio 131 Mostrar que si FV es un espacio de dimensión nita, entonces son
equivalentes para dos subconjuntos X, Y de V :

1. X⊥ = Y ⊥.

2. L (X) = L (Y ) .
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Teorema 69 S⊥ 6 FV.

Demostración. 1.
D
�v,�0
E
=
D
�0, �v

E
= h , �vi

³
�0
´
= 0̄ = 0. Por lo tanto �0 ∈ S⊥.

2. �w1, �w2 ∈ S⊥, c ∈ F ⇒ h�v, �w1 + c�w2i = h�v, �w1i+ c̄ h�v, �w2i = 0 + 0 = 0

Podemos considerar que
( )⊥ : ℘ (V ) →

hn
�0
o
,F V

i

S 7→ S⊥
es una función que man-

da un subconjunto S de V en un subespacio de FV.

Teorema 70

( )⊥ : ℘ (V ) →
hn
�0
o
,F V

i

S 7→ S⊥

tiene las siguientes propiedades:

1. ( )⊥ invierte el orden.

2. S⊥ = (L (S))⊥ .

3. (X ∪ Y )⊥ = X⊥ ∩ Y ⊥.

4. (W1 +W2)
⊥ =W⊥

1 ∩W⊥
2 , si W1,W2 son subespacios de FV .

5. (W1 ∩W2)
⊥ ⊇W⊥

1 +W⊥
2 .

Demostración.

1. Si X ⊆ Y y �v ∈ Y ⊥, entonces h��,�vi = 0,∀�� ∈ Y , en particular h�x,�vi = 0,∀�x ∈
W1, es decir, �v ∈ X⊥.

2. S ⊆ L (S)⇒ (L (S))⊥ ⊆ S⊥.

Rećprocamente si �v ∈ S⊥ y �x ∈ L (S) , entonces �x =
nP
i=1

ci�xi con �xi ∈ S, ci ∈ F,

aś:

h�x,�vi =
*

nX
i=1

c�xi, �v

+
=

nX
i=1

ci h�xi, �vi = 0.
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2.
{�w1, ..., �wm} ∪ {�wm+1}

es ortonormal y

3. L ({�w1, ..., �wm} ∪ {�wm+1}) = L ({�v1, ..., �vm+1}) .

Por construcción, todos los vectores de {�w1, ..., �wm} tienen norma 1. Tomemos
ahora k 6 m y calculemos h�wm+1, �wki :

h�wm+1, �wki =
¿

��

k��k , �wk

À
=

1

k��k h��, �wki =

=
1

k��k

*
�vm+1 −

Ã
mP
j=1

h�vm+1, �wji
h�wj, �wji

�wj

!
, �wk

+
=

=
1

k��k

¿
�vm+1 −

h�vm+1, �wki
h�wk, �wki

�wk, �wk

À
=

=
1

k��k

µ
h�vm+1, �wki−

¿
h�vm+1, �wki
h�wk, �wki

�wk, �wk

À¶
=

=
1

k��k

µ
h�vm+1, �wki−

h�vm+1, �wki
h�wk, �wki

h�wk, �wki
¶
=

=
1

k��k (h�vm+1, �wki− h�vm+1, �wki) = 0.

Ahora, tenemos que

�wm+1 ∈ L ({�w1, ..., �wm} ∪ {�vm+1}) = L ({�w1, ..., �wm}) + L {�vm+1} =

= L ({�v1, ..., �vm}) + L {�vm+1} = L ({�v1, ..., �vm} ∪ {�vm+1}) .
De aqú se sigue que

L ({�w1, ..., �wm} ∪ {�wm+1}) ⊆ L ({�v1, ..., �vm} ∪ {�vm+1}) .

Como �� =: �vm+1 −
Ã

mP
j=1

h��m+1� �wji
h�wj � �wji �wj

!
, entonces

�vm+1 = k��k
��

k��k +
Ã

mP
j=1

h�vm+1, �wji
h�wj, �wji

�wj

!
=
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Denición 75 Sea FV un espacio vectorial con h , i , se dice que Z 6 V es un
complemento ortogonal de W 6 V si

1. V =W
L

Z.

2. h�w, �zi = 0,∀�w ∈W, ∀�z ∈ Z.

Denición 76 Sea FV un espacio vectorial con h , i y sea β ⊆ V.

1. β ⊆ FV se llama ortogonal, si h��,�vi = 0, ∀�� 6= �v ∈ β.

2. β ⊆ FV se llama ortonormal, si

h��,�vi = δ����v =

½
0 si �� 6= �v
1 si �� = �v

,∀��,�v ∈ β.

Teorema 71 (Gram-Schmidt) Sea FV un espacio vectorial con h , i. Sea
{�vn}n∈N �→

l.i
V, entonces

∃ {�wn}n∈N �→


V,

tal que
L ({�v1, ..., �vm}) = L ({�w1, ..., �wm}) , para cada m ∈ N.

Demostración.
Construiremos {�wn}n∈N recursivamente:
�w1 =:

�v1
k�v1k , notemos que �v1 6= �0 puesto que �v1 es un elemento de un conjunto

linealmente independiente. Notemos que {�w1} es un conjunto ortonormal y que los
espacios generados por �v1 y �w1 coinciden.
Supongamos ahora que hemos constrúdo {�w1, ..., �wm} conjunto ortonormal de

vectores tal que L ({�v1, ..., �vj}) = L ({�w1, ..., �wj}) , ∀j 6 m.
En particular, estamos suponiendo que L ({�v1, ..., �vm}) = L ({�w1, ..., �wm}) .
Denimos

�z =: �vm+1 −
Ã

mP
j=1

h�vm+1, �wji
h�wj, �wji

�wj

!
= �vm+1 −

Ã
mP
j=1

h�vm+1, �wji �wj

!
.

�wm+1 =
�z

k�zk .

1. A �vm+1 se le están restando sus componentes a lo largo de cada uno de los
vectores �wi. Ahora tenemos que comprobar que
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k��k

*
�vm+1 −

Ã
mP
j=1

h�vm+1, �wji
h�wj, �wji

�wj

!
, �wk

+
=

=
1

k��k
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!
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basta ver que las matrices cuyos renglones son w1, w2, w3 y

(1, 2, 3, 4) , (1, 1, 1, 1) , (−1, 2,−1, 2) ,

respectivamente son equivalentes por renglones. Para esto basta ver que ambas ma-
trices tienen la misma forma reducida y escalonada:




1 2 3 4
1 1 1 1
−1 2 −1 2


 ,

cuya forma reducida y escalonada es



1 0 0 −1
0 1 0 1
0 0 1 1


 .

(Comprobarlo).
Por otra parte,




1 2 3 4
2 1 0 −1
−3 9 −9 3


 on




1 2 3 4
0 −3 −6 −9
−3 9 −9 3


 on

on



1 2 3 4
0 −3 −6 −9
0 15 0 15


 on



1 2 3 4
0 1 2 3
0 15 0 15


 on

on



1 2 3 4
0 1 2 3
0 0 −30 −30


 on



1 2 3 4
0 1 2 3
0 0 1 1


 on

on



1 2 3 4
0 1 0 1
0 0 1 1


 on



1 2 0 1
0 1 0 1
0 0 1 1


 on

on



1 0 0 −1
0 1 0 1
0 0 1 1


 .

Observación 58 Un conjunto ortogonal de vectores distintos de �0 es l. i.
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=

Ã
mP
j=1

h�vm+1, �wji
h�wj, �wji

�wj

!
+ k��k �wm+1 ∈ L ({�w1, ..., �wm} ∪ {�wm+1}) .

Aś que L ({�v1, ..., �vm} ∪ {�vm+1}) ⊆ L ({�w1, ..., �wm} ∪ {�wm+1})

Nota 1 El proceso recursivo descrito en la demostración del Teorema anterior se
llama “proceso de Gram-Schmidt”.

Teorema 72 Un espacio FV con h , i de dimensión numerable (nita) tiene una
base ortonormal.

Demostración. Tómese una base numerable (nita) y apĺquesele el proceso de
Gram Schmidt. Se obtiene un conjunto ortonormal que genera V . En el Ejercicio 132
se pide demostrar que un conjunto ortonormal es linealmente independiente.

Ejemplo 83 Encontremos un conjunto ortonormal en R4 que genere el espacio ge-
nerado por

{(1, 2, 3, 4) , (1, 1, 1, 1) , (−1, 2,−1, 2)} .
w1 =

(1,2,3,4)√
(1,2,3,4)(1,2,3,4)

= .

(1, 1, 1, 1)−

(1, 1, 1, 1) ,

¡
1
30

√
30, 1

15

√
30, 1

10

√
30, 2

15

√
30
¢®

w1 =
1
3

√
30 :

=(1, 1, 1, 1)− 1
3

√
30 1√

30
(1, 2, 3, 4) = 1

3
(2, 1, 0,−1) .

Entonces w2 =
1
3
(2,1,0,−1)

k 13 (2,1,0,−1)k
=

1
3
(2,1,0,−1)

1
3

√
6

= 1√
6
(2, 1, 0,−1) .

Por último:

(−1, 2,−1, 2)−
¿
(−1, 2,−1, 2) , (1,2,3,4)√

(1,2,3,4)(1,2,3,4)

À
(1,2,3,4)√

(1,2,3,4)(1,2,3,4)
−

−
D
(−1, 2,−1, 2) , 1√

6
(2, 1, 0,−1)

E
1√
6
(2, 1, 0,−1)=

= (−1, 2,−1, 2)− 8
h(1,2,3,4),(1,2,3,4)i (1, 2, 3, 4)−

−2
6
(2, 1, 0,−1)=

¡
−3

5
,9
5
,−9

5
,3
5

¢
.

Aś que w3=
(−3,9,−9,3)
k(−3,9,−9,3)k =

√
5

30
(−3, 9,−9, 3).

Veamos que {(1, 2, 3, 4) , (2, 1, 0,−1) , (−3, 9,−9, 3)} es un conjunto ortogonal:

h(1, 2, 3, 4) , (2, 1, 0,−1)i = 2 + 2− 4 = 0

h(1, 2, 3, 4) , (−3, 9,−9, 3)i = −3 + 18− 27 + 12 = 0.
h(2, 1, 0,−1) , (−3, 9,−9, 3)i = −6 + 9− 3 = 0.

Para ver que {w1, w2, w3} generan el mismo espacio que

{(1, 2, 3, 4) , (1, 1, 1, 1) , (−1, 2,−1, 2)} ,
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basta ver que las matrices cuyos renglones son w1, w2, w3 y
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(Comprobarlo).
Por otra parte,




1 2 3 4
2 1 0 −1
−3 9 −9 3
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1 2 3 4
0 −3 −6 −9
−3 9 −9 3
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on
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0 15 0 15
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0 1 2 3
0 15 0 15
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on
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0 0 1 1
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0 0 1 1
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Observación 58 Un conjunto ortogonal de vectores distintos de �0 es l. i.
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=

Ã
mP
j=1

h�vm+1, �wji
h�wj, �wji

�wj

!
+ k��k �wm+1 ∈ L ({�w1, ..., �wm} ∪ {�wm+1}) .
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(1,2,3,4)(1,2,3,4)

= .
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30

√
30, 1
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√
30, 1
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√
30, 2

15

√
30
¢®

w1 =
1
3

√
30 :

=(1, 1, 1, 1)− 1
3

√
30 1√

30
(1, 2, 3, 4) = 1

3
(2, 1, 0,−1) .
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1
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√
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À
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(2, 1, 0,−1)
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6
(2, 1, 0,−1)=

¡
−3

5
,9
5
,−9

5
,3
5

¢
.
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3. Encuentre Ker(A · )∩ Ker(B · ) . (la misma A de los dos ejercicios anteriores)
resolviendo




6 0 4 0 2 0
2 0 −2 0 2 −2
3 2 −1 −2 1 2
2 0 −2 0 2 −2
6 0 4 0 2 0
4 0 6 1 0 2







x1
x2
x3
x4
x5
x6



=




0
0
0
0
0
0



,

Ejercicio 136 Tómese A y B como en el ejercicio previo.

1. Encuentre la dimensión de (Ker (A · ) ∩ (Ker (B · )))⊥ , y una base ortonor-
mal.

2. Compruebe que

(Ker (A · ) ∩ (Ker (B · )))⊥ = (Ker (A · ))⊥ + (Ker (B · ))⊥ .

Ejercicio 137 Muestre que

h , i : R [x]×R [x]→ R

tal que

ha0 + a1x+ ...+ anx
n, b0 + b1x+ ...+ bmx

mi =
X

aibi

es un producto interior.

Ejercicio 138 Ortonormalice el conjunto {1, x, x2, x3} respecto al producto interior
del ejercicio anterior.

Ejercicio 139 Ortonormalizar el siguiente conjunto:

S = {(1, 0, 1) , (0, 1, 1) , (1, 3, 3)}

y expresar v = (1, 1, 2) como combinación de la base ortonormalizada.

Ejercicio 140 Sea V = R3, S = {(1, 1, 1) , (1,−1, 2)} . Calcular S⊥.

Ejercicio 141 Muestre que h , i : R [x] × R [x] → R tal que hf, gi =
R 1

0
fg es un

producto interior.
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Demostración. Si β ⊆ V \
n
�0
o
es un conjunto ortogonal, para ver que es l. i.

basta demostrar que cualquier subconjunto nito es l. i. Sea γ ⊆ β nito, digamos
que γ = {x1, ...xm} , supongamos que c1x1 + ... + cmxm = �0. Multiplicando por xi,
obtenemos 0 = ci hxi, xii = ci kxik2 . Como kxik2 6= 0, esto implica que ci = 0, como
esto sucede para cada i, conclúmos que γ es l. i.

Ejercicio 132 Demuestre que un conjunto ortonormal de vectores es l. i.

Teorema 73 Un subespacioW de dimensión nita de un espacio FV con h , i, tiene
un complemento ortogonal.

Demostración. Sea W de dimensión nita con base γ = {x1, ...xn} . Entonces
W⊥ = γ⊥ = x⊥1 ∩ ... ∩ x⊥n para ver que esto es un complemento ortogonal de W ,
basta ver que

W
L

W⊥ = V.

∩) Es claro que �v ∈W ∩W⊥ ⇒ h�v,�vi = 0⇒ �v = �0.
+) Si �v /∈W , entonces γ∪{�v} es linealmente independiente. Aplicando el proced-

imiento de Gram-Schmidt, obtenemos un conjunto γ́∪{�v́} ortonormal tal que γ́ es una
base para W y tal que �v ∈ L (γ́ ∪ {�v́}) = L (γ́)+L ({�v́}) =W +L ({�v́}) ⊆W +W⊥,
ya que �v́ ∈W⊥, por ser ortogonal a una base de W. Por lo tanto V \W ⊆W +W⊥,
por otra parte W ⊆ W + W⊥, aś que V = (V \W ∪W ) ⊆ W + W⊥. Entonces
V =W +W⊥.

Corolario 13 Si dim (V ) es nita, entonces dimW + dimW⊥ = dimV.

Ejercicio 133 Sea R6 A·→ R3 tal que A =



6 0 4 0 2 0
2 0 −2 0 2 −2
3 2 −1 −2 1 2


, encuentre

(Ker (A · ))⊥, y compruebe que tiene dimensión igual al rango de (A · ) .

Ejercicio 134 Encuentre una base ortonormal para Ker(A · )⊥ .

Ejercicio 135 1. Sea R6 B·→ R3 B =



2 0 −2 0 2 −2
6 0 4 0 2 0
4 0 6 1 0 2


 , encuentre

(Ker(B · ))⊥.

2. Encuentre una base ortonormal para (Ker (B · ))⊥ .
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es decir que
T (�xj) = a1,j�x1 + a2,j�x2 + ...+ an,j�xn.

Aplicando h , �xii obtenemos ai,j :

hT (�xj) , �xii = ha1,j�x1 + a2,j�x2 + ...+ an,j�xn, �xii = ai,j.

5.4.2. Representación de elementos del espacio dual

Teorema 75 Si FV es un espacio con h , i de dimensión nita, entonces ∀f ∈
V ∗,∃�w ∈ V tal que f = h , �wi .

Demostración. Si f = 0̂, entonces �w = �0 satisface la armación.

Si f 6= 0̂, entonces V
f
³ F es lineal suprayectiva, aś que

nul (f) + rango (f) = dim (V ) .

Es decir que Ker(f) es un subespacio de V de dimensión dim (V )− 1. Como

V = Ker (f)
L
(Ker (f))⊥ ,

escojamos �0 6= �z ∈ (Ker (f))⊥ , entonces f (z) 6= 0.
Tomemos

�w = λ�z,

de tal manera que f (�z) = h�z , λ�z i = λ̄ h�z, �zi = k�zk2 . Aś que λ = f(��)

k��k2 .
Es claro ahora que

h , �wi|(Ker(f))⊥ = f|(Ker(f))⊥

por otra parte,
h , �wi|Ker(f) = 0̂|Ker(f) = f|Ker(f),

pues �w ∈ (Ker (f))⊥ .

5.5. El operador adjunto

Teorema 76 Sea FV un espacio vectorial de dimensión nita con h , i. Sea T :
V → V un operador lineal en V. Entonces existe un operador lineal T ∗ : V → V tal
que

hT (�v) , �wi = h�v, T ∗ (�w)i∀�v, �w ∈ V.
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Ejercicio 142 Ortonormalice el conjunto {1, x, x2, x3} respecto al producto interior
del ejercicio anterior.

Ejercicio 143 Muestre que h f, g i =
R π
−π fg dene un producto interior en C [−π, π],

el espacio de las funciones reales continuas denidas en [−π, π] . Demuestre que
1. senx y cosx son ortogonales respecto a este producto interior.

2. sen(nx) , cos (mx), son ortogonales

3. kcos (x)k = √π.

4. ksen (x)k = √π.

-2 -1 0 1 2

1

x

y

cos (x) cos (x)

-2 0 2

1

x

y

sen(x)sen(x)

-2 2 4
-0.5

0.5

x

y

sen(x) cos (x)

-3 -2 -1 1 2 3
-0.5

0.5

x

y

sen(2x) cos (3x)

5.4.1. Matrices respecto a una base ortonormal

Teorema 74 Sea T : V → V un operador lineal en un espacio de dimensión nita
V con h , i . Si β = {�xi}16i6n es una base ortonormal de V , entonces³

[T ]ββ

´
i,j
= hT (�xj) , �xii .

Demostración. Escribamos ai,j =
³
[T ]ββ

´
i,j
. Entonces

³
[T ]ββ

´j
¯ = [T (�xj)]β =




a1,j
a2,j
...

an,j


 ,
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5.6. Propiedades del operador adjunto

Teorema 77 Sea FV un espacio vectorial de dimensión nita3 con h , i. Sean T,U ∈
Hom (V, V ) , c ∈ F.

1. (IdV )
∗ = IdV .

2. (0V )
∗ = 0V : V → V.

3. (cT )∗ = c̄ (T ∗) .

4. (U ◦ T )∗ = T ∗ ◦ U∗.

5. (U + T )∗ = T ∗ + U∗.

6. T ∗∗ = T.

7. Si T es invertible, entonces (T ∗)−1 = (T−1)∗ .

Demostración.

1. hIdV (�v) , �w i = h�v, �w i = h�v, IdV (�w) i .

2. h0V (�v) , �w i =
D
�0, �w

E
= 0 = h�v, 0V (�w) i .

3. h(cT )(�v), �wi = h(c(T ))(�v), �wi = chT (�v), �wi = ch�v, T ∗(�w)i
= h�v, c̄T ∗(�w)ih�v, (c̄T ∗)(�w)i.

4. Ejercicio.

5. Ejercicio.

6. hT ∗ (�v) , �wi = h�w, T ∗ (�v)i = hT (�w) , �vi = h�v, T (�w)i = h�v, T (�w)i .

7. IdV = (IdV )
∗ = (T ◦ T−1)∗ = (T−1)∗ ◦ T ∗, esto muestra que (T−1)∗ es inverso

izquierdo de T ∗. Simétricamente, (T−1)∗ es inverso derecho de T ∗. Por lo tanto
(T−1)∗ =(T ∗)−1.

Ejercicio 146 Demuestre los incisos 4 y 5 del Teorema anterior.

3La hipótesis de que FV es de dimensión nita sólo se usa para poder contar con los adjuntos de
los operadores. Las mismas armaciones se pueden hacer suponiendo la existencia de estos adjuntos,
quitando la hipòtesis de nitud.
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Demostración. Dada �w ∈ W, entonces h , �wi ◦ T : V → F es lineal por ser
composición de funciones lineales. Por el Teorema 75, ∃�w0 ∈ V tal que h , �wi ◦ T =
h , �w0i . Denamos T ∗ (�w) =: �w0.
Por denición,

h�v, �wi ◦ T = h�v, T ∗ (�w)i .
Resta ver que T ∗ : V → V,aś denida es una función lineal:
tenemos que

∀�v, �w1, �w2 ∈ V,∀c ∈ F, h�v, T ∗ (�w1 + c�w2)i = hT (�v) , �w1 + c�w2i =

= hT (�v) , �w1i+ hT (�v) , c�w2i = hT (�v) , �w1i+ c̄ hT (�v) , �w2i =
= h�v, T ∗ (�w1)i+ c̄ h�v, T ∗ (�w2)i = h�v, T ∗ (�w1)i+ h�v, cT ∗ (�w2)i =

= h�v, T ∗ (�w1) + cT ∗ (�w2)i .
De h�v, T ∗ (�w1 + c�w2)i = h�v, T ∗ (�w1) + cT ∗ (�w2)i , obtenemos

0 = h�v, T ∗ (�w1 + c�w2)i− h�v, T ∗ (�w1) + cT ∗ (�w2)i =

= h�v, [T ∗ (�w1 + c�w2)]− [T ∗ (�w1) + cT ∗ (�w2)]i .
Como esto vale para toda �v, en particular vale si ponemos

�v = [T ∗ (�w1 + c�w2)]− [T ∗ (�w1) + cT ∗ (�w2)] .

De aqú obtenemos que

[T ∗ (�w1 + c�w2)]− [T ∗ (�w1) + cT ∗ (�w2)] = �0,

es decir que T ∗ es lineal.

Denición 77 Si T, T ∗ son operadores lineales en un FV un espacio vectorial con
h , i tales que

hT (�v) , �wi = h�v, T ∗ �wi ,∀�v, �w ∈ V,

T ∗ se llama el operador adjunto de T .

Ejercicio 144 Sea T : R2 → R2 lineal, denida por

T (x, y) = (x+ 2y, 2x+ y) .

Calcular T ∗.

Ejercicio 145 Para un operador lineal T en V un espacio con producto interior,
demostrar que si T ∗T = 0̂ entonces T = 0̂.
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5.6. Propiedades del operador adjunto

Teorema 77 Sea FV un espacio vectorial de dimensión nita3 con h , i. Sean T,U ∈
Hom (V, V ) , c ∈ F.
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2. h0V (�v) , �w i =
D
�0, �w

E
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(T−1)∗ =(T ∗)−1.

Ejercicio 146 Demuestre los incisos 4 y 5 del Teorema anterior.

3La hipótesis de que FV es de dimensión nita sólo se usa para poder contar con los adjuntos de
los operadores. Las mismas armaciones se pueden hacer suponiendo la existencia de estos adjuntos,
quitando la hipòtesis de nitud.
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=
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¶¶
=

=
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¶
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µ
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¶
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µ
1
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µ
1
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¶À
=

=
¡
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¶
=

=

µ
−2− 20i
6 + 8i

¶
.

Por otra parte,¿µ
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¶
, T ∗

µ
1
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=
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¶
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µ
9 + 23i
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=
¡
9− 23i 7− 7i
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= 14− 32i,
pues

T ∗
µ
1
2i

¶
=

µ
−5 + 5i 9− 7i
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¶µ
1
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¶
.

Ejercicio 147 Calcular el operador adjunto de

C3 T→ C3


x
y
z


 7−→




x (−5) + y (−7i) + iz
x (3 + 7i) + y (5i) + z (−5)

x (−5) + y (−7i) + z (−1− i)


 .
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Teorema 78 Sea FV un espacio vectorial de dimensión nita con h , i . Sea β =
{�xi}16i6n una base ortonormal de FV. Sea T un operador en V. La matriz del operador
adjunto T ∗respecto a β está dada por

[T ∗]ββ =
³
[T ]ββ

´t
=
³
[T ]ββ

´∗
.

Demostración.³
[T ∗]ββ

´
i,j
= hT ∗ (�xj) , �xii = h�xj, T ∗∗ (�xi)i = h�xj, T (�xi)i =

= hT (�xi) , �xji =
³
[T ]ββ

´
j,i
=
³
[T ]ββ

´t
i,j
=
³³
[T ]ββ

´∗´
i,j

Corolario 14 T ∗ = Φ−1β ◦
³³
[T ]ββ

´∗
·
´
◦ Φβ.

Demostración. El diagrama

V V

=

Fn Fn

-T∗

?
Φβ

?
Φβ

-
([T ]ββ)

∗·

es conmutativo, en vista del teorema anterior.

Ejemplo 84
C2 T→ C2µ
x
y

¶
7−→

µ
x (−5− 5i) + y (−3− 7i)

x (9 + 7i) + y (5i)

¶
tiene matriz

µ
−5− 5i −3− 7i
9 + 7i 5i

¶
.

Su matriz adjunta es µ
−5 + 5i 9− 7i
−3 + 7i −5i

¶

Entonces T ∗ = Φ−1β ◦
³³
[T ]ββ

´∗
·
´
◦ Φβ, calculando en

µ
x
y

¶
, obtenemos.

T ∗
µ

x
y

¶
=
³
Φ−1β ◦

³³
[T ]ββ

´∗
·
´
◦ Φβ

´µ x
y

¶
=
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Teorema 78 Sea FV un espacio vectorial de dimensión nita con h , i . Sea β =
{�xi}16i6n una base ortonormal de FV. Sea T un operador en V. La matriz del operador
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³
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³
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.
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Si tomamos λ = 1, tenemos que

Re h��,�vi = Re hT (��) , T (�v)i .

Por otra parte, dado z = a+ bi ∈ C, tenemos que

Re (−iz) = Re (i (−a− bi)) = Re (−ia+ b) = b = Im (a+ bi) = Im (z) .

Aś que si tomamos λ = −i en 5.1, obtenemos

Im h��,�vi = Im hT (��) , T (�v)i .

Dado que los números h��,�vi y hT (��) , T (�v)i comparten sus partes reales e imagina-
rias, conclúmos que

h��,�vi = hT (��) , T (�v)i .

1)⇒ 3) Es claro.

3)⇒ 4) T es inyectiva, pues si �� 6= �0, entonces
n

��
k��k
o
es un conjunto ortonormal,

aś que también lo es
n
T (��)
k��k
o
, en particular, kT (��)k = k��k , y T (��) 6= �0. Luego

Ker(T ) =
n
�0
o
, por hipótesis tenemos que T es suprayectivo.

Hemos visto en el párrafo precedente que kT (��)k = k��k , ∀�� ∈ V. Aś que también
tenemos que T respeta el producto interior, ya que hemos demostrado que 1) y 2)
son equivalentes.
Aś, hT (�v) , �wi = hT (�v) , TT−1 �wi = h�v, T−1 �wi , de donde vemos que T−1 = T ∗.
4)⇒ 1) hT (�v) , T (�w)i = h�v, T ∗T (�w)i = h�v, T−1T (�w)i = h�v, �wi .

Teorema 80 Sea FV un espacio vectorial de dimensión nita con h , i . Son equi-
valentes para un operador lineal T :

1. T respeta el producto interior.

2. Para cualquier base ortonormal β, [T ∗]ββ =
³
[T ]ββ

´−1
.

3. Los renglones de [T ]ββ forman una base ortonormal de F
n.

4. Las columnas de [T ]ββ forman una base ortonormal de F
n.
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5.7. Transformaciones lineales y productos

interiores

Recomendamos a los lectores el libro de la M. en C. Ana Irene Raḿrez Galarza
[6] para los aspectos y aplicaciones en Geometŕa del producto interior.

Teorema 79 Son equivalentes para un operador lineal suprayectivo T : V ³ V en
un espacio vectorial con h , i :

1. T respeta el producto interior, es decir hT (�u) , T (�v)i = h�u,�vi ,∀�u,�v ∈ V.

2. T respeta la norma,. es decir kT (�u)k = k�uk ,∀�u ∈ V.

3. T manda conjuntos ortonormales en conjuntos ortonormales.

4. T es invertible y T−1 = T ∗.

Demostración. 1)⇒ 2) Se sigue de la denición de norma.
2)⇒1)

kT (�u− λ�v)k2 = k(�u− λ�v)k2

Aś que

h�u− λ�v, �u− λ�vi = hT (�u− λ�v) , T (�u− λ�v)i =
= hT (�u)− T (λ�v) , T (�u)− T (λ�v)i .

Entonces
k�uk2 + h�u,−λ�vi+ h−λ�v, �ui+ k�vk2 =

= kT (�u)k2 + hT�u, T (−λ�v)i+ hT (−λ�v) , T (�u)i+ kT (�v)k2 ,
de donde tenemos, cancelando k�uk2 con kT (�u)k2 y k�vk2 con kT (�v)k2 que:

−λ h�u,�vi− λ h�v, �ui = −λ hT�u, T (�v)i+−λ hT (�v) , T (�u)i .

Aś que
λ h�u,�vi+ λh�u,�vi = λ hT�u, T (�v)i+ λhT (�u) , T (�v)i,

por lo que 2Re
¡
λ h�u,�vi

¢
= 2Re

¡
λ hT�u, T (�v)i

¢
, aś que

Re
¡
λ h�u,�vi

¢
= Re

¡
λ hT�u, T (�v)i

¢
,∀λ ∈ F. (5.1)
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1. T respeta el producto interior, es decir hT (�u) , T (�v)i = h�u,�vi ,∀�u,�v ∈ V.

2. T respeta la norma,. es decir kT (�u)k = k�uk ,∀�u ∈ V.
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4. T es invertible y T−1 = T ∗.
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=

ÃÃµ³
[T ]ββ

´t¶i
¯

!t ³³
[T ]ββ

´∗´j
¯

!t

=

Ãµ³³
[T ]ββ

´∗´i
¯

¶t ³³
[T ]ββ

´∗´j
¯

!t

=

=

¿³³
[T ]ββ

´∗´j
¯ ,
³³
[T ]ββ

´∗´i
¯

À
.

Tenemos que las columnas de
³
[T ]ββ

´∗
=
³
[T ∗]ββ

´
forman un conjunto ortonormal.

Esto equivale a decir que T ∗ (β) es un conjunto ortonormal. Si �� =
P
��∈β

c���x, entonces

k��k2 =
*X

��∈β
c���x,

X
��∈β

c���x

+
=
X
��∈β

c�� |c��|2 ,

aqú hemos usado la ortonormalidad de β.
Como también T ∗ (β) es ortonormal, entonces

kT ∗ (��)k2 =
*X

��∈β
T ∗ (c���x) ,

X
��∈β

T ∗ (c���x)

+
=

=

*X
��∈β

c��T
∗ (�x) ,

X
��∈β

c��T
∗ (�x)

+
=

X
��∈β
|c��|2 .

De donde vemos que T ∗ preserva la norma. Entonces los renglones de [T ∗]ββ forman
un conjunto ortonormal, aś que las columnas de [T ∗∗]ββ = [T ]

β
β forman un conjunto

ortonormal.
4)⇒ 1) Parte del argumento anterior muestra que si las columnas de [T ∗]ββ forman

un conjunto ortonormal entonces T ∗ respeta la norma. Apliquemos esto a T = (T ∗)∗ .

Denición 78 Los operadores que respetan el producto interior se llaman unitarios
(u ortogonales si F = R)..

5.8. Operadores unitarios en R2

Ejemplo 85 Un operador unitario en R2 es una rotación ó una reexión.
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Demostración. 1)⇒ 2) Si T respeta el producto interior, entonces con el mismo
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también. Como estamos dentro de las hipótesis del Teorema anterior, tenemos que
T−1 = T ∗.
Ahora,
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£
T−1

¤β
β
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³
[T ]ββ

´−1
.

2)⇒ 3)

δi,j =
³
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£
T−1

¤β
β

´
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³
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∗]ββ
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³
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´
i
¯
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¯

µ³
[T ]β∗β

´j
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=
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i
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=
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β
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176 CAPÍTULO 5. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERIOR I

Demostración. 1)⇒ 2) Si T respeta el producto interior, entonces con el mismo
argumento del Teorema de arriba, vemos que T también respeta la norma y por lo
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Como

µ
cos (θ) cos (θ − π/2)
sen (θ) sen (θ − π/2)

¶
=

µ
cos (θ) sen (θ)
sen (θ) − cos (θ)

¶
, tenemos que

esta es la matriz de la reexión sobre una ĺnea que hace un ángulo θ/2 con la
parte positiva del eje x.

Ejercicio 148 Escriba el inverso de la matriz



cos (θ) 0 −sen (θ)
0 1 0

sen (θ) 0 cos θ


 sin efec-

tuar ningún cálculo. ¿Qué resultado usó?

Ejercicio 149 Demuestre que el inverso de un operador unitario es unitario.

Ejercicio 150 Escriba los coecientes que faltan en


1/2 a 0
b 1/3 c
h k l




de manera que se obtenga una matriz unitaria en M3×3 (R) .

5.9. Movimientos ŕgidos (Isometŕas)

Denición 79 Sea V un espacio real con producto interior. Una función f : V → V
se llama movimiento ŕgido (o isometŕa) si

kf (�x)− f (�y)k = k�x− �yk ∀�x, �y ∈ V.

Proposición 7 Para una tal función f , def́nase T : V → V mediante T (�x) =

f (�x)− f
³
�0
´
. Entonces f es lineal y además:

1. a) kT (�x)k = k�xk ∀�x ∈ V.

b) kT (�x)− T (�y)k = k�x− �yk ∀�x, �y ∈ V.

Ejercicio 151 1. a) hT (�x) , T (�y)i = h�x, �yi ∀�x, �y ∈ V.

b) kT (�x+ a�y)− T (�x)− aT (�y)k = 0 ∀�x, �y ∈ V, a ∈ R. (Es decir que T es
lineal)

2. Todo movimiento ŕgido es un operador ortogonal seguido de una traslación.
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Demostración.
La matriz de un operador unitario U :R2 → R2, respecto de la base canónica es

una matriz con columnas (y renglones) ortonormales.

Digamos que A =

µ
a b
c d

¶
es dicha matriz, entonces:

1.

µ
a b
c d

¶µ
a c
b d

¶
=

µ
a2 + b2 ac+ bd
ac+ bd c2 + d2

¶
=

µ
1 0
0 1

¶
.

2.

µ
a c
b d

¶µ
a b
c d

¶
=

µ
a2 + c2 ab+ cd
ab+ cd b2 + d2

¶
=

µ
1 0
0 1

¶
.

3. a2 + b2 = 1. Ahora, la función

[0, 1)
(cos( )
sen( ))→

n¡
x
y

¢
∈ R2 | x2 + y2 = 1

o

θ 7−→
¡
cos(θ)
sen(θ)

¢

es una biyección. Equivalentemente,

[0, 1)
ei( )

→ {z ∈ C | |z| = 1}
θ 7−→ ei(θ)

es una biyección.

Entonces existe θ ∈ [0, 1) tal que
µ

a
c

¶
=

µ
cos (θ)
sen (θ)

¶
.

Como a2 + b2 = 1 = (cos (θ))2 + b2 entonces b2 = 1− (cos θ)2 , aś que

b = ±
q
1− (cos (θ))2 = ±

q
(sen (θ))2 = ±sen(θ) ,

Aś las posibilidades son:
µ

a b
c d

¶
∈
½µ

cos (θ) −sen (θ)
sen (θ) cos θ

¶
,

µ
cos (θ) sen (θ)
senθ − cos θ

¶¾
. tomando

en cuenta que las columnas deben ser ortogonales.
µ
cos (θ) −sen (θ)
sen (θ) cos (θ)

¶
corresponde a la rotación por un ángulo θ.
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d)

hT (�x+ a�y)− T (�x)− aT (�y) , T (�x+ a�y)− T (�x)− aT (�y)i =

= hT (�x+ a�y) , T (�x+ a�y)i−

−2 hT (�x+ a�y) , T (�x) + aT (�y)i+

+ hT (�x) + aT (�y) , T (�x) + aT (�y)i =

= hT (�x+ a�y) , T (�x+ a�y)i−

−2 [hT (�x+ a�y) , T (�x)i+ a hT (�x+ a�y) , T (�y)i] +

+ hT (�x) , T (�x)i+ 2a hT (�x) , T (�y)i+ a2 hT (�y) , T (�y)i =

= h(�x+ a�y) , (�x+ a�y)i−

−2 [h(�x+ a�y) , (�x)i+ a h(�x+ a�y) , (�y)i] +

+ h(�x) , (�x)i+ 2a h(�x) , (�y)i+ a2 h(�y) , (�y)i =

= h(a�y) , (�x+ a�y)i+ h(�x) , (�x+ a�y)i−

−2 [h�x, �xi+ a h�y, �xi+ a h(�x) , (�y)i+ aa h�y, (�y)i] +

+ h(�x) , (�x)i+ 2a h(�x) , (�y)i+ a2 h(�y) , (�y)i =

= aa h�y, �yi+ a h�y, �xi+ a h�x, �yi+ h�x, �xi| {z }−

−2
·
h�x, �xi| {z }+a h�y, �xi+ a h�x, �yi+ aa h�y, �yi

¸
+

+ h�x, �xi| {z }+2a h�x, �yi+ a2 h�y, �yi = 0.

2. Ahora, tenemos que T es un operador ortogonal y de

T (�x) = f (�x)− f
³
�0
´
,

tenemos que f (�x) = T (�x) + f
³
�0
´
, por lo que

f =
³
+ f

³
�0
´´
◦ T.
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3. det(T ) = ±1.

4. Si V = R2 y β es la base ordenada canónica para R2??, entonces existe un
ángulo θ (0 6 θ < 2π) tal que

[T ]ββ =

µ
cos (θ) −sen(θ)
sen(θ) cos (θ)

¶
si det (T ) = 1

y

[T ]ββ =

µ
cos (θ) sen(θ)
sen(θ) − cos (θ)

¶
si det (T ) = −1

5. Todo movimiento ŕgido en R2 es una rotación (con respecto al origen) segui-
da de una traslación o una reexión (con respecto ale eje y) seguida de una
rotación (con respecto al origen) seguida de una traslación. Obsérvese que:

µ
cos (θ) −sen(θ)
sen(θ) cos (θ)

¶µ
1 0
0 −1

¶
=

µ
cos (θ) sen (θ)
sen (θ) − cos (θ)

¶
.

Demostración.

1. a)
kT (x)k = kf (x)− f (0)k = kx− 0k = kxk .

b) kT (�x)− T (�y)k = k�x− �yk :

kT (�x)− T (�y)k =

= kf (�x)− f (0)− (f (�y)− f (0))k =
= kf (�x)− f (�y)k =

=z }| {
porque f es isometŕa

k�x− �yk .

c) hT (�x) , T (�y)i = h�x, �yi ∀�x, �y ∈ V :
Como

kT (�x)− T (�y)k2 = k�x− �yk2 ,
entonces

kT (�x)k2 − 2 hT (�x) , T (�y)i+ kT (�y)k2 =
= hT (�x)− T (�y) , T (�x)− T (�y)i =

= h�x− �y, �x− �yi = k�xk2 − 2 h�x, �yi+ k�yk2 .
Cancelando kT (�x)k2 con k�xk2 y kT (�y)k2 con k�yk2, acabamos.
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5.9. MOVIMIENTOS RÍGIDOS (ISOMETRÍAS) 183

Ejercicio 152 Dar un ejemplo de un operador ortogonal que no sea ni reexión ni
rotación.

Regresaremos después a estudiar con más detalle el producto interior, cuando
dispongamos de la Teoŕa de los subespacios T -invariantes, de los conceptos de vector
y valor propios, además de la Teoŕa acerca de las formas canónicas para un operador.
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3. Ya hemos visto que

[T ]ββ =

µ
cos (θ) −sen (θ)
sen (θ) cos (θ)

¶

o

[T ]ββ =

µ
cos (θ) sen (θ)
sen (θ) − cos (θ)

¶
.

Por lo tanto

f =
³
+ f

³
�0
´´
◦
·µ

cos (θ) −sen (θ)
sen (θ) cos (θ)

¶
· .
¸

o

f =
³
+ f

³
�0
´´
◦
·µ

cos (θ) sen (θ)
sen (θ) − cos (θ)

¶
· .
¸
=

Resolviendo,
·µ

cos (θ) sen (θ)
sen (θ) − cos (θ)

¶
= X

µ
−1 0
0 1

¶
· .
¸

tenemos que

X =

µ
cos (θ) sen (θ)
sen (θ) − cos (θ)

¶µ
−1 0
0 1

¶
=

µ
− cos (θ) sen (θ)
−sen (θ) − cos (θ)

¶
.

f =
³
+ f

³
�0
´´
◦
··µ

− cos (θ) sen (θ)
−sen (θ) − cos (θ)

¶µ
−1 0
0 1

¶¸
· .
¸
=

f =
³
+ f

³
�0
´´
◦
··µ

cos (θ + π) −sen (θ + π)
sen (θ + π) cos (θ + π)

¶µ
−1 0
0 1

¶¸
· .
¸
.

Pues sen(θ + π) = −sen(θ) y cos (θ + π) = − cos θ.
En resumen:

f =
³
+ f

³
�0
´´
◦
·µ

cos (θ) −sen (θ)
sen (θ) cos (θ)

¶
· .
¸

ó

f =
³
+ f

³
�0
´´
◦
··µ

cos (θ + π) −sen (θ + π)
sen (θ + π) cos (θ + π)

¶µ
−1 0
0 1

¶¸
· .
¸

Es decir, tenemos una rotación seguida de una traslación o una reexión seguida
de una rotación, seguida de una traslación.
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Caṕtulo 6

Determinantes

6.1. Funciones n-lineales

Observación 59 Recuérdese que T : F n → F es lineal sii ∃a1, ..., an ∈ F tales que

T (x1, ..., xn) = a1x1 + ...+ anxn.

Denición 80 Una función δ :Mm×n (F )→ F es n−lineal si

∀A ∈Mm×n (F ) ,∀j ∈ {1, ..., n, } la siguiente función es lineal

δAj : F n → F

�x 7→




A
...

Aj−1
�x

Aj+1

...
A





donde Ai denota el i−ésimo renglón de A.

Ejemplo 86 δ :Mm×n (F )→ F con

δ

µ
a b
c d

¶
= ad− bc

185
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6.1. FUNCIONES N-LINEALES 187

Demostración. Ya hemos observado que la función constante
0̂ :Mn×n (F )→ F es n−lineal.
Veamos ahora que la suma de dos funciones n−lineales es n−lineal:
Supongamos que

δ, λ :Mn×n (F )⇒ F

son dos funciones n−lineales. Tomemos una matriz A ∈ Mn×n (F ) y escojamos una
j en {1, 2, ..., n}.
Queremos demostrar que

(δ + λ)jA : F
n → F

es lineal.
Ahora,

(δ + λ)jA : F n → F
�x 7→ (δ + λ)

¡
A1
¯ · · · Aj−1 �x Aj+1 · · · An

¯

¢ ,

y

(δ + λ)
¡
A1
¯ · · · Aj−1 �x Aj+1 · · · An

¯

¢
=

= (δ + λ)jA (�x) = δ
¡
A1
¯ · · · Aj−1 �x Aj+1 · · · An

¯

¢
+

+λ
¡
A1
¯ · · · Aj−1 �x Aj+1 · · · An

¯

¢
=

= δjA (�x) + λjA (�x) =
¡
δjA + λjA

¢
(�x) .

Por lo tanto (δ + λ)jA = δjA + λjA,aś que es lineal por ser la suma de dos funciones
lineales.
Por último, si δ es una función n−lineal y c ∈ F , entonces cδ también es n−lineal:

(cδ)jA δ (�x) = (cδ)
¡
A1
¯ · · · Aj−1 �x Aj+1 · · · An

¯

¢
=

= c
¡
δ
¡
A1
¯ · · · Aj−1 �x Aj+1 · · · An

¯

¢¢
=

= c
¡
δjA (�x)

¢
=
¡
cδjA
¢
(�x)

Por lo tanto (cδ)jA =
¡
cδjA
¢
= (c · ) ◦ δjA, que es lineal por ser la composición de la

funciones lineales δjA : F
n → F y (c · ) : F → F.

Una manera alternativa de enunciar el último Teorema es armando que las
combinaciones lineales de funciones n−lineales son n−lineales.
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es 2−lineal ya que para A =

µ
a b
c d

¶
∈Mm×n (F ) ,

δA1 (x, y) = δ

µ
x y
c d

¶
= dx− cy,

que es una función lineal, en vista de la Observación anterior y

δA2 (x, y) = δ

µ
a b
x y

¶
= −bx+ ay,

que también es lineal.

Ejemplo 87 0̂ : Mn×m (F ) → F es n−lineal, ya que si A ∈ Mm×n (F ), se cumple
que

0̂Aj : F
n → F = 0̂ : Fn → F

pues

0̂Aj (�x) = 0̂







A
...
�x
...
A







= 0.

Ejemplo 88 ∆ : Mm×n (F ) → F con ∆ (A) =
nQ

k=1

Ak,1 es n−lineal ya que si A ∈

Mm×n (F ), entonces

∆A
j (�x) = ∆







A
...

Aj−1
�x

Aj+1

...
A








=




nY
k=1
k 6=j

Ak,1


 · x1,

que lineal por la Observación 59.

Teorema 81 El conjunto de funciones n−lineales es un subespacio de

FMn×n(F )

el espacio vectorial de las funciones de Mn×n (F ) a F.
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6.1. FUNCIONES N-LINEALES 189

6.1.1. Factorización única como producto de ciclos

Denición 83 Denotemos por Sn al conjunto de permutaciones de {1, ..., n} . Sea
α ∈ Sn, denimos la relación Jα en {1, .., n} por

i Jα j si ∃k ∈ Z tal que i = αk (j) .

Observación 61 Jαes una relación de equivalencia en {1, ..., n} .

Demostración. Reexividad) i Jα i pues i = Id{1,...,n} (i) = α0 (i) .
Simetŕa) i Jα j ⇒ i = αk (j), para alguna k ∈ Z. Aplicando α−k, obtenemos

α−k (i) = α−k
¡
αk (j)

¢
= α0 (j) = j,

por lo que j Jα i.
Transitividad)

(i Jα j, j Jα m)⇒
¡
i = αk (j) , j = αl (m) , para algunas k, l ∈ Z

¢
.

Entonces

i = αk (j) = αk
¡
αl (m)

¢
= αk+l (m) ,

por lo que i Jα m.

Notación 9 Si σ ∈ Sn, escribiremos σ de la siguiente forma:

σ =
¡
1, σ (1) , σ2 (1) , ..., σk1 (1)

¢
| {z }



◦
¡
r, σ (r) , σ2 (r) , ..., σkr (r)

¢
◦ ...

en esta notación, estamos suponiendo que

σ
¡
σk1 (1)

¢
= 1,

y que k1 es el menor natural s tal que σs+1 (1) = 1. También estamos suponiendo
que σ

¡
σkr (r)

¢
= r y que kr es el natural menor con esa propiedad. Desde luego, σ

podŕa ser un solo n−ciclo:
(1, 2, 3, 4) ∈ S4

es la permutación que manda 1 a 2, 2 a 3, 3 a 4 y 4 a 1.
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Denición 81 Sea δ :Mm×n (F )→ F n− lineal , δ es “alternante” si

δ




...
A


Ai+1 = A
...


 = 0,

es decir, si la función δ aplicada a una matriz con dos renglones consecutivos iguales
es cero.

Ejemplo 89 det : M2×2 (F ) → F denida por det

µ
a b
c d

¶
= ad − bc, es alter-

nante.

Ejercicio 153 Demostrar que el conjunto de funciones alternantes de

Mn×n (F )→ F

es un subespacio de FMn×n(F ).

Denición 82 Un determinante de orden n es una función

δ :Mn×n (F )→ F

que es n−lineal alternante, y tal que

δ (In) = δ




1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...
...
. . .

...
0 0 · · · 1


 = 1.

Observación 60 La función del Ejemplo 89, det : M2×2 (F ) → F es un determi-
nante.

Demostración. Resta sólo observar que

det

µ
1 0
0 1

¶
= 1

Permutaciones
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6.1. FUNCIONES N-LINEALES 191

es decir si σ (j) = j, omitiremos escribir el ciclo (j) . Por ejemplo, en el ejemplo 2)
anterior, en lugar de escribir (1, 2, 3) (4) , escribiremos

(1, 2, 3)

simplemente. Un ciclo de la forma (j), se llama un ciclo trivial.

Proposición 8 Si f : X → X es una función biyectiva tal que f (x) = x, entonces

fm (x) = x,∀m ∈ Z.

Demostración. 1) Si m = 0, entonces fm (x) = f0 (x) = idX (x) = x.
Supongamos ahora que

fm (x) = x,

entonces fm+1 (x) = f (fm (x)) = f (x) = x.
Con lo anterior, tenemos que

fm (x) = x,∀m ∈ N.

2)Si f (x) = x, entonces

x = idX (x) = f−1 (f (x)) = f−1 (x) .

Entonces ¡
f−1

¢m
(x) = x,∀m ∈ N,

por el inciso anterior.
Por lo tanto

f−m (x) =
¡
f−1

¢m
(x) = x,∀m ∈ N.

Combinando las conclusiones de este inciso y del anterior, tenemos que

fm (x) = x,∀m ∈ Z.

Observación 62 En vista de la Observación 61, tenemos que {1, ..., n}se parte en
clases de equivalencia, respecto a la relación Jα . Es claro que la clase de equivalencia
de i es

[i]Jα = {α
m (i) | m ∈ Z} .

190 CAPÍTULO 6. DETERMINANTES

Ejemplo 90 1. Sea
σ ∈ S5 tal que

1
σ7−→ 2

2
σ7−→ 1

3
σ7−→ 4

4
σ7−→ 5

5
σ7−→ 3

,

entonces
σ = (1, 2) (3, 4, 5) .

2. Sea
σ ∈ S4 tal que

1
σ7−→ 2

2
σ7−→ 3

3
σ7−→ 1

4
σ7−→ 4

,

entonces
σ = (1, 2, 3) (4) .

3. La permutación
(1, 2, 3) (5, 8) (6, 12) ∈ S12

hace lo siguiente
1 7→ 2
2 7→ 3
3 7→ 1
4 7→ 4
5 7→ 8
6 7→ 12
7 7→ 7
8 7→ 5
9 7→ 9
10 7→ 10
11 7→ 11
12 7→ 6

.

Notación 10 Si σ ∈ Sn y

σ =
¡
1, σ (1) , σ2 (1) , ..., σk1 (1)

¢
◦ ... ◦ (j) ◦ ...
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4
σ7−→ 4

,

entonces
σ = (1, 2, 3) (4) .

3. La permutación
(1, 2, 3) (5, 8) (6, 12) ∈ S12

hace lo siguiente
1 7→ 2
2 7→ 3
3 7→ 1
4 7→ 4
5 7→ 8
6 7→ 12
7 7→ 7
8 7→ 5
9 7→ 9
10 7→ 10
11 7→ 11
12 7→ 6

.

Notación 10 Si σ ∈ Sn y

σ =
¡
1, σ (1) , σ2 (1) , ..., σk1 (1)

¢
◦ ... ◦ (j) ◦ ...
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Ejemplo 91 (1, 2, 3) es ajena con (5, 7) (4, 9) en S10, pues los elementos movidos
por (1, 2, 3) , 1,2,3, son jados por (5, 7) (4, 9).

Observación 64 α ∈ Sn, es ajena con β ∈ Sn si y sólo si β es ajena con α.

Demostración. Supongamos que α es ajena con β. Sea i ∈ {1, .., n} tal que
β (i) 6= i. Es claro que entonces α (i) = i, pues si α (i) 6= i, entonces β (i) = i ∇

◦
.

Observación 65 Si α, β ∈ Sn son permutaciones ajenas, entonces

α ◦ β = β ◦ α.

Demostración. Tomemos i ∈ {1, ..., n} . Consideremos los siguientes casos:
1) i es movido por α (simétrico con el caso de que i sea movido por β).
2) i es jado por α y β. (Notemos que i no puede ser movido por α y β a la vez

puesto que α y β son ajenas).
En el primero de los casos, i es jado por β. Aś que

(α ◦ β) (i) = α (β (i)) = α (i) ,

mientras que (β ◦ α) (i) = β (α (i)) = α (i) . Esto se debe a que α (i) es un elemento
movido por α :

α (α (i)) = α (i)⇒ α (i) = i∇
◦
.

En el segundo caso,
(α ◦ β) (i) = α (β (i)) = α (i) = i

y también
(β ◦ α) (i) = β (α (i)) = β (i) = i.

Entonces ∀i ∈ {1, ..., n} se tiene que (α ◦ β) (i) = (β ◦ α) (i). Por lo tanto α◦β = β◦α.

Teorema 82 Toda permutación Id 6= α ∈ Sn, se puede factorizar como producto de
ciclos ajenos no triviales, de manera única, excepto por el orden de los factores.

Demostración. Por inducción sobre el número de puntos movidos por α.
Base. Si α mueve cero elementos, es porque α = Id, en este caso convenimos en

que α es producto vaćo de ciclos no triviales.
Paso inductivo. Supongamos que α mueve k > 1 elementos , y la armación

cierta para permutaciones que mueven menos de k elementos.

192 CAPÍTULO 6. DETERMINANTES

Observación 63

[i]Jα = {α
m (i) | 0 6 m 6 l, p. a. l ∈ N} .

Demostración. ⊇) Claro.
⊆) La función

N → {1, .., n}
m 7→ αm (i)

no es inyectiva ({1, .., n} es nito). Por lo tanto, existe k 6= l, tales que αk (i) = αl (i) .
Tomemos k ∈ N, ḿnimo con la propiedad anterior. Si k > 0 entonces αk (i) =

αl (i) , con l > k > 0,aś que de

α ◦ αk−1 (i) = α1+k−1 (i) = αk (i) = αl (i) = α1+l−1 (i) = α ◦ αl−1 (i)

y del hecho de que α es inyectiva, obtenemos

αk−1 (i) = αl−1 (i) ,

contradiciendo la elección de k.
Aś tenemos que k = 0 y por lo tanto

i = α0 (i) = αl (i) ,

para alguna l > 0, que podemos suponer ḿnima con esta propiedad.
Dada z ∈ Z, aplicando el algoritmo de la división con l,

q
l z

r 0 6 r < l
,

aś que
αz (i) = αql+r (i) = αr+ql (i) =

= αr
¡
αlq (i)

¢
= αr

¡¡¡
αl
¢q¢
(i)
¢
=

= αr (i) .

En el último paso hemos usado la proposición 8. Pues αl (i) = i implica que¡¡
αl
¢q¢
(i) = i.

Denición 84 α ∈ Sn, es ajena con β ∈ Sn si lo que mueve α lo ja β.
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Tomemos k ∈ N, ḿnimo con la propiedad anterior. Si k > 0 entonces αk (i) =

αl (i) , con l > k > 0,aś que de
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6.1.2. Estructura ćclica y signo de una permutación

Sea γ un ciclo, denimos la longitud del ciclo como el número de elementos
movidos por él. Una trasposición es un ciclo de longitud dos, por ejemplo (1, 2) .

Denición 85 Sea (1) 6= α ∈ Sn, denimos la estructura ćclica de α es la sucesión

� (γ1) , � (γ2) , ..., � (γk) ,

donde

α = γ1 ◦ γ2 ◦ ... ◦ γk
es una factorización en ciclos ajenos dos a dos no triviales y tal que

� (γ1) 6 � (γ2) 6 ... 6 � (γk) ,

Ejemplos 92 1. La estructura ćclica de (1, 2, 3) (4, 5) (7, 8, 9, 10) es

2, 3, 4

2. La estructura ćclica de (1, 2) es 2.

Lema 6 Si γ es un ciclo en Sn y α es una permutación en Sn , entonces α ◦ γ ◦α−1
es un ciclo de la misma longitud que γ.

Demostración. Notemos que si γ (i) = j entonces α◦γ ◦α−1 (α (i)) = α◦γ (i) =
α (j) . En śmbolos:

i
γ7→ j ⇒ α (i)

α◦γ◦α−17−→ α (j)

En particular, k es un punto jo de γ ⇐⇒ α (k) es un punto jo de α ◦ γ ◦ α−1y
además (α (i) , α2 (i) , α3 (i) , ...) es un ciclo de α ◦ γ ◦ α−1.
Por lo que si γ = (i1, i2, ...) entonces

α ◦ γ ◦ α−1 = (α (i1) , α (i2) , α (i3) , ...) .

Observación 66 Si γ y λ son ciclos de la misma longitud en Sn entonces ∃α ∈ Sn,
tal que α ◦ γ ◦ α−1 = λ.

194 CAPÍTULO 6. DETERMINANTES

Tomemos un elemento x movido por α, y formemos el ciclo

γ =
¡
x, α (x) , α2 (x) , ..., αs (x)

¢
,

donde αs+1 (x) = x.
Ahora γ−1 ◦ α ja todos los elementos x, α (x) , α2 (x) , ..., αs (x) , es decir que

mueve menos puntos que α. Pues si v es un punto movido por γ−1 ◦ α, entonces
v 6= (γ−1 ◦ α) (v) . Aś que α (v) /∈ {x, α (x) , α2 (x) , ..., αs (x)} , por lo que v 6=
(γ−1 ◦ α) (v) = α (v) , de donde tenemos que ves movido por α.
Por hipótesis de induccción, tenemos que γ−1 ◦ α = γ1 ◦ γ2 ◦ ... ◦ γm un producto

de ciclos no triviales ajenos dos a dos y que no mueven puntos de
{x, α(x), α2(x), ..., αs(x)}. Por lo tanto

α = γ ◦ γ1 ◦ γ2 ◦ ... ◦ γm

es una factorización en ciclos no triviales ajenos dos a dos.
Unicidad. Supongamos que

γ1 ◦ γ2 ◦ ... ◦ γm = β1 ◦ β2 ◦ ... ◦ βs

son dos factorizaciones en ciclos no triviales de α.
Demostremos que ambas factorizaciones son iguales, por inducción sobre m.
Base. Si m = 1, entonces α = γ1 y entonces las clases de equivalencia de Jα son

todas triviales excepto por la clase de los elementos movidos por γ1. Esto demuestra
que s = 1, pues elementos en distintos ciclos βi, no estaŕan en la misma clase de
equivalencia y seŕan movidos por α. Pero entonces tendŕamos que

γ1 = β1.

Paso inductivo. Supongamos que m > 1. Tomemos un elemento movido por
γ1, digamos w, entonces γ1 = (w,α (w) , α

2 (w) , ...) .
Como w es movido por α, entonces α debe ser movido por alguna βj, y podemos

suponer, sin perder generalidad que j = 1(las βi conmutan entre ś).
Como antes, β1 = (w,α (w) , α

2 (w) , ...), aś que en

γ1 ◦ γ2 ◦ ... ◦ γm = β1 ◦ β2 ◦ ... ◦ βs

podemos cancelar γ1 con β1. De donde

γ2 ◦ ... ◦ γm = β2 ◦ ... ◦ βs

Podemos aplicar la hipótesis de inducción para concluir la demostración.
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Denamos ahora α ∈ Sn de tal manera que

a1,i, a2,i .... ali,i
α↓̄ α↓̄ .... α↓̄
b1,i, b2,i .... bli,i

∀i ∈ {1, ..., k}

Es decir que α (ah,i) = bh,i. Completamos la denición de α por medio de cualquier
biyección entre

{1, ..., n} \
³
∪
i
{ah,i}h∈{1,...,li}

´
y {1, ..., n} \

³
∪
i
{bh,i}h∈{1,...,li}

´
.

Entonces es claro, como en la Observación 66 que αγiα
−1 = βi.

Entonces

α (γ1γ2...γk)α
−1 =

¡
αγ1α

−1¢ ¡αγ2α−1
¢
α...α−1

¡
αγkα

−1¢ = β1β2...βk

⇒) Es claro que si γ1γ2...γk es un producto de ciclos ajenos entonces para cada α
se tiene que (αγ1α

−1) (αγ2α
−1)α...α−1 (αγkα

−1) también es un producto de ciclos
ajenos:

(Los śmbolos u y v están ambos en el ciclo γi)

⇔
(γzi (u) = v para alguna z ∈ Z)

⇔
α (v) = α (γzi (u)) = αγziα

−1 (α (u)) =
¡
αγiα

−1¢z (α (u))
⇔

α (v) y α (u) están ambos en el ciclo αγiα
−1.

Denición 87 Se dene
sig : Sn → {1,−1}

por:

sig (α) =
Y
γi

γi ciclo de la factorización
en ciclos ajenos de α

(−1)�(γi)−1

Ejemplos 94 1. sig ((1, 2)) = (−1)�((1,2))−1 = (−1)2−1 = −1.

196 CAPÍTULO 6. DETERMINANTES

Demostración. Escribamos λ = (i1, i2, .., ik) y γ = (j1, j2, .., jk) . Para encontrar
una permutación α con la propiedad deseada, notemos que como

α ◦ γ ◦ α−1 = (α (j1) , α (j2) , α (j3) , ...)

basta que hagamos α (j1) = i1, α (j2) = i2, como en el diagrama

(j1,
α↓̄
(i1,

j2,
α↓̄
i2,

...

...

...

, jk)
α↓̄
, ik)

,

completamos la denición de α dando cualquier biyección entre

{1, ..., n} \ {j1, ..., jk} y {1, ..., n} \ {i1, ..., ik} .

Denición 86 Se dice que λ y γ son conjugadas en Sn si ∃α ∈ Sn tal que α ◦ γ ◦
α−1 = λ.

Ejercicio 154 Demostrar que la relación de conjugación es una relación de equiva-
lencia en Sn.

Ejemplo 93 (1, 2, 3, 4, 5) y (8, 6, 3, 1, 2) son conjugadas en S10:
Hagamos la siguiente asignación:

(1 2 3 4 5) (6) (7) (8) (9) (10)
α↓̄ α↓̄ α↓̄ α↓̄ α↓̄ α↓̄ α↓̄ α↓̄ α↓̄ α↓̄
(8 6 3 1 2) (4) (5) (7) (9) (10)

Teorema 83 Dos permutaciones en Sn son conjugadas si y sólo si tienen la misma
estructura ćclica.

Demostración.⇐) Supongamos que γ1γ2...γk y β1β2...βk son dos productos en
ciclos ajenos dos a dos que tienen la misma estructura ćclica. Aś, podemos suponer
que � (γi) = � (βi) . Para jar mejor nuestra atención, tomemos

γi = (a1,i, a2,i...., ali,i)

y
βi = (b1,i, b2,i....bli,i)
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(1 2 3 4 5) (6) (7) (8) (9) (10)
α↓̄ α↓̄ α↓̄ α↓̄ α↓̄ α↓̄ α↓̄ α↓̄ α↓̄ α↓̄
(8 6 3 1 2) (4) (5) (7) (9) (10)

Teorema 83 Dos permutaciones en Sn son conjugadas si y sólo si tienen la misma
estructura ćclica.

Demostración.⇐) Supongamos que γ1γ2...γk y β1β2...βk son dos productos en
ciclos ajenos dos a dos que tienen la misma estructura ćclica. Aś, podemos suponer
que � (γi) = � (βi) . Para jar mejor nuestra atención, tomemos

γi = (a1,i, a2,i...., ali,i)

y
βi = (b1,i, b2,i....bli,i)
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aś que sig (γk) = (−1)s−1 .
Entonces

γkτ = (i, im+1, ..., is) (j, i2, i3, ..., im−1)

es el producto de dos ciclos ajenos, de longitudes s−m+1 y m−1 respectivamente.
Luego

sig (γkτ) = (−1)s−m (−1)m−2 = (−1)s−2 = (−1) (−1)s = (−1) sig (γk) .

Entonces
sig (ατ) = (−1) sig (α) .

Caso iii) Supongamos, sin perder generalidad, que

γ1 = (i = i1, i2, ..., ik)

γ2 = (j = j1, j2, ..., jr)

De tal manera que sig (γ1) = (−1)k−1 y sig (γ2) = (−1)r−1 , y por lo tanto

sig (γ1γ2) = (−1)k+r = (−1)k+r−2 .

Por otra parte,
γ1γ2τ = (i, j2, ..., jr, j, i2, ..., ik)

un ciclo de longitud r + k, por lo que

sig (γ1γ2τ) = (−1)r+k−1 = (−1) (−1)k+r−2 = −sig (γ1γ2) .

Por lo tanto
sig (ατ) = (−1) sig (α) .

Observación 67 Toda permutación α ∈ Sn (n ≥ 2) se puede escribir como producto
de transposiciones.

Demostración. La permutación identidad (1) es tal que

(1) = (1, 2) (1, 2) .

Como toda permutación que no sea la identidad puede factorizarse como producto
de ciclos ajenos no triviales, basta ver que todo ciclo no trivial se puede escribir como
producto de transposiciones.

198 CAPÍTULO 6. DETERMINANTES

2. sig ((1)) =
Q
γi∈∅

(−1)�(γi)−1 = 1. Pues (1) es la permutación identidad, que no

tiene ciclos no triviales en su factorización. Por otro lado, el producto vaćo se
dene como 1.

Se suele llamar permutaciones pares a las permutaciones con signo 1 e impares a
las permutaciones con signo −1.

Nota 2 La función sig está bien denida en virtud del teorema de factorización
única.

Lema 7 Si α ∈ Sn y τ = (j, k) es una transposición en Sn. Entonces

sig (ατ) = −sig (α) = sig (τα)

Demostración. Si α es la identidad, la armación se sigue de que el signo de la
identidad es 1, mientras que el signo de una transposición es −1.
Si α no es la identidad, factoricemos αcomo producto de ciclos ajenos no triviales,

digamos que
α = γ1γ2...γk

Supongamos que τ = (i, j).
Consideremos tres casos:
i) τ ajena con α.
ii) Los elementos que mueve τ , i, j son movidos por un mismo ciclo γk.
iii) i y j son movidos por distintos ciclos en {γ1, γ2, ..., γk} .
Caso i) Es claro que aqú la factorización en ciclos ajenos de ατ es

γ1γ2...γkτ

Aś que

sig (γ1γ2...γkτ) =


Y

γi

(−1)�(γi)−1

 (−1)�(τ)−1 =

=


Y

γi

(−1)�(γi)−1

 (−1)1 = −sig (γ1γ2...γk) .

Caso ii) Supongamos que i, j son movidos por γk, digamos que

γk = (i = i1, i2, ...., im = j, ..., is) ,
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Demostración. Como sabemos que una combinación de funciones n−lineales es
n−lineal, basta demostrar que la función

dσ : Mn×n (F ) −→ F
A 7→

Q
i=1

Ai,σ(i)

es n−lineal.
Tomemos una matriz A ∈Mn×n (F ) , k ∈ {1, ..., n} . Queremos demostrar que la

función
(dσ)

n
Ā : F n → F

�x 7→ dσ
¡
A1
¯, ..., Ak−1, �x,Ak+1, ..., An

¯

¢

Ahora,

(dσ)
n
Ā (�x) = dσ

¡
A1
¯, ..., Ak−1, �x,Ak+1, ..., An

¯

¢
=


 Y

σ(i)6=k
Ai,σ(i)


xσ−1(k) =

=




 Y

σ(i)6=k
Ai,σ(i) ·


 ◦ πσ−1(k)


 (�x)

Por lo que

(dσ)
n
Ā =


 Y

σ(i)6=k
Ai,σ(i) ·


 ◦ πσ−1(k)

que es lineal por ser composición de funciones lineales.
Aqú,

πσ−1(k) : F n −→ F
�x 7→ xσ−1(k)

,

es proyectar la coordenada σ−1 (k)-ésima y

F F-

Q
σ(i)6=k

Ai,σ(i)·

es la multiplicación por
Q

σ(i)6=k
Ai,σ(i).

Notación 11 Denotemos por An el conjunto de las permutaciones pares en Sn, y
denotemos Bn el conjunto de las permutaciones impares en Sn.
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Sea γ = (i1, i2, ..., ik) consideremos

(i1, ik) ... (i1, i3) (i1, i2)

es fácil comprobar que
γ = (i1, ik) ... (i1, i3) (i1, i2) .

Corolario 15 Una permutación α ∈ Sn es par (es decir tiene signo 1) si y sólo si
se puede factorizar como producto de un número par de transposiciones.

Demostración.

sig (τ 1τ 2...τk) = (−1) sig (τ 1τ 2...τ k−1) =

= (−1) (−1) sig (τ 1τ 2...τ k−2) = ... = (−1)k−1 sig (τ 1) = (−1)k .

De lo anterior es claro que aunque la factorización de una permutación como
producto de ciclos ajenos no es única, ś se conserva la paridad del número de trans-
posiciones en una factorización.

Ejemplo 95 (1, 2, 3) = (1, 3) (1, 2) = (3, 4) (1, 3) (1, 4) (1, 2) .

Observación 68 Para cualesquiera dos permutaciones α, β ∈ Sn, se tiene que
sig(αβ) = sig(α)sig(β).

Supongamos que β = τ1τ 2...τk, aś que su signo es (−1)k−1 . Entonces

sig (αβ) = sig (ατ 1τ 2...τ k) =

= (−1) sig (ατ 1τ 2...τk−1) = ... = (−1)k sig (α) = sig (β) sig (α) .

Existencia y unicidad del determinante

Denición 88

det : Mn×n (F ) −→ F
P
σ∈Sn

sig (σ)

µQ
i=1

Ai,σ(i)

¶
.

Lema 8 det:Mn×n (F )→ F es n−lineal:
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=
X
σ∈An

sig (σ)

ÃY
i=1

Ai,σ(i)

!
−
ÃX

σ∈An
sig (σ)

ÃY
i=1

Ai,τ◦σ(i)

!!

Consideremos ahora un producto
ÃY

i=1

Ai,τ◦σ(i)

!
,

Y
i=1

Ai,τ◦σ(i) =
Y
i=1

A(τ◦σ)−1(i),i =
Y
i=1

A(σ−1◦τ−1)(i),i =
Y
i=1

A(σ−1◦τ)(i),i =

1

=


 Y

i/∈{k,k+1}
A(σ−1◦τ)(i),i


 ·A(σ−1◦τ)(k),k ·A(σ−1◦τ)(k+1),k+1 =

=


 Y

i/∈{k,k+1}
A(σ−1◦τ)(i),i


 ·A(σ−1◦τ)(k),k+1 ·A(σ−1◦τ)(k+1),k =

2

=


 Y

i/∈{k,k+1}
Aσ−1(i),i


 ·Aσ−1(k+1),k+1 ·Aσ−1(k),k =

3

=
Y

i∈{1,...,n}
Aσ−1(i),i =

Y
i∈{1,...,n}

Aiσ(i).

A la vista de este último cálculo, vemos que el producto

sig (τ ◦ σ)
ÃY

i=1

Ai,τ◦σ(i)

!

se cancela con el producto

sig (σ)

ÃY
i=1

Ai,τ◦σ(i)

!

1Es claro que ∀α, β ∈ Sn, se tiene que (α ◦ β)−1 = β−1 ◦ α−1.
Por otra parte si τ es una transposición, entonces τ−1 = τ .
2Aqú usamos que las columnas k−ésima y (k + 1)−ésima de A coinciden.
3Aqú evaluamos

τ = (k, k + 1)

en cada elemento.
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Observación 69 Si n ≥ 2 el número de permutaciones pares coincide con el número
de permutaciones impares.

Demostración. Tomemos la transposición τ = (1, 2). Entonces

An

(1,2)◦
À³ Bn

γ 7→ (1, 2) ◦ γ

es una biyección cuya función inversa es ella misma. Por lo tanto |An| = |Bn| .

Observación 70 Si σ ∈ Sn, entonces
Y
i=1

Ai,σ(i) =
Y
i=1

Aσ−1(i),i.

Demostración. Basta notar que

{(i, σ (i)) | i ∈ {1, ..., n}} =
©¡
σ−1 (j) , j

¢
| j ∈ {1, ..., n}

ª
,

para lo que basta notar que j = σ (i)⇐⇒ σ−1 (j) = i.

Lema 9 det:Mn×n (F )→ F es alternante:

Demostración. Supongamos que la matriz A tiene dos columnas consecutivas
iguales, digamos que Ak = Ak+1, entonces

det (A) =
X
σ∈Sn

sig (σ)

ÃY
i=1

Ai,σ(i)

!
.

Entonces
det (A) =

=
X
σ∈An

sig (σ)

ÃY
i=1

Ai,σ(i)

!
+

ÃX
σ∈Bn

sig (σ)

ÃY
i=1

Ai,σ(i)

!!
.

Ahora, usando el hecho de que An

(k,k+1)◦
À³ Bn es una biyección, podemos escribir,

tomando τ = (k, k + 1) ,
det (A) =

=
X
σ∈An

sig (σ)

ÃY
i=1

Ai,σ(i)

!
+

ÃX
σ∈An

sig (τ ◦ σ)
ÃY

i=1

Ai,τ◦σ(i)

!!
=
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3Aqú evaluamos

τ = (k, k + 1)

en cada elemento.
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Lema 10 Podemos observar el efecto en det (A), de efectuar una operación elemen-
tal de columna.

1. det
¡
Ik,l (A)

¢
= −det (A) .

2. det
¡
Mc,k, (A)

¢
= c · det (A) .

3. det
¡
Sc,k,l (A)

¢
= det (A) .

Demostración. 1. Veamos que sucede si intercambiamos dos columnas consecu-
tivas en una matriz A :
Notemos que

0 = det
¡
A1
¯ A2

¯ ... Ak
¯ +Ak+1 Ak+1 +Ak

¯ ... An
¯

¢

pues en
¡
A1
¯ A2

¯ ... Ak
¯ +Ak+1 Ak+1 +Ak

¯ ... An
¯

¢
coinciden las columnas k y k+1.

Por otra parte,

(det)kĀ
¡
Ak
¯ +Ak+1

¢
= det

¡
A1
¯ A2

¯ ... Ak
¯ +Ak+1 Ak+1 ... An

¯

¢

Para jar ideas, denotemos

B =
¡
A1
¯ A2

¯ ... Ak
¯ +Ak+1 Ak+1 ... An

¯

¢

Aś que

(det)
k+1
B

¡
Ak
¯ +Ak+1

¢
= det

¡
A1
¯ A2

¯...Ak
¯ +Ak+1 Ak+1 +Ak

¯... An
¯

¢
=

= 0.

Entonces

0 = (det)
k+1
B

¡
Ak
¯ +Ak+1

¢
= (det)

k+1
B

¡
Ak
¯

¢
+ (det)

k+1
B

¡
Ak+1

¢
=

= det
¡
A1
¯ A2

¯ ... Ak
¯ +Ak+1 Ak ... An

¯

¢
+

+det
¡
A1
¯ A2

¯ ... Ak
¯ +Ak+1 Ak+1 ... An

¯

¢
=

= (det)kC̄
¡
Ak
¯ +Ak+1

¢
+ (det)kĀ

¡
Ak
¯ +Ak+1

¢
=

4

= (det)kC̄
¡
Ak
¯

¢
+ (det)kC̄

¡
Ak+1

¢
+ (det)kĀ

¡
Ak
¯

¢
+ (det)kĀ

¡
Ak+1

¢
=

= det (C) + det
¡
Ik,k+1 (A)

¢
+ det (A) + det

¡
A1
¯ ... Ak+1 Ak+1 ... An

¯

¢
=

det
¡
Ik,k+1 (A)

¢
+ det (A) .
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¡
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¢
= −det (A) .
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204 CAPÍTULO 6. DETERMINANTES

en X
σ∈Sn

sig (σ)

ÃY
i=1

Ai,σ(i)

!

por lo tanto
X
σ∈Sn

sig (σ)

ÃY
i=1

Ai,σ(i)

!
= 0.

Teorema 84 det :Mn×n (F )→ F es un determinante.

Demostración. Resta ver que det (In) = 1.
En efecto, consideremos

X
σ∈Sn

sig (σ)

ÃY
i=1

(In)i,σ(i)

!
,

Q
i=1

(In)i,σ(i) es distinto de 0 si y sólo si cada factor es distinto de 0. Esto sucede si y

sólo si σ (i) = i. Por lo que el único sumando distinto de 0 en

X
σ∈Sn

sig (σ)

ÃY
i=1

(In)i,σ(i)

!
,

corresponde a σ = (1) , entonces

X
σ∈Sn

sig (σ)

ÃY
i=1

(In)i,σ(i)

!
= sig ((1))

ÃY
i=1

(In)i,(1)(i)

!
= 1.

Denotemos por Ik,l la operación elemental que intercambia las columnas k y l
de una matriz.

Denotemos por Mc,k, la operación elemental que multiplica por c (c 6= 0) la
columna k

Denotemos por Sc,k,l la operación elemental que suma c veces la columna k a
la columna l.
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¢
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=
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Entonces

0 = (det)
k+1
B

¡
Ak
¯ +Ak+1

¢
= (det)

k+1
B

¡
Ak
¯

¢
+ (det)

k+1
B

¡
Ak+1

¢
=
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+
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¯

¢
=
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Ak
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¢
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Ak
¯ +Ak+1

¢
=
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Para concluir esto último notamos que

Sn Sn

σ 7−→ σ−1 ◦ (k, k + 1)

-

es una biyección, pues es la composición de las biyecciones

Sn → Sn
σ 7→ σ−1

y

Sn Sn

γ 7−→ γ ◦ (k, k + 1)

-◦(k,k+1)

En general,
det

¡
Ij,k (A)

¢
= −det (A) :

Sin perder generalidad supongamos j < k − 1, ahora,

(j, k) = (j, k − 1) ◦ (k, k − 1) ◦ (j, k − 1)

y también
(j, k − 1) = (j, k − 2) ◦ (k − 1, k − 2) ◦ (j, k − 2)

por lo que
(j, k) =

= (j, k − 2) ◦ (k − 1, k − 2) ◦ (j, k − 2) ◦
◦ (k, k − 1) ◦ (j, k − 2) ◦ (k − 1, k − 2) ◦ (j, k − 2) (6.1)

Si j = k − 2, entonces

(j, k) = (k − 1, k − 2) ◦ (k, k − 1) ◦ (k − 1, k − 2)

es una composición de transposiciones consecutivas,
si j < k − 2, entonces tenemos que

(j, k − 2) = (j, k − 3) ◦ (k − 2, k − 3) ◦ (j, k − 3)

que podemos sustituir en la ecuación 6.1.
Continuando de esta manera vemos que

(j, k)

206 CAPÍTULO 6. DETERMINANTES

Segunda demostración.

Llamemos B = Ik,k+1 (A), entonces




Bi
¯ = Ai

¯ si i /∈ {k, k + 1}
Bk

¯ = Ak+1

Bk+1 = Ak
.

Entonces

det (B) =
X
σ∈Sn

sig (σ)

ÃY
i=1

Bi,σ(i)

!
=

=
X
σ∈Sn

sig (σ)




 Y

i6={k,k+1}
Bi,σ(i)


Bk,σ(k)Bk+1,σ(k+1)


 =

=
X
σ∈Sn

sig (σ)




 Y

i6={k,k+1}
Bσ−1(i),i


 ·Bσ−1(k),k ·Bσ−1(k+1),k+1


 =

=
X
σ∈Sn

sig (σ)




 Y

i6={k,k+1}
Aσ−1(i),i


 ·Aσ−1(k),k+1 ·Aσ−1(k+1),k


 =

=
X
σ∈Sn

sig
¡
σ−1

¢
·

·




 Y

i6={k,k+1}
A(σ−1◦(k,k+1))(i),i


 ·Aσ−1◦(k,k+1)(k+1),k+1 ·Aσ−1◦(k,k+1)(k),k


 =

=
X
σ∈Sn

sig ((k, k + 1)) sig
¡
σ−1 ◦ (k, k + 1)

¢
·

·




 Y

i6={k,k+1}
A(σ−1◦(k,k+1))(i),i


 ·Aσ−1◦(k,k+1)(k+1),k+1 ·Aσ−1◦(k,k+1)(k),k


 =

= −
X
σ∈Sn

sig
¡
σ−1 ◦ (k, k + 1)

¢
·

·




 Y

i6={k,k+1}
A(σ−1◦(k,k+1))(i),i


 ·Aσ−1◦(k,k+1)(k+1),k+1 ·Aσ−1◦(k,k+1)(k),k


 =

= −det (A) .
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Segunda demostración.
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¡
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·




 Y
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X
σ∈Sn

sig
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¢
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·
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Demostración. Si rango(A) < n, entonces las columnas de A forman un con-
junto linealmente dependiente. Por lo que en la lista de las columnas de A:

A1
¯, A2

¯, ..., An
¯

hay una columna que es combinación lineal de las anteriores (Teorema 12).
Si la primera columna es combinación lineal de las anteriores, entonces A1

¯ = �0,
entonces

det (A) = (det)1Ā

³
�0
´
= 0,

ya que las funciones lineales mandan �0 a �0 y (det)1Ā : F
n → F es lineal.

Si la columna j−ésima es combinación de las anteriores (con j > 1) entonces

Aj
¯ =

X
i<j

ciA
i
¯.

De manera que

S−cj−1,j−1,j◦ ◦ ... ◦ S−c2,2,j◦S−c1,1,j (A)

tiene �0 en su j−ésima columna, aś que

0 = det
¡
S−cj−1,j−1,j◦ ◦ ... ◦ S−c2,2,j◦S−c1,1,j (A)

¢
= det (A) .

Teorema 85 Si δ;Mn×n (F ) → F es un determinante, A ∈ Mn×n (F ) y E es una
matriz elemental, entonces δ (AE) = δ (A) δ (E) .

Demostración. Simplemente recordemos que si E = R (In) , donde R es una
operación elemental de columna, entonces

AE = AR (In) = R (A) .

Ahora, úsese el Lema 10, que habla del efecto de una operación elemental en el
determinante de una matriz.

Teorema 86 Si δ : Mn×n (F ) → F es un determinante y A,B ∈ Mn×n (F ) , en-
tonces

δ (AB) = δ (A) δ (B) .

208 CAPÍTULO 6. DETERMINANTES

se puede expresar como composición de (un número impar) de transposiciones que
intercambian dos números consecutivos.
2. det

¡
Mc,k (A)

¢
= (det)kA

¡
c ·Ak

¯

¢
= c · (det)kA

¡
Ak
¯

¢
= c · det (A) .

3.

det
¡
Sc,k,l (A)

¢
= det

¡
A1
¯ ... Al−1 Al

¯+ cAk
¯ Al+1 ... An

¯

¢
=

= (det)lĀ
¡
Al
¯+ cAk

¯

¢
=

= (det)lĀ
¡
Al
¯

¢
+ (det)lĀ

¡
c ·Ak

¯

¢
=

= (det)lĀ
¡
Al
¯

¢
+ c · (det)lĀ

¡
Ak
¯

¢
=

= (det)lĀ (A) .

Pues

(det)lĀ
¡
Ak
¯

¢
= det

¡
A1
¯ ... Al−1 Ak

¯ Al+1 ... An
¯

¢
= 0,

ya que la matriz en la que se evalúa el determinante tiene dos columnas iguales: la
k−ésima y la l−ésima.

Ejemplo 96 Consideremos la transposición (2, 5) ∈ S7.
Entonces

(2, 5) = (2, 4) (4, 5) (2, 4) ,

(2, 4) = (2, 3) (3, 4) (2, 3)

Por lo que

(2, 5) = (2, 3) (3, 4) (2, 3) (4, 5) (2, 3) (3, 4) (2, 3) ,

es una composición de 7 transposiciones que intercambian números consecutivos.

Podemos evaluar un determinante en una matriz elemental.

Corolario 16 1. det
¡
Ij,k (In)

¢
= −det (In) = −1.

2. det
¡
Mc,k (In)

¢
= c · det (In) = c.

3. det
¡
Sc,k,l (In)

¢
= det (In) = 1.

Lema 11 Sea A ∈Mn×n (F ) , y δ :Mn×n (F )→ F un determinante. Si rango(A) <
n, entonces δ (A) = 0.
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Si la columna j−ésima es combinación de las anteriores (con j > 1) entonces

Aj
¯ =

X
i<j

ciA
i
¯.

De manera que

S−cj−1,j−1,j◦ ◦ ... ◦ S−c2,2,j◦S−c1,1,j (A)
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ya que la matriz en la que se evalúa el determinante tiene dos columnas iguales: la
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Teorema 88 det (At) = det (A) ,∀A ∈Mn×n (F ) .

Demostración.

det
¡
At
¢
=
X
σ∈Sn

Ã
sig(σ)

Y
i

At
i,σ(i)

!
=
X
σ∈Sn

Ã
sig(σ)

Y
i

Aσ(i),i

!
=

=
X
σ∈Sn

Ã
sig(σ)

Y
i

Aσ(i),i

!
=
X
σ∈Sn

Ã
sig(σ)

Y
i

Ai,σ−1(i)

!
=

=
X

σ−1∈Sn

Ã
sig(σ−1)

Y
i

Ai,σ−1(i)

!
.

Pues sig (σ−1) = sig (σ) (f́jese en que σ◦σ−1 = (1) ) y además la función Sn
( )−1

À³ Sn
es una biyección (es su propio inverso).

∴ det
¡
At
¢
= det (A) .

Corolario 17 det :Mn×n (F )→ F es una función n−lineal y alternante respecto a
los renglones.

En particular podemos describir el efecto de una operación elemental de renglón
en el determinante de una matriz.

SiR es una operación elemental de renglón, denotemos Ŕ la operación de columna
correspondiente, por ejemplo (Ik,l)́ = Ik,l.

Corolario 18 Si R es una operación elemental de renglón, entonces

1. det (R (A)) = −det (A) si R = Ik,l.

2. det (R (A)) = cdet (A) si R =Mc,i.

3. det (R (A)) = det (A) si R = Sc,i,j.

210 CAPÍTULO 6. DETERMINANTES

Demostración. Hemos visto que un determinante calculado en una matriz de
rango menor que n,vale 0.
Por otra parte recordemos que

rango (AB) 6 ḿn {rango (A) , rango (B)} ,

por lo que si una de las dos matrices, A ó B tiene rango menor que n, entonces AB
también tiene rango menor que n y

rango (AB) = 0 = rango (A) rango (B) .

Supongamos que tanto A como B son de rango n. Entonces B se puede escribir como
producto de matrices elementales. (Corolario 9)

B = E1E2...Ek

Aplicando el Teorema anterior varias veces obtenemos que

δ (B) = δ (E1) δ (E2) ...δ (Ek) .

Aplicando el mismo Teorema, tenemos que

δ (AB) = δ (AE1E2...Ek) = δ (A) δ (E1) δ (E2) ...δ (Ek) = δ (A) δ (B) .

Teorema 87 El determinante es único.

Demostración. Supongamos que δ1,δ2 : Mn×n (F )⇒ F son dos determinantes.
Hemos visto que tienen que coincidir en las matrices de rango menor que n, donde
valen 0 y en las matrices elementales.
Supongamos ahora que A es una matriz de rango n, entonces

A = E1E2...Ek

y
δ1 (A) = δ1 (E1) · δ1 (E2) · ... · δ1 (Ek) =

= δ2 (E1) · δ2 (E2) · ... · δ2 (Ek) = δ2 (A) .

Toda vez que hemos visto que el determinante de orden n es único, podemos
hablar del determinante y no de “un determinante”.
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Teorema 88 det (At) = det (A) ,∀A ∈Mn×n (F ) .

Demostración.

det
¡
At
¢
=
X
σ∈Sn

Ã
sig(σ)

Y
i

At
i,σ(i)

!
=
X
σ∈Sn

Ã
sig(σ)

Y
i

Aσ(i),i

!
=

=
X
σ∈Sn

Ã
sig(σ)

Y
i

Aσ(i),i

!
=
X
σ∈Sn

Ã
sig(σ)

Y
i

Ai,σ−1(i)

!
=

=
X

σ−1∈Sn

Ã
sig(σ−1)

Y
i

Ai,σ−1(i)

!
.

Pues sig (σ−1) = sig (σ) (f́jese en que σ◦σ−1 = (1) ) y además la función Sn
( )−1

À³ Sn
es una biyección (es su propio inverso).

∴ det
¡
At
¢
= det (A) .

Corolario 17 det :Mn×n (F )→ F es una función n−lineal y alternante respecto a
los renglones.

En particular podemos describir el efecto de una operación elemental de renglón
en el determinante de una matriz.

SiR es una operación elemental de renglón, denotemos Ŕ la operación de columna
correspondiente, por ejemplo (Ik,l)́ = Ik,l.

Corolario 18 Si R es una operación elemental de renglón, entonces

1. det (R (A)) = −det (A) si R = Ik,l.

2. det (R (A)) = cdet (A) si R =Mc,i.

3. det (R (A)) = det (A) si R = Sc,i,j.

210 CAPÍTULO 6. DETERMINANTES

Demostración. Hemos visto que un determinante calculado en una matriz de
rango menor que n,vale 0.
Por otra parte recordemos que

rango (AB) 6 ḿn {rango (A) , rango (B)} ,

por lo que si una de las dos matrices, A ó B tiene rango menor que n, entonces AB
también tiene rango menor que n y

rango (AB) = 0 = rango (A) rango (B) .

Supongamos que tanto A como B son de rango n. Entonces B se puede escribir como
producto de matrices elementales. (Corolario 9)

B = E1E2...Ek

Aplicando el Teorema anterior varias veces obtenemos que

δ (B) = δ (E1) δ (E2) ...δ (Ek) .

Aplicando el mismo Teorema, tenemos que

δ (AB) = δ (AE1E2...Ek) = δ (A) δ (E1) δ (E2) ...δ (Ek) = δ (A) δ (B) .

Teorema 87 El determinante es único.

Demostración. Supongamos que δ1,δ2 : Mn×n (F )⇒ F son dos determinantes.
Hemos visto que tienen que coincidir en las matrices de rango menor que n, donde
valen 0 y en las matrices elementales.
Supongamos ahora que A es una matriz de rango n, entonces

A = E1E2...Ek

y
δ1 (A) = δ1 (E1) · δ1 (E2) · ... · δ1 (Ek) =

= δ2 (E1) · δ2 (E2) · ... · δ2 (Ek) = δ2 (A) .

Toda vez que hemos visto que el determinante de orden n es único, podemos
hablar del determinante y no de “un determinante”.
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−58 −1 −86 18
−90 94 23 −44
53 83 −84 171
17 72 −99 −13




( )t7−→



−58 −90 53 17
−1 94 83 72
−86 23 −84 −99
18 −44 171 −13


 .

6.2. El desarrollo por renglones del

determinante

Notación 12 Si A ∈ Mn×m (F ) , i, j ∈ {1, ..., n} , denotaremos dAi,j,la matriz en
M(n−1)×(m−1) (F ) que se obtiene al suprimir el renglón i−ésimo y la columna j−ésima
de la matriz A

Ejemplo 98 Si A =



−53 −58 −90 53 17
85 −1 94 83 72
49 −86 23 −84 −99
78 19 −50 88 −85


 , entonces

dA2,4 =



−53 −58 −90 17
49 −86 23 −99
78 19 −50 −85


 .

Observación 71 Sea σ : Sn À³ Sn una biyección tal que σ (n) = n. Entonces

sig (σ) = sig
¡
σ|{1,...,n−1}

¢

Demostración. Si σ es la identidad en {1, ..., n}entonces σ|{1,...,n−1} es la identi-
dad en {1, ..., n− 1} , y ambas tienen signo 1.
Si σ 6= (1) , entonces la factorización de σ en ciclos ajenos no triviales coincide con

la factorización de σ|{1,...,n−1}, debido a que como σ (n) = n, entonces n no está en
ningún ciclo de la factorización de σ.

Entonces tenemos que:

Lema 12
P
σ

σ(n)=n

sig (σ)
nQ
i=1

Ai,σ(i) = An.n · det
³dAn,n

´
.
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Demostración. Simplemente notemos que

R (A) =
¡¡
Ŕ (A)t

¢¢t
,

entonces
det (R (A)) = det

³¡
Ŕ
¡
At
¢¢t´

=

= det
¡
Ŕ
¡
At
¢¢
= det

¡¡
At
¢
· Ŕ (In)

¢
=

= det
¡
At
¢
det (Ŕ (In)) =

= det (A) det (Ŕ (In)) =
= det (A · Ŕ (In)) =
= det (Ŕ (A))

Aś que
det (Ii,j (A)) = det (Ii,j́A) = det

¡
Íi,j (A)

¢
= −det (A) .

det (Mc,i (A)) = det (Mc,í (A)) = c · det (A)
y

det (Sc,i,j (A)) = det (Sc,i,j́ (A)) = det
¡
Sc,i,j (In) · (A)

¢
= det (A) .

Ejemplo 97 Veamos un ejemplo de que R (A) =
¡¡
Ŕ (A)t

¢¢t
:

Digamos que

A =



−58 −90 53 17
−1 94 83 72
−86 23 −84 −99
19 −50 88 −85




y queremos aplicar la operación elemental de renglón S1,2,4. Es decir que queremos
sumar el segundo renglón al cuarto. Es claro que se obtiene



−58 −90 53 17
−1 94 83 72
−86 23 −84 −99
18 44 171 −13


 .

Esto mismo lo podemos hacer de la siguiente manera


−58 −90 53 17
−1 94 83 72
−86 23 −84 −99
19 −50 88 −85




( )t7−→



−58 −1 −86 19
−90 94 23 −50
53 83 −84 88
17 72 −99 −85




S1,2,47−→
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la factorización de σ|{1,...,n−1}, debido a que como σ (n) = n, entonces n no está en
ningún ciclo de la factorización de σ.

Entonces tenemos que:

Lema 12
P
σ

σ(n)=n

sig (σ)
nQ
i=1
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³dAn,n

´
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= det
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At
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det (Ŕ (In)) =

= det (A) det (Ŕ (In)) =
= det (A · Ŕ (In)) =
= det (Ŕ (A))

Aś que
det (Ii,j (A)) = det (Ii,j́A) = det

¡
Íi,j (A)

¢
= −det (A) .

det (Mc,i (A)) = det (Mc,í (A)) = c · det (A)
y

det (Sc,i,j (A)) = det (Sc,i,j́ (A)) = det
¡
Sc,i,j (In) · (A)

¢
= det (A) .

Ejemplo 97 Veamos un ejemplo de que R (A) =
¡¡
Ŕ (A)t

¢¢t
:

Digamos que

A =



−58 −90 53 17
−1 94 83 72
−86 23 −84 −99
19 −50 88 −85




y queremos aplicar la operación elemental de renglón S1,2,4. Es decir que queremos
sumar el segundo renglón al cuarto. Es claro que se obtiene



−58 −90 53 17
−1 94 83 72
−86 23 −84 −99
18 44 171 −13


 .

Esto mismo lo podemos hacer de la siguiente manera


−58 −90 53 17
−1 94 83 72
−86 23 −84 −99
19 −50 88 −85




( )t7−→



−58 −1 −86 19
−90 94 23 −50
53 83 −84 88
17 72 −99 −85




S1,2,47−→
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entonces para σ ∈ Sn tal que σ (n) = n, se tiene que

Aj,σ(j) =
³dAn,k

´
j,γ̂σ|{1,...,n−1}(j)

.

Lema 13 Consideremos {σ ∈ Sn | σ (n) = k}, entonces
X
σ

σ(n)=k

sig (σ)
nY

j=1

Aj,σ(j) =
³
An,k (−1)n−k det

³dAn,k

´´
.

Demostración.

X
σ

σ(n)=k

sig (σ)
nY

j=1

Aj,σ(j) =
X
σ

σ(n)=k

sig (σ)

Ã Y
j<n−1

³dAn,k

´
j,γ̂σ|{1,...,n−1}(j)

!
·An,k =

= An,k ·
X
σ

σ(n)=k

sig (γ) sig (γ ◦ σ)
Ã Y

j<n−1

³dAn,k

´
j,γ̂σ|{1,...,n−1}(j)

!
.

Ahora observemos el siguiente diagrama conmutativo:

{1, ..., n}
σ
À³ {1, ..., n} À

γ
³ {1, ..., n}

↑ ↑ ↑
{1, ..., n− 1} À

σ|{1,...,n−1}−−−−−−−−→ {1, ..., n} \ {k}
γ̂
À³ {1, ..., n− 1}

Donde las echas horizontales son biyecciones. Desde luego, γ (k) = n. Ahora, como
(γ ◦ σ) (n) = γ (k) = n, entonces tenemos que
sig (γ ◦ σ) = sig

¡
γ̂ ◦ σ|{1,...,n−1}

¢
. Por otra parte, si expresamos γ en notación ćclica

tenemos que
γ = (n, n− 1, n− 2, ..., k)

aś que si signo es (−1)n−(k−1)+1 = (−1)n−k .
Notemos además que

{σ ∈ Sn | σ (n) = k} À³ Sn−1
σ 7→ γ̂ ◦ σ|{1,...,n−1}

es una biyección. (Si uno observa que dominio y codominio tienen (n− 1)! elementos
basta observar que la función es inyectiva:

γ̂ ◦ σ|{1,...,n−1} = γ̂ ◦ λ|{1,...,n−1} ⇒ σ|{1,...,n−1} = λ|{1,...,n−1},
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Demostración.

X
σ

σ(n)=n

sig (σ)
nY
i=1

Ai,σ(i) =
X
σ

σ(n)=n

sig (σ)
n−1Y
i=1

Ai,σ(i)An.n =

= An.n ·
X

σ|{1,...,n−1}

sig
¡
σ|{1,...,n−1}

¢ n−1Y
i=1

Ai,σ|{1,...,n−1}(i) =

An.n ·
X

γ∈Sn−1
sig (γ)

n−1Y
i=1

Ai,γ(i) = An.n · det
³dAn,n

´
.

Pues
{σ ∈ Sn | σ (n) = n} → Sn−1

σ 7→ σ|{1,...,n−1}

es una biyección, por lo que “cuando σ corre sobre {σ ∈ Sn | σ (n) = n} , σ|{1,...,n−1}
corre sobre Sn−1”.

Observación 72 Consideremos A ∈Mn×n (F ) , j ∈ {1, ..., n} . Consideremos ahora
el coeciente k, l de dAn,j

A1,1 A1,2 ... A1,j−1 · A1,j+1 ... A1,n

A2,1 A2,2 ... A2,j−1 · A2,j+1 ... A2,n

A3,1 A3,2 ... A3,j−1 · A3,j+1 ... A3,n
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
· · ... ... · ... ... ·

. (6.2)

entonces ³dAn,j

´
k,l
=

½
Ak,l si l < j
Ak,l+1si l ≥ j

.

Por ejemplo, observe el coeciente A1,j+1 en la matriz 6.2, y note que está en la

j−ésima columna de dAn,j.
Aś que si tomamos la función

{1, ..., n} \ {k} γ̂→ {1, ..., n− 1}

j 7−→
½

j si j < k
j − 1 si j > k
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entonces para σ ∈ Sn tal que σ (n) = n, se tiene que

Aj,σ(j) =
³dAn,k

´
j,γ̂σ|{1,...,n−1}(j)

.
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X
σ
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nY
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´´
.
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!
.
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À³ {1, ..., n} À

γ
³ {1, ..., n}

↑ ↑ ↑
{1, ..., n− 1} À

σ|{1,...,n−1}−−−−−−−−→ {1, ..., n} \ {k}
γ̂
À³ {1, ..., n− 1}

Donde las echas horizontales son biyecciones. Desde luego, γ (k) = n. Ahora, como
(γ ◦ σ) (n) = γ (k) = n, entonces tenemos que
sig (γ ◦ σ) = sig

¡
γ̂ ◦ σ|{1,...,n−1}

¢
. Por otra parte, si expresamos γ en notación ćclica

tenemos que
γ = (n, n− 1, n− 2, ..., k)

aś que si signo es (−1)n−(k−1)+1 = (−1)n−k .
Notemos además que

{σ ∈ Sn | σ (n) = k} À³ Sn−1
σ 7→ γ̂ ◦ σ|{1,...,n−1}

es una biyección. (Si uno observa que dominio y codominio tienen (n− 1)! elementos
basta observar que la función es inyectiva:

γ̂ ◦ σ|{1,...,n−1} = γ̂ ◦ λ|{1,...,n−1} ⇒ σ|{1,...,n−1} = λ|{1,...,n−1},
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Demostración.
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¢ n−1Y
i=1

Ai,σ|{1,...,n−1}(i) =

An.n ·
X

γ∈Sn−1
sig (γ)

n−1Y
i=1

Ai,γ(i) = An.n · det
³dAn,n

´
.

Pues
{σ ∈ Sn | σ (n) = n} → Sn−1

σ 7→ σ|{1,...,n−1}

es una biyección, por lo que “cuando σ corre sobre {σ ∈ Sn | σ (n) = n} , σ|{1,...,n−1}
corre sobre Sn−1”.

Observación 72 Consideremos A ∈Mn×n (F ) , j ∈ {1, ..., n} . Consideremos ahora
el coeciente k, l de dAn,j

A1,1 A1,2 ... A1,j−1 · A1,j+1 ... A1,n

A2,1 A2,2 ... A2,j−1 · A2,j+1 ... A2,n

A3,1 A3,2 ... A3,j−1 · A3,j+1 ... A3,n
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...
. . .

...
...

...
. . .

...
· · ... ... · ... ... ·

. (6.2)

entonces ³dAn,j

´
k,l
=

½
Ak,l si l < j
Ak,l+1si l ≥ j

.

Por ejemplo, observe el coeciente A1,j+1 en la matriz 6.2, y note que está en la

j−ésima columna de dAn,j.
Aś que si tomamos la función

{1, ..., n} \ {k} γ̂→ {1, ..., n− 1}

j 7−→
½

j si j < k
j − 1 si j > k
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¿Cuántos intercambios de renglón hicimos? Escribiendo n = m + (n−m) , vemos
que hicimos n−m intercambios.

Sea B =




A1
¯

A2
¯...

Am−1
Am+1
...
An
¯

Am
¯




la matriz que se obtuvo al hacer los intercambios. Es claro

que

det (A) = (−1)n−m det (B) = (−1)m−n det (B) .

hagamos ahora el desarrollo del determinante de B respecto el último renglón.
Entonces

det (B) =
X
k

³
Bn,k (−1)n−k det

³dBn,k

´´
=

=
X
k

³
Am,k (−1)n−k det

³
[Am,k

´´

Pues dBn,k =[Am,k.
Entonces

det (A) = (−1)m−n ·
X
k

³
Am,k (−1)n−k det

³
[Am,k

´´
=

=
X
k

³
Am,k (−1)m−k det

³
[Am,k

´´
=
X
k

³
Am,k (−1)m+k det

³
[Am,k

´´
.

Pues (−1)m−k = (−1)m+k , ya que (−1)−k = (−1)k , pues (−1)−k ·(−1)k = (−1)0 = 1.

El resultado anterior, junto con el hecho de que det (A) = det (At) implica que el
determinante también se puede desarrollar por columnas:

det (A) =
X
k

µ
(Am,k)

t (−1)m+k det

µ
\(Am,k)

t

¶¶
=

=
X
k

³
(Ak,m) (−1)m+k det

³
\(Ak,m)

´´
,
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pero además σ (n) = k = λ (n) .
Por lo tanto X

σ
σ(n)=k

sig (σ)
nY

j=1

Aj,σ(j) =

= An,k·

·
X

γ̂◦σ|{1,...,n−1}
(−1)n−k sig

¡
γ̂ ◦ σ|{1,...,n−1}

¢Ã Y
j<n−1

³dAn,k

´
j,γ̂σ|{1,...,n−1}(j)

!
=

= An,k (−1)n−k · det
³dAn,k

´
.

Teorema 89 det (A) =
P
k

³
An,k (−1)n−k det

³dAn,k

´´
.

Demostración.

det (A) =

=
X
k



X
σ

σ(n)=k

sig (σ)
nY
i=1

Ai,σ(i)


 =

=
X
k

³
An,k (−1)n−k det

³dAn,k

´´
.

La ecuación anterior se llama el desarrollo del determinante respecto al n-ésimo
renglón.
El determinante se puede desarrollar respecto de cualquier renglón:

Corolario 19 det (A) =
P
k

³
Am,k (−1)m−k det

³dAm,k

´´
. (desarrollo del determi-

nante respecto al m−ésimo renglón).

Demostración. Podemos suponer que m < n. Por medio de intercambios de
renglón llevemos el renglón m−ésimo al último renglón. Es decir, aplicamos sucesi-
vamente las operaciones elementales de renglón

Im,m+1,Im+1,m+2, ..., In−1,n
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¿Cuántos intercambios de renglón hicimos? Escribiendo n = m + (n−m) , vemos
que hicimos n−m intercambios.

Sea B =




A1
¯

A2
¯...

Am−1
Am+1
...
An
¯

Am
¯




la matriz que se obtuvo al hacer los intercambios. Es claro

que

det (A) = (−1)n−m det (B) = (−1)m−n det (B) .

hagamos ahora el desarrollo del determinante de B respecto el último renglón.
Entonces

det (B) =
X
k

³
Bn,k (−1)n−k det

³dBn,k

´´
=

=
X
k

³
Am,k (−1)n−k det

³
[Am,k

´´

Pues dBn,k =[Am,k.
Entonces

det (A) = (−1)m−n ·
X
k

³
Am,k (−1)n−k det

³
[Am,k

´´
=

=
X
k

³
Am,k (−1)m−k det

³
[Am,k

´´
=
X
k

³
Am,k (−1)m+k det

³
[Am,k

´´
.

Pues (−1)m−k = (−1)m+k , ya que (−1)−k = (−1)k , pues (−1)−k ·(−1)k = (−1)0 = 1.
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determinante también se puede desarrollar por columnas:
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pero además σ (n) = k = λ (n) .
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j,γ̂σ|{1,...,n−1}(j)

!
=

= An,k (−1)n−k · det
³dAn,k

´
.

Teorema 89 det (A) =
P
k

³
An,k (−1)n−k det

³dAn,k

´´
.

Demostración.

det (A) =

=
X
k



X
σ

σ(n)=k

sig (σ)
nY
i=1

Ai,σ(i)


 =

=
X
k

³
An,k (−1)n−k det

³dAn,k

´´
.

La ecuación anterior se llama el desarrollo del determinante respecto al n-ésimo
renglón.
El determinante se puede desarrollar respecto de cualquier renglón:

Corolario 19 det (A) =
P
k

³
Am,k (−1)m−k det

³dAm,k

´´
. (desarrollo del determi-

nante respecto al m−ésimo renglón).

Demostración. Podemos suponer que m < n. Por medio de intercambios de
renglón llevemos el renglón m−ésimo al último renglón. Es decir, aplicamos sucesi-
vamente las operaciones elementales de renglón

Im,m+1,Im+1,m+2, ..., In−1,n
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Aś sucede que el desarrollo respecto del i−ésimo renglón del determinante de A
es

det (A) =
X
j

Ai,j (−1)i+j det
³dAi,j

´
=
X
j

Ai,jCi,j =
X
j

Ai,jCj,i =
¡
ACt

¢
i,i

Como esto sucede para cada i, entonces los elementos de la diagonal en el producto

ACt

es det (A).
Veamos lo que es un elemento fuera de la diagonal del producto ACt, calculemos

¡
ACt

¢
i,j
, i 6= j.

¡
ACt

¢
i,j
=
X
k

Ai,kC
t
k,j =

X
k

Ai,kCj,k =
X
k

Ai,k (−1)j+k det
³dAj,k

´

que es el desarrollo respecto al j−ésimo renglón de la matriz



j renglones




A1
¯

A2
¯...

Ai
¯...

Ai
¯...

An
¯




,

y es 0, siendo el determinante de una matriz con dos renglones iguales.
Resumimos lo anterior en la siguiente fórmula:

ACt = det (A) · In =




det (A) 0 ... 0
0 det (A) ... 0

0 0
. . . 0

0 0 ... det (A)


 . (6.3)

Análogamente,

¡
CtA

¢
i,i
=
X
k

Ct
i,kAk,i

X
k

Ck,iAk,i =
X
k

Ak,i (−1)i+k det
³dAk,i

´
= det (A) .
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pues \(Am,k)
t =

³
\(Ak,m)

´t
.

det (A) =
X
k

³
(Ak,m) (−1)m+k det

³
\(Ak,m)

´´

se llama el desarrollo del determinante respecto a la m−ésima columna.

Nota 3 Es claro que det (A) = 0 si A tiene dos renglones iguales.

6.3. Invertibilidad y el determinante

Denición 89 1. Sea A ∈Mn×n (F ) , denimos el cofactor de Ai,j, Ci,j por

Ci,j = (−1)i+j det
³dAi,j

´

2. Denimos la matriz de cofactores de A,

C ∈Mn×n (F )

por la misma relación anterior.

Ejemplo 99 Si

A =



−5 −5 7
−5 7 0
7 6 4




Entonces

C2,3 = (−1)2+3 det
µ
−5 −5
7 6

¶
= −5,

C1,2 = (−1)1+2 det
µ
−5 0
7 4

¶
= 20.

La matriz de cofactores es




28 20 −79
62 −69 −5
−49 −35 −60


 .
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Notación 13 La transpuesta de la matriz de cofactores se suele llamar la “adjunta
clásica” o “adjugada”.

Ejemplo 100 Calcularemos el determinante de A =




1 2 −1 −1
−3 0 2 1
2 −1 5 4
−1 6 3 3




det (A) = det (S2,3,1 (A)) = det




5 0 9 7
−3 0 2 1
2 −1 5 4
−1 6 3 3


 =

= detS6,3,4




5 0 9 7
−3 0 2 1
2 −1 5 4
11 0 33 27


 = (−1) (−1)3+2 det




5 9 7
−3 2 1
11 33 27


 =

= det


S−2,3,2S3,3,1




5 9 7
−3 2 1
11 33 27




 = det



26 −5 7
0 0 1
92 −21 27


 =

= (−1)2+3 det
µ
26 −5
92 −21

¶
= −2 det

µ
13 −5
46 −21

¶
=

= −2 · (13 · (−21) + 5 · 46) = 86.

Ejercicio 155 Sea M ∈ Mn×n (F ) , A ∈ Mr×r (F ) , B ∈ M(n−r)×(n−r) (F ) , r 6 n,
de tal manera que

M =

µ
A C
0 B

¶
.

Demostrar que det (M) = det (A) det (B) . Sugerencia: inducción sobre r y de-
sarrollo respecto a la primera columna.

Ejemplo 101 det



1 2 7
3 4 9
0 0 3


 = det

µ
1 2
3 4

¶
· 3 = (4− 6) · 3 = −6.

Ejemplo 102 Sean c0, ..., cn elementos de un campo innito F. Se dene

Pn (F )
T→ Fn+1

f 7→ (f (c0) , ..., f (cn))
.

220 CAPÍTULO 6. DETERMINANTES

Pues es el desarrollo del determinante de A respecto a la i−ésima columna de A.
También, para i 6= j,

¡
CtA

¢
i,j
=
X
k

Ct
i,kAk,j =

X
k

Ak,jCk,i =
X
k

Ak,j (−1)i+k det
³dAk,i

´

que es el desarrollo respecto a la i−ésima columna del determinante de la matriz
Ã
A1
¯ A2

¯ ... Aj
¯| {z }

i columnas

... Aj−1 Aj
¯ ... A

n
¯

!
.

Por tener dos columnas iguales el determinante de la matriz anterior es 0.
Entonces

CtA = det (A) · In =




det (A) 0 ... 0
0 det (A) ... 0

0 0
. . . 0

0 0 ... det (A)


 . (6.4)

Corolario 20 A ∈Mn×n (F ) es invertible si y sólo si det (A) 6= 0.

Demostración. ⇐) Tenemos que

A

µµ
1

det (A)

¶
Ct

¶
=




1 0 ... 0
0 1 ... 0
...
...
. . .

...
0 0 ... 1




y también

µµ
1

det (A)

¶
Ct

¶
A =




1 0 ... 0
0 1 ... 0
...
...
. . .

...
0 0 ... 1


 .

Aś que
³

1
det(A)

´
Ct = A−1.

⇒) Si A es invertible, entonces

1 = det (In) = det
¡
AA−1

¢
= det (A) det

¡
A−1

¢
.

por lo que det (A) 6= 0 y además det (A−1) = 1
det(A)

.
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220 CAPÍTULO 6. DETERMINANTES

Pues es el desarrollo del determinante de A respecto a la i−ésima columna de A.
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Aś que
³

1
det(A)

´
Ct = A−1.

⇒) Si A es invertible, entonces

1 = det (In) = det
¡
AA−1

¢
= det (A) det

¡
A−1

¢
.

por lo que det (A) 6= 0 y además det (A−1) = 1
det(A)

.

interiores.indd   221 22/3/11   10:49:24



6.4. LA REGLA DE CRAMER 223

Para ver esto último, simplemente note que el coeciente principal de fn es
1

n−1Q
j=0

(cn−cj)
.

Aś que si expresamos xn como combinación lineal de
©
1, x, ..., xn−1, fn

ª

el último coeciente es
n−1Q
j=0

(cn − cj).

Por otra parte,

[T ]γβ́ =




1 c0 ... cl−10 0
1 c1 ... cl−11 0
...

...
. . .

...
...

1 cn−1 ... cl−1n−1 0
1 cn ... cl−1n 1



.

Aś
det

³
[T ]γβ

´
= det

³
[T ]γβ́

´
det

³
[Id]β́β

´
=

= det




1 c0 ... cl−10 0
1 c1 ... cl−11 0
...

...
. . .

...
...

1 cn−1 ... cl−1n−1 0
1 cn ... cl−1n 1







1 0 ... 0 α1

0 1 ...
... α2

...
...
. . .

...
...

0 0 ... 1 αn−1

0 0 ... 0
n−1Q
j=0

(cn − cj)



=

= det




1 c0 ... cl−10

1 c1 ... cl−11
...

...
. . .

...
1 cn−1 ... cl−1n−1




n−1Y
j=0

(cn − cj) =

=
Y

j<i6n−1
(cn − cj)

n−1Y
j=0

(cn − cj) =
Y
j<i

(cn − cj)

6.4. La regla de Cramer

Sea A ∈Mn×n (F ) , una matriz invertible, consideremos el sistema de ecuaciones

A�x = �b,

222 CAPÍTULO 6. DETERMINANTES

Tomemos β y γ las bases canónicas de Pn (F ) y de F
n+1, respectivamente. Entonces

[T ]γβ =




1 c0 c20 ... cn0
1 c1 c21 ... cn1
1 c2 c22 ... cn2
...

...
...
. . .

...
1 cn c2n ... cnn



.

Veremos que

det
³
[T ]γβ

´
=
Y
j<i

(ci − cj) .

Por inducción sobre n.
Base. Si n = 0, entonces

[T ]γβ =
¡
1
¢
,

aś que Y
j<i60

(ci − cj) =
Y
j∈∅

(ci − cj) = 1 = det
¡
1
¢
= det

³
[T ]γβ

´
.

Paso inductivo. Supongamos que n > 0 y la armación cierta para n− 1.
Recordemos que

[T ]γβ = [Id]
γ
γ [T ]

γ
β́ [Id]

β́
β

para cualquier base β́ de Pn (F ).
Sea

β́ =
©
1, x, ..., xn−1, fn

ª

donde

fn =

n−1Q
j=0

(x− cj)

n−1Q
j=0

(cn − cj)

.

Entonces

[Id]β́β =




1 0 ... 0 α1

0 1 ...
... α2

...
...
. . .

...
...

0 0 ... 1 αn−1
0 0 ... 0 αn



con αn =

n−1Y
j=0

(cn − cj) .
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Aś que si expresamos xn como combinación lineal de
©
1, x, ..., xn−1, fn

ª

el último coeciente es
n−1Q
j=0

(cn − cj).

Por otra parte,

[T ]γβ́ =




1 c0 ... cl−10 0
1 c1 ... cl−11 0
...

...
. . .

...
...

1 cn−1 ... cl−1n−1 0
1 cn ... cl−1n 1



.

Aś
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det
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1
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,

aś que Y
j<i60
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j∈∅

(ci − cj) = 1 = det
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1
¢
= det

³
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´
.
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Recordemos que

[T ]γβ = [Id]
γ
γ [T ]

γ
β́ [Id]

β́
β

para cualquier base β́ de Pn (F ).
Sea

β́ =
©
1, x, ..., xn−1, fn

ª

donde

fn =

n−1Q
j=0

(x− cj)

n−1Q
j=0

(cn − cj)

.

Entonces

[Id]β́β =




1 0 ... 0 α1

0 1 ...
... α2

...
...
. . .

...
...

0 0 ... 1 αn−1
0 0 ... 0 αn



con αn =

n−1Y
j=0

(cn − cj) .

interiores.indd   223 22/3/11   10:49:36



6.4. LA REGLA DE CRAMER 225

Ejemplo 103 Consideremos el sistema

µ
5 1
3 2

¶µ
x1
x2

¶
=

µ
8
2

¶

Es decir, µ
5x1 + x2
3x1 + 2x2

= 8
= 2

¶

det

µ
5 1
3 2

¶
= 10− 3 = 7.

Ahora

Ejemplo 104 s1 =

det


 8 1
2 2




7
= 2, s2 =

det


 5 8
3 2




7
−2.

Ejemplo 105



3 1 3
1 1 2
3 0 1






x1
x2
x3


 =




a
b
c


 .

det



3 1 3
1 1 2
3 0 1


 = det



−6 1 3
−5 1 2
0 0 1


 = det

µ
−6 1
−5 1

¶
= −6 + 5 = −1.

Entonces

s1 =

det




a 1 3
b 1 2
c 0 1




−1 = −a+ b+ c.

s2 =

det



3 a 3
1 b 2
3 c 1




−1 = 6b+ 3c− 5a

s3 =

det



3 1 a
1 1 b
3 0 c




−1 = −2c+ 3a− 3b.

224 CAPÍTULO 6. DETERMINANTES

con �b ∈ F n. El sistema anterior se puede escribir en las formas equivalentes:

A1x1 +A2x2 + ...+Anxn = �b.

O bien
A1,1x1+ A1,2x2+ ... +A1,nxn = 0
A2,1x1+ A2,2x2+ ... +A2,nxn = 0

...
...

. . .
...

...
An,1x1+ An,2x2+ ... +An,nxn = 0

.

Desde luego, el sistema tiene la solución única

A−1�b.

Digamos que




s1
s2
...
sn


 = A−1�b es la solución y calculemos

(det)
j

A

³
�b
´
= det

³
A1 A2 ...Aj−1 �b Aj+1...An

´
=

= det
¡
A1 A2 ...Aj−1 A1s1 +A2s2 + ...+Ansn Aj+1...An

¢
=

=
X
k=1

det
¡
A1 A2 ...Aj−1 A2sk Aj+1...An

¢
=

=
X
k=1

sk det
¡
A1 A2 ...Aj−1 Ak Aj+1...An

¢
.

Todos los sumando que corresponden a k 6= j son 0 pues en

¡
A1 A2 ...Aj−1 Ak Aj+1...An

¢

las columnas j−ésima y k−ésima coinciden.
Entonces

(det)
j

A

³
�b
´
= sj det

¡
A1 A2 ...Aj−1 Aj Aj+1...An

¢
= sj det (A) .

∴ sj =
det

³
A1 A2 ...Aj−1 �b Aj+1...An

´

det (A)
. (Regla de Cramer)
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A1,1x1+ A1,2x2+ ... +A1,nxn = 0
A2,1x1+ A2,2x2+ ... +A2,nxn = 0

...
...

. . .
...

...
An,1x1+ An,2x2+ ... +An,nxn = 0

.

Desde luego, el sistema tiene la solución única

A−1�b.

Digamos que




s1
s2
...
sn


 = A−1�b es la solución y calculemos

(det)
j

A

³
�b
´
= det

³
A1 A2 ...Aj−1 �b Aj+1...An

´
=

= det
¡
A1 A2 ...Aj−1 A1s1 +A2s2 + ...+Ansn Aj+1...An

¢
=

=
X
k=1

det
¡
A1 A2 ...Aj−1 A2sk Aj+1...An

¢
=

=
X
k=1

sk det
¡
A1 A2 ...Aj−1 Ak Aj+1...An

¢
.

Todos los sumando que corresponden a k 6= j son 0 pues en

¡
A1 A2 ...Aj−1 Ak Aj+1...An

¢

las columnas j−ésima y k−ésima coinciden.
Entonces

(det)
j

A

³
�b
´
= sj det

¡
A1 A2 ...Aj−1 Aj Aj+1...An

¢
= sj det (A) .

∴ sj =
det

³
A1 A2 ...Aj−1 �b Aj+1...An

´

det (A)
. (Regla de Cramer)
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6.5. SIMILITUD 227

Lema 14 1. Si A y B representan a T : V → V, lineal dim (V ) nita, entonces
A y B son similares.

2. Si A representa a T : V → V, lineal dim (V ) nita, y B es similar a A, entonces
B representa a T.

3. Si A y B son similares, entonces A y B representan al mismo operador

Demostración. 1. A = [T ]ββ , B = [T ]
γ
γ para algunas base β y γ de V . Entonces

[T ]ββ = [Id]
β
γ [T ]

γ
γ [Id]

γ
β ,

como [Id]βγ =
³
[Id]γβ

´−1
, entonces A y B son similares.

2. Tenemos que A = [T ]ββ y B = QAQ−1 para alguna base β de V y alguna matriz
invertible Q ∈Mn×n (F ) . Entonces

B = Q [T ]ββ Q
−1

Basta hacer

Q−1 = [Id]βγ .

Para esto notemos que (Q−1)
j

= [��j]β donde ��j es el j−ésimo elemento de la base γ.
Basta pues, que denamos γ por medio de

��j = ϕ−1β
¡
Q−1

¢j
,

para tener que B = [T ]γγ .
5

3. Si A = QBQ−1, notemos que A = [A · ]cancan, donde F
n A·→ F n. Utilicemos ahora

el inciso anterior.

Corolario 21 Dos matrices A,B ∈Mn×n (F ) son similares si y sólo si representan
al mismo operador.

Ejercicio 158 Demuestre que si A ∈ Mn×n (F ) es una matriz triangular entonces

|A| =
nY
i=1

Ai,i.

5Desde luego, ϕ
β
: V → Fn es la función que env́a �� a su vector de coordenadas respecto a β.

226 CAPÍTULO 6. DETERMINANTES

Ejercicio 156 Muestre que son equivalentes para una función
δ :Mn×n (F )→ F :

1. δ es una función alternante tal que δ (In) = 1. (Es decir δ es un determinante).

2. δ (A) =
P
σ∈Sn

sig (σ)
Q
i

Ai,σ(i).

3. δ (A) =
P

j∈{1,...,n}
(−1)n+j An,j det

³dAn,j

´
.

i

a) δ es multiplicativa, es decir, δ (AB) = δ (A) δ (B) .

b) δ es una función aditiva respecto de la primera columna de cualquier ma-
triz, e. d. δ1A (��+ ��) = δ1A (��) + δ1A (��) .

c) δ (E) = 1, para toda matriz elemental del tercer tipo.

a) δ es multiplicativa,

b) δ (A) =
Q
i

Ai,i, para cualquier matriz triangular (inferior o superior).

6.5. Similitud

Recordemos que dada una matriz A ∈Mn×n (F ) , la función

Fn A·−→ Fn

es lineal y que [A · ]cancan = A. En este caso decimos que la matriz A representa a la
función lineal A · . En general:

Denición 90 Sea V T−→V una función lineal con dim (V ) = n < ∞, decimos que
A ∈Mn×n (F ) representa a T si A = [T ]

γ
γ, para alguna base γ de V.

Denición 91 Decimos que las matrices A,B ∈ Mn×n (F ) son similares si ∃Q ∈
Mn×n (F ) invertible tal que

A = Q−1BQ.

Escribiremos A w B en caso de que A y B sean similares.

Ejercicio 157 Demostrar que la relación de similitud es una relación de equivalen-
cia.
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6.5. SIMILITUD 229

Figura 6.1:

1. a) Demuestre que 4z1,z2,z3 ∼ 4w1,w2,w3 ⇔

¯̄
¯̄
¯̄
z1 w1 1
z2 w2 1
z3 w3 1

¯̄
¯̄
¯̄ = 0.

2. Demuestre que z1, z2, z3 son colineales ⇔

¯̄
¯̄
¯̄
z1 z1 1
z2 z2 1
z3 z3 1

¯̄
¯̄
¯̄ = 0.

3. Demuestre que 4z1,z2,z3 es equilátero ⇔ 4z1,z2,z3 = 4z3,z1,z2

⇔

¯̄
¯̄
¯̄
z1 z3 1
z2 z1 1
z3 z2 1

¯̄
¯̄
¯̄ .

Ejercicio 168 Encuentre una condición, usando determinantes, para que 0, z1, z2, z3
∈ |C| estén en un mismo ćrculo.

Ejercicio 169 Repita el ejercicio anterior, cambiando 0 por z4.

Ejercicio 170 Suponga que la matriz H se obtiene de A rotando”90◦ en el sentido
del reloj y sobre el centro de la matriz. Calcule el determinante de H en términos

del de A. (Por ejemplo



1 2 3
4 5 6
7 8 9


 7→



7 4 1
8 5 2
9 6 3


).

228 CAPÍTULO 6. DETERMINANTES

Ejercicio 159 Calcular

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

0 0 ... 0 1 0
0 0 ... 1 0 0
...
...

...
...
...

0 1 ... 0 0 0
1 0 ... 0 0 0
0 0. .. 0 0 1

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

.

Ejercicio 160 Sea A ∈Mn×n (C) , demuestre que
¯̄
Ā
¯̄
= |A|, donde

¡
Ā
¢
i,j
= Ai,j.

Ejercicio 161 Demuestra que |cA| = cn |A| , si c ∈ F,A ∈Mn×n (F ) .

Ejercicio 162 Sea A ∈ Mn×n (F ) , F un campo. Dena C por: Ci,j = αi−jAi,j,

α ∈ F \ {0} . Calcule |C| . (Si A =

µ
1 2
2 4

¶
∈ M2×2 (R) y α = 2, entonces

C =

µ
20 · 1 2−1 · 1
21 · 3 20 · 4

¶
).

Ejercicio 163 Demuestre que si A ∈ Mn×n (C) es tal que A = At, entonces |A| ∈
R .

Ejercicio 164 Sea A ∈ Mn×n (R) y sea B =




An

An−1
...
A1


 (note que se invirtió el

orden de los renglones de A). Calcule |B| .

Ejercicio 165 Note que trasponer una matriz es como reejar los coecientes sobre
la diagonal principal”, y que esto no cambia el determinante.

Suponga que B ∈ Mn×n (|R|) se obtiene reejando”los coecientes de A sobre
una ĺnea vertical que pas por el centro de la matriz. Calcule |B| en términos de |A| .
(Por ejemplo

µ
1 3
2 4

¶
7→
µ
3 1
4 2

¶
).

Ejercicio 166 Suponga que C se obtiene de A reejando sus elementos sobre una
ĺnea horizontal. Muestre que |C| = |B|.

Ejercicio 167 Sean z1, z2, z3, w1, w2, w3 ∈ C . Decimos que los triángulos 4z1,z2,z3

y 4w1,w2,w3 son semejantes (4z1,z2,z3 ∼ 4w1,w2,w3) si los ángulos internos de los dos
triángulos coinciden (en el mismo orden), es decir que se pueden numerar en el
sentido de las manecillas del reloj los ángulos, como α, β, γ.
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Caṕtulo 7

Polinomios con coecientes en R

7.1. Polinomios y el algoritmo de la división

Denición 92 Sea R un anillo, y N el conjunto de los naturales,

R(N) =
©
f ∈ RN | f (x) 6= 0 en un subconjunto nito de N

ª
.

Denición 93 Si f es un elemento de R(N), denotaremos

sop (f) =: {x ∈ N | f (x) 6= 0} .

Proposición 9
¡
R(N), +̃|R(N)×R(N) , 0̂

¢
es un subgrupo de

¡
RN, +̃, 0̂

¢
.

Demostración. Veremos que
¡
R(N), +̃|R(N)×R(N) , 0̂

¢
es un subgrupo del grupo¡

RN, +̃, 0̂
¢
:

1. Cerradura). Tenemos que observar que la suma de dos funciones con soporte
nito tiene soporte nito. Pero debe ser claro que sop

¡
f+̃g

¢
⊆ sop(f)∪ sop(g) pues

(f (x) + g (x) 6= 0⇒ (f (x) 6= 0 ∨ g (x) 6= 0)).
2. Neutro: la función constante 0̂ tiene soporte vaćo (que es nito).
3. sop(−f) =sop(f) .
Vamos a darle a R(N)estructura de anillo, deniendo la multiplicación de la si-

guiente manera:

Denición 94
(f ∗ g) (n) =

X
i+j=n

f (i) g (j) .

Proposición 10 ∗ es una operación asociativa, con neutro, en R(N) :

231

230 CAPÍTULO 6. DETERMINANTES

Ejercicio 171 20604, 53227, 25755, 20927, 78421 son múltiplos de 17. Demuestre que

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

2 0 6 0 4
5 3 2 2 7
2 5 7 5 5
2 0 9 2 7
7 8 4 2 1

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
≡ 0 mod 17.

Ejercicio 172 Calcular:

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

1 1 1 1
1 2 1 2
1 1 3 1
1 2 1 4

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
,

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1

2

1

3

1

4

1

5
1

3

1

4

1

5

1

6
1

4

1

5

1

6

1

7
1

5

1

6

1

7

1

8

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

.
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3. sop(−f) =sop(f) .
Vamos a darle a R(N)estructura de anillo, deniendo la multiplicación de la si-

guiente manera:

Denición 94
(f ∗ g) (n) =

X
i+j=n

f (i) g (j) .

Proposición 10 ∗ es una operación asociativa, con neutro, en R(N) :

231
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7.1. POLINOMIOS Y EL ALGORITMO DE LA DIVISIÓN 233

Proposición 12
¡
R(N), +̃, 0̂, ∗, 1̃

¢
es un anillo, el anillo de polinomios con coe-

cientes en R.

1. x =: (0, 1, 0, 0, 0̄, ...).

2. Como consecuencia de la denición anterior, x2 =: (0, 0, 1, 0, 0̄, ...),..., xn =:
(0, ..., 0, 1| {z },
n+1 

0, 0̄, ...). x0 = 1̃ =: (1, 0, 0̄, ...).

3. Si f : f (0) , f (1) , ..., f (n) , 0, 0̄, ... entonces f = f (0) 1̃+f (1)x+ ...+f (n)xn.

Denición 95 grad(f) =: máx {k | f (k) 6= 0}. Notemos que esta denición no in-
cluye al polinomio 0̂.

Lema 15 Si F es un campo, y f, g ∈ F (N)\
©
0̂
ª
, entonces f ◦ g 6= 0.

Demostración. Basta ver que grad(f ∗ g) =grad(f)+ grad(g) :
Si grad(f) = n y grad(g) = m, entonces f (n) 6= 0 y f (j) = 0 ∀j > n. Además

g (m) 6= 0 y g (j) = 0 ∀j > m. Entonces

(f ∗ g) (n+m) =
X

i+j=n+m

f (i) g (j) = f (n) g (m) 6= 0, ya que i ≥ n ó j ≥ m.

Además si k ≥ n + m, entonces (f ∗ g) (k) =
P

i+j=k

f (i) g (j) = 0, ya que i > n

ó j > m.

Teorema 90 La función ψ : R→ R(N) denida por ψ (r) = r̂, (la función (r, 0, 0̄, ...))
es una función que respeta la suma, el producto el uno, y además es inyectiva. Es
decir:

1. ψ (r + s) = ψ (r) + ψ (s) para cualesquiera r, s ∈ R.

2. ψ (r ∗ s) = ψ (r) ∗ ψ (s) para cualesquiera r, s ∈ R.

3. ψ (1) = 1.

4. ψ (r) = ψ (s)⇒ r = s.

232 CAPÍTULO 7. POLINOMIOS CON COEFICIENTES EN R

Demostración. 1.

n ∈ sop (f ∗ g)⇒ 0 6= (f ∗ g) (n) =
X
i+j=n

f (i) g (j)⇒ i ∈ sop (f) ∧ j ∈ sop (g)

para alguna i y alguna j tales que i + j = n. Como sop(f) y sop(g) son nitos,
también es nito el conjunto de productos f (i) g (j). que sean distintos de 0. Por lo
tanto sop(f ∗ g) es nito.
2. ∗ es asociativa:

((f ∗ g) ∗ h) (n) =
X
i+j=n

(f ∗ g) (i)h (j)

=
X
i+j=n

[(f ∗ g) (i)]h (j) =
X
i+j=n

"X
k+l=i

f (k) g (l)

#
h (j)

=
X

k+l+j=n

(f (k) g (l))h (j) .

Por otra parte si calculamos (f ∗ (g ∗ h)) (n) obtendremos
X

k+l+j=n

f (k) (g (l)h (j)) .

3. El neutro es la función 1̃ : N → R tal que 1̃ (0) = 1, 1̃ (n) = 0, para todo n > 0.
En efecto

¡
1̃ ∗ g

¢
(n) =

X
i+j=n

1̃ (i) g (j) = 1̃ (0) g (n) = g (n) =
¡
g ∗ 1̃

¢
(n) .

Proposición 11 ∗ se distribuye sobre la suma de R(N).

Demostración.

(f ∗ (g + h)) (n) =
X
i+j=n

f (i) (g + h) (j)

=
X
i+j=n

f (i) (g (j) + h (j)) =

" X
i+j=n

f (i) g (j) + f (i)h (j)

#

=
X
i+j=n

f (i) g (j) +
X
i+j=n

f (i)h (j) = (f ∗ g) (n) + (f ∗ h) (n) =

= [f ∗ g + f ∗ h] (n) .
Por lo tanto (f ∗ (g + h)) = f ∗ g + f ∗ h.
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¢
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0̂
ª
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Si grad(f) = 0 =grad(g) , entonces
f/g

g f
0 0 = r (x)

Si grad(f) = 0 < grad(g) entonces

0
g f

f f = r (x) , grad(f) <grad(g)

Paso inductivo:
Si grad(f) < grad(g) entonces

0
g f

f 0 = r (x)

Si grad(f) ≥ grad(g) , escribamos

f = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n

y
g = b0 + b1x+ b2x

2 + ...+ bmx
m

Multipliquemos g por xn−m. Entonces f −xn−mg = 0 ó grad(f − xn−mg) < grad(f) .
En el primer caso tenemos

xn−m

g f
0 0 = r (x)

y en el segundo tenemos

q
g f − xn−mg

r (x) 0 = r (x) ó grad(r) < grad(g)
,

por hipótesis de inducción.
En este último caso, f − xn−mg = qg + r, es decir que

xn−m + q
g f

r (x) 0 = r (x) ó grad(r) < grad(g)
.

Demostrar la unicidad se deja como ejercicio.
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Demostración. 1. Sean r, s ∈ R, entonces

ψ (r + s) = [r + s = (r + s, 0, 0̄, ...) = (r, 0, 0̄, ...) + (s, 0, 0̄, ...) =

= r̂ + ŝ = ψ (r) + ψ (s)

2. Sean r, s ∈ R, entonces

ψ (r ∗ s) = dr ∗ s = (r · s, 0, 0̄, ...) = (r, 0, 0̄, ...) ∗ (s, 0, 0̄, ...) =
= r̂ ∗ ŝ = ψ (r) ∗ ψ (s)

3. ψ (1) = 1̂ = 1R(N) .
4. ψ (r) = ψ (s)⇒ (r, 0, 0̄, ...) = (s, 0, 0̄, ...)⇒ r = s.

Proposición 13 Si F es un campo, entonces
¡
F (N), +̃, 0̂, ∗, 1̃

¢
es un dominio entero.

Demostración. Basta ver que
¡
F (N)\

©
0̂
ª
, ∗, 1̃

¢
es un monoide con cancelación.

Supongamos que f (x) g (x) = f (x)h (x) , f, g, h ∈ F (N)\
©
0̂
ª
. Entonces

f (x) (g (x)− h (x)) = 0̂. Como f 6= 0̂, tenemos que g (x) − h (x) = 0̂. Por el Lema
anterior.

Proposición 14 Si F es un campo, entonces en
¡
F (N), +̃, 0̂, ∗, 1̃

¢
hay algoritmo de

la división:
Si f (x) , g (x) ∈ F (N) y g (x) 6= 0, entonces

∃!q (x) , !r (x) ∈ F (N)

tales que
0 = r (x) ó grad (r (x)) < grad (g) , y f (x) = bq + r.

Como la proposición anterior es un poco larga, es mejor escribir el diagrama siguien-
te:

q (x)
g (x) f (x)

r (x) 0 = r (x) ó grad(r (x)) < grad(g (x))

Demostración. Podemos suponer que f (x) 6= 0, pues en caso contrario, q (x) =
0 = r (x) sirven.
Ahora, podemos hacerlo por inducción sobre grad(f (x)) :
Base.
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Observación 73 Dada a ∈ R existe una única función Ev (a) : R [x] → R , a la
que llamaremos “evaluación en a”, tal que:

1. Ev (a) (r̂) = r, ∀r ∈ E.

2. Ev (a) (x) = a.

3. Ev (a) respeta la suma, el producto y el uno.

Demostración. Se deja como ejercicio.

Proposición 15 ∀r, s ∈ R , ∀f, g ∈ R [x] :

1. 1 · f = f.

2. (rs) · f = r · (s · f) .

Ejercicio 173 Si R es un anillo conmutativo que está inclúdo en un anillo S y
a ∈ S, entonces ∃!Eva : R [x]→ S tal que el siguiente diagrama conmuta

R [x] x

=

R �→ S a

@
@@R

Eva
@
@
@R¡

¡¡µ

Es claro que Eva (r) = r, ∀r ∈ R [x] , tal que r = O, o grad(r) = 0.
Además

Eva (rx
n) = Eva (r) ·Eva (xn) = r ·Eva (x)n = r · an.

Aś que

Eva (a0 + a1x+ ...+ anx
n) = (a0 + a1a+ ...+ ana

n) .

Ejercicio 174 Demuestre que R [x]
Eva→ S respeta la suma, el producto y 1. Suge-

rencia: para demostrar que Eva respeta productos, es decir, para ver que

Eva (f (x) ◦ g (x)) = Eva (f (x)) ·Eva (g (x)) ,

mostrar primero que se cumple para f (x) = O, luego para f (x) = c · xn. Y después
hacerlo por inducción sobre el grado de f 6= O.
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Corolario 22 Sea F un campo y f ∈ F [x]. Entonces f (x) = g (x) (x− a) + f (a) .

Demostración.

g (x)
x− a f

r (x) 0 = r (x) ó grad(r) < grad(x− a)
.

Entonces r (x) es una constante, y f (x) = g (x) (x− a) + r. Evaluando en a, obte-
nemos la conclusión deseada.

Denición 96 Sean f (x) , g (x) ∈ R [x] , diremos que f divide a g (f | g) si
∃h (x) ∈ R [x] tal que fh = g.

Corolario 23 Sea F un campo y f ∈ F [x]. Entonces f (a) = 0 ⇔ (x− a) | f (x) .

Demostración. Por el Corolario anterior, tenemos que

f = g (x) (x− a) + f (a) .

Recordando que los elementos de R pueden identicarse con elementos de R(N),
deniremos un producto de R×R(N) en R(N), de manera que coincida con el producto
en R(N).

Denición 97
· : R×R(N) → R(N)

(r, f) 7→ br · f .

Ejemplo 106 Si f = (a0, a1, ..., an, 0̄, ...) y r ∈ R, entonces

rf =: brf = ¡ra0, ra1, ..., ran, 0...
¢
.

De las deniciones y proposiciones antes demostradas, conclúmos que para f ∈
R(N) con f = (a0, a1, ..., an, 0̄, ...) se tiene que f = a01 + a1x+ ...+ anx

n.
Aś que

R(N) =: R [x] = {a0 + a1x+ ...+ anx
n | n ∈ N, ai ∈ R} .

(El anillo de los polinomios con coecientes en R).
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a ∈ S, entonces ∃!Eva : R [x]→ S tal que el siguiente diagrama conmuta

R [x] x

=

R �→ S a

@
@@R

Eva
@
@
@R¡

¡¡µ

Es claro que Eva (r) = r, ∀r ∈ R [x] , tal que r = O, o grad(r) = 0.
Además

Eva (rx
n) = Eva (r) ·Eva (xn) = r ·Eva (x)n = r · an.

Aś que

Eva (a0 + a1x+ ...+ anx
n) = (a0 + a1a+ ...+ ana

n) .

Ejercicio 174 Demuestre que R [x]
Eva→ S respeta la suma, el producto y 1. Suge-

rencia: para demostrar que Eva respeta productos, es decir, para ver que

Eva (f (x) ◦ g (x)) = Eva (f (x)) ·Eva (g (x)) ,

mostrar primero que se cumple para f (x) = O, luego para f (x) = c · xn. Y después
hacerlo por inducción sobre el grado de f 6= O.
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2. I + J = {i+ j | i ∈ I, j ∈ J} 6 R [x].

3. I + J es el menor ideal de R [x] que incluye a I ∪ J.

Demostración. 1. a. Como I y J son ideales, entonces 0 ∈ I, 0 ∈ J , por lo que
0 ∈ I ∩ J .
1.b.

f, g ∈ I ∩ J ⇒ (f, g ∈ I) ∧ (f, g ∈ J)⇒
⇒ (f + g ∈ I) ∧ (f + g ∈ J)⇒ f + g ∈ I ∩ J.

1.c.

f ∈ R [x] , g ∈ I ∩ J ⇒ (f ∈ R [x] , g ∈ I, g ∈ J)⇒
⇒ (fg, gf ∈ I) ∧ (fg, gf ∈ J)⇒ fg, gf ∈ I ∩ J.

2.a. 0 ∈ I, 0 ∈ J ⇒ 0 = 0 + 0 ∈ I + J.
2.b. i+ j, í+ j́ ∈ I + J ⇒ (i+ j) + (í+ j́) = (i+ í) + (j + j́) ∈ I + J .
2.c. .h ∈ R [x] , i+ j ∈ I+J ⇒ h (i+ j) = hi+hj = ih+ jh = (i+ j)h ∈ I+J .
3.a. I ⊆ I + J ya que ∀i ∈ I, i = i+0 ∈ I + J . Análogamente, J ⊆ I + J . Por lo

tanto
I ∪ J ⊆ I + J.

3.b. Veamos ahora que I + J es el menor ideal que incluye a I ∪ J :
Si I ∪ J ⊆ K 6 R [x] , entonces ∀i ∈ I,∀j ∈ J, i, j ∈ K. Como K es un ideal,
i+ j ∈ K. Por lo tanto, I + J ⊆ K.

Denición 100 h ∈ R [x] es el máximo común divisor de f y g si

1. h | f, h | g (es decir, h es un divisor común).

2. k | f, k | g ⇒ k | h. (Cualquier otro divisor común divide a h).

3. h es mónico. (Es decir, que el coeciente principal de h es 1).

Corolario 24 Dados f, g ∈ R [x] , R [x] f + R [x] g = R [x]h, para alguna h ∈
R [x] , mónico. Además h es el máximo común divisor de f y g.

Demostración. A la vista de los resultados anteriores, lo único que requiere
demostración es la armación de que h es el máximo común divisor de f y g.
1. f ∈ R [x]h ⇒ f = th, para alguna h en R [x]. Es decir, h | f . Análogamente

h | g. Con esto vemos que h es un divisor común de f y de g.
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7.2. La estructura algebraica de R[x]
Denición 98 Un subconjunto I de R [x] se llama ideal de R [x] si

1. 0 ∈ I.

2. f, g ∈ I ⇒ f + g ∈ I.

3. f ∈ R [x] , g ∈ I ⇒ fg ∈ I ∧ gf ∈ I.

Denición 99 Se dice que un polinomio f (x) , distinto de cero es mónico si su
coeciente principal es 1.

Teorema 91 I 6 R [x]⇔ I = R [x] g (x) :=

= {f (x) g (x) | f ∈ R [x]} , con g (x) ∈ R [x] , g (x) mónico..

Demostración. ⇐)
0 = 0 · g ∈ I.
fg, f´g ⇒ fg + f́g = (f + f )́ g ∈ I.
f ∈ R [x] , hg ∈ I ⇒ f (hg) = (fh) g ∈ I.
⇒)
Si I = {0} entonces I = R [x] · 0.
Si I 6= {0} , sea

A = {n ∈ N | ∃f ∈ I tal que grad (f) = n} .

Notemos que A 6= ∅. Escojamos el menor elemento de A (principio del buen orden)
y llamémoslo m. Después tomemos una g ∈ I tal que grad(g) = m. (Nótese que
se puede escoger g con coeciente principal 1, multiplicando por el rećproco del
coeciente principal, si fuera necesario).
Demostraremos que I = R [x] g .
⊆) Sea f ∈ I. Por el algoritmo de la división, f = tg + r con r = 0 ó grad(r) <

grad(g). Si r fuera distinto de 0 entonces r = f − tg ∈ I y grad(r) < m = men(A)
∇◦.

Por lo tanto r = 0 y aś f ∈ R [x] g.
⊇) g ∈ I ⇒ R [x] ∈ I.

Teorema 92 Sean I, J 6 R [x], entonces:

1. I ∩ J 6 R [x].
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2.c. .h ∈ R [x] , i+ j ∈ I+J ⇒ h (i+ j) = hi+hj = ih+ jh = (i+ j)h ∈ I+J .
3.a. I ⊆ I + J ya que ∀i ∈ I, i = i+0 ∈ I + J . Análogamente, J ⊆ I + J . Por lo
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Demostración. A la vista de los resultados anteriores, lo único que requiere
demostración es la armación de que h es el máximo común divisor de f y g.
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7.2. La estructura algebraica de R[x]
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Observación 76 Dados f, g ∈ R [x] , R [x] f ∩ R [x] g = R [x]h, p. a. h ∈ R [x],
h.mónico Además h es el ḿnimo común múltiplo de f y g.

Demostración. h es el ḿnimo común múltiplo de f y g:

h ∈ R [x] f ∩ R [x] g ⇒ h = αf ∧ h = βg ⇒
½

f | h
g | h ⇒ h es múltiplo común de f

y de g.½
f | k
g | k ⇒ k ∈ R [x] f ∧ k ∈ R [x] g ⇒ k ∈ R [x] f ∩ R [x] g = R [x]h⇒ h | k.

Por lo que h es el ḿnimo múltiplo común de f y de g.

Denición 102 f ∈ F [x] , F un campo, es irreducible si:

1. grad(f) > 0.

2. f = g · h⇒ grad(g) = 0∨ grad(h) = 0.

Observación 77 Sean f, h ∈ F [x], f irreducible y mónico. Entonces (f ;h) =
f ∨ (f ;h) = 1.

Demostración. f = (f ;h) k, p. a. k ∈ F [x] . Entonces grad(f ;h) = 0∨ grad(k) =
0.
Si grad(k) = 0, entonces k es el coeciente principal de (f ;h) k, que es el coe-

ciente principal de f que es 1, aś k = 1 y f = (f ;h) .
Si grad(f ;h) = 0, análogamente al argumento anterior, concluimos que f = k.

Corolario 25 x2 + a es irreducible en R [x] si a ∈ R+.

Demostración. Supóngase que x2+a = f ·g con grad(f) = grad(g) = 1 (supon-
gamos que f = x+ r). Entonces x+ r | x2+ a⇒ Ev(−r) (x2 + a) = 0⇒ r2+ a = 0

∇◦
(la suma de dos reales positivos es un real positivo).

Corolario 26 x2 + 1 es irreducible en R [x].

Denición 103 En R [x] denimos la relación de “congruencia módulo x2+1” por:

f
x2+1≡ g si

¡
x2 + 1

¢
| (f − g)

(⇔ (f − g) ∈ R [x] (x2 + 1)).
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2. Si k es otro divisor común, k | f y k | g. Digamos que

f = kφ y que g = kγ.

También tenemos que
h = αf + βg.

Entonces
h = αkφ+ βkγ = k (αφ+ βγ) .

Aś que k | h. Aś que h es el máximo común divisor de f y g.

Observación 74 R [x]h = R [x] ch, ∀c ∈ R \ {0}.

Demostración. h = 1/c (ch)⇒ h ∈ R [x] ch⇒ R [x]h ⊆ R [x] ch.
Análogamente, (ch) ∈ R [x] · h⇒ R [x] · ch ⊆ R [x] · h.

Observación 75 El máximo común divisor de dos polinomios es único.

Demostración. Sean d, d´ dos máximos divisores comunes de f y de g.
d divisor común y d´ máximo común divisor ⇒ d | d´.
Por simetŕa, d´ | d.
d | d´ ⇒ dα = d´, para alguna α ∈ R [x].
d´| d ⇒ d β́ = d, para alguna β ∈ R [x].
Entonces d = d β́ = dαβ. Luego

0 = grad (αβ) = grad (α) + grad (β) .

Por lo que α y β son polinomios constantes.
Como d y d´ son mónicos y d = d β́, tienen coeciente principal 1 y β, tenemos

que β = 1, aś que d = d´.

Denición 101 m (x) ∈ R [x] es el ḿnimo común múltiplo de f y de g (se escribe
m (x) = [f ; g]) si

1. m (x) es un múltiplo común de f y de g: m (x) ∈ R [x] f , m (x) ∈ R [x] g.

2. Si k (x) es otro múltiplo común entonces k (x) es múltiplo de m (x) : k (x) ∈
R [x] f , k (x) ∈ R [x] g ⇒ m (x) | k (x) .

3. m (x) es mónico.
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Demostración. 1. f̄ + 0̄ = f + 0 = f = 0 + f , ∀f ∈ C.
2.f +

¡
g + h

¢
= f +

¡
g + h

¢
= f + (g + h) = (f + g) + h =

¡
f + g

¢
+ h̄ =¡

f̄ + ḡ
¢
+ h̄, ∀f, g, h ∈ C.

3. f̄ + ḡ = f + g = g + f = ḡ + f̄ , ∀f, g ∈ C.
4. f̄ +−f = f + (−f) = 0̄, por lo tanto −f = −f̄ , ∀f ∈ C.
5.

f ·
¡
g · h

¢
= f ·

¡
g · h

¢
= f · (g · h) =

= (f · g) · h =
¡
f · g

¢
· h̄ =

¡
f̄ · ḡ

¢
· h̄,∀f, g, h ∈ C.

6. f̄ · 1̄ = f · 1 = f = 1 · f , ∀f ∈ C.
7. f̄ · ḡ = f · g = g · f = ḡ · f̄ , ∀f, g ∈ C.
8.

f ·
¡
g + h

¢
= f ·

¡
g + h

¢
= f · g + f · h =

= f · g + f · h = f · g + f · h,∀f, g, h ∈ C.

Proposición 18 La función Ψ : R→ C, denida por Ψ (r) = r̄, respeta la suma el
producto, el uno y es inyectiva.

Demostración. Sean r, s ∈ R, entonces:
1. Ψ (r + s) = r + s = r̄ + s̄ = Ψ (r) +Ψ (s) .
2. Ψ (r · s) = r · s = r̄ · s̄ = Ψ (r) ·Ψ (s) .
3. Ψ (1R) = 1R = 1C.
4.

Ψ (r) = Ψ (s)⇒ r̄ = s̄⇒ r
x2+1≡ s⇒

¡
x2 + 1

¢
| (r − s) .

Pero como r − s es 0 o su grado es cero, entonces r − s = 0. Por lo tanto r = s.

Observación 78 En C, x2 = −1.

Demostración. x2 + 1
x2+1≡ 0⇒ 0 = x2 + 1 = 1 + x2 = 1 + x2 ⇒ x2 = −1

Proposición 19 Denotando x con i, tenemos que ∀f ∈ C, f = a+bi, con a, b ∈ R.

Demostración. Aplicando el algoritmo de la división a f y a x2 + 1 :

q (x)
x2 + 1 f (x)

r (x) 0 = r (x) ó grad(r (x)) < grad(x2 + 1) = 2
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Proposición 16
x2+1≡ es una relación de equivalencia en R [x].

Demostración.
Reexividad)

f
x2+1≡ f ya que f − f = 0 (x) ∈ R [x]

¡
x2 + 1

¢
.

Simetŕa)

f
x2+1≡ g ⇒ (f − g) ∈ R [x]

¡
x2 + 1

¢
=⇒

− (f − g) ∈ R [x]
¡
x2 + 1

¢
⇒

⇒ (g − f) ∈ R [x]
¡
x2 + 1

¢
⇒ g

x2+1≡ f.

Transitividad)

f
x2+1≡ g

x2+1≡ h⇒ (f − g) ∈ R [x]
¡
x2 + 1

¢
∧ (g − h) ∈ R [x]

¡
x2 + 1

¢
⇒

⇒ (f − g) + (g − h) ∈ R [x]
¡
x2 + 1

¢
⇒

⇒ (f − h) ∈ R [x]
¡
x2 + 1

¢
⇒ f

x2+1≡ h.

C = R [x] / x2+1≡ =
n
f (x) | f (x) ∈ R [x]

o
.

Donde f (x) denota la clase de congruencia de f(x).

Denición 104 Dotamos a C de suma y de producto mediante las deniciones
siguientes

+̃ : C×C −→ C¡
f̄ , ḡ

¢
7−→ f + g

·̃ : C×C −→ C¡
f̄ , ḡ

¢
7−→ f · g .

Ejercicio 175 Demostrar que las operaciones recién denidas están bien denidas,
es decir, no dependen de la elección de los representantes en las clases de congruencia.

Proposición 17
³
C, +̃,�0, ·̃, 1̄

´
es un anillo conmutativo (el anillo de los complejos).
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Ejercicio 184 Sean f (x) , g (x) ∈ C [x] . Demuestre que (f ; g) = 1⇔ f, g no tienen
ráces en común.

Ejercicio 185 Sea

C [x] D−→ C [x]
f (x) 7→ f 0 (x)

,

el operador derivada. Sea f (x) mónico. Demuestre que todas las ráces de f son
distintas (es decir de multiplicidad 1) ⇔ (f ; f 0) = 1.(Equivalentemente: t tiene una
ráz múltiple ⇔ (f ; f 0) 6= 1).

Considere

Q −→ Q [x] x


& ↓evr ↓
R r

. Cuando evr es inyectiva, se dice que r es trascen-

dente. En caso contrario, se dice que r es algebraico sobre Q. (
√
2 es algebraico, π,

e son trascendentes).

Ejercicio 186 Demuestre que

1. a) r algebraico ⇒ µr (x) es irreducible.

2. El subanillo de R generado por Q y r es {f (r) | f ∈ Q [x]} . (El subanillo
mencionado se denota Q (r)).

3. Use el algoritmo de la división para mostrar que

Q (r) = {g (r) | grad (g) < grad (µr)} .

(
q (x)

µr f (x)
g (x) donde grad (g (x)) < grad (µr), si g (x) no es cero.

)

Ejercicio 187 Demuestre que si r es algebraico sobre Q, entonces Q [r] es un campo.
Sugerencia: h (r) 6= 0⇒ (h;µr) = 1 (µr es irreducible). Entonces se puede escribir 1
en la forma 1 = αh+ βµ, donde α y β son polinomios. Entonces α (r) es el inverso
de h (r) .

Ejercicio 188 Encuentre el inverso multiplicativo de
¡

3
√
2
¢4
+ 3
√
2 + 3 en Q

£
3
√
2
¤
.

Sugerencia: encuentre primero el polinomio ḿnimo para 3
√
2.
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como 0 = r (x) o bien grad(r (x)) 6 1, en cualquier caso podemos escribir r (x) =
a+ bx, con a, b ∈ R. Entonces

f = q · (x2 + 1) + a+ bx.

Ahora, notando que (x2 + 1) = 0̄, que se puede identicar r con r̄ para r ∈ R,
podemos escribir

f = a+ bx = a+ bi.

Teorema 93 C es un campo.

Demostración. Sea f̄ ∈ C\
©
0
ª
, entonces x2 + 1 - f ⇒ (x2 + 1; f) = 1 ⇒ 1 =

α (x) (x2 + 1) + β (x) f
⇒ β (x) f = 1̄⇒ β = f−1.
Recordemos el “Teorema fundamental del Álgebra”:
(f (x) ∈ C [x] , grad (f) ≥ 1)⇒ ∃c ∈ C tal que f (c) = 0.

Ejercicio 176 Demuestre que los únicos polinomios irreducibles en C [x] son los de
grado 1.

Ejercicio 177 Demuestre que si f (x) ∈ R [x] y f (c) = 0, con c ∈ C , entonces
f (c̄) = 0, donde c̄ es el conjugado de c.

Ejercicio 178 Demuestre que los únicos polinomios irreducibles en R [x] son los de
grado 1 y los de grado 2 que no tienen ráces reales (¿cuáles son éstos).

Ejercicio 179 Demuestre que un polinomio de grado 3 es irreducible ⇔ f no tiene
ráces.
Sea anx

n + ... + a1x + a0 ∈ Z [x] . Muestre que si
c

d
∈ Q ,(( c; d) = 1, c, d ∈ Z)

es una ráz entonces c divide a a0 y d divide a an.

Ejercicio 180 Demuestre que si xn + an−1xn−1 + ... + a0 ∈ Z [x] tiene una ráz
racional, esta ráz tiene que ser entera.

Ejercicio 181 Demuestre que n
√
m ∈ Q ,m, n ∈ N ⇒ n

√
m ∈ Z .

Ejercicio 182 Demuestre que 3
√
2, 6
√
18, 5
√
24 son irracionales.

Ejercicio 183 Demuestra que x2 + x+ 1 ∈ Q [x] es irreducible.
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Caṕtulo 8

Vectores propios y diagonalización

8.1. Vectores y valores propios

1. Sea V
T→ V un operador lineal. Decimos que �0 6= �v ∈ V es un vector propio de

T correspondiente al valor propio λ si:

T (�x) = λ�x.

Decimos que λ es un valor propio de la matriz A si λ es un valor propio del
operador F n A·−−−→Fn. Es decir λ es un valor propio de A si ∃�x ∈ F ntal que

A�x = λ�x.

Ejemplo 107 Por ejemplo los elementos distintos de �0 en Ker(T ) son los vectores
propios de T correspondientes a 0.

Ejemplo 108 Si θ ∈ (0, π) entonces la rotación ρ
θ
: R2 → R2 no tiene vectores

propios (si �v fuera un vector propio entonces ρ
θ
(�v) , �v y �0 debeŕan estar en la misma

recta. Cosa que no sucede.

Ejemplo 109 Todos los vectores no nulos de R2 son vectores propios de ρ
π
: R2 →

R2, la rotación por un ángulo π.

Ejemplo 110 Consideremos el operador derivada

C∞ (R) D→ C∞ (R)

247
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Ejercicio 189 Sean c1, c2, ..., cn ∈ R distintos, demostrar que
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 c1 (c1)
2 · · · (c1)

n−1

1 c2 (c2)
2 · · · (c2)

n−1

1 c3 (c3)
2 · · · (c3)

n−1
...

...
...

...

1 cn (cn)
2 · · · (cn)

n−1

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

=
Y
j<i

(ci − cj) .

Sugerencia: considere Pn−1(R) = {f(x) | f(x) es el polinomio 0 o grad(f) ≤ n −

1}, β = {1, x, x2, ..., xn−1} �→


Pn−1(R). Note que Pn−1 (R)
evci−→ R

f (x) 7−→ f (ci)
es una

función lineal y que

Pn−1 (R)
T−→ Rn

f (x) 7−→




f (c1)
f (c2)
...

f (cn)




también es una función lineal, cuya matriz respecto a βy a la base canónica de Rn es

A =




1 (c1) x (c1) · · ·
1 (c2) x (c2) · · ·
...

...
1 (cn) x (cn) · · ·



.

Para hacer una demostración por inducción tomemos β0={1, x, ..., h (x)} tal que

[T ]β
β0 =




1 c1 · · · cn−21 0
1 c2 · · · cn−22 0
...

...
...

...
1 cn−1 cn−2n−1 0
1 cn · · · cn−2n 1



.

(Estamos pidiendo que h (c1) = 0, h (c2) = 0, ..., h (cn−1) = 0, h (cn) = 1.) Entonces
[T ]ββ = [T ]

β
β0 [Id]

β0
β .

Base de la inducción:

¯̄
¯̄ 1 c1
1 c2

¯̄
¯̄ = c2 − c1.
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1 c1 · · · cn−21 0
1 c2 · · · cn−22 0
...
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...
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.

(Estamos pidiendo que h (c1) = 0, h (c2) = 0, ..., h (cn−1) = 0, h (cn) = 1.) Entonces
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β
β0 [Id]

β0
β .
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¯̄
¯̄ 1 c1
1 c2
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Demostración. Se sigue del diagrama conmutativo

V V

�v 7−→ T (�v) = λ�v

↓̄ ↓̄

[�x]β 7−→ [T ]ββ (�v) = λ [�v]β

F n Fn

-T

?

ϕ
β

?

ϕ
β

-
[T ]β

0·
β

Ejemplo 111 Si λ es un valor propio de A ∈Mn×n (F ) , entonces

1. λk es un valor propio de Ak.

2. λk es un valor propio de c ·Ak, ∀c ∈ F.

3. f (λ) es un valor propio de f (A).

Pues A�x = λ�x ⇒ AA�x = Aλ�x = λA�x = λλ�x. por inducción Ak�x = λk�x. En
general, si f (t) = a0 + ...+ akt

k, entonces

(f (t) (A)) (�x) = (f (A)) (�x) =
¡
a0In + ...+ akA

k
¢
(�x) = a0�x+ a1λ�x...+ akλ

k�x =

=
¡
a0 + a1λ...+ akλ

k
¢
�x = f (λ)�x.

Ejercicio 190 Se dice que una matriz A ∈Mn×n (F ) , es nilpotente si

Ak = 0, para alguna k ∈ N.

Demuestre que si A es nilpotente entonces 0 es valor propio de A, y es el único valor
propio de A.
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en el subespacio de las funciones en RR que tienen derivadas de todos los órdenes.
Los vectores propios de D correspondientes al valor propio 1 son las funciones no
nulas tales que

Df = f

es decir

{cex | c ∈ R\ {0}} .

Teorema 94 Son equivalentes para c ∈ F, y T : V → V.

1. c es un valor propio de T.

2. ker (T − cIdV ) 6=
n
�0
o
.

3. T − c · IdV no es inyectiva.

Demostración. Se sigue de que

T (�v) = c�v,⇐⇒ T (�v)− c�v = �0⇐⇒ (T − cId) (�v) = �0.

En el caso de que V sea de dimensión nita, podemos agregar los siguientes incisos

T − c · IdV no es biyectiva.

[T − c · IdV ]ββ no es invertible.

det [T − c · IdV ]ββ = 0.

Teorema 95 Son equivalentes para �0 6= �v ∈ V, V → V, λ ∈ F, dim (V ) = n.

1. T (�x) = λ�x.

2. [T ]ββ (�x) = λ [�x]β .
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Paso inductivo.
Si A ∈ Mn×n (F ) , entonces

χ
A
(t) = det (A− tIn) =

=

ÃX
j<n

(−1)n+j
³
An,j − t · (In)n,j

´
det

³
\An,j − t (In)n,j

´!
+

1

+
³
An,n − t (In)n,n

´
det

³
\An,n − t (In)n,n

´
.

Ahora,

det( \An,n − t(In)n,n) = det(dAn,n − t\(In)n,n) = det(dAn,n − tIn−1) = χdAn,n
(t)

Aś que el coeciente principal de χ
A
(t) es

(−1) (−1)n−1 = (−1)n .

Teorema 96 Dos matrices similares A,B ∈ Mn×n (F ) tienen el mismo polinomio
caracteŕstico.

Demostración. Supongamos que A = Q−1BQ. Entonces

χ
A
(t) = det (A− tIn) = det

¡
Q−1BQ− tIn

¢
= det

¡
Q−1BQ− tQ−1InQ

¢
=

= det
¡
Q−1 (B − tIn)Q

¢
= det

¡
Q−1

¢
det (B − tIn) det (Q) =

= det (B − tIn) = χ
B
(t) .

Recordando que dos matrices cuadradas A,B ∈Mn×n (F ) son similares si y sólo
si representan a un mismo operador, podemos hacer la siguiente denición.

Denición 106 Si V
T→ V es un operador lineal en un espacio de dimensión n,

el polinomio caracteŕstico de T, χ
T
(t) se dene como χ

A
(t) , donde A es cualquier

matriz que represente a T.

1t · (In)n,j = 0 si n 6= j.
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8.2. El polinomio caracteŕstico

Nota 4 Si R es un anillo conmutativo, y A es una matriz de n× n con coecientes
en R, tenemos por denición que

det (A) =
X
σ∈Sn

sig (σ)
nY
i=1

Ai,σ(i) =
nX

j=1

(−1)n+j An,j det
³dAn,j

´
.

Observación 79 Si A,B ∈Mn×n (F ) entonces A+tB ∈Mn×n (F [t]) y det (A+ tB)
∈ Pn [F ] el conjunto de los polinomios de grado 6 n, junto con el polinomio O.

Demostración. Por inducción sobre n.
Base. Si n = 1, entonces A+ tB = (a) + t (b) = (a+ tb) , cuyo determinante es

a+ tb ∈ P1 [F ] .

Paso inductivo.

det (A+ tB) =
nX

j=1

(−1)n+j (An,j + tBn,j) det
³

\An,j + tBn,j

´
=

=
X
j=1

(−1)n+j (An,j + tBn,j) det
³dAn,j + tdBn,j

´
.

Con (An,j + tBn,j) ∈ P1 (F ) y det
³dAn,j + tdBn,j

´
∈ Pn−1 (F )

Denición 105 Si A ∈Mn×n (F ) denimos el polinomio caracteŕstico de A, χA
(t)

por:
χ
A
(t) = det (A− tIn) .

Lema 16 Si A ∈ Mn×n (F ) entonces χA
(t) es un polinomio de grado n con coe-

ciente principal (−1)n .

Demostración. Por la Observación anterior, χ
A
(t) ∈ Pn (F ).

Por inducción sobre n.
Base.
Si n = 1 entonces χ

(a)
(t) = det ((a)− tI1) = det ((a− t)) = a− t.
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Recordando que dos matrices cuadradas A,B ∈Mn×n (F ) son similares si y sólo
si representan a un mismo operador, podemos hacer la siguiente denición.

Denición 106 Si V
T→ V es un operador lineal en un espacio de dimensión n,

el polinomio caracteŕstico de T, χ
T
(t) se dene como χ

A
(t) , donde A es cualquier

matriz que represente a T.

1t · (In)n,j = 0 si n 6= j.

250 CAPÍTULO 8. VECTORES PROPIOS Y DIAGONALIZACIÓN

8.2. El polinomio caracteŕstico

Nota 4 Si R es un anillo conmutativo, y A es una matriz de n× n con coecientes
en R, tenemos por denición que

det (A) =
X
σ∈Sn

sig (σ)
nY
i=1

Ai,σ(i) =
nX

j=1

(−1)n+j An,j det
³dAn,j

´
.

Observación 79 Si A,B ∈Mn×n (F ) entonces A+tB ∈Mn×n (F [t]) y det (A+ tB)
∈ Pn [F ] el conjunto de los polinomios de grado 6 n, junto con el polinomio O.

Demostración. Por inducción sobre n.
Base. Si n = 1, entonces A+ tB = (a) + t (b) = (a+ tb) , cuyo determinante es

a+ tb ∈ P1 [F ] .

Paso inductivo.

det (A+ tB) =
nX

j=1

(−1)n+j (An,j + tBn,j) det
³

\An,j + tBn,j

´
=

=
X
j=1

(−1)n+j (An,j + tBn,j) det
³dAn,j + tdBn,j

´
.

Con (An,j + tBn,j) ∈ P1 (F ) y det
³dAn,j + tdBn,j

´
∈ Pn−1 (F )

Denición 105 Si A ∈Mn×n (F ) denimos el polinomio caracteŕstico de A, χA
(t)

por:
χ
A
(t) = det (A− tIn) .

Lema 16 Si A ∈ Mn×n (F ) entonces χA
(t) es un polinomio de grado n con coe-

ciente principal (−1)n .

Demostración. Por la Observación anterior, χ
A
(t) ∈ Pn (F ).

Por inducción sobre n.
Base.
Si n = 1 entonces χ

(a)
(t) = det ((a)− tI1) = det ((a− t)) = a− t.
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µ
1 0
2 1

¶
son las soluciones de

µ
0 0
2 0

¶
�x = �0.

Que a su vez, son las soluciones de

x1 = 0.

Es decir, x2

µ
0
1

¶
, x2 ∈ F\

n
�0
o
son los vectores propios de

µ
1 0
2 1

¶
:

µ
1 0
2 1

¶µ
0
1

¶
= 1 ·

µ
0
1

¶
.

Ejemplo 113 Sea

P2
T→ P2

f 7→ f + tf́ + f́
,

Sea β = {1, t, t2} la base canónica de T . Entonces

[T ]ββ =



1 1 0
0 2 2
0 0 3


 .

Aś que

χ[T ]ββ
(t) = det





1 1 0
0 2 2
0 0 3


− t



1 0 0
0 1 0
0 0 1




 =

= det



1− t 1 0
0 2− t 2
0 0 3− t


 = (1− t) (2− t) (3− t) .

Por lo que los valores propios de T son 1, 2, 3.
Resolvamos 




1 1 0
0 2 2
0 0 3


− 1



1 0 0
0 1 0
0 0 1




�x = �0

es decir,



0 1 0
0 1 2
0 0 2


�x = �0.



0 1 0
0 1 2
0 0 2


 ��



0 1 0
0 0 0
0 0 1


 ��



0 1 0
0 0 1
0 0 0
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Observación 80 En vista del Teorema 95 tenemos que los valores propios de un

operador V
T→ V en un espacio de dimensión nita, son los mismos que los valores

propios de cualquier matriz [T ]ββ que represente al operador.

Teorema 97 Sea A ∈Mn×n (F ), los valores propios de A son las ráces de su poli-
nomio caracteŕstico.

Demostración. Como tenemos que λ es un valor propio de A si y sólo si
det (A− λIn) = 0.
Basta demostrar que

χ
A
(t) (λ) = det (A− λIn) .

Ahora,

χ
A
(t) =

nX
j=1

(−1)n+j
³
An,j − t (In)n,j

´
det

³
\An,j − t (In)n,j

´
.

Recordemos que F [t]
Evλ−−−−→ F es un morsmo de anillos, aś que Evλ respeta sumas

y productos, por lo que podemos escribir

χ
A
(λ) =

nX
j=1

(−1)n+j
³
An,j − λ (In)n,j

´
det

³
\An,j − λ (In)n,j

´
=

= det (A− λIn) .

Ejemplo 112 Calculemos el polinomio caracteŕstico de

µ
1 0
2 1

¶
,

χ
 1 0
2 1



(t) = det

µµ
1 0
2 1

¶
− t

µ
1 0
0 1

¶¶
= det

µ
1− t 0
2 1− t

¶
=

= 1− 2t+ t2 = (t− 1)2 .

Luego el único valor propio de

µ
1 0
2 1

¶
es 1.

En efecto:

µ
1 0
2 1

¶
− 1

µ
1 0
0 1

¶
=

µ
0 0
2 0

¶
. Ahora, los vectores propios de
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deben ser los vectores propios de T :
T (1) = 1 = 1 · 1,
T (1 + t) = 1 + t+ t · d

dt
(1 + t) + d

dt
(1 + t) = 2 + 2t = 2 · (1 + t)

T (1 + 2t+ t2) = 1 + 2t+ t2 + t · d
dt
(1 + 2t+ t2) + d

dt
(1 + 2t+ t2) =

3 + 6t+ 3t2 = 3 · (1 + 2t+ t2) .

Denición 107 1. Si V
T→ V es un operador lineal, decimos que T es diagona-

lizable si existe una base β de V formada por vectores propios de V.

2. Decimos que una matriz A ∈ Mn×n (F ) es diagonalizable si es similar a una
matriz diagonal.

Teorema 98 Si V
T→ V es un operador lineal en un espacio de dimensión n, son

equivalentes:

1. T es diagonalizable.

2. ∃β base de FV tal que [T ]ββes diagonalizable.

3. [T ]γγ es diagonalizable ∀� �→


FV.

Demostración. 1)⇒ 2) Sea β = {�x1, ..., �xn} una base de FV formada por vec-
tores propios de FV. Digamos que

T (�xi) = λi�xi.

Entonces

[T ]ββ =




λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
...

...
. . .

...
0 0 0 λn


 .

Que no sólo es diagonalizable sino que ya es diagonal. (Es diagonalizable pues es
similar a ś misma).
2)⇒3) Si [T ]ββ es diagonalizable, entonces [T ]

β
β es similar a una matriz diago-

nal, digamos D. Entonces [T ]ββ w D. Cualquier otra matriz [T ]γγque represente a T ,

también es similar a [T ]ββ . Aś que

[T ]γγ w [T ]
β
β w D.

254 CAPÍTULO 8. VECTORES PROPIOS Y DIAGONALIZACIÓN

Tenemos que x2 = 0 = x3. Por lo tanto las soluciones son x1



1
0
0


 . Análogamente,

para encontrar los vectores propios de [T ]ββ correspondientes a 2 resolvemos




1 1 0
0 2 2
0 0 3


− 2



1 0 0
0 1 0
0 0 1




�x = �0,

cuya matriz del sistema es



−1 1 0
0 0 2
0 0 1


 .

Ahora.



−1 1 0
0 0 2
0 0 1


 ��



1 −1 0
0 0 1
0 0 0


 , de donde se tiene que

x1 = x2, x3 = 0.

Una solución es



1
1
0


 .

Por último resolvamos



1 1 0
0 2 2
0 0 3


− 3



1 0 0
0 1 0
0 0 1




�x = �0,

Con matriz asociada

−2 1 0
0 −1 2
0 0 0


 on



−2 0 2
0 1 −2
0 0 0


 on



1 0 −1
0 1 −2
0 0 0


 .

Aś que x1 = x3, x2 = 2x3 una solución es



1
2
1


 .

Aś,



1
0
0


 ,



1
1
0


 y



1
2
1


 son los vectores propios de [T ]ββ . Por lo que

ϕ−1
β



1
0
0


 = 1, ϕ−1

β



1
1
0


 = 11 + t, ϕ−1

β



1
2
1


 = 1 + 2t+ t2
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2)⇒3) Si [T ]ββ es diagonalizable, entonces [T ]

β
β es similar a una matriz diago-

nal, digamos D. Entonces [T ]ββ w D. Cualquier otra matriz [T ]γγque represente a T ,

también es similar a [T ]ββ . Aś que
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Demostración. Si {�v, �w} fuera linealmente dependiente entonces uno de los dos
vectores seŕa combinación lineal de los anteriores, pero no es �v, porque �v 6= �0.
Entonces

�w = c�v (8.1)

Apliquemos T, para obtener
γ �w = cλ�v.

Ahora multipliquemos la ecuación 8.1 por γ para obtener

γ �w = cγ�v

Restando la última ecuación de la penúltima, obtenemos

�0 = c (λ− γ)�v.

En vista de que �v 6= �0, tenemos que c (λ− γ) = 0, pero como λ 6= γ, entonces c = 0,
por lo que �w = 0�v = �0.∇

◦
Podemos generalizar el Lema anterior de la manera siguiente:

Teorema 99 Sea {�vi}i∈X un conjunto de vectores propios de T, tales que �vi corres-
ponde al valor propio λi de T y además λi 6= λj si i 6= j. Entonces {�vi}i∈X es un
conjunto l. i en V.

Demostración. Recordemos un conjunto es linealmente independiente si y sólo si
cada uno de sus subconjuntos nitos es linealmente independiente. Entonces podemos
suponer sin perder generalidad que {�vi}i∈X es nito.
Demostraremos que {�vi}i∈{1,...,n} es nito por inducción sobre n.
Base. Si n = 1, no hay nada que demostrar, pues un conjunto con un único

vector distinto de �0 es l. i.
Paso inductivo. Supongamos que n > 1 y que la armación es cierta para n−1.
Si

{�v1, �v2, ..., �vn−1, �vn}
no fuera l. d. entonces un vector de la lista es combinación lineal de los anteriores,
pero como, por hipótesis de Inducción, {�v1, �v2, ..., �vn−1} es l. i. entonces �vn tendŕa
que ser combinación lineal de los anteriores.

�vn = c1�v1 + c2�v2 + ...+ cn−1�vn−1.

A la ecuación anterior primero le aplicamos T y luego la multiplicamos por λn para
obtener respectivamente

λn�vn = c1λ1�v1 + c2λ2�v2 + ...+ cn−1λn−1�vn−1
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3)⇒ 2) Obvio.

2)⇒1) Supongamos que β = {�x1, ..., �xn} y que

[T ]ββ =




λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
...

...
. . .

...
0 0 0 λn


 .

Entonces

ϕ
β
(T (�xj)) = [T (�xj)]β =

³
[T ]ββ

´j
= λj��j.

Aplicando ϕ−1
β
obtenemos

T (�xj) = ϕ−1
β
(λj��j) = λjϕ

−1
β
(��j) = λj�xj.

Además cada �xj 6= �0, por formar parte de una base β de V. Entonces β es una base
formada por vectores propios de T.

Corolario 27 A es diagonalizable si y sólo si A · es diagonalizable.

Demostración. A =
h
F n A·−−−−→ Fn

ican
can

.

8.3. Espacios propios y diagonalizabilidad

Denición 108 Sea FV
T→ FV un operador lineal y sea λ ∈ F. Denimos

Eλ = Ker (T − λIdV ) .

Observación 81 λ es un valor propio de T si y sólo si E
λ
6=
n
�0
o
.

Lema 17 Sean λ 6= γ dos valores propios distintos de T . Supongamos que �� ∈
Eλ, �w ∈ Eγ son vectores propios de T (por lo tanto ambos son distintos de �0). En-
tonces {��, �w} es linealmente independiente en V.
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vectores seŕa combinación lineal de los anteriores, pero no es �v, porque �v 6= �0.
Entonces

�w = c�v (8.1)

Apliquemos T, para obtener
γ �w = cλ�v.

Ahora multipliquemos la ecuación 8.1 por γ para obtener

γ �w = cγ�v

Restando la última ecuación de la penúltima, obtenemos
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Es decir
P
{Wi}i∈X =

L
{Wi}i∈X si

Wj ∩
X

i∈X\{j}
{Wi} =

n
�0
o
, ∀j ∈ X.

Teorema 100 Son equivalentes para una familia {Wi}i∈{1,...,m} de subespacios vec-
toriales no nulos de un espacio FV de dimensión nita:

1. V =
L
{Wi}i∈{1,...,m}.

2. V =
P
{Wi}i∈{1,...,m} y

P
{1,...,m}

{dim (Wi)} = dim (V ) .

Demostración. 1)⇒ 2)
Observemos que si i 6= j, y βi es una base para Vi, βj una base par Vj, entonces

βi ∩ βj = ∅. Pues si �x ∈ βi ∩ βj, entonces

�x ∈Wi ∩
ÃX

j 6=i
Wj

!
∇
◦
.

Notemos que si βi �→
base

Wi entonces ∪ {βi}i∈{1,...,m} es una base para FV :

Recordemos que el subespacio generado por una unión de conjuntos es la suma
de los subespacios generados por ellos. (Denición 23).
Por lo tanto

L
³
∪ {βi}i∈{1,...,m}

´
=
Xn

L {βi}i∈{1,...,m}
o
= V,

entonces tenemos que ∪ {βi}i∈{1,...,m} es un conjunto generador de V.
Si ∪ {βi}i∈{1,...,m} fuera linealmente dependiente, contendŕa un subconjunto nito

l. d. digamos que
{�x1, �x2, ...�xn} ⊆ ∪ {βi}i∈{1,...,m}

es linealmente dependiente. Como los conjuntos βi son linealmente independientes,
no todos los elementos de {�x1, �x2, ...�xn} pertenecen al mismo conjunto βj.
Agrupemos los elementos de {�x1, �x2, ...�xn} , según la base βj a la que pertenecen,

podemos suponer, reordenando si hiciera falta, que

�x1 = �x1,1, �x2,1, ..., �xk1,1 ∈ β1, �x1,2, �x2,2, ..., �xk2,2 ∈ β2, ...

..., �x1,s, �x2,s, ..., �xks,s = �xn ∈ βs.
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y
λn�vn = c1λn�v1 + c2λn�v2 + ...+ cn−1λn�vn−1.

Restando la segunda a la primera, obtenemos

�0 = c1 (λ1 − λn)�v1 + c2 (λ2 − λn)�v2 + ...+ cn−1 (λn−1 − λn)�vn−1.

Como {�v1, �v2, ..., �vn−1} es l. i., entonces los coecientes de la ecuación anterior son
todos 0:

c1 (λ1 − λn) = 0 = c2 (λ2 − λn) = ... = cn−1 (λn−1 − λn)

y como λn /∈ {λ1, ..., λn−1}, entonces cada ci = 0.
Por lo tanto

�vn = 0 · �v1 + 0 · �v2 + ...+ 0 · �vn−1 = �0.∇
◦

Lema 18 Si {λi}i∈X es una familia de escalares distintos y FV
T→ FV es un ope-

rador lineal, entonces la suma de los espacios propios Eλi es directa. Es decir

X
i∈X

Eλi =
M
i∈X

Eλi.

Demostración. Necesitamos ver que la intersección de uno de los subespacios

con la suma de los demás es el subespacio
n
�0
o
.

Supongamos que

Eλj ∩
X

i∈Xo{j}
Eλi 6=

n
�0
o
.

Entonces
∃ 0 6= �xj ∈ Eλj ∩

X
i∈X\{j}

Eλi

por lo que �xj = �xi1 + �xi2 + ...+ �xik , con {i1, i2, ..., ik} ⊆ X\ {j} .
Por lo tanto

{�xj, �xi1 , �xi2, ..., �xik}
es linealmente dependiente. Pero el Teorema anterior asegura que es linealmente
independiente por ser un conjunto de vectores propios que corresponden a valores
propios distintos dos a dos. ∇

◦
Recordemos que una suma de subespacios

P
{Wi}i∈X es directa, cuando la in-

tersección de cada sumando con la suma de los demás subespacios es
n
�0
o
.
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y que

dim (V ) =
mX
i=1

{dim (Wi)} .

Entonces

V =W1 +
mX
i=2

{Wi}

y

dim (V ) = dim (W1) +

Ã
mX
i=2

{dim (Wi)}
!
.

Por el caso m = 2, tenemos que

V =W1

MÃ
mX
i=2

{Wi}
!
.

Como

dim

Ã
mX
i=2

{Wi}
!
= dim (V )− dim (W1) =

Ã
mX
i=1

{dim (Wi)}
!
− dim (V1) =

=

Ã
mX
i=1

{dim (Wi)}
!
,

tenemos, por hipótesis de inducción que

mX
i=2

{Wi} =
mM
i=2

{Wi} .

Por lo tanto

V =W1

MÃ
mX
i=2

{Wi}
!
=W1

MÃ
mM
i=2

{Wi}
!

Ahora, es fácil comprobar que

W1

MÃ
mM
i=2

{Wi}
!
=

mM
i=1

{Wi} .
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Ahora hay una combinación lineal de estos vectores que da �0 con no todos los coe-
cientes 0 :

�0 =
X
i,j

ci,j��i,j =
X
j




kjX
i=1

��i,j


 =

X
j

��j.

Con ��j =
kjP
i=1

��i,j ∈Wj.

Entonces �0 6= ��1 = ��2 + ...+ ��s ∈W1 ∩
Ã
P
i6=1

Wi

!
∇
◦
.

�0 6= ��1, pues ��1 es combinación lineal no trivial de elementos de un conjunto
linealmente independiente β1.
La contradicción anterior muestra que ∪ {βi}i∈{1,...,m} es linealmente independien-

te, aś que es una base de FV .

∴ dim (V ) =
¯̄
¯∪ {βi}i∈{1,...,m}

¯̄
¯ =

X
{|βi|} =

X
{dim (Wi)} .

2) ⇒ 1)
Por induccción sobre m.
Base. Si m = 1 no hay nada que demostrar.
Si m = 2 entonces V =W1+W2 y dim (V ) = dim (W1)+dim (W2) . Recordemos

ahora que (Teorema 21).

dim (W1 +W2) = dim (W1) + dim (W2)− dim (W1 ∩W2) ,

entonces

dim (V ) = dim (W1 +W2) = dim (W1) + dim (W2)− dim (W1 ∩W2)

= dim (W1) + dim (W2)

entonces dim (W1 ∩W2) = 0, aś que W1 ∩W2 =
n
�0
o
, por lo que

V =W1

M
W2.

Paso inductivo.
Supongamos que m > 2.

V =
mX
i=1

{Wi}
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Ejemplo 114 Consideremos la rotación por π/4,

R2
ρπ/4−−−−→ R2,

cuya matriz es µ
cos (π/4) −sen (π/4)
sen (π/4) cos (π/4)

¶
,

con polinomio caracteŕstico
t2 − t

√
2 + 1

que es irreducible sobre R, pues sus dos ráces son complejas no reales.

Aś, tenemos que ρπ/4 (y

µ
cos (π/4) −sen (π/4)
sen (π/4) cos (π/4)

¶
) no son diagonalizables.

Ejemplo 115 En cambio si pensamos que la rotación ocurre en el plano complejo,
entonces

C
ρπ/4=(eiπ/4· )−−−−−−−−−−−−−→ C,

de tal manera que todos los elementos de C\ {(0, 0)} son vectores propios de
¡
eiπ/4 ·

¢
,

correspondientes al valor propio eiπ/4. Aś que la matriz diagonal que representa a¡
eiπ/4 ·

¢
es ¡

eiπ/4
¢
∈M1×1 (C) .

Por otra parte, no basta que el polinomio caracteŕstico se factorice como producto
de factores de grado uno, para que sea diagonalizable.

Ejemplo 116 Consideremos la matriz

µ
1 2
0 1

¶
, es claro que su polinomio carac-

teŕstico, det

µ
1− t 2
0 1− t

¶
= (1− t) (1− t) , es un producto de factores de grado

1, pero no es diagonalizable:
Si lo fuera, tendŕamos que seŕa similar a una matriz diagonal, con el mismo poli-

nomio caracteŕstico, es decir, tendŕa que ser similar a

µ
1 0
0 1

¶
, pero entonces

µ
1 2
0 1

¶
= Q

µ
1 0
0 1

¶
Q−1 = QQ−1 =

µ
1 0
0 1

¶
∇
◦
.

Ejercicio 192 Una matriz triangular superior A con todos sus elementos de la dia-
gonal iguales, es diagonalizable si y sólo si A es diagonal.
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Ejercicio 191 Demuestre que son equivalentes para una familia

{Wi}i∈{1,...,m}

de subespacios vectoriales de FV :

1. V =W1

Lµ
mL
i=2

{Wi}
¶
.

2. V =
mL
i=1

{Wi} . (Es decir, V =
mP
i=1

{Wi} y la intersección de cada subespacio
con la suma de los demás subespacios es trivial.

3. ∀�� ∈ V,∃!��i ∈Wi, i ∈ {1, ...,m} tales que �� = ��1 + ��2 + ...+ ��m.

4. (V =
mP
i=1

{Wi}, y �0 = ��1+��2+...+��m, con ��i ∈Wi)⇒ ��1 = �0 = ��2 = ... = ��m.

Observación 82 Si T : V → V es un operador lineal diagonalizable en un espacio
de dimensión nita, entonces χ

T
(t) es un producto de factores de grado uno.

Demostración. Si T es diagonalizable, entonces existe una matriz diagonal D
que representa a T. Digamos que

[T ]ββ = D =




λ1 0 · · · 0 0
0 λ2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · λn−1 0
0 0 · · · 0 λn



,

de aqú es claro que

χ
T
(t) = χ

D
(t) = (λ1 − t) (λ2 − t) ... (λn − t) .

Lo anterior muestra que para que un operador lineal en un espacio de dimensión
nita sea diagonalizable, debe suceder que el polinomio caracteŕstico se factorice
como producto de factores de grado uno.
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3)⇒ 2) supongamos que

χ
T
(t) = (λ1 − t)m1 (λ2 − t)m2 ... (λk − t)mk

y que

dim (Eλi) = nul (T − λiId) = mi,∀i ∈ {1, ..., k} .

Como las ráces del polinomio caracteŕstico son los valores propios del operador T ,

entonces Eλi 6=
n
�0
o
,∀i ∈ {1, ..., k} .

Además X
{Eλi} =

M
{Eλi} ,

por el Lema 18.
Entonces

dim
³X

{Eλi}
´
= dim

³M
{Eλi}

´
=
X
{dim (Eλi)} =

=
X
{mi} = grad

¡
χ
T
(t)
¢
= n

Como dim (
L
{Eλi}) = n = dim (V ) , entonces

L
{Eλi} = V.

2)⇒ 1) Si
L
{Eλi} = V entonces la unión ∪ {βi}, donde βi es una base de Eλi

es una base de FV formada por vectores propios de T.

Denición 109 Sea λ un valor propio del operador T de dimensión nita, la multi-
plicidad de λ como valor propio de T es la multiplicidad de λ como ráz del polinomio
caracteŕstico de T . Es la mayor potencia entera de (t− λ) que divide a χ

T
(t).

Ejemplo 117 Es claro que la matriz

A =



1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3




es diagonalizable, pues es diagonal.
Los valores propios de A son 1, 2, 3 con multiplicidades 1, 2, 1 ya que el polinomio
caracteŕstico es

(1− t) (2− t)2 (3− t) .

dim (E1) = 4− rango (A− I4) =
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8.4. Matrices diagonalizables

Teorema 101 Son equivalentes para un operador lineal FV
T→ FV en un espacio

de dimensión nita FV :

1. T es diagonalizable, con valores propios λ1, λ2, ..., λk.

2. V =
L

Eλi.

a) χ
T
(t) = (λ1 − t)m1 (λ2 − t)m2 ... (λk − t)mk

b) dim (Eλi) =nul(T − λiId) = mi.

Demostración. 1) ⇒2) Si T es diagonalizable, con valores propios λ1,
λ2,...,λk, entonces existe una base de FV formada por vectores propios de T. De esta
base tomemos los elementos que corresponden a λi para formar βi.
Entonces

V =
M
i=1

{Eλi} .

2)⇒ 3) Si V =
L
i=1

{Eλi} , tomemos βi una base de Eλi. Entonces la matriz de T

respecto a la base β1 ∪ β2 ∪ ... ∪ βk es



|β1| × |β1|




λ1
. . .

λ1

· · · 0

...
. . .

...

0 · · · |βk| × |βk|




λk
. . .

λk




,

por lo que el polinomio caracteŕstico de T es ,

(λ1 − t)|β1| (λ2 − t)|β2| ... (λk − t)|βk| .

Además
|β1|+ |β2|+ ...+ |βk| = n.

Basta hacer mi = |βi| .
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3)⇒ 2) supongamos que

χ
T
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n
�0
o
,∀i ∈ {1, ..., k} .

Además X
{Eλi} =

M
{Eλi} ,

por el Lema 18.
Entonces

dim
³X

{Eλi}
´
= dim

³M
{Eλi}

´
=
X
{dim (Eλi)} =

=
X
{mi} = grad

¡
χ
T
(t)
¢
= n

Como dim (
L
{Eλi}) = n = dim (V ) , entonces

L
{Eλi} = V.

2)⇒ 1) Si
L
{Eλi} = V entonces la unión ∪ {βi}, donde βi es una base de Eλi
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T
(t).
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(1− t) (2− t)2 (3− t) .
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= (6− t) · (4− t) det

µ
−t 2
−6 8− t

¶
= (6− t) · (4− t)

¡
t2 − 8t+ 12

¢
=

= (6− t) · (4− t) (t− 6) (t− 2) = (6− t)2 (4− t) (2− t) .

Además:


0 2 −2 2
0 4 1 0
0 0 6 0
−6 2 −2 8


− 6I4 =



−6 2 −2 2
0 −2 1 0
0 0 0 0
−6 2 −2 2


 on



1 0 1

6
−1

3

0 1 −1
2

0
0 0 0 0
0 0 0 0


 .

Las soluciones de 

1 0 1

6
−1

3

0 1 −1
2

0
0 0 0 0
0 0 0 0


�� = 0

está generadas por 




0
1
2
1


 ,




1
−3
−6
0






.




0 2 −2 2
0 4 1 0
0 0 6 0
−6 2 −2 8


− 4I4 =



−4 2 −2 2
0 0 1 0
0 0 2 0
−6 2 −2 4


 on



1 0 0 −1
0 1 0 −1
0 0 1 0
0 0 0 0


 .

Las soluciones de 

−4 2 −2 2
0 0 1 0
0 0 2 0
−6 2 −2 4


�� = �0,

están generadas por 




1
1
0
1






.




0 2 −2 2
0 4 1 0
0 0 6 0
−6 2 −2 8


− 2I4 =



−2 2 −2 2
0 2 1 0
0 0 4 0
−6 2 −2 6


 on



1 0 0 −1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0


 .
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= 4− rango






1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3


−



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1





 =

= 4− rango






0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 2





 = 4− 3 = 1.

dim (E2) = 4− rango (A− 2I4) =

= 4− rango






1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3


− 2



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1





 =

= 4− rango






−1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1





 = 4− 2 = 2.

dim (E3) = 4− rango (A− 3I4) =

= 4− rango






1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3


− 3



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1





 =

= 4− rango






−2 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 0





 = 4− 3 = 1.

Ejemplo 118 Mostrar que




0 2 −2 2
0 4 1 0
0 0 6 0
−6 2 −2 8


 es diagonalizable.

det



−t 2 −2 2
0 4− t 1 0
0 0 6− t 0
−6 2 −2 8− t


 = (6− t) · det



−t 2 2
0 4− t 0
−6 2 8− t


 =
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266 CAPÍTULO 8. VECTORES PROPIOS Y DIAGONALIZACIÓN

= 4− rango






1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3


−



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1





 =

= 4− rango






0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 2





 = 4− 3 = 1.

dim (E2) = 4− rango (A− 2I4) =

= 4− rango






1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3


− 2



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1





 =

= 4− rango






−1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1





 = 4− 2 = 2.

dim (E3) = 4− rango (A− 3I4) =

= 4− rango






1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3


− 3



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1





 =

= 4− rango






−2 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 0





 = 4− 3 = 1.

Ejemplo 118 Mostrar que




0 2 −2 2
0 4 1 0
0 0 6 0
−6 2 −2 8


 es diagonalizable.

det



−t 2 −2 2
0 4− t 1 0
0 0 6− t 0
−6 2 −2 8− t


 = (6− t) · det



−t 2 2
0 4− t 0
−6 2 8− t


 =

interiores.indd   267 22/3/11   10:54:15



8.4. MATRICES DIAGONALIZABLES 269

Demostración. χ
A
(t) =

kQ
i=1

(λi − t)mi , Fn =
kL
i=1

Eλi.

Sea �x ∈ Fn, entonces �x =
P

ci�xi, �xi ∈ Eλi.

Por otra parte, χ
A
(t) (A) =

kQ
i=1

(λi − t)mi (A) =
kQ
i=1

(λiId−A)mi .

Entonces

kY
i=1

(λiId−A)mi = (λ1Id−A)m1 ◦ (λ2Id−A)m2 ◦ ... ◦ (λkId−A)mk .

Apliquemos

µ
kQ
i=1

(λiId−A)mi

¶
· en ci�xi :

((λ1Id−A)men1 · (λ2Id−A)m2 · ... · (λkId−A)mk) (ci�xi) =

= (λ1Id−A)m1 · ... · (λi−1Id−A)mi−1 · (λi+1Id−A)mi+1 · ...·
· (λkId−A)mk · (λiId−A)mi (ci�xi) = �0.

Pues (λiId−A) (ci�xi) = ci ((λiId−A) (�xi)) = �0. Notemos que en

(λ1Id−A)m1 · (λ2Id−A)m2 · ... · (λkId−A)mk

los operadores se pueden reacomodar, pues

((λjId−A)mj · (λiId−A)mi) = ((λjId− t)mj · (λiId− t)mi) (A) =

= ((λiId− t)mi · (λjId− t)mj) (A) = (λiId−A)mi · (λjId−A)mj .

Entonces Ã
kY
i=1

(λiId−A)mi

!
(�x) = �0, ∀�x ∈ Fn,

por lo tanto

µ
kQ
i=1

(λiId−A)mi

¶
· es el operador 0̂ en F n, por lo que

Ã
kY
i=1

(λiId−A)mi

!
=



0 · · · 0
...
. . .

...
0 · · · 0


 .

Ejercicio 193 Compruebe lo anterior con la matriz



−2 4 4
−3 6 2
−3 2 6


 .
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Las soluciones de 

−2 2 −2 2
0 2 1 0
0 0 4 0
−6 2 −2 6


�� = �0

están generadas por: 




1
0
0
1






.

Entonces 




0
1
2
1


 ,




1
−3
−6
0


 ,



1
1
0
1


 ,



1
0
0
1







es una base de F 4 formada por vectores propios de A.

Además si Q =



0 1 1 1
1 −3 1 0
2 −6 0 0
1 0 1 1


 entonces Q−1 =



−3

2
0 −1

4
3
2

−1
2

0 −1
4

1
2

0 1 −1
2

0
3
2
−1 3

4
−1

2


 . Por lo

que 4Q−1 =



−6 0 −1 6
−2 0 −1 2
0 4 −2 0
6 −4 3 −2


 . Ahora



−6 0 −1 6
−2 0 −1 2
0 4 −2 0
6 −4 3 −2







0 2 −2 2
0 4 1 0
0 0 6 0
−6 2 −2 8






0 1 1 1
1 −3 1 0
2 −6 0 0
1 0 1 1




=



24 0 0 0
0 24 0 0
0 0 16 0
0 0 0 8


 = 4 ·



6 0 0 0
0 6 0 0
0 0 4 0
0 0 0 2


 .

Teorema 102 Si A es diagonalizable, entonces χ
A
(t) (A) =



0 · · · 0
...
. . .

...
0 · · · 0


 .
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Demostración. Recordemos que el espacio vectorial HomF (V, V ) es isomorfo a
Mn×n (F ) , aś que ambos tienen dimensión n2. Luego el conjunto

n
Id, T.T 2, ..., T n2

o

es un conjunto con más de n2 vectores en un espacio vectorial de dimensión n2, por
lo que resulta linealmente dependiente.
Aś que existe una combinación lineal

c0Id+ c1T + c2T
2 + ...+ cn2T

n2 = 0̂

con no todos los coecientes iguales a 0.
Es claro que entonces el polinomio

O 6= c0 + c1t+ c2t
2 + ...+ cn2t

n2 ∈
¡
0̂ : T

¢
.

Ejemplo 119 Sea

µ
1 2
2 1

¶
· : R2 → R2. Tomemos

½µ
1 0
0 1

¶
,

µ
1 2
2 1

¶¾

notemos que es linealmente independiente pues en esta lista ningún vector es combi-

nación lineal de los anteriores

µ
1 2
2 1

¶2

=

µ
5 4
4 5

¶
. Ahora.

½µ
1 0
0 1

¶
,

µ
1 2
2 1

¶
,

µ
5 4
4 5

¶¾

es linealmente dependiente pues el sistema

x

µ
1 0
0 1

¶
+ y

µ
1 2
2 1

¶
+ z

µ
5 4
4 5

¶
=

µ
0 0
0 0

¶

es equivalente a

x



1
0
0
1


+ y



1
2
2
1


+ z



5
4
4
5


 =



0
0
0
0




270 CAPÍTULO 8. VECTORES PROPIOS Y DIAGONALIZACIÓN

8.5. El polinomio ḿnimo

Como ya hemos notado, si V
T→ V es un operador lineal en el espacio vectorial

FV. Se tiene un diagrama conmutativo

F [t] t

↓̄

F HomF (V, V ) T

c 7−→ c ·

?
Λ

´
´
´
´
´́3

-

donde Λ es un morsmo de anillos que satisface:

Λ
¡
a0 + a1t+ a2t

2 + ...+ ant
n
¢
= a0IdV + a1T + a2T

2 + ...+ anT
n.

Notación 14 Denotemos

¡
0̂ : T

¢
=
©
f ∈ F [t] | f (T ) = 0̂

ª
,

el conjunto de polinomios que se anulan en T. Llamaremos a
¡
0̂ : T

¢
el anulador de

T.

Observación 83
¡
0̂ : T

¢
es un ideal de F [t] .

Demostración. Es claro que
¡
0̂ : T

¢
es cerrado bajo la suma, que contiene al

polinomio 0 y que es cerrado bajo multiplicación por cualquier polinomio.

Observación 84 Como los ideales de F [t] están generados por un sólo polinomio,
que se puede escoger mónico, tenemos que si

¡
0̂ : T

¢
6= {O}, entonces

¡
0̂ : T

¢
= F [t] · µ[t].

El polinomio mónico µ[t] se llama el polinomio ḿnimo para T.

Teorema 103 Si V
T→ V es un operador lineal en un espacio vectorial FV de di-

mensión nita, entonces
¡
0̂ : T

¢
6= {O} .
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¡
0̂ : T

¢
es cerrado bajo la suma, que contiene al

polinomio 0 y que es cerrado bajo multiplicación por cualquier polinomio.

Observación 84 Como los ideales de F [t] están generados por un sólo polinomio,
que se puede escoger mónico, tenemos que si

¡
0̂ : T

¢
6= {O}, entonces

¡
0̂ : T

¢
= F [t] · µ[t].

El polinomio mónico µ[t] se llama el polinomio ḿnimo para T.

Teorema 103 Si V
T→ V es un operador lineal en un espacio vectorial FV de di-

mensión nita, entonces
¡
0̂ : T

¢
6= {O} .
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8.5.1. El polinomio ḿnimo y diagonalizabilidad

Teorema 104 Un operador V
T→ V denido en el espacio de dimensión nita n

es diagonalizable si y sólo si µT (t) = (t− λ1) (t− λ2) ... (t− λk) , donde λ1, λ2, ..., λk
son los distintos valores propios de T.

Demostración. ⇒) Si T es diagonalizable, entonces existe una base β de vec-

tores propios de T. Consideremos el polinomio
kQ
i=1

{t− λi} , donde {λi}i∈{1,...,k} es el
conjunto de los valores propios de T. Tomemos �x ∈ β y supongamos que T (�x) = λj�x,
entonces

ÃÃ
kY
i=1

{t− λi}
!
(T )

!
(�x) =










kY
i=1
i6=j

{t− λi}


 · (t− λj)


 (T )


 (�x) =

=










kY
i=1
i6=j

{T − λiId}


 · (T − λjId)


 (�x)


 =

=




kY
i=1
i6=j

{T − λiId}


 ((T − λjId) (�x)) =




kY
i=1
i6=j

{T − λiId}



³
�0
´
= �0.

Tenemos pues que el operador

µ
kQ
i=1

{t− λi}
¶
(T ) se anula en cada elemento de la base

β, por lo tanto (Corolario 7)
kQ
i=1

{T − λiId} es el operador 0̂. Entonces el polinomio

kY
i=1

{t− λi} ∈
¡
0̂ : T

¢
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y 

1 1 5
0 2 4
0 2 4
1 1 5


 on



1 0 3
0 1 2
0 0 0
0 0 0




que tiene la solución no trivial

x = −3, y = −2, z = 1

Aś que

−3Id− 2A+A2 =

µ
0 0
0 0

¶
.

Luego el polinomio ḿnimo para A es un divisor mónico de

−3− 2t+ t2 = (t− 3) (t+ 1) .

Notando que (t− 3) /∈
¡
0̂ : A

¢
, (t+ 1) /∈

¡
0̂ : A

¢
, tenemos que

µA (t) = −3− 2t+ t2.

Ejemplo 120 Si dim(V ) no es nita puede suceder que un operador no tenga poli-
nomio ḿnimo.
Por ejemplo consideremos el operador

R [t]
R t
o−→ R [t]

f 7−→
R t
o
f

Este operador no tiene polinomio ḿnimo:
notemos que

µ
(tn)

µZ t

o

¶¶
(1) =

Z t

o

µ
...

µZ t

o

µZ t

o

(1)

¶¶¶

| {z }
n   

=
tn

n!
.

Aś que si un polinomio a0 + a1t+ a2t
2 + ...+ ant

n 6= o (t) se evalúa en
R t
o
y después

evaluamos en 1, obtenemos

µ¡
a0 + a1t+ a2t

2 + ...+ ant
n
¢µZ t

o

¶¶
(1) = a0t+

a1
2!
t2 + ...+

an
n!
tn 6= 0 (t) .
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y 

1 1 5
0 2 4
0 2 4
1 1 5


 on



1 0 3
0 1 2
0 0 0
0 0 0




que tiene la solución no trivial

x = −3, y = −2, z = 1
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Entonces
1

λ2 − λ1
((t− λ1)− (t− λ2)) = 1

Entonces, evaluando en T,

1

λ2 − λ1
((T − λ1IdV )− (T − λ2IdV )) = IdV ,

Aś que ∀�v ∈ V,

1

λ2 − λ1
(T − λ1IdV ) (�v)−

1

λ2 − λ1
(T − λ2IdV ) (�v) = IdV (�v) = �v,

Ahora, observe que 1
λ2−λ1 (T − λ1IdV ) (�v) ∈ Eλ2 pues

(T − λ2)

µ
1

λ2 − λ1
(T − λ1IdV ) (�v)

¶
=

=
1

λ2 − λ1
((T − λ2IdV ) (T − λ1IdV ) (�v)) = �0.

De la misma manera, 1
λ2−λ1 (T − λ2IdV ) (�v) ∈ Eλ1 .

Por lo tanto V = Eλ1 +Eλ2.
Paso inductivo
Supongamos que k > 2,
Debemos demostrar que

X

λ valor
propio de T

Eλ = V.

Consideremos el diagrama

T V

k−1X
i=1

Eλi

k−1X
i=1

Eλi

-T

-

T|k−1P
i=1

Eλi

6 6

Notemos que el diagrama anterior tiene sentido pues la imagen bajo T de un elemento

de
k−1P
i=1

Eλi, sigue estando en
k−1P
i=1

Eλi.
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Por lo que Ã
kY
i=1

{t− λi}
!
F [t] ⊆

¡
0̂ : T

¢
= µT (t) · F [t] .

Por otra parte si T (�x) = λ�x, entonces

�0 = 0̂ (�x) = µT (T ) (�x) = µT (λ) (�x) ,

por el Ejemplo 111. Esto muestra que si λ es un valor propio de T entonces λ es una
ráz de su polinomio ḿnimo.
En particular, λ valor propio de T ⇒ (t− λ) | µT (t) .

Por lo tanto

µ
kQ
i=1

{t− λi}
¶
| µT (t) y aś

µT (t) ∈
Ã

kY
i=1

{t− λi}
!
F [t] .

Por lo tanto Ã
kY
i=1

{t− λi}
!
F [t] = µT (t) · F [t] .

De aqú que Ã
kY
i=1

{t− λi}
!
= µT (t) .

⇐) Rećprocamente, si
Ã

kY
i=1

{t− λi}
!
= µT (t) .

Veremos que T es diagonalizable por inducción sobre k.
Base. Si k = 1, entonces (T − λId) = 0̂ implica que T = λId. Que es diagonali-

zable.
Si k = 2, entonces (T − λ1Id) ◦ (T − λ2Id) = 0̂.
Hagamos la división

1
t− λ2 t− λ1

λ2 − λ1

interiores.indd   274 22/3/11   10:55:08



8.5. EL POLINOMIO MÍNIMO 275
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274 CAPÍTULO 8. VECTORES PROPIOS Y DIAGONALIZACIÓN
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µ
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Por lo tanto

FV = (Ker ((T − λ1Id) ◦ (T − λ2Id) ◦ ... ◦ (T − λk−1Id))) +Eλk =

=
k−1X
i=1

Eλi +Eλk .

Ejercicio 194 Demuestre que

Ker ((T − λ1Id) ◦ (T − λ2Id) ◦ ... ◦ (T − λk−1Id)) =
k−1X
i=1

Eλi

en la demostración anterior. Sugerencia:

(t− λ1) (t− λ2) ... (t− λk−1)
(t− λ1)

,
(t− λ1) (t− λ2) ... (t− λk−1)

(t− λ2)
, ...

...,
(t− λ1) (t− λ2) ... (t− λk−1)

(t− λk−1)

son primos relativos en F [t] por lo que hay una combinación con coecientes en F [t]
tal que

1 = q1 [t]
(t− λ1) (t− λ2) ... (t− λk−1)

(t− λ1)
+ ...+

+qk−1 [t]
(t− λ1) (t− λ2) ... (t− λk−1)

(t− λk−1)
.

Ejercicio 195 Demuestre que si T ∈ HomF (V, V ) , con dim(V ) <∞, entonces los
valores propios de T son las ráces de µT (t) . Concluya que µT (t) y χT

(t) tienen las
mismas ráces (por supuesto, las multiplicidades puede no coincidir.

Ejercicio 196 Escriba 1 como combinación de t− 1, t− 2 y t− 3 con coecientes
en R [t] .

Ejercicio 197 Escriba 1 como combinación de (t− 1)(t− 2), (t− 2)(t − 3) y (t−
1)(t− 3) con coecientes en R[t].
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Es inmediato que el polinomio ḿnimo para T|k−1P
i=1

Eλi

es

(t− λ1) · (t− λ2) · ... · (t− λk−1) .

Tomemos una combinación de los polinomios (t− λ1) · (t− λ2) · ... · (t− λk−1) y
t− λi, con coecientes en F [t] que coincida con el polinomio 1.
Esto se puede hacer porque el máximo común divisor entre

(t− λ1) · (t− λ2) · ... · (t− λk−1) y (t− λk)

en F [t] es 1. Simplemente observe que el único divisor mónico común posible es 1.
O bien, haciendo la división

q (t)
t− λk (t− λ1) · (t− λ2) · ... · (t− λk−1)

c c 6= 0

se tiene que

1 = −1
c
q(t)(t− λk) +

1

c
(t− λ1) · (t− λ2 · ... · (t− λk−1.

Entonces

Id = −1
c
q(T )(T − λkId) +

1

c
(T − λ1Id) ◦ (T − λ2Id) ◦ ... ◦ (T − λk−1Id),

de aqú que cualquier vector �� se puede escribir como

�� =

µ
−1
c
q (T ) (T − λkId)

¶
(��) +

+
1

c
(T − λ1Id) ◦ (T − λ2Id) ◦ ... ◦ (T − λk−1Id) (��)

el primer sumando está en

Ker ((T − λ1Id) ◦ (T − λ2Id) ◦ ... ◦ (T − λk−1Id)) =
k−1X
i=1

Eλi

(¿por qué?) y el segundo sumando está en Eλk .
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mismas ráces (por supuesto, las multiplicidades puede no coincidir.

Ejercicio 196 Escriba 1 como combinación de t− 1, t− 2 y t− 3 con coecientes
en R [t] .

Ejercicio 197 Escriba 1 como combinación de (t− 1)(t− 2), (t− 2)(t − 3) y (t−
1)(t− 3) con coecientes en R[t].
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Sea h (t) = −t3 − 3t2 − 3t− 1, como h (4) = 0, podemos hacer

−t2 − 2t− 1
t+ 1 −t3 − 3t2 − 3t− 1

−2t2 − 3t− 1
−t− 1

0

.

u (t) = −t2 − 2t− 1 = − (t2 + 2t+ 1) = − (t+ 1)2 − (t− 4)2 .
Entonces

χ
T
(t) = (t− 2) (t− 1) (t− 4)3 .

La matriz A es diagonalizable si y sólo si µT (t) = (t− 2) (t− 1) (t− 4)



4 0 1 4 2
0 4 2 3 4
0 0 0 4 2
3 0 1 2 4
2 0 4 2 0



− 2I5 =




2 0 1 4 2
0 2 2 3 4
0 0 −2 4 2
3 0 1 0 4
2 0 4 2 −2







4 0 1 4 2
0 4 2 3 4
0 0 0 4 2
3 0 1 2 4
2 0 4 2 0



− 1I5 =




3 0 1 4 2
0 3 2 3 4
0 0 −1 4 2
3 0 1 1 4
2 0 4 2 −1







4 0 1 4 2
0 4 2 3 4
0 0 0 4 2
3 0 1 2 4
2 0 4 2 0



− 4I5 =




0 0 1 4 2
0 0 2 3 4
0 0 −4 4 2
3 0 1 −2 4
2 0 4 2 −4




y 





2 0 1 4 2
0 2 2 3 4
0 0 −2 4 2
3 0 1 0 4
2 0 4 2 −2



·




3 0 1 4 2
0 3 2 3 4
0 0 −1 4 2
3 0 1 1 4
2 0 4 2 −1






·
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Ejemplo 121 Consideremos la siguiente matriz en M5×5 (Z5) .

A =




4 0 1 4 2
0 4 2 3 4
0 0 0 4 2
3 0 1 2 4
2 0 4 2 0



.




4 0 1 4 2
0 4 2 3 4
0 0 0 4 2
3 0 1 2 4
2 0 4 2 0



− tI5 =




4− t 0 1 4 2
0 4− t 2 3 4
0 0 −t 4 2
3 0 1 2− t 4
2 0 4 2 −t



.

Su determinante es

det




4− t 0 1 4 2
0 4− t 2 3 4
0 0 −t 4 2
3 0 1 2− t 4
2 0 4 2 −t



= 3 + 2t+ 2t2 + 4t3 − t5 =

= χ
T
(t) = 3 + 2t+ 2t2 + 4t3 − t5.

χ
T
(2) = 0 y

-t4-2t3 + 2t+ 1
t-2 -t5+4t3+2t2+2t+3

−2t4 − t3 + 2t2 + 2t+ 3
2t2 + 2t+ 3

t+ 3
0

Sea g (t) = −t4 − 2t3 + 2t+ 1, como g (1) = 0,

−t3 − 3t2 − 3t− 1
t− 1 −t4 − 2t3 + 2t+ 1

−3t3 + 2t+ 1
−3t2 + 2t+ 1

−t+ 1
0

.
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−2t2 − 3t− 1
−t− 1

0

.

u (t) = −t2 − 2t− 1 = − (t2 + 2t+ 1) = − (t+ 1)2 − (t− 4)2 .
Entonces

χ
T
(t) = (t− 2) (t− 1) (t− 4)3 .

La matriz A es diagonalizable si y sólo si µT (t) = (t− 2) (t− 1) (t− 4)



4 0 1 4 2
0 4 2 3 4
0 0 0 4 2
3 0 1 2 4
2 0 4 2 0



− 2I5 =




2 0 1 4 2
0 2 2 3 4
0 0 −2 4 2
3 0 1 0 4
2 0 4 2 −2







4 0 1 4 2
0 4 2 3 4
0 0 0 4 2
3 0 1 2 4
2 0 4 2 0



− 1I5 =




3 0 1 4 2
0 3 2 3 4
0 0 −1 4 2
3 0 1 1 4
2 0 4 2 −1







4 0 1 4 2
0 4 2 3 4
0 0 0 4 2
3 0 1 2 4
2 0 4 2 0



− 4I5 =




0 0 1 4 2
0 0 2 3 4
0 0 −4 4 2
3 0 1 −2 4
2 0 4 2 −4




y 





2 0 1 4 2
0 2 2 3 4
0 0 −2 4 2
3 0 1 0 4
2 0 4 2 −2



·




3 0 1 4 2
0 3 2 3 4
0 0 −1 4 2
3 0 1 1 4
2 0 4 2 −1






·
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Ejemplo 121 Consideremos la siguiente matriz en M5×5 (Z5) .

A =




4 0 1 4 2
0 4 2 3 4
0 0 0 4 2
3 0 1 2 4
2 0 4 2 0



.




4 0 1 4 2
0 4 2 3 4
0 0 0 4 2
3 0 1 2 4
2 0 4 2 0



− tI5 =




4− t 0 1 4 2
0 4− t 2 3 4
0 0 −t 4 2
3 0 1 2− t 4
2 0 4 2 −t



.

Su determinante es

det




4− t 0 1 4 2
0 4− t 2 3 4
0 0 −t 4 2
3 0 1 2− t 4
2 0 4 2 −t



= 3 + 2t+ 2t2 + 4t3 − t5 =

= χ
T
(t) = 3 + 2t+ 2t2 + 4t3 − t5.

χ
T
(2) = 0 y

-t4-2t3 + 2t+ 1
t-2 -t5+4t3+2t2+2t+3

−2t4 − t3 + 2t2 + 2t+ 3
2t2 + 2t+ 3

t+ 3
0

Sea g (t) = −t4 − 2t3 + 2t+ 1, como g (1) = 0,

−t3 − 3t2 − 3t− 1
t− 1 −t4 − 2t3 + 2t+ 1

−3t3 + 2t+ 1
−3t2 + 2t+ 1

−t+ 1
0

.
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Ejercicio 202 Supongamos que el operador T : V → V en el espacio vectorial de
dimensión nita n tiene k valores propios distintos.

1. Si dim (Eλ) = n− k+ 1, para algún valor propio λ, demuestre que T es diago-
nalizable.

2. Si existen valores propios de T λ1, ..., λj tales que

dim
¡
Eλ1 + ...+Eλj

¢
= n− k + j,

demuestre que T es diagonalizable.
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·




0 0 1 4 2
0 0 2 3 4
0 0 −4 4 2
3 0 1 −2 4
2 0 4 2 −4



=

=




2 0 3 0 0
2 1 1 0 0
1 0 4 0 0
2 0 3 4 4
3 0 2 2 2







0 0 1 4 2
0 0 2 3 4
0 0 −4 4 2
3 0 1 −2 4
2 0 4 2 −4



=

=




0 0 −10 20 10
0 0 0 15 10
0 0 −15 20 10
20 0 10 20 10
10 0 5 20 10



=




0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0



.

Por lo tanto A es diagonalizable.

Ejercicio 198 Encuentre una base de Z5
5 formada por vectores propios de

A =




4 0 1 4 2
0 4 2 3 4
0 0 0 4 2
3 0 1 2 4
2 0 4 2 0



.

Ejercicio 199 Demuestre que si T : V → V es un operador lineal en un espacio de
dimensión nita n, tiene n valores propios distintos, entonces T es diagonalizable.

Ejercicio 200 Decidir si



4 0 1 2
0 4 2 4
0 0 0 −4
0 0 1 0


 es diagonalizable.

Ejercicio 201 Decidir si




3 0 1
2

−4 4 2
6 0 1


 es diagonalizable.
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Caṕtulo 9

Subespacios T-invariantes

9.1. Subespacios T−invariantes

Denición 110 Sea FV
T−→ FV un operador lineal y sea W 6F V. Diremos que

W es un subespacio T−invariante de FV (escribiremos W 6
T
V ), si T (W ) ⊆W .

En caso de que W 6
T
V, tenemos que el siguiente diagrama conmuta:

V V

=

W W

-T

-
T|W

6
inc.

6
inc.

es decir que W 6
T
V si y sólo si W

T|W→ W es un operador en W.

Ejemplos 122 Para cualquier T : V → V :

1.
n
�0
o
6
T
V.

2. V 6
T
V.

3. Ker(T ) 6
T
V.

4. T (V ) 6
T
V.

283
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Hagamos γ = {�e1, �e2} y β = γ ∪ {�e3, �e4} .£
T|W

¤γ
γ
=

µ
1 1
0 1

¶
y χ

T|W
(t) = (1− t)2 | χ

T
(t) = (1− t)3 (2− t) .

Denición 111 Sea W 6 V y consideremos

HV
W = {T : V → V | T es lineal y T (W ) ⊆W} .

Teorema 106 1. HV
W 6 HomF (V, V ) .

2. HV
W es cerrado bajo la composición.

Demostración. 1. HV
W es un subespacio de HomF (V, V ) :

0̂ ∈ HV
W pues 0̂ (W ) =

n
�0
o
⊆W.

T,U ∈ HV
W ⇒ (T + U) (W ) ⊆ T (W ) + U (W ) ⊆W +W =W.

c ∈ F, T ∈ HV
W ⇒ (cT ) (W ) ⊆ c (T (W )) ⊆ cW ⊆W.

2.T,U ∈ HV
W ⇒ (T ◦ U) (W ) ⊆ T (U (W )) ⊆ T (W ) ⊆W.

Notemos además que IdV ∈ HV
W .

En vista del Teorema anterior tenemos que

Observación 85 1. HV
W es un espacio vectorial.

2.
¡
HV

W ,+, ◦, 0̂, IdV
¢
es un anillo (no conmutativo en general).

Ejemplo 124 Sea

W =







r
s
0
0


 | r, s ∈ R



6 R4 = V.

Calcularemos HV
W .

Necesitamos encontrar todas las matrices X ∈M4×4 (R) tales que

X




r
s
0
0


 ⊆W.
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Teorema 105 Sea T : V → V lineal, W 6
T
V, dim (V ) = n <∞, entonces χ

T |W
(t)

divide a χ
T
(t).

Demostración. Tomemos una base γ de W y completémosla a una base β de

FV. Digamos que m = dim (W ) .
Entonces

[T ]ββ =

· £
T|W

¤γ
γ

B

0 C

¸
.

Entonces

[T ]ββ − tIn =

· £
T|W

¤γ
γ
− tIm B

0 C − tIm−n

¸
.

Aś que
χ
T
(t) = χ

T|W
(t)χ

C
(t) .

Ejemplo 123 Sea

R4 T−→ R4


a
b
c
d


 7−→




a+ b+ 2c− d
b+ d
2c− d
c+ d




,

entonces

[T ]cancan =



1 1 2 −1
0 1 0 1
0 0 2 −1
0 0 0 1


 .

Si tomamos W =







r
s
0
0


 | r, s ∈ R



, entonces W 6

T
V, pues



1 1 2 −1
0 1 0 1
0 0 2 −1
0 0 0 1







r
s
0
0


 =




r + s
s
0
0


 .
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0
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V, pues
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s
0
0


 =




r + s
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0
0


 .
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que se puede componer consigo mismo:

V V V

W W W

-T -T

-
T|W

6
inc.

-
T|W

6
inc.

6
inc.

como este diagrama sigue siendo conmutativo, vemos que
¡
T|W

¢
◦
¡
T|W

¢
= (T ◦ T )|W ,

aś que T ◦T ∈ HV
W . por inducción, tenemos que T n ∈ HV

W . Como HV
W es un espacio

vectorial, entonces cnT
n ∈ HV

W ,∀cn ∈ F. Además

c0Id+ c1T + ...+ cnT
n ∈ HV

W .

Teorema 108 Sean T,U ∈ Hom (V, V ) tales que T ◦ U = U ◦ T entonces

1. Ker(T ) 6
U
V.

2. T (V ) 6
U
U.

3. f (T ) ◦ g (U) = g (U) ◦ f (T ) ,∀f, g ∈ F [t] .

4. ∀f, g ∈ F [t] , Ker(f (T )) 6
g(U)

V y f (T ) (V ) 6
g(U)

V.

5. E
λ
= Ker(T − λId) 6

T
V.

6. Ker
³
(T − λId)k

´
6
T
V.

Demostración. 1. Si �� ∈ Ker(T ) entonces

T (U (��)) = U (T (��)) = U
³
�0
´
= �0,

esto es, U (��) ∈ Ker(T ) , por lo que U (Ker (T )) ⊆ Ker(T ) , y entonces Ker(T ) 6
U
V.

2. U (T (V )) = T (U (V )) ⊆ T (V ) por lo tanto T (V ) 6
U
V.

3. Se demuestra por inducción que U ◦ T k = T k ◦U y por lo tanto U rT k = T kU r

∀k, r ∈ N.
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Como


X




r
s
0
0







i

= (X)i




r
s
0
0


 , vemos que basta resolver

¡
x1 x2 x3 x4

¢



r
s
0
0


 = 0

Es decir x1r + x2s = 0, ∀r, s ∈ R. Es claro que

x1 = 0, x2 = 0.

Por lo tanto las matrices que corresponden a operadores en HV
W son de la forma

X =



∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 ∗ ∗




Ejercicio 203 1. Compruebe que

{A ∈M4×4 (R) | A3,1 = A3,2 = A4,1 = A4,2 = 0}

es un subanillo de M4×4 (R) , es decir que es cerrado bajo la resta, el producto
y que contiene al 1.

2. Compruebe que

{A ∈M4×4 (R) | A3,1 = A3,2 = A4,1 = A4,2 = 0}

es un subespacio vectorial de M4×4 (R) .

Teorema 107 Si T ∈ HV
W , y g (t) ∈ F [t] entonces g (T ) ∈ HV

W .

Demostración. Tenemos el diagrama conmutativo

V V

=

W W

-T

-
T|W

6
inc.

6
inc.
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V V
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inc.
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inc.
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En vista del Teorema anterior, dado un subconjunto S ⊆ V y un operador FV
T→F

V, existe el subespacio T−invariante generado por S. Denotaremos este espacio por
LT (S) .

LT (S) = ∩
½
W 6

T
V | S 6W

¾
.

Es claro que LT (S) es el menor subespacio T−invariante que incluye a S.

Teorema 110 Si {Wα}α∈X es una familia de subespacios T−invariantes de V, en-
tonces

P
{Wα}α∈X es un subespacio T−invariante de V.

Demostración. Si �x = �x1 + �x2 + ... + �xn con �xi ∈ Wαi, entonces T (�x) =
T (�x1) + T (�x2) + ...+ T (�xn) ∈Wα1 + ...+Wαn, pues T (�xi) ∈Wαi.

9.2. Subespacios T-ćclicos

Denición 112 Se dene el subespacio T−ćclico generado por �x como LT (�x),

donde �x ∈ V y V
T→ V es lineal.

Observación 86 LT (�x) = L ({�x, T (�x) , T 2 (�x) , ...}) = {f (T ) (�x) | f ∈ F [t]} .

Demostración. LT (�x) ⊆ L ({�x, T (�x) , T 2 (�x) , ...}) :
Para esto, basta demostrar que L ({�x, T (�x) , T 2 (�x) , ...}) es un subespacio T−in-

variante. En efecto, tomemos una combinación lineal de

©
�x, T (�x) , T 2 (�x) , ...

ª
,

kX
i=1

ciT
i (�x) ,

aplicando T obtenemos

kX
i=1

ciT
i+1 (�x) ∈ L

¡©
�x, T (�x) , T 2 (�x) , ...

ª¢
.

L ({�x, T (�x) , T 2 (�x) , ...}) ⊆ {f (T ) (�x) | f ∈ F [t]} :
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También por inducción sobre el grado de f , se demuestra que

f (T ) ◦ g (U) = g (U) ◦ f (T ) .

4. Se sigue de 1. 2. y 3.
5. �v ∈ Ker(T − λId)⇒ T (�v) = λ�v ⇒ T (T (�v)) = T (λ (�v)) = λT (�v)⇒
T (�v) ∈ Ker(T − λId) .
Por lo tanto T (Ker (T − λId)) ⊆ Ker(T − λId), y aś Ker(T − λId) 6

T
V.

6) Ejercicio.

Ejercicio 204 Sea A =

µ
1 2
0 2

¶
∈ M2×2 (R) consideremos el operador A · :

R2→ R2. Verique que Ker(A · ) ≤A· R2 y que Im(A · ) ≤A· R2.

Ejercicio 205 Háganse las inducciones del inciso 3) del Teorema anterior.

Ejercicio 206 Demuéstrese el inciso 6) del Teorema anterior.

Ejercicio 207 En V = P4 (R) considere W = L ({t, t3}) . Encuentre HV
W .

Ejercicio 208 En V = C([0, 1]), el espacio de las funciones reales continuas deni-
das en [0, 1], considere el subespacio W = L {sen (t) , cos (t)} . Muestre que para todo
polinomio f (t) ∈ R [t] , f (T ) ∈ HV

W , donde T =
R t
0
es el operador integral.

Notación 15 1. Denotemos por T

hn
�0
o
, V
i
el conjunto de los subespacios T−in-

variantes de FV.

2. Denotemos por T [W,V ] el conjunto de los subespacios T−invariantes de V que
incluyen a W. Al usar esta notación estamos suponiendo que W 6

T
V, si no

fuera el caso usamos T (W,V ] .

Teorema 109 Si {Wα}α∈X es una familia de subespacios T−invariantes de V, en-
tonces ∩ {Wα}α∈X es un subespacio T−invariante de V.

Demostración. Como ∩ {Wα}α∈X 6 V, basta demostrar que

T
¡
∩ {Wα}α∈X

¢
⊆ ∩ {Wα}α∈X .

Sea �� ∈ ∩ {Wα}α∈X . Entonces �� ∈ Wα,∀α ∈ X. Por lo tanto T (��) ∈ Wα,∀α ∈
X. Por lo tanto T (��) ∈ ∩ {Wα}α∈X .
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¾
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©
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ª
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kX
i=1

ciT
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T
V.
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se puede componer consigo mismo para producir el diagrama conmutativo

V V V

W W W

-T -T

-
T|W

6
inc.

-
T|W

6
inc.

6
inc.

de donde podemos observar que (T 2)|W =
¡
T|W

¢2
. Por inducción podemos demostrar

que
¡
T k
¢
|W =

¡
T|W

¢k
,∀k ∈ N.

Ahora, ck · T k ∈ HV
W aś que W 6

ck·Tk
V. Es fácil ver que

¡
ck · T k

¢
|W =

¡
ck · T|W

¢k
.

Como c0 · Id, c1 · T 1, ... ck · T k ∈ HV
W , entonces W es

¡
c0 · Id+ c1 · T 1 + ...+ ck · T k

¢
− invariante

y es claro que ¡
c0 · Id+ c1 · T 1 + ...+ ck · T k

¢
|W =

=
³
(c0 · Id)|W + (c1 · T )|W + ...+

¡
ck · T k

¢
|W

´
.

Teorema 111 W 6
T
V ⇒ µT|W (t) | µT (t) .

Demostración. µT (t)
¡
T|W

¢
= µT

¡
T|W

¢
= µT (T )|W = 0̂|W . Por denición de

polinomio ḿnimo, tenemos que µT (t) ∈ F [t]µT|W (t) .

Teorema 112 Si T :F V →F V es un operador lineal en un espacio de dimensión

nita n, entonces µT (t) = m.c.m.
n
µT|LT (��)

(t) | �� ∈ V
o
.

Demostración. Por el Teorema anterior, µT|LT (��)
(t) | µT (t) . Por lo tanto

m.c.m.
n
µT|LT (��)

(t) | �� ∈ V
o
| µT (t) .

Por otra parte si hacemos

m (t) =: m.c.m.
n
µT|LT (��)

(t) | �� ∈ V
o
,
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Como arriba, un elemento de L ({�x, T (�x) , T 2 (�x) , ...}) es de la forma

kX
i=1

ciT
i (�x) ,

es claro que esto es ÃÃ
kX
i=1

cit
i

!
(T )

!
(�x) ,

con Ã
kX
i=1

cit
i

!
= c0t

0 + c1t
1 + ...+ ckt

k ∈ F [t] .

{f (T ) (�x) | f ∈ F [t]} ⊆ LT (�x) :
Para esto basta notar que como �x ∈ LT (�x) 6

T
V, entonces todos los elementos de

la sucesión
�x, T (�x) , T 2 (�x) , ..., T k (�x) , ...

pertenecen a LT (�x). También dada cualquier conjunto nito de escalares

c0, c1, ..., ck

c0�x, c1T (�x) , ..., ckT
k (�x) ∈ LT (�x)

y también
c0�x+ c1T (�x) + ...+ ckT

k (�x) ∈ LT (�x).

De aqú debe ser claro que f (T ) (�x) ∈ LT (�x),∀f(t) ∈ F [t] .

Lema 19 W 6
T
V ⇒ (W 6

f(T )
V y f (T )|W = f

¡
T|W

¢
).

Demostración. Por el Teorema 107 se tiene que W 6
T
V ⇒W 6

f(T )
V.

Ahora, el diagrama conmutativo

V V

=

W W

-T

-
T|W

6
inc.

6
inc.
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Tomemos
©
�x, T (�x) , ..., T �−1 (�x)

ª
, por la manera en que escogimos � en la lista

anterior ningún vector es combinación lineal de los anteriores, por lo que
©
�x, T (�x) , ..., T �−1 (�x)

ª

es linealmente independiente. Por lo tanto

� 6 n.

Aś que � = n y por lo tanto

β =
©
�x, T (�x) , ..., T n−1 (�x)

ª

es una base para FV .
Además

[T ]ββ =


��2

...��3
... · · · ...��n

...

α0

α1
...

αn−1




donde
Tn (�x) = α0�x+ α1T (�x) + ...+ αn−1T n−1 (�x) .

Calculemos el polinomio caracteŕstico:

χ
T
(t) = det




−t
1
0
0
...
0

0
−t
1
0
...
0

· · · · · · · · · · · ·

0
0
0
...
−t
1

α0

α1

α2
...

αn−2
αn−1 − t




desarrollando el determinante respecto al primer renglón tenemos

χ
T
(t) = −t det




−t
1
0
...
0

0
−t
1
...
0

· · · · · · · · ·

0
0
...
−t
1

α1

α2
...

αn−2
αn−1 − t



+
¡
−1n+1

¢
α0,

por inducción,

χ
T
(t) = t

¡
(−1)n−1

¡
tn−1 − αn−1tn−2 − ...− α2t− α1

¢¢
+
¡
−1n+1

¢
α0 =
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entonces ∀�x ∈ V, tenemos que µT|LT (��)
(t) | m (t) , por lo que

h (t)µT|LT (��)
(t) = m (t) ,

para algún h (t) ∈ F [t] , aś que

m (T ) (�x) =
³
h (T ) ◦ µT|LT (��)

(T )
´
(�x) = h (T )

³³
µT|LT (��)

(T )
´
(�x)
´
= �0.

Entonces µT (t) | m (T ) .
Por lo tanto µT (t) = m (T ) .

Ejercicio 209 Demuestre que W 6
T
V si y sólo si W =

P
{LT (�x) | �x ∈W} .

9.3. Polinomio caracteŕstico y polinomio

ḿnimo

Teorema 113 Si V = LT ({�x}) con dim (V ) = n <∞, entonces µT (t) = ±χT
(t) .

Demostración. Es una consecuencia de las hipótesis que

β =
©
�x, T (�x) , ..., T n−1 (�x)

ª

es una base de FV :
Se tiene que ©

T k(�x) | k ∈ N
ª

genera V . Notemos que si T k(�x) ∈ L
¡
�x, T (�x) , ..., T k−1 (�x)

¢
entonces

{T n(�x) | n ∈ N} ⊆ L
¡
�x, T (�x) , ..., T k−1 (�x)

¢

y aś
©
�x, T (�x) , ..., T k−1 (�x)

ª
genera FV. Por lo tanto k ≥ n.

Tomemos ahora

� = men
©
k ∈ N |T k(�x) ∈ L

¡
�x, T (�x) , ..., T k−1 (�x)

¢ª
.

� ≥ n.
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Respecto a la base

γ =

½µ
1
0

¶
,

µ
1
−2

¶¾
,

la matriz de T es [T ]γγ =

µ
0 −5
1 2

¶
. Con polinomio caracteŕstico

χ
T
(t) = −t (2− t) + 5 = t2 − 2t+ 5.

Además

µ
0 −5
1 2

¶2

=

µ
−5 −10
2 −1

¶

5

µ
1 0
0 1

¶
− 2

µ
0 −5
1 2

¶
+

µ
−5 −10
2 −1

¶
=

µ
0 0
0 0

¶
.

De donde µT (t) | t2 − 2t + 5. Además t2 − 2t + 5, es irreducible en R [t] pues sus
ráces son: 1 + 2i y 1− 2i (t− 1− 2i) (t− 1 + 2i) = +t2 − 2t+ 5.
Por lo tanto µT (t) = χ

T
(t) .

Ejercicio 211 Suponga que le consta que
µ

x y
z w

¶µ
0 −λ2
1 2λ

¶
=

µ
0 −λ2
1 2λ

¶µ
x y
z w

¶

⇔
µ

x y
z w

¶
=

µ
x −zλ2
z x+ 2λz

¶
.

1. Muestre que hay 25 matrices que conmutan con

µ
0 −λ2
1 2λ

¶
en

M2×2(Z5).

2. De éstas, ¿cuántas son invertibles?

3. ¿Cuántas matrices invertibles hay en M2×2 (Z5)?

4. P

µ
0 −λ2
1 2λ

¶
P−1 = Q

µ
0 −λ2
1 2λ

¶
Q−1 ⇔

⇔ Q−1P conmuta con

µ
0 −λ2
1 2λ

¶
.

5. ¿Cuántas matrices en M2×2 (Z5) son similares a

µ
0 −λ2
1 2λ

¶
?
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= (−1)n
¡
tn − αn−1tn−1 − ...− α2t

2 − α1t− α0

¢
.

Aś que

χ
T
(t) (T ) = (−1)n

¡
Tn − αn−1Tn−1 − ...− α2T

2 − α1T − α0

¢

calculando en �x :¡
χ
T
(T )
¢
(�x) =

(−1)n
¡
T n (�x)− αn−1Tn−1 (�x)− ...− α2T

2 (�x)− α1T (�x)− α0 (�x)
¢
= �0.

Por lo tanto µT (t) | χT
(t) .

Supongamos ahora que µT (t) = b0 + b1t+ ...+ tm, entonces

�0 = 0̂ (�x) = µT (T ) (�x) = (b0 + b1T + ...+ Tm) (�x) ,

de donde tenemos que b0 (�x) + b1T (�x) + ... + bm−1Tm−1 (�x) = −Tm (�x) , entonces
m ≥ n.
Por lo tanto grad(µT (t)) = m ≥ n = grad

¡
χ
T
(t)
¢
. Por otra parte, µT (t) | χT

(t)
como vimos arriba, aś que m 6 n. Por lo tanto µT (t) y χT

(t) tienen el mismo grado
y sólo pueden diferir en el signo, es decir

µT (t) = ±χT
(t) .

Resta comprobar la base de la inducción de que

χ
T
(t) = (−1)n

¡
tn − αn−1tn−1 − ...− α2t

2 − α1t− α0

¢
,

si n = 1, entonces V = L (�x) y T (�x) = α0�x, luego β = {�x} , [T ]ββ = (α0) y χ
T
(t) =

α0 − t = (−1)1 (t− α0) .

Ejercicio 210 Demuestre el rećproco del Teorema anterior.

Ejemplo 125 Sea
R2 → R2µ
a
b

¶
7→

µ
a+ 2b
−2a+ b

¶
.

Entonces T

µ
1
0

¶
=

µ
1
−2

¶
, aś que

LT

µ½µ
1
0

¶¾¶
= L

µ½µ
1
0

¶
,

µ
1
−2

¶¾¶
= R2.
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Respecto a la base

γ =

½µ
1
0

¶
,

µ
1
−2

¶¾
,
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µ
0 −5
1 2

¶
. Con polinomio caracteŕstico

χ
T
(t) = −t (2− t) + 5 = t2 − 2t+ 5.
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µ
0 −5
1 2

¶2

=

µ
−5 −10
2 −1

¶

5

µ
1 0
0 1

¶
− 2

µ
0 −5
1 2

¶
+

µ
−5 −10
2 −1

¶
=

µ
0 0
0 0

¶
.
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T
(t) .
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µ

x y
z w

¶µ
0 −λ2
1 2λ

¶
=

µ
0 −λ2
1 2λ

¶µ
x y
z w

¶

⇔
µ

x y
z w

¶
=

µ
x −zλ2
z x+ 2λz

¶
.
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µ
0 −λ2
1 2λ

¶
en

M2×2(Z5).
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4. P

µ
0 −λ2
1 2λ

¶
P−1 = Q

µ
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¶
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µ
0 −λ2
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¶
.

5. ¿Cuántas matrices en M2×2 (Z5) son similares a

µ
0 −λ2
1 2λ

¶
?
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= (−1)n
¡
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¢
.
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χ
T
(t) (T ) = (−1)n

¡
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¢
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χ
T
(T )
¢
(�x) =

(−1)n
¡
T n (�x)− αn−1Tn−1 (�x)− ...− α2T

2 (�x)− α1T (�x)− α0 (�x)
¢
= �0.
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Ejemplo 126 Sea

P2 (R)
T−→ P2 (R)

f 7−→ f + f́
,

y sea β = {1, t, t2} la base canónica de P2 (R) . Entonces

[T ]ββ =



1 1 0
0 1 2
0 0 1


 ,

por lo que χ
T
(t) = (1− t)3 = 1− 3t+ 3t2 − t3

Escribamos las potencias de



1 1 0
0 1 2
0 0 1


 :



1 0 0
0 1 0
0 0 1


 ,



1 1 0
0 1 2
0 0 1


 ,



1 2 2
0 1 4
0 0 1


 ,



1 3 6
0 1 6
0 0 1


 ,

aś que


1 0 0
0 1 0
0 0 1


− 3



1 1 0
0 1 2
0 0 1


+ 3



1 2 2
0 1 4
0 0 1


−



1 3 6
0 1 6
0 0 1


 =

=



0 0 0
0 0 0
0 0 0


 .

Como LT (t
2) = L ({t2, t2 + 2t, t2 + 2t+ 2}) y además {t2, t2 + 2t, t2 + 2t+ 2} es l.

i. entonces LT (t
2) = P2 (R) . Aś que µT (t) = χ

T
(t) , por ser P2 (R) un espacio

T−ćclico. Puede uno ver directamente que T (o su matriz) no satisfacen 1 − t ni
(1− t)2 .

Ejercicio 215 Mostrar que la matriz



1 1 0
0 1 2
0 0 1


 no satisface 1− t y no satisface

(1− t)2 .

Teorema 115 Si W 6
T

V , T : V → V es diagonalizable, y dim(V ) = n < ∞,

entonces T|W :W →W es diagonalizable.
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Ejercicio 212 ¿Cuántas matrices hay en M2×2 (Z5) no diagonalizables, pero que
tienen valores propios? Sugerencia. Notar que A no puede tener dos valores propios
distintos si no es diagonalizable, entonces χ

A
(t) = (t− λ)2 = µ

A
(t) .

Ejercicio 213 ¿Cuántas matrices hay en M2×2 (Z5) que no sean diagonalizables,
porque no tener valores propios? Sugerencia. Notar que t2 + bt+ c no tiene ráces
en Z5 ⇔ b2 + c ∈ {2, 3} . Aś que hay 10 polinomios mónicos de grado 2 sin ráces
en Z5.

Ejercicio 214 ¿Qué hay más en M2×2 (Z5) , matrices diagonalizables o matrices no
diagonalizables?

9.4. El Teorema de Cayley-Hamilton

Teorema 114 (Hamilton-Cayley) Si T ∈ HomF (V, V ) y

dim (V ) = n <∞,

entonces
χ
T
(t) (T ) = 0̂ : V → V.

Equivalentemente: µT (t) | χT
(t) .

Demostración. Recordemos los siguientes resultados que ya demostramos.

1. µT (t) = m.c.m.
n
µT|LT {��}

(t) | �� ∈ V
o
. (Teorema 112).

2. µT|LT {��}
(t) = ±χT|LT {��} (t) (Teorema 113).

3. W 6
T
V ⇒ χ

T|W
(t) | χ

T
(t) .(Teorema 105).

Sea �� ∈ V, entonces µT|LT {��}
(t) = ±χT|LT {��} (t) .

Además LT {��} 6
T
V, aś que por 3.,

µT|LT {��}
(t) = χT|LT {��}

(t) | χ
T
(t) .

Por lo tanto, χ
T
(t) es un múltiplo común para

n
µT|LT {��}

(t) | �� ∈ V
o
. Por lo

tanto µT (t) | χT
(t) .

Digamos que µT (t)h (t) = χ
T
(t) , con h (t) ∈ F [t] .

Aś que, evaluando en T :

χ
T
(T ) = µT (T ) ◦ h (T ) = 0̂ ◦ h (T ) = 0̂.
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Teorema 114 (Hamilton-Cayley) Si T ∈ HomF (V, V ) y

dim (V ) = n <∞,

entonces
χ
T
(t) (T ) = 0̂ : V → V.

Equivalentemente: µT (t) | χT
(t) .

Demostración. Recordemos los siguientes resultados que ya demostramos.

1. µT (t) = m.c.m.
n
µT|LT {��}

(t) | �� ∈ V
o
. (Teorema 112).

2. µT|LT {��}
(t) = ±χT|LT {��} (t) (Teorema 113).

3. W 6
T
V ⇒ χ

T|W
(t) | χ

T
(t) .(Teorema 105).

Sea �� ∈ V, entonces µT|LT {��}
(t) = ±χT|LT {��} (t) .

Además LT {��} 6
T
V, aś que por 3.,
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(t) | χ
T
(t) .

Por lo tanto, χ
T
(t) es un múltiplo común para

n
µT|LT {��}

(t) | �� ∈ V
o
. Por lo

tanto µT (t) | χT
(t) .

Digamos que µT (t)h (t) = χ
T
(t) , con h (t) ∈ F [t] .

Aś que, evaluando en T :

χ
T
(T ) = µT (T ) ◦ h (T ) = 0̂ ◦ h (T ) = 0̂.
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Supongamos que dim (V ) = n > 1, digamos que

V = Eλ1

M
Eλ2

M
...
M

Eλk ,

donde
n
�0
o
6= Eλi = Ker(T − λiIdV ) , i ∈ {1, ..., k} .

Supongamos que dim (Eλ1) < dim (V ). Eλ1 6
U

V, puesto que T y U conmutan

además UEλ1 |es diagonalizable puesto que U es diagonalizable (Teorema 115). En-
tonces, por hipótesis de inducción, T|Eλ1y U|Eλ1 son simultáneamente diagonalizables.
Con el mismo argumento, tenemos también que T|Eλ2

L
...
L

Eλk ,
y U|Eλ2

L
...
L

Eλk ,
son

simultáneamente diagonalizables.
Podemos suponer entonces que V = Eλ, donde Eλ = Ker(T − λId) . Entonces

T = λ · y entonces una base de vectores propios de U es también una base de
vectores propios de T.

Ejemplo 127 Veremos que


−1 −3 3
0 −2 1
0 −4 3


 , y



−4 0 9
0 8 0
0 0 8




son simultáneamente diagonalizables.

El polinomio caracteŕstico para



−1 −3 3
0 −2 1
0 −4 3


 es

det



−1− t −3 3
0 −2− t 1
0 −4 3− t


 = 2 + 3t− t3 = (2− t) (−1− t)2 .

Como

((t− 2) (t+ 1))





−1 −3 3
0 −2 1
0 −4 3




 =

=



−3 −3 3
0 −4 1
0 −4 1





0 −3 3
0 −1 1
0 −4 4


 =

=



0 0 0
0 0 0
0 0 0


 ,
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Demostración. T es diagonalizable⇐⇒ µT (t) = (t− λ1) · (t− λ2) · ... · (t− λk) ,
donde λ1, ..., λk son los distintos valores propios de T.
Ahora, µT|W (t) | µT (t), aś que µT|W (t) es un producto de factores de grado uno

distintos. Como las ráces del polinomio ḿnimo son los valores propios del operador,
tenemos que T|W es diagonalizable.

9.5. Diagonalización simultánea

Denición 113 Dos operadores T,U : V ⇒ V son simultáneamente diagonaliza-
bles, si existe una base β de V tal que las matrices [T ]ββ y [U ]

β
β son diagonales.

Teorema 116 Sean T,U : V ⇒ V dos operadores en un espacio de dimensión nita
n. Supongamos que tanto T como U son diagonalizables. Entonces son equivalentes:

1. T ◦ U = U ◦ T.

2. T y U son simultáneamente diagonalizables.

Demostración. 2) ⇒ 1) Supongamos que β es una base formada por vectores
propios de T y de U. Sea �x ∈ β y digamos que T (�x) = λ�x, U (�x) = γ�x.
Entonces

(T ◦ U) (�x) = T (U (�x)) = T (γ�x) = γ (T (�x)) = γ (λ�x) ,

simétricamente,

(U ◦ T ) (�x) = U (T (�x)) = U (λ�x) = λ (T (�x)) = λ (γ�x) ,

de aqú es claro que los operadores T ◦ U y U ◦ T coinciden en la base β. Por la
propiedad universal de las bases, tenemos que T ◦ U = U ◦ T.
1) ⇒ 2) Por inducción sobre dim (V ) .
Base. Si dim (V ) = 1, no hay nada que demostrar, pues

Hom (V, V ) u Hom (F,F ) u F

con
F u Hom (F,F )
c 7→ c · .

Paso inductivo.
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c 7→ c · .

Paso inductivo.

interiores.indd   299 22/3/11   10:58:22



9.5. DIAGONALIZACIÓN SIMULTÁNEA 301





−1 −3 3
0 −2 1
0 −4 3


+ 1I3


�� = �0.



0 −3 3
0 −1 1
0 −4 4


 on



0 1 −1
0 0 0
0 0 0


. Espacio de soluciones:

L








1
0
0


 ,



0
1
1







 .

Una base de vectores propios para



−1 −3 3
0 −2 1
0 −4 3


 es






3
1
4


 ,



1
0
0


 ,



0
1
1




 ,

donde el primer vector es un vector propio que corresponde a 2 y los otros dos corres-
ponden al valor propio -1.

Tomemos la segunda matriz



−4 0 9
0 8 0
0 0 8


 , como 1



3 1 0
1 0 1
4 0 1



−1

−4 0 9
0 8 0
0 0 8





3 1 0
1 0 1
4 0 1


 =



0 −1

3
1
3

1 1 −1
0 4

3
−1

3





−4 0 9
0 8 0
0 0 8





3 1 0
1 0 1
4 0 1


 = :



8 0 0
0 −4 9
0 0 8




1



3 1 0
1 0 1
4 0 1



−1

=



0 −13

1
3

1 1 −1
0 4

3 −13


 .
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vemos que el polinomio ḿnimo para esta matriz es (t− 2) (t+ 1) , por lo que la
matriz es diagonalizable.

El polinomio caracteŕstico para



−4 0 9
0 8 0
0 0 8


 es

det





−4− t 0 9
0 8− t 0
0 0 8− t




 = −256 + 12t2 − t3 = (−4− t) (8− t)2 ,

Ahora,

((t+ 4) (t− 8))



−4 0 9
0 8 0
0 0 8


 =



0 0 9
0 12 0
0 0 12





−12 0 9
0 0 0
0 0 0


 =

=



0 0 0
0 0 0
0 0 0


 ,

De aqú, que



−4 0 9
0 8 0
0 0 8


 es diagonalizable.

Resta ver que ambas matrices conmutan:

−1 −3 3
0 −2 1
0 −4 3





−4 0 9
0 8 0
0 0 8


 =



4 −24 15
0 −16 8
0 −32 24


 ,



−4 0 9
0 8 0
0 0 8





−1 −3 3
0 −2 1
0 −4 3


 =



4 −24 15
0 −16 8
0 −32 24


 .

Una base de vectores propios para la primera matriz se obtiene resolviendo



−1 −3 3
0 −2 1
0 −4 3


− 2I3


�� = �0.



−3 −3 3
0 −4 1
0 −4 1


 on



1 0 −3

4

0 1 −1
4

0 0 0


, las soluciones están generadas por






3
1
4




 .
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El polinomio caracteŕstico para



−4 0 9
0 8 0
0 0 8


 es

det





−4− t 0 9
0 8− t 0
0 0 8− t




 = −256 + 12t2 − t3 = (−4− t) (8− t)2 ,

Ahora,

((t+ 4) (t− 8))



−4 0 9
0 8 0
0 0 8


 =



0 0 9
0 12 0
0 0 12





−12 0 9
0 0 0
0 0 0


 =

=



0 0 0
0 0 0
0 0 0


 ,

De aqú, que



−4 0 9
0 8 0
0 0 8


 es diagonalizable.

Resta ver que ambas matrices conmutan:

−1 −3 3
0 −2 1
0 −4 3





−4 0 9
0 8 0
0 0 8


 =



4 −24 15
0 −16 8
0 −32 24


 ,



−4 0 9
0 8 0
0 0 8





−1 −3 3
0 −2 1
0 −4 3


 =



4 −24 15
0 −16 8
0 −32 24


 .

Una base de vectores propios para la primera matriz se obtiene resolviendo



−1 −3 3
0 −2 1
0 −4 3


− 2I3


�� = �0.



−3 −3 3
0 −4 1
0 −4 1


 on



1 0 −3

4

0 1 −1
4

0 0 0


, las soluciones están generadas por






3
1
4




 .
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Entonces λ = 8 y 4α+ αλ+ 9 = 0⇔ 12α+ 9 = 0, por lo tanto α = −3
4
, aś que



0
1
1


− (−3/4)



1
0
0


 =




3
4

1
1




es un vector propio común para ambas matrices.
Por lo tanto, una base de vectores propios comunes a las dos matrices es






3
1
4


 ,



1
0
0


 ,




3
4

1
1




 .

Los valores propios de la primera matriz respecto de los vectores anteriores son:

2,−1,−1

mientras que los de la segunda matriz son

8,−4, 8.

Ejercicio 216 Decidir si las siguientes dos matrices son simultáneamente diagona-
lizables y de serlo encontrar una base común de vectores propios.



−2 −5 1 9
−2 1 1 3
−6 −6 3 12
−2 −2 1 6


 ,



4 0 −1 −3
2 2 −1 −3
4 2 0 −6
2 0 −1 −1


 .

Ejercicio 217 Decidir si la siguientes dos matrices son simultáneamente diagonali-
zables y de serlo encontrar una base común de vectores propios.

µ
1 2
2 1

¶
,

µ
1 1
1 2

¶
.

9.5.1. El centralizador de un operador diagonalizable

Teorema 117 Sea V
T→ V es un operador lineal en un espacio de dimensión n,

entonces
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Vemos que



3
1
4


 ,



1
0
0


 son vectores propios de



−4 0 9
0 8 0
0 0 8


 :



−4− λ 0 9
0 8− λ 0
0 0 8− λ





3
1
4


 =



0
0
0


⇔

⇔



24− 3λ
8− λ
32− 4λ


 =



0
0
0


⇔ λ = 8

Análogamente,



−4− λ 0 9
0 8− λ 0
0 0 8− λ





1
0
0


 =



0
0
0


⇔



−4− λ
0
0


 =



0
0
0


⇔ λ = 4.

Como vimos,



0
1
1


 no es un vector propio de la segunda matriz, pero



0
1
1


 −

α



1
0
0


 ś puede serlo:

Resolvamos


−4− λ 0 9
0 8− λ 0
0 0 8− λ







0
1
1


− α



1
0
0




 =



0
0
0


⇔



−4− λ 0 9
0 8− λ 0
0 0 8− λ





−α
1
1


 =



0
0
0


⇔



4α+ αλ+ 9
8− λ
8− λ


 =



0
0
0


 .
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Ejercicio 219 Use el Ejemplo 111 para mostrar que para una matriz D ∈Mn×n (F )
diagonal y un polinomio g (t) ∈ F [t] ,

g




λ1,1 0 0 0 0

0
. . . 0 0 0

0 0 λi,i 0 0

0 0 0
. . . 0

0 0 0 0 λn,n



=




g (λ1,1) 0 0 0 0

0
. . . 0 0 0

0 0 g (λi,i) 0 0

0 0 0
. . . 0

0 0 0 0 g (λn,n)



.

Teorema 119 Son equivalentes para T,U : V ⇒ V operadores lineales simultánea-
mente diagonalizables en un espacio FV de dimensión nita, con conjuntos de valores
propios {λ1, ..., λk}: y {γ1, ..., γm}

1. ∃g (t) ∈ F [t] tal que U = g (T ) .

2. Existe una suprayección

{1, ..., k} Ψ³ {1, ...,m}

tal que

Éγj =
X

Ψ(u)=j

Eλu

Donde
Eλ = Ker (T − λId) , Éγ = Ker (U − γId) .

Demostración. 1) ⇒2) Si T (�x) = λ�x entonces g (T ) (�x) = g (λ)�x, (Ejemplo
111). Aś que el conjunto de valores propios de g (T ) son

γ1 = g (λ1) , ..., γm = g (λk)

Entonces Ψ es
{1, ..., k} Ψ−→ {1, ...,m}

j 7−→ s si g (λj) = γs
.

Ahora, �x ∈ Eλj ⇒ �x ∈ Ég(λj), por lo que

X
u

g(λu)=g(λj)

Eλu 6 Ég(λj), (9.1)
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1.

C (T ) = {U ∈ Hom (V, V ) | T ◦ U = U ◦ T}

es un subespacio vectorial de Hom (V, V ) y

2. C (T ) es cerrado bajo la composición.

3. C (T ) es un subanillo de Hom (V, V ) .

Demostración. 1. b0 conmuta con T.
S, U conmutan con T ⇒

(S + U) ◦ T = S ◦ T + U ◦ T = T ◦ S + T ◦ U = T ◦ (S + U) .

S conmuta con T , c ∈ F ⇒

(cS) ◦ T = (c · ◦ S) ◦ T = c · ◦ (S ◦ T ) = c · ◦ (T ◦ S) =

= (c · ◦ T ) ◦ S = (T ◦ c · ) ◦ S = T ◦ (c · ◦ S) = T ◦ (cS) .

2. S,U conmutan con T ⇒

(S ◦ U) ◦ T = S ◦ (U ◦ T ) = S ◦ (T ◦ U) = (S ◦ T ) ◦ U =

= (T ◦ S) ◦ U = T ◦ (S ◦ U) .

3. Basta notar que IdV conmuta con T.

Ejercicio 218 Muestre que un operador T : V → V conmuta con

V
c·→ V,∀c ∈ F.

Denotemos D (V ) = {T ∈ Hom (V, V ) | T es diagonalizable} .

Teorema 118 Si T : V → V es un operador lineal diagonalizable en V de dimensión
nita, entonces

C (T ) ∩D (V ) = {U : V → V | U es simultáneamente diagonalizable con T} .

Demostración. Se sigue del Teorema 116.
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Demostración. Se sigue del Teorema 116.

interiores.indd   305 22/3/11   10:59:07



9.5. DIAGONALIZACIÓN SIMULTÁNEA 307

Ejercicio 220 Demuestre que ninguna de las dos matrices en el Ejemplo 127 se
puede expresar como un polinomio evaluado en la otra matriz.

Ejemplo 128 Consideremos las dos matrices reales



2 0 0
1 3

2
−1

2

1 −1
2

3
2


 y



3 0 0
4 1 −2
4 −2 1


 .

Los valores propios de la primera son las ráces de

det





2 0 0
1 3

2
−1

2

1 −1
2

3
2


− t


 = 4− 8t+ 5t2 − t3 = (1− t) (2− t)2 .

Llamemos E1 = Ker







2 0 0
1 3

2
−1

2

1 −1
2

3
2


− 1I3


 ·


 = L






0
1
1




 .

Llamemos E2 = Ker







2 0 0
1 3

2
−1

2

1 −1
2

3
2


− 2I3


 ·


 =

= L






1
2
0


 ,




0
−1
1




 .

Los valores propios de la segunda son: las ráces de

det





3 0 0
4 1 −2
4 −2 1


− t


 = −9− 3t+ 5t2 − t3 = (−1− t) (3− t)2 .

Llamemos

É−1 = Ker







3 0 0
4 1 −2
4 −2 1


+ 1I3


 ·


 = L






0
1
1






Llamemos

É3 = Ker







3 0 0
4 1 −2
4 −2 1


− 3I3


 ·


 = L






1
2
0


 ,




0
−1
1




 .
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∀j ∈ {1, ..., k} . Además

V =
X
g(λj)




X
u

g(λu)=g(λj)

Eλu


 6

X
g(λj)

Ég(λj) = V.

Como las sumas de arriba son directas, podemos concluir que

X
g(λj)



X
u

dim

g(λu)=g(λj)

(Eλu)


 = dim (V ) =

X
g(λj)

dim
¡
Ég(λj)

¢
,

por lo que, a la vista de la ecuación 9.1,

dim
¡
Ég(λj)

¢
=



X
u

dim

g(λu)=g(λj)

(Eλu)


 .

2) ⇒ 1)

Supongamos que {1, ..., k} Ψ³ {1, ...,m} es tal que

Éγj =



X
u

Ψ(u)=j

Eλu


 ,∀j ∈ {1, ...,m} .

Tomemos un polinomio g (t) tal que g (λi) = γ
Ψ(i)

. Entonces

T (�x) = λi�x⇒ g (T ) (�x) = g (λi)�x = γ
Ψ(i)
· �x.

Por otra parte,
T (�x) = λi�x⇒ �x ∈ Eλi 6 ÉγΨ(i) ,

aś que U (�x) = γ
Ψ(i)
· �x = g (T ) (�x) .

En particular, U y g (T ) coinciden en una base de vectores propios para T, por
lo que

g (T ) = U.
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∀j ∈ {1, ..., k} . Además

V =
X
g(λj)




X
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Eλu
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X
g(λj)
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dim
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Ég(λj)

¢
,
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Ég(λj)

¢
=



X
u

dim

g(λu)=g(λj)

(Eλu)


 .

2) ⇒ 1)
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Ejercicio 223 Muestre dos matrices diagonales A,B ∈ Mn×n (F ), con el mismo
número de valores propios tal que ninguna de ellas sea un polinomio f (t) ∈ F [t]
evaluado en la otra.

Ejercicio 224 Sea A =

µ
a b
c d

¶
, entonces

χA (t) = det

µµ
a− t b
c d− t

¶¶
= t2 − (a+ d) t+ ad− bc.

tiene dos ráces distintas en Z5 sii (a
2 − 2ad+ d2 + 4bc) ∈ {1, 4} .

Ejercicio 225 ¿Cuántas matrices diagonalizables hay en M2×2 (Z5)? Sugerencia:
dos matrices similares tienen el mismo polinomio caracteŕstico.

Ejercicio 226 Encuentre todas las matrices en M3×3 (Z5) que conmutan con

3 0 0
0 1 0
0 0 1


 .

Ejercicio 227 Cuente todas las matrices diagonalizables enM3×3 (Z5) que conmutan

con



3 0 0
0 1 0
0 0 1


.

Ejercicio 228 Encuentre todas las matrices diagonalizables en M3×3 (Z5) que son

de la forma h



3 0 0
0 1 0
0 0 1


 , para algún polinomio h (t) ∈ F [t] .

Teorema 120 Sea {T1, ..., Tk} un conjunto nito de operadores diagonalizables que
conmutan dos a dos, entonces T1, ..., Tk son simultáneamente diagonalizables.

Demostración. Por inducción sobre k.
Base. Si k = 1 no hay nada que demostrar.
k = 2
Supongamos que

V = Eλi,1

M
Eλi,2 ...

donde λi,1, λi,2, ... son los distintos valores propios de Ti.
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Tomemos la función
{1, 2} −→ {−1, 3}
1 7→ −1
2 7→ 3

.

Tenemos que É−1 = E1 y

É3 = L






1
2
0


 ,




0
−1
1




 =

= E2 = L






1
2
0


 ,




0
−1
1




 .

Entonces debe existir un polinomio g (t) tal que

g





2 0 0
1 3

2
−1

2

1 −1
2

3
2




 =



3 0 0
4 1 −2
4 −2 1


 .

Tomemos un polinomio g (t) tal que g (1) = −1 y tal que g (2) = 3 :

−3 (1− t)− (2− t) = −5 + 4t.

En efecto. 
4



2 0 0
1 3

2
−1

2

1 −1
2

3
2


− 5I3


 =

=



8 0 0
4 6 −2
4 −2 6


− 5



1 0 0
0 1 0
0 0 1


 =



3 0 0
4 1 −2
4 −2 1


 .

Ejercicio 221 Encuentre un polinomio h (t) tal que

h



3 0 0
4 1 −2
4 −2 1


 =



2 0 0
1 3

2
−1

2

1 −1
2

3
2


 .

Ejercicio 222 Sean A,B ∈ Mn×n (F ) , muestre que si B tiene más valores propios
que A no puede haber un polinomio h (t) ∈ F [t] tal que h (A) = B.
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con



3 0 0
0 1 0
0 0 1


.

Ejercicio 228 Encuentre todas las matrices diagonalizables en M3×3 (Z5) que son

de la forma h



3 0 0
0 1 0
0 0 1


 , para algún polinomio h (t) ∈ F [t] .

Teorema 120 Sea {T1, ..., Tk} un conjunto nito de operadores diagonalizables que
conmutan dos a dos, entonces T1, ..., Tk son simultáneamente diagonalizables.

Demostración. Por inducción sobre k.
Base. Si k = 1 no hay nada que demostrar.
k = 2
Supongamos que

V = Eλi,1

M
Eλi,2 ...

donde λi,1, λi,2, ... son los distintos valores propios de Ti.

308 CAPÍTULO 9. SUBESPACIOS T-INVARIANTES

Tomemos la función
{1, 2} −→ {−1, 3}
1 7→ −1
2 7→ 3

.

Tenemos que É−1 = E1 y

É3 = L






1
2
0


 ,




0
−1
1




 =

= E2 = L






1
2
0


 ,




0
−1
1




 .

Entonces debe existir un polinomio g (t) tal que

g





2 0 0
1 3

2
−1

2

1 −1
2

3
2




 =



3 0 0
4 1 −2
4 −2 1


 .

Tomemos un polinomio g (t) tal que g (1) = −1 y tal que g (2) = 3 :

−3 (1− t)− (2− t) = −5 + 4t.

En efecto. 
4



2 0 0
1 3

2
−1

2

1 −1
2

3
2


− 5I3


 =

=



8 0 0
4 6 −2
4 −2 6


− 5



1 0 0
0 1 0
0 0 1


 =



3 0 0
4 1 −2
4 −2 1


 .

Ejercicio 221 Encuentre un polinomio h (t) tal que

h



3 0 0
4 1 −2
4 −2 1


 =



2 0 0
1 3

2
−1

2

1 −1
2

3
2


 .

Ejercicio 222 Sean A,B ∈ Mn×n (F ) , muestre que si B tiene más valores propios
que A no puede haber un polinomio h (t) ∈ F [t] tal que h (A) = B.
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Ejercicio 229 Demostrar que la suma en 9.2 es directa.
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Como T2 conmuta con T1, entonces Eλ1,j≤
T2

V (Teorema 108).

Por el Teorema 115,

Eλ1,j

T2|Eλ1,j−→ Eλ1,j

es diagonalizable.
Aś que

Eλ1,j =
X
k

¡
Eλ1,j ∩ Eλ2,k

¢
,

de donde tenemos que

V =
X
j,k

¡
Eλ1,j ∩Eλ2,k

¢
, (9.2)

esta suma es directa (ejercicio).
Aś es claro que si tomamos una base βj,k de Eλ1,j ∩Eλ2,k , entonces

∪
j,k
βj,k

es una base de vectores propios de T1 y de T2.
Paso inductivo.
Supongamos que k > 2 y que T1, ..., Tk−1 son simultáneamente diagonalizables,

digamos que los vectores propios de Tj son

λj,1, λj,2, ..., λj,mj ,

entonces
V =

M
(i1,i2,...,ik−1)

³
Eλ1,i1

∩Eλ2,i2
∩ ... ∩Eλk−1,ik−1

´
.

Fijémonos en un sumando directo de la ecuación arriba, por ejemplo en

W = Eλ1,1 ∩Eλ2,1 ∩ ... ∩Eλk−1,1.

Este sumando es Tk− invariante por ser una intersección de subespacios Tk− inva-
riantes.

Como Tk|W es diagonalizable, entonces

W =
M
ik

(W ∩Eλk,ik) .

∴
V =

M
(i1,i2,...,ik−1,ik)

³
Eλ1,i1

∩Eλ2,i2
∩ ... ∩Eλk−1,ik−1

∩Eλk,ik

´
.

Es decir T1, ..., Tk son simultáneamente diagonalizables.
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Aś es claro que si tomamos una base βj,k de Eλ1,j ∩Eλ2,k , entonces

∪
j,k
βj,k

es una base de vectores propios de T1 y de T2.
Paso inductivo.
Supongamos que k > 2 y que T1, ..., Tk−1 son simultáneamente diagonalizables,
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interiores.indd   311 22/3/11   10:59:50



Caṕtulo 10

Formas canónicas

10.1. Lemas básicos de descomposición

Teorema 121 Sea T ∈ HomF (V, V ) y µT (t) = f(t)g(t) con m.c.d.
{f(t), g(t)} = 1. Entonces

V = Ker (f (T ))
L
Ker (g (T )) .

Demostración. 1 = h (t) f (t) + k (t) g (t) , para algunos h(t), k(t) ∈ F [t], en-
tonces

IdV = h (T ) f (T ) + k (T ) g (T ) ,

entonces,

∀�v ∈F V,�v = (f (T )h (T )) (�v) + (g (T ) k (T )) (�v) ,

notemos que el primer sumando pertenece a Ker(g (T )) :

g (T ) ((f (T )h (T )) (�v)) = (g (T ) ◦ f (T )) [h (T ) (�v)] =

= µT (T ) [h (T ) (�v)] = 0̂ [h (T ) (�v)] = �0.

Análogamente, (g (T ) k (T )) (�v) ∈ Ker(f (T )) .
Por lo tanto

V = Ker (f (T )) + Ker (g (T )) .

Resta ver que Ker(f (T ))∩ Ker(g (T )) =
n
�0
o
.

Como IdV = h (T ) f (T ) + k (T ) g (T ) , entonces

�� ∈ Ker (f (T )) ∩Ker (g (T ))⇒ �� ∈ Ker (IdV ) =
n
�0
o
.

313
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Teorema 122 Sea T ∈ HomF (V, V ) y µT (t) = pk11 (t) · pk22 (t) · ... · pkss (t) , con pi (t)
irreducible mónico para cada i ∈ {1, ..., s} , y pi (t) 6= pj (t) si i 6= j. Entonces

V = Ker
¡
pk11 (T )

¢L
Ker

¡
pk22 (T )

¢L
...
L
Ker

¡
pkss (T )

¢
.

Demostración.m.c.d.
©
pk11 (t) , p

k2
2 (t) , ..., p

ks
s (t)

ª
= 1. Entonces, por el Teorema

anterior,
V = Ker

¡
pk11 (T )

¢L¡
Ker

¡
pk22 (T ) ◦ ... ◦ pkss (T )

¢¢
.

Sea W =Ker
¡
pk22 (T ) ◦ ... ◦ pkss (T )

¢
, entonces con un razonamiento inductivo ( ya

que el polinomio ḿnimo de T|W es pk22 (t) · ... · pkss (t) (Lema anterior),

W = Ker
¡
pk22 (T )

¢L
...
L
Ker

¡
pkss (T )

¢
.

Aś, nalmente,

V = Ker
¡
pk11 (T )

¢L
Ker

¡
pk22 (T )

¢L
...
L
Ker

¡
pkss (T )

¢
.

(Obsérvese que la base de la inducción, s = 1 es trivial y para s = 2 es inmediato
del Teorema anterior).

Lema 21 Si µT (t) = p (t) es irreducible y dim(V ) = n, entonces

V =
sM

i=1

LT (��i) .

Demostración. Sea �� ∈ V \
n
�0
o
, entonces

n
�0
o
© LT (��) 6

T
V, por lo que

1 6= µT|LT (��)
(t) | µT (t) = p (t) .

Aś que p (t) = µT|LT (��)
(t) = ±κT|LT (��) (t) (Teorema 113).

Ahora,
dim (LT (��)) = grad (p (t)) .

Si LT (��) © V, tomemos ��1 ∈ V \LT (��) , entonces

LT (��) + LT (��1) = LT (��)
L

LT (��1) ,

pues si �0 6= �� ∈ LT (��) ∩ LT (��1) , entonces LT (��) ,LT (��1) ,LT (��) seŕan todos de
dimensión grad(p (t)) y como LT (��) ⊆ LT (��) , LT (��) ⊆ LT (��1), entonces

LT (��1) = LT (��) = LT (��) ,∇◦ (��1 ∈ V \LT (��)).
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Por lo tanto
Ker (f (T )) ∩Ker (g (T )) =

n
�0
o
.

Lema 20 Sea T ∈ HomF (V, V ) y µT (t) = pk11 (t) · pk22 (t) · ... · pkss (t) , con pi (t)
irreducible mónico para cada i ∈ {1, ..., s} , y pi (t) 6= pj (t) si i 6= j. Sea

W = Ker
¡
pk22 (T ) ◦ ... ◦ pkss (T )

¢
.

entonces

1. W ≤
T
V.

2. µ
T |W (t) = pk22 (t) · ... · pkss (t) .

Demostración. 1. Sea sigue del Teorema 108.
2. Como un operador se anula en su núcleo, entonces

pk22 (T ) · ... · pkss (T ) =
¡
pk22 (t) · ... · pkss (t)

¢
(T )

se anula en W. Por lo tanto

µ
T |W (t) | p

k2
2 (t) · ... · pkss (t) .

Por otra parte, se sigue del Teorema anterior que

V = Ker
¡
pk11 (T )

¢L
W,

aś que es claro que

pk11 (T ) ◦ µT |W (T ) =
³
pk11 (t) · µT |W (t)

´
(T )

se anula en V. Por lo tanto,

µT (t) = pk11 (t) · pk22 (t) · ... · pkss (t) | pk11 (t) · µT |W (t) ,

aś que
pk22 (t) · ... · pkss (t) | µT |W (t) .
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Ejemplo 129



0 0 −1
1 0 −2
0 1 −3


 tiene polinomio caracteŕstico

− (1 + 2t+ 3t2 + t3) :

det



−t 0 −1
1 −t −2
0 1 −3− t


 = det




0 0 −1
1 + 2t −t −2
3t+ t2 1 −3− t


 =

= −1 det
µ
1 + 2t −t
3t+ t2 1

¶
= −

¡
1 + 2t+ 3t2 + t3

¢
.

Ejemplo 130 Como t2+1 es irreducible en R [t] , entonces su matriz compañera no
es diagonalizable, es decir, µ

0 −1
1 0

¶

no es diagonalizable.
Por la misma razón, la matriz compañera de

¡
t2 + 1

¢
(t− 2) (t) = t4 − 2t3 + t2 − 2t

no es diagonalizable: 

0 0 0 0
1 0 0 2
0 1 0 −1
0 0 1 2


 .

10.3. Matrices diagonales por bloques

Teorema 124 Si A =

µ
B 0
0 C

¶
entonces µA(t) = [µB(t);µC(t)] .

Demostración.

Am =

µ
Bm 0
0 Cm

¶
,

para toda m ∈ N y también,

∀cm ∈ F, cmA
m =

µ
cmB

m 0
0 cmC

m

¶
.
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Si LT (��)
L

LT (��1) © V, tomemos ��2 ∈ V \ (LT (��)
L

LT (��1)) , entonces

(LT (��)
L

LT (��1)) + LT (��2) = (LT (��)
L

LT (��1))
L

LT (��2)

pues si �0 6= �� ∈ (LT (��)
L

LT (��1))∩LT (��2) , entonces LT (��) = LT (��2) , y entonces
��2 ∈ LT (��2) 6 LT (��)

L
LT (��1) ∇◦ .

Continuando de esta manera encontramos una sucesión de subespacios

LT (��) ,LT (��1) ,LT (��2) , ...,LT (��s−1)

tales que

LT (��)
L

LT (��1)
L

LT (��2)
L

...
L

LT (��s−1) = V

(La sucesión termina pues dim (V ) = n <∞).
Además

dim (V ) = s · grad (p (t)) ,

es decir que grad(p (t)) | dim (V ) .

10.2. La matriz compañera de un polinomio

Denición 114 Sea

f (t) = a0 + a1t+ a2t
2 + ...+ an−1tn−1 + tn

un polinomio mónico de grado n, denamos la matriz compañera de f como

Cf =




0 0 · · · 0 0 −a0
1 0 · · · 0 0 −a1
0 1 · · · 0 0 −a2
...
...
. . .

...
...

...
0 0 · · · 1 0 −an−2
0 0 · · · 0 1 −an−1



.

Teorema 123 χ
T
(Cf) = ±f (t) .

Demostración. Véase la demostración del Teorema 113
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Entonces
µA (t) | h(t) = [µB (t) ;µC (t)] .

Por lo tanto
µA (t) = [µB (t) ;µC (t)] .

Ejemplo 131 A =

µ
B 0
0 C

¶
, B =



0 0 4
1 0 −8
0 1 5


 =

µ
0 −3
1 4

¶
.

El polinomio ḿnimo para B es: −4 + 8X − 5X2 +X3,
el polinomio ḿnimo para C es: 3− 4X +X2.

A :=




0 0 4 0 0
1 0 −8 0 0
0 1 5 0 0
0 0 0 0 −3
0 0 0 1 4



,

−4 + 8X − 5X2 +X3, tiene ráces:



1
2
2


 .

Las ráces de 3− 4X +X2, son

½
3
1

¾
.

por lo tanto,

m.c.m.
¡©
−4 + 8X − 5X2 +X3, 3− 4X +X2

ª¢
= (X − 1)(X − 2)2(X − 3),

aś que el polinomio ḿnimo para A debe ser (X − 1)(X − 2)2(X − 3).
En efecto,

(A− 1) = (




0 0 4 0 0
1 0 −8 0 0
0 1 5 0 0
0 0 0 0 −3
0 0 0 1 4



− 1 · Id5) =




−1 0 4 0 0
1 −1 −8 0 0
0 1 4 0 0
0 0 0 −1 −3
0 0 0 1 3




(A− 2)2 = (




0 0 4 0 0
1 0 −8 0 0
0 1 5 0 0
0 0 0 0 −3
0 0 0 1 4



− 2 · Id5)2 =




4 4 4 0 0
−4 −4 −4 0 0
1 1 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
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Entonces para
f(t) = c0 + c1t+ ...+ cmt

m,

tenemos que
f(A) = c0I + c1A+ ...+ cmA

m

y que

f(A) =

µ
f (B) 0
0 f (C)

¶
.

Entonces si f(A) = 0, también f (B) = 0 y f (C) = 0. Por lo tanto

µB (t) | f(t)

y
µC (t) | f(t).

Por lo tanto,
[µB (t) ;µC (t)] | f(t).

En particular,
[µB (t) ;µC (t)] | µA (t) .

Por otra parte denotemos
h(t) = [µB (t) ;µC (t)] ,

entonces
h(t) = µB (t) k1 (t) , h(t) = µC (t) k2 (t) ,

entonces
h(B) = k1 (B)µB (B) = 0

y
h(C) = k2 (C)µC (C) = 0.

Por lo tanto

h(A) =

µ
h (B) 0
0 h (C)

¶
=






0 · · · 0
...
. . .

...
0 · · · 0






0 · · · 0
...
. . .

...
0 · · · 0






0 · · · 0
...
. . .

...
0 · · · 0






0 · · · 0
...
. . .

...
0 · · · 0






.
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Entonces
µA (t) | h(t) = [µB (t) ;µC (t)] .
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¶
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1

¾
.
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Entonces para
f(t) = c0 + c1t+ ...+ cmt

m,

tenemos que
f(A) = c0I + c1A+ ...+ cmA

m

y que

f(A) =

µ
f (B) 0
0 f (C)

¶
.

Entonces si f(A) = 0, también f (B) = 0 y f (C) = 0. Por lo tanto

µB (t) | f(t)

y
µC (t) | f(t).

Por lo tanto,
[µB (t) ;µC (t)] | f(t).

En particular,
[µB (t) ;µC (t)] | µA (t) .
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h(t) = µB (t) k1 (t) , h(t) = µC (t) k2 (t) ,
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h(B) = k1 (B)µB (B) = 0

y
h(C) = k2 (C)µC (C) = 0.

Por lo tanto

h(A) =

µ
h (B) 0
0 h (C)

¶
=






0 · · · 0
...
. . .

...
0 · · · 0






0 · · · 0
...
. . .

...
0 · · · 0






0 · · · 0
...
. . .

...
0 · · · 0






0 · · · 0
...
. . .

...
0 · · · 0






.
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Demostración. Primero,

p− zoc(W
β
) ⊆W

β

y X
α∈X\{β}

p− zoc(Wα) ⊆
X

α∈X\{β}
(Wα),

por lo que

p− zoc(W
β
) ∩ (

X
α∈X\{β}

{p− zoc(Wα)}) ⊆W
β
∩

X
α∈X\{β}

(Wα) =
n
�0
o

y por lo tanto X
α∈X

p− zoc(Wα) =
M
α∈X

p− zoc(Wα).

⊆)
v̄ ∈ p− zoc(

M
α∈X

Wα)⇒ v̄ = w̄α1 + ...+ w̄αk con w̄αi ∈Wαi

y
�0 = p(T )(v̄) = p(T )(w̄α1) + ...+ p(T )(w̄αk) ∈

∈
X
α∈X

Wα =
M
α∈X

Wα⇒ p(T (w̄αi) = �0⇒

⇒ w̄αi ∈ p− zoc(Wαi)⇒ v̄ ∈
X
α∈X

p− zoc(Wα) =
M
α∈X

p− zoc(Wα).

⊇)

v̄ ∈
M
α∈X

p− zoc(Wα)⇒ v̄ = w̄a1 + ...+ w̄αk con w̄αi ∈ p− zoc(Wαi)⇒

⇒ p(T )(w̄αi) = �0⇒
⇒ p(T )(v̄) = �0⇒

⇒ v̄ ∈ Ker(p(T )) y v̄ ∈
M
α∈X

Wα ⇒

⇒ v̄ ∈ p− zoc(
M
α∈X

Wα).
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(A− 3) = (




0 0 4 0 0
1 0 −8 0 0
0 1 5 0 0
0 0 0 0 −3
0 0 0 1 4



− 3 · Id5) =




−3 0 4 0 0
1 −3 −8 0 0
0 1 2 0 0
0 0 0 −3 −3
0 0 0 1 1




Ahora, 


−1 0 4 0 0
1 −1 −8 0 0
0 1 4 0 0
0 0 0 −1 −3
0 0 0 1 3







4 4 4 0 0
−4 −4 −4 0 0
1 1 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1



=




0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 −1 −3
0 0 0 1 3







−3 0 4 0 0
1 −3 −8 0 0
0 1 2 0 0
0 0 0 −3 −3
0 0 0 1 1



=




0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0




10.4. El p-zoclo

Denición 115 Sea V
T→ V un operador lineal en un espacio vectorial de dimen-

sión nita, sea p (t) ∈ F [t] , un polinomio irreducible, entonces

p− zoc(V ) =: Ker (p (T )) .

Observación 87 p−zoc(V ) 6
T
V.

Demostración. Esto se sigue de que T y p (T ) conmutan (ver el Teorema 108).

Lema 22 Sea {Wα}α∈X, una familia en T

h
{�0}, V

i
tal que

X
α∈X

Wα =
M
α∈X

Wα,

entonces
p− zoc(

M
Wα) =

M
(p− zoc(Wα)) .
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Demostración. Primero,

p− zoc(W
β
) ⊆W

β

y X
α∈X\{β}

p− zoc(Wα) ⊆
X

α∈X\{β}
(Wα),

por lo que

p− zoc(W
β
) ∩ (

X
α∈X\{β}

{p− zoc(Wα)}) ⊆W
β
∩

X
α∈X\{β}

(Wα) =
n
�0
o

y por lo tanto X
α∈X

p− zoc(Wα) =
M
α∈X

p− zoc(Wα).

⊆)
v̄ ∈ p− zoc(

M
α∈X

Wα)⇒ v̄ = w̄α1 + ...+ w̄αk con w̄αi ∈Wαi

y
�0 = p(T )(v̄) = p(T )(w̄α1) + ...+ p(T )(w̄αk) ∈

∈
X
α∈X

Wα =
M
α∈X

Wα⇒ p(T (w̄αi) = �0⇒

⇒ w̄αi ∈ p− zoc(Wαi)⇒ v̄ ∈
X
α∈X

p− zoc(Wα) =
M
α∈X

p− zoc(Wα).
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v̄ ∈
M
α∈X

p− zoc(Wα)⇒ v̄ = w̄a1 + ...+ w̄αk con w̄αi ∈ p− zoc(Wαi)⇒

⇒ p(T )(w̄αi) = �0⇒
⇒ p(T )(v̄) = �0⇒

⇒ v̄ ∈ Ker(p(T )) y v̄ ∈
M
α∈X

Wα ⇒

⇒ v̄ ∈ p− zoc(
M
α∈X

Wα).
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(A− 3) = (




0 0 4 0 0
1 0 −8 0 0
0 1 5 0 0
0 0 0 0 −3
0 0 0 1 4



− 3 · Id5) =




−3 0 4 0 0
1 −3 −8 0 0
0 1 2 0 0
0 0 0 −3 −3
0 0 0 1 1




Ahora, 


−1 0 4 0 0
1 −1 −8 0 0
0 1 4 0 0
0 0 0 −1 −3
0 0 0 1 3







4 4 4 0 0
−4 −4 −4 0 0
1 1 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1



=




0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 −1 −3
0 0 0 1 3







−3 0 4 0 0
1 −3 −8 0 0
0 1 2 0 0
0 0 0 −3 −3
0 0 0 1 1



=




0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0




10.4. El p-zoclo

Denición 115 Sea V
T→ V un operador lineal en un espacio vectorial de dimen-

sión nita, sea p (t) ∈ F [t] , un polinomio irreducible, entonces

p− zoc(V ) =: Ker (p (T )) .

Observación 87 p−zoc(V ) 6
T
V.

Demostración. Esto se sigue de que T y p (T ) conmutan (ver el Teorema 108).

Lema 22 Sea {Wα}α∈X, una familia en T

h
{�0}, V

i
tal que

X
α∈X

Wα =
M
α∈X

Wα,

entonces
p− zoc(

M
Wα) =

M
(p− zoc(Wα)) .
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y por lo tanto
µ(t)

(µ(t);h(t))
| µ̂(t) h(t)

(µ(t);h(t))

pero µ
µ(t)

(µ(t);h(t))
;

h(t)

(µ(t);h(t))

¶
= 1,

por lo tanto
µ(t)

(µ(t);h(t))
| µ̂(t).

Finalmente conclúmos que
µ(t)

(µ(t);h(t))
= µ̂(t).

Ejemplo 132 De que si V = LT (��), con polinomio ḿnimo, entonces para cualquier
otro polinomio h(t), tenemos que

µT|LT (h(T )(��))
(t) =

µT (t)

(µT (t) ;h(t))
.

Tomemos el polinomio

(t− 1) (t− 2)
¡
t2 + t+ 1

¢
∈ R [t] ,

cuya matriz compañera es

A =



0 0 0 −2
1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 2


 .

Entonces

R4 = LT (��1) .

Estamos tomando

T : R4 A·−→ R4

¡
T 2 + T + 1 · Id

¢
(��1) =
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Teorema 125 Sea V = LT ({x̄}) y µ(t) =: µT (t), sea ȳ = h(T )(x̄) con h (t) ∈ F [t] .
(i. e. ȳ ∈ LT ({x̄})), entonces

µ̂(t) =: µT|LT ({ȳ})
(t) =

µ(t)

(µ(t);h(t))
.

Demostración.
µ
(

µ(t)

(µ(t);h(t))
) (T )

¶
(ȳ) =

µ
(

µ(t)

(µ(t);h(t))
) (T )

¶
(h(T ) (x̄)) =

=

µ
µ(t)

(µ(t);h(t))
· h(t)

¶
(T )(x̄) =

µ
h(t)

(µ(t);h(t))
· µ(t)

¶
(T )(x̄) =

=

µµ
h(t)

(µ(t);h(t))

¶
(T ) ◦ µ(T )

¶
(x̄) =

µµ
h(t)

(µ(t);h(t))

¶
(T ) ◦ 0̂

¶
(x̄) = 0̄

Por lo tanto,

ȳ ∈ Ker
µµ

µ(t)

(µ(t);h(t))

¶
(T )

¶
6T V

entonces

LT ({ȳ}) ⊆ Kēr

µ
µ(t)

(µ(t);h(t))

¶
(T ),

y µ
µ(t)

(µ(t);h(t))

¶
(T|LT ({ȳ})) = 0̂|LT ({ȳ});

por lo que

µ̂(t)| µ(t)

(µ(t);h(t))
.

Ahora,
�0 = µ̂(t)(T )(ȳ) = µ̂(T )(h(T )(x̄)) = (µ̂(t) · h(t))(T )(x̄),

por lo que
x̄ ∈ Ker((µ̂(T ) · h(T )) 6T V

y entonces
V = LT ({x̄}) ⊆ Ker(µ̂(t) · h(t))(T )

con lo que
(µ̂(t)h(t))(T ) = 0̂.

Entonces
µ(t) | µ̂(t)h(t)
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y por lo tanto
µ(t)

(µ(t);h(t))
| µ̂(t) h(t)
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pero µ
µ(t)

(µ(t);h(t))
;

h(t)

(µ(t);h(t))

¶
= 1,

por lo tanto
µ(t)

(µ(t);h(t))
| µ̂(t).

Finalmente conclúmos que
µ(t)

(µ(t);h(t))
= µ̂(t).
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.
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t2 + t+ 1
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∈ R [t] ,
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 .
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T : R4 A·−→ R4

¡
T 2 + T + 1 · Id

¢
(��1) =
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Teorema 125 Sea V = LT ({x̄}) y µ(t) =: µT (t), sea ȳ = h(T )(x̄) con h (t) ∈ F [t] .
(i. e. ȳ ∈ LT ({x̄})), entonces

µ̂(t) =: µT|LT ({ȳ})
(t) =

µ(t)

(µ(t);h(t))
.

Demostración.
µ
(

µ(t)

(µ(t);h(t))
) (T )

¶
(ȳ) =

µ
(

µ(t)

(µ(t);h(t))
) (T )

¶
(h(T ) (x̄)) =

=

µ
µ(t)

(µ(t);h(t))
· h(t)

¶
(T )(x̄) =

µ
h(t)

(µ(t);h(t))
· µ(t)

¶
(T )(x̄) =

=

µµ
h(t)

(µ(t);h(t))

¶
(T ) ◦ µ(T )

¶
(x̄) =

µµ
h(t)

(µ(t);h(t))

¶
(T ) ◦ 0̂

¶
(x̄) = 0̄

Por lo tanto,

ȳ ∈ Ker
µµ

µ(t)

(µ(t);h(t))

¶
(T )

¶
6T V

entonces

LT ({ȳ}) ⊆ Kēr

µ
µ(t)

(µ(t);h(t))

¶
(T ),

y µ
µ(t)

(µ(t);h(t))

¶
(T|LT ({ȳ})) = 0̂|LT ({ȳ});

por lo que

µ̂(t)| µ(t)

(µ(t);h(t))
.

Ahora,
�0 = µ̂(t)(T )(ȳ) = µ̂(T )(h(T )(x̄)) = (µ̂(t) · h(t))(T )(x̄),

por lo que
x̄ ∈ Ker((µ̂(T ) · h(T )) 6T V

y entonces
V = LT ({x̄}) ⊆ Ker(µ̂(t) · h(t))(T )

con lo que
(µ̂(t)h(t))(T ) = 0̂.

Entonces
µ(t) | µ̂(t)h(t)
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Aś que

T 2(



1
1
1
0


) = −2



1
1
1
0


) + 3T (



1
1
1
0


),

por lo tanto el polinomio ḿnimo correspondiente es

t2 − 3t+ 2 = (t− 1) (t− 2) .

Lema 23 Sea
V = LT (x̄)

y
µT (t) = pk(t)

con p(t) ∈ F [T ] irreducible y mónico. Entonces

p− zoc(V ) =
©¡
pk−1(t) · α (t)

¢
(T ) (x̄) | (α (t) ; p(t)) = 1

ª
.

Demostración. ⊇) Obvio.
⊆)

ȳ ∈ (p− zoc(V )) \{�0} = (p− zoc (LT{x̄})) \{�0}⇒
⇒ ȳ = h(T )(x̄) p. a. h(t) ∈ F1t]

y
p(T )(ȳ) = �0.

Aś,
µT|LT ({ȳ})

(t) | p(t)

(por denición), y entonces
µT|LT ({ȳ}) (t) = p(t).

Pero por el Teorema anterior:

µT|LT ({ȳ}) (t) =
µT (t)

(µT (t) ;h (t))
=

pk(t)

(µT (t) ;h (t))

por lo que
(µT (t) ;h (t))) = pk−1(t),

entonces
h(t) = pk−1(t)α(t)
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=






0 0 0 −2
1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 2




2

+



0 0 0 −2
1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 2


+ I4


 (��1) =

=



1 0 −2 −6
1 1 1 1
1 1 1 1
0 1 3 7


 (��1) =



1
1
1
0


 .

Lo que debemos esperar es que este vector genere un espacio T -ćclico tal que la
restricción de T a este subespacio tenga polinomio ḿnimo (t− 1) (t− 2), veamos
que en efecto es aś:

LT



1
1
1
0


 = L






1
1
1
0


 , A



1
1
1
0


 , A2



1
1
1
0


 , ...



=

y

=



0 0 0 −2
1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 2






0
1
1
1


 =



−2
1
1
3


 .

Ahora, 




1
1
1
0


 ,



0
1
1
1


 ,



−2
1
1
3







ya es un conjunto linealmente dependiente. Expresemos el tercer vector como combi-
nación lineal de los anteriores, resolviendo el sistema con matriz



1 0 −2
1 1 1
1 1 1
0 1 3


 ,

obtenemos 

1 0 −2
0 1 3
0 0 0
0 0 0


 .
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1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 2


+ I4


 (��1) =

=



1 0 −2 −6
1 1 1 1
1 1 1 1
0 1 3 7


 (��1) =



1
1
1
0


 .

Lo que debemos esperar es que este vector genere un espacio T -ćclico tal que la
restricción de T a este subespacio tenga polinomio ḿnimo (t− 1) (t− 2), veamos
que en efecto es aś:

LT



1
1
1
0


 = L






1
1
1
0


 , A



1
1
1
0


 , A2



1
1
1
0


 , ...



=

y

=



0 0 0 −2
1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 2






0
1
1
1


 =



−2
1
1
3


 .

Ahora, 




1
1
1
0


 ,



0
1
1
1


 ,



−2
1
1
3







ya es un conjunto linealmente dependiente. Expresemos el tercer vector como combi-
nación lineal de los anteriores, resolviendo el sistema con matriz



1 0 −2
1 1 1
1 1 1
0 1 3


 ,

obtenemos 

1 0 −2
0 1 3
0 0 0
0 0 0


 .
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(r (t) ; p(t)) = 1

y
(g (t) ; p(t)) = 1

entonces
(r (t) g (t) ; p(t)) = 1.

Por lo tanto

p− zoc(LT ({ȳ}) =
©
pk−1(T )r (T ) g(T )(x̄) | (r (t) ; p(t)) = 1

ª

Ahora, si
z̄ ∈ p− zoc(LT ({x̄}),

entonces
z̄ = pk−1(T )q(T )(x̄)

con (p; q) = 1.

Sea 1 = αp+ βg, entonces

q = q ∗ 1 = q ∗ (αp+ βg) = αqp+ βgq,

por lo que

z̄ = pk−1(T )q(T )(x̄) = pk−1(T ) ◦ (αqp+ βgq) (T ) (x̄) =

= pk(T ) (αq) (T ) (x̄) +
¡
pk−1βgq

¢
(T ) (x̄) =

= �0 +
£¡
pk−1βqg

¢
(T )
¤
(x̄) =

£¡
pk−1βqg

¢
(T )
¤
(x̄) ,

y (βq; p) = 1.
Entonces

z̄ ∈ p− zoc(LT ({ȳ}).
Aś que

z̄ ∈ p− zoc (LT ({x̄})) ⊆ p− zoc(LT ({ȳ})

Teorema 126 Si dim (V ) = n, T ∈ Hom(V, V ) y µT (t) = pk(t) con p(t) ∈ F [t]
irreducible y mónico, entonces

V =
rM

i=1

(LT ({x̄i})

p. a. x̄i ∈ V, i = 1, ..., r.
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con (p(t);α(t)) = 1.
Finalmente se concluye que

ȳ ∈
©¡
pk−1(t) · α (t)

¢
(T ) (x̄) | (α (t) ; p(t)) = 1

ª

Lema 24 Sea V = LT (x̄) , µT (t) = pk(t) con p(t) ∈ F [T ] irreducible y mónico y

ȳ ∈ V \
n
�0
o
. Entonces

p− zoc (V ) = p− zoc({LT (ȳ)}).

Demostración. ⊇) Obvio.
⊆) El Lema anterior garantiza que,

z̄ ∈ p− zoc(V )⇔ z̄ = pk−1(T )q(T )(x̄)

con (p; q) = 1.
Ahora sea

�0 6= ȳ = h(T )(x̄),

con
h(t) = pm(t)g(t),

y
(g(t); p(t)) = 1,

entonces

µT|LT ({ȳ})
(t) =

pk(t)

(pk(t);h (t))
= pk−m(t).

w̄ ∈ p− zoc(LT ({ȳ})⇔ w̄ = pk−m−1(T )r (T ) (ȳ)

(r (t) ; p(t)) = 1.

Aś que

p− zoc(LT ({ȳ}) =
©
pk−m−1(T )r (T ) (ȳ) | (r (t) ; p(t)) = 1

ª
=

=
©
pk−m−1(T )r (T ) (pm(T )g(T )(x̄)) | (r (t) ; p(t)) = 1

ª
=

=
©
pk−1(T )r (T ) (g(T )(x̄)) | (r (t) ; p(t)) = 1

ª
.

Ahora, como
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pk−1(T )r (T ) g(T )(x̄) | (r (t) ; p(t)) = 1

ª

Ahora, si
z̄ ∈ p− zoc(LT ({x̄}),

entonces
z̄ = pk−1(T )q(T )(x̄)

con (p; q) = 1.

Sea 1 = αp+ βg, entonces

q = q ∗ 1 = q ∗ (αp+ βg) = αqp+ βgq,

por lo que

z̄ = pk−1(T )q(T )(x̄) = pk−1(T ) ◦ (αqp+ βgq) (T ) (x̄) =

= pk(T ) (αq) (T ) (x̄) +
¡
pk−1βgq

¢
(T ) (x̄) =

= �0 +
£¡
pk−1βqg

¢
(T )
¤
(x̄) =

£¡
pk−1βqg

¢
(T )
¤
(x̄) ,

y (βq; p) = 1.
Entonces

z̄ ∈ p− zoc(LT ({ȳ}).
Aś que

z̄ ∈ p− zoc (LT ({x̄})) ⊆ p− zoc(LT ({ȳ})

Teorema 126 Si dim (V ) = n, T ∈ Hom(V, V ) y µT (t) = pk(t) con p(t) ∈ F [t]
irreducible y mónico, entonces

V =
rM

i=1

(LT ({x̄i})

p. a. x̄i ∈ V, i = 1, ..., r.
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con (p(t);α(t)) = 1.
Finalmente se concluye que

ȳ ∈
©¡
pk−1(t) · α (t)

¢
(T ) (x̄) | (α (t) ; p(t)) = 1

ª

Lema 24 Sea V = LT (x̄) , µT (t) = pk(t) con p(t) ∈ F [T ] irreducible y mónico y

ȳ ∈ V \
n
�0
o
. Entonces

p− zoc (V ) = p− zoc({LT (ȳ)}).

Demostración. ⊇) Obvio.
⊆) El Lema anterior garantiza que,

z̄ ∈ p− zoc(V )⇔ z̄ = pk−1(T )q(T )(x̄)

con (p; q) = 1.
Ahora sea

�0 6= ȳ = h(T )(x̄),

con
h(t) = pm(t)g(t),

y
(g(t); p(t)) = 1,

entonces

µT|LT ({ȳ})
(t) =

pk(t)

(pk(t);h (t))
= pk−m(t).

w̄ ∈ p− zoc(LT ({ȳ})⇔ w̄ = pk−m−1(T )r (T ) (ȳ)

(r (t) ; p(t)) = 1.

Aś que

p− zoc(LT ({ȳ}) =
©
pk−m−1(T )r (T ) (ȳ) | (r (t) ; p(t)) = 1

ª
=

=
©
pk−m−1(T )r (T ) (pm(T )g(T )(x̄)) | (r (t) ; p(t)) = 1

ª
=

=
©
pk−1(T )r (T ) (g(T )(x̄)) | (r (t) ; p(t)) = 1

ª
.

Ahora, como
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⇒ p (T ) (z̄) ∈ LT ({ȳi}) ∩
sX

j=1

j 6=i

LT ({ȳj}) = {�0}⇒

⇒ LT ({ȳi}) ∩
sX

j=1

j 6=i

LT ({ȳj}) = {�0}⇒

⇒ hi(T ) (ȳi) = p(T )̄(z̄) = �0⇒
⇒ pαi(t) = µT|LT ({ȳi})

(t) |hi(t)⇒

⇒ pαi(t) = µT|LT ({ȳi})
(t) |hi(t)

para alguna αi > 0
⇒ p(t) | hi(t).

Con un razonamiento análogo, p(t) | hj(t) para j = 1, ..., s . Sea

hi(t) = p(t)ĥi(t), i = 1, ..., s.

Entonces como

hi(T )(x̄i) =
sX

j=1

j 6=i

hj(T )(x̄j) = z̄,

tenemos que:

z̄ =
³
p(T ) ◦ ĥi(T )

´
(x̄i) =

sX
j=1

j 6=i

³
p(T ) ◦ ĥj(T )

´
(x̄j) =

=
³
ĥi(T ) ◦ p(T )

´
(x̄i) =

sX
j=1

j 6=i

³
ĥj(T ) ◦ p(T )

´
(x̄j) =

ĥi(T )(ȳi) =
sX

j=1

j 6=i

³
ĥj(T )

´
(ȳj) ∈ LT ({ȳi}) ∩

sX
j=1

j 6=i

LT ({ȳj}) = {�0}.

Es decir z̄ = �0 y por lo tanto

sX
i=1

(LT ({x̄i})) =
sM

i=1

(LT ({x̄i})).
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Demostración. Por inducción sobre k.
La base se demostró anteriormente como un lema.
Considérese el diagrama conmutativo

V V

=

p (T ) (V ) p (T ) (V )

-T

-
T|p(T )(V )

6
inc.

6
inc.

aś
pk−1 (T ) (p(T )(V )) =

n
�0
o
,

con lo que,
µT|p(T )(V )

(t) | pk−1(t)
y por lo tanto

µT|p(T )(V )
(t) = pl

con l 6 k − 1.
Por hipótesis de inducción

p(T )(V ) =
sM

i=1

(LT ({ȳi}))

con ȳi ∈ p(T )(V )\{�0}, pero si ȳi ∈ p(T )(V ) entonces ȳi = p(T )(x̄i), x̄i 6= �0.
Demostraremos primero que

sX
i=1

(LT ({x̄i})) =
sM

i=1

(LT ({x̄i})).

z̄ ∈ LT ({x̄i}) ∩
sX

j=1

j 6=i

LT ({x̄j})⇒ z̄ = hi(T )(x̄i) =
sX

j=1

j 6=i

hj(T )(x̄j)⇒

⇒ p (T ) (z̄) = hi(T )p(T )(x̄i) =
sX

j=1

j 6=i

hj (T ) p (T ) (x̄j)⇒

⇒ p (T ) (z̄) = hi(T ) (ȳi) =
sX

j=1

j 6=i

hj (ȳj)⇒
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⇒ p (T ) (z̄) ∈ LT ({ȳi}) ∩
sX

j=1

j 6=i

LT ({ȳj}) = {�0}⇒

⇒ LT ({ȳi}) ∩
sX

j=1

j 6=i

LT ({ȳj}) = {�0}⇒

⇒ hi(T ) (ȳi) = p(T )(̄z̄) = �0⇒
⇒ pαi(t) = µT|LT ({ȳi})

(t) |hi(t)⇒

⇒ pαi(t) = µT|LT ({ȳi})
(t) |hi(t)

para alguna αi > 0
⇒ p(t) | hi(t).

Con un razonamiento análogo, p(t) | hj(t) para j = 1, ..., s . Sea

hi(t) = p(t)ĥi(t), i = 1, ..., s.

Entonces como

hi(T )(x̄i) =
sX

j=1

j 6=i

hj(T )(x̄j) = z̄,

tenemos que:

z̄ =
³
p(T ) ◦ ĥi(T )

´
(x̄i) =

sX
j=1

j 6=i

³
p(T ) ◦ ĥj(T )

´
(x̄j) =

=
³
ĥi(T ) ◦ p(T )

´
(x̄i) =

sX
j=1

j 6=i

³
ĥj(T ) ◦ p(T )

´
(x̄j) =

ĥi(T )(ȳi) =
sX

j=1

j 6=i

³
ĥj(T )

´
(ȳj) ∈ LT ({ȳi}) ∩

sX
j=1

j 6=i

LT ({ȳj}) = {�0}.

Es decir z̄ = �0 y por lo tanto

sX
i=1

(LT ({x̄i})) =
sM

i=1

(LT ({x̄i})).
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Demostración. Por inducción sobre k.
La base se demostró anteriormente como un lema.
Considérese el diagrama conmutativo

V V

=

p (T ) (V ) p (T ) (V )

-T

-
T|p(T )(V )

6
inc.

6
inc.

aś
pk−1 (T ) (p(T )(V )) =

n
�0
o
,

con lo que,
µT|p(T )(V )

(t) | pk−1(t)
y por lo tanto

µT|p(T )(V )
(t) = pl

con l 6 k − 1.
Por hipótesis de inducción

p(T )(V ) =
sM

i=1

(LT ({ȳi}))

con ȳi ∈ p(T )(V )\{�0}, pero si ȳi ∈ p(T )(V ) entonces ȳi = p(T )(x̄i), x̄i 6= �0.
Demostraremos primero que

sX
i=1

(LT ({x̄i})) =
sM

i=1

(LT ({x̄i})).

z̄ ∈ LT ({x̄i}) ∩
sX

j=1

j 6=i

LT ({x̄j})⇒ z̄ = hi(T )(x̄i) =
sX

j=1

j 6=i

hj(T )(x̄j)⇒

⇒ p (T ) (z̄) = hi(T )p(T )(x̄i) =
sX

j=1

j 6=i

hj (T ) p (T ) (x̄j)⇒

⇒ p (T ) (z̄) = hi(T ) (ȳi) =
sX

j=1

j 6=i

hj (ȳj)⇒
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⇒ v̄ −
sX

i=1

hi(T ) (x̄i) ∈ Ker(p(T )) = p− zoc(V ) = p− zoc(p(T )(V )) +K ⇒

⇒ v̄ = (
sX

i=1

hi(T )(x̄i) + w̄) + k̄

con

w̄ ∈ p− zoc(p(T )(V )) ⊆
sX

i=1

(LT ({x̄i}))

y k̄ ∈ K entonces

v̄ ∈ (
sM

i=1

(LT ({x̄i}))
M

K

Por lo tanto

V = (
sM

i=1

(LT ({x̄i}))
M

K.

Denición 116 Si A ∈ Mn×r (F ) , y B ∈ Mn×s (F ) , la concatenación de A y B
es la matriz (A | B) ∈ Mn,r+s que se obtiene agregando a A las columnas de B.

Expĺcitamente, (A | B)i,j =
½

Ai,j  j≤r
Bi,j−r  j>r

.

Ejemplo 133 Consideremos el polinomio en R [x], x2+1 = p(x), cuya matriz com-
pañera es µ

0 −1
1 0

¶
= A.

(x2 + 1)
2
= x4 + 2x2 + 1, cuya matriz compañera es:


0 0 0 −1
1 0 0 0
0 1 0 −2
0 0 1 0


 = B

y (x2 + 1)
3
, cuya matriz compañera es:



0 0 0 0 0 −1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 −3
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 −3
0 0 0 0 1 0



= C.
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Ahora, p−zoc(p(T )(V )) ⊆ p−zoc(V ) y p−zoc(V ) satisface la base de la inducción
ya que su polinomio ḿnimo es p(t). Entonces p−zoc(V ) = p−zoc(p(T )(V ))

L
K

(con K 6T V y es por lo tanto suma de T−ćclicos).
Veamos que

sM
i=1

(LT ({x̄i})) ∩K = {�0}.

ȳ ∈
Ã

sM
i=1

(LT ({x̄i})) ∩K
!
⇒

⇒ ȳ ∈ p− zoc(V ) ∩
Ã

sM
i=1

(LT ({x̄i}))
!
=

= p− zoc(
sM

i=1

(LT ({x̄i}))) =

=
sM

i=1

(p− zoc(LT ({x̄i}))) =

1

=
sM

i=1

(p− zoc(LT ({ȳi})))

Por lo tanto,

ȳ ∈ (p− zoc(p(T )(V ))) ∩K =
n
�0
o
.

Por último demostraremos que

V = (
sM

i=1

(LT ({x̄i}))
M

K

(y por lo tanto V = (
rL

i=1

(LT ({x̄i}))).

v̄ ∈ V ⇒ p(T )(v̄) ∈
sM

i=1

LT ({x̄i})⇒

⇒ p(T )(v̄) =
sX

i=1

hi(T )(p (T ) (x̄i) = p(T )

Ã
sX

i=1

hi(T )((x̄i)

!
(x̄i)⇒

1Por el Teorema anterior.
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⇒ v̄ −
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M
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Denición 116 Si A ∈ Mn×r (F ) , y B ∈ Mn×s (F ) , la concatenación de A y B
es la matriz (A | B) ∈ Mn,r+s que se obtiene agregando a A las columnas de B.

Expĺcitamente, (A | B)i,j =
½

Ai,j  j≤r
Bi,j−r  j>r

.

Ejemplo 133 Consideremos el polinomio en R [x], x2+1 = p(x), cuya matriz com-
pañera es µ

0 −1
1 0

¶
= A.

(x2 + 1)
2
= x4 + 2x2 + 1, cuya matriz compañera es:


0 0 0 −1
1 0 0 0
0 1 0 −2
0 0 1 0


 = B

y (x2 + 1)
3
, cuya matriz compañera es:



0 0 0 0 0 −1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 −3
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 −3
0 0 0 0 1 0



= C.
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Ahora, p−zoc(p(T )(V )) ⊆ p−zoc(V ) y p−zoc(V ) satisface la base de la inducción
ya que su polinomio ḿnimo es p(t). Entonces p−zoc(V ) = p−zoc(p(T )(V ))

L
K

(con K 6T V y es por lo tanto suma de T−ćclicos).
Veamos que

sM
i=1

(LT ({x̄i})) ∩K = {�0}.

ȳ ∈
Ã

sM
i=1

(LT ({x̄i})) ∩K
!
⇒

⇒ ȳ ∈ p− zoc(V ) ∩
Ã

sM
i=1

(LT ({x̄i}))
!
=

= p− zoc(
sM

i=1

(LT ({x̄i}))) =

=
sM

i=1

(p− zoc(LT ({x̄i}))) =

1

=
sM

i=1

(p− zoc(LT ({ȳi})))

Por lo tanto,

ȳ ∈ (p− zoc(p(T )(V ))) ∩K =
n
�0
o
.

Por último demostraremos que

V = (
sM

i=1

(LT ({x̄i}))
M

K

(y por lo tanto V = (
rL

i=1

(LT ({x̄i}))).

v̄ ∈ V ⇒ p(T )(v̄) ∈
sM

i=1

LT ({x̄i})⇒

⇒ p(T )(v̄) =
sX

i=1

hi(T )(p (T ) (x̄i) = p(T )

Ã
sX

i=1

hi(T )((x̄i)

!
(x̄i)⇒

1Por el Teorema anterior.
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=




0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 −3 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 −3
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2




= p(D).

Notemos ahora que p (T ) (R12) está generado por

p (T ) ({�e1...�e12}) =
n
�0, p (T ) (�e3) , ..., p (T ) (�e12)

o
.

(Observar que las dos primeras columnas de la matriz son �0 y corresponden a p(T )(�e1)
y p(T )(�e2). Además




0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 −3 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 −3
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2
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Formemos la matriz

D =




µ
0 −1
1 0

¶
0 0

0



0 0 0 −1
1 0 0 0
0 1 0 −2
0 0 1 0


 0

0 0




0 0 0 0 0 −1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 −3
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 −3
0 0 0 0 1 0







Por construcción, el polinomio ḿnimo para esta matriz es (x2 + 1)
3
.

Desde luego aqú ya tenemos expresado

R12 = LT ({��1})
M

LT ({��3})
M

LT ({��7}),

pero queremos ilustrar como funciona el argumento inductivo.2

Sea
T : R12 D·−→ R12,¡
x2 + 1

¢
(D) = (10.1)

=
¡
D2 + 1

¢
=







0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −3
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0




2

+ 1 · I12




2Escojo deliberadamente este ejemplo, en que la descomposición está a la vista, precisamente
para que sea claro.
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=




0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 −3 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 −3
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2




= p(D).

Notemos ahora que p (T ) (R12) está generado por

p (T ) ({�e1...�e12}) =
n
�0, p (T ) (�e3) , ..., p (T ) (�e12)

o
.

(Observar que las dos primeras columnas de la matriz son �0 y corresponden a p(T )(�e1)
y p(T )(�e2). Además




0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 −3 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 −3
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2




332 CAPÍTULO 10. FORMAS CANÓNICAS

Formemos la matriz

D =




µ
0 −1
1 0

¶
0 0

0



0 0 0 −1
1 0 0 0
0 1 0 −2
0 0 1 0


 0

0 0




0 0 0 0 0 −1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 −3
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 −3
0 0 0 0 1 0







Por construcción, el polinomio ḿnimo para esta matriz es (x2 + 1)
3
.

Desde luego aqú ya tenemos expresado

R12 = LT ({��1})
M

LT ({��3})
M

LT ({��7}),

pero queremos ilustrar como funciona el argumento inductivo.2

Sea
T : R12 D·−→ R12,¡
x2 + 1

¢
(D) = (10.1)

=
¡
D2 + 1

¢
=







0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −3
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0




2

+ 1 · I12




2Escojo deliberadamente este ejemplo, en que la descomposición está a la vista, precisamente
para que sea claro.
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su transpuesta es



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0




.

Por lo tanto

γ =: {ē3 + ē5, ē4 + ē6, ē7 + ē9, ē8 + ē10, ē9 + ē11, ē10 + ē12}

es una base para p (T ) (V ) .

Ahora, la matriz de

p (T ) (V ) p (T ) (V )-
D◦( )|p(T )(V )

respecto a la base
{ē3 + ē5, ē4 + ē6, ē7, ē8, ē9, ē10, ē11, ē12}

se obtiene aś:



0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −3
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0







0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1




=

334 CAPÍTULO 10. FORMAS CANÓNICAS

tiene rango 6, su transpuesta es




0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 −1 0 −3 0 −2 0
0 0 0 0 0 0 0 −1 0 −3 0 −2




.

Reduciendo y escalonando:




0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0




,
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su transpuesta es



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0




.

Por lo tanto

γ =: {ē3 + ē5, ē4 + ē6, ē7 + ē9, ē8 + ē10, ē9 + ē11, ē10 + ē12}

es una base para p (T ) (V ) .

Ahora, la matriz de

p (T ) (V ) p (T ) (V )-
D◦( )|p(T )(V )

respecto a la base
{ē3 + ē5, ē4 + ē6, ē7, ē8, ē9, ē10, ē11, ē12}

se obtiene aś:



0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −3
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0







0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1




=

334 CAPÍTULO 10. FORMAS CANÓNICAS

tiene rango 6, su transpuesta es




0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 −1 0 −3 0 −2 0
0 0 0 0 0 0 0 −1 0 −3 0 −2




.

Reduciendo y escalonando:




0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0




,
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Ahora quisiéramos expresar cada columna de la matriz de la derecha como com-
binación lineal de la base γ. Concatenando las siguientes matrices




0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1




,




0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 −3
0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 0 −2
0 0 0 0 1 0




,

obtenemos:




0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 −3
0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 −2
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0




,

336 CAPÍTULO 10. FORMAS CANÓNICAS

=




0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 −3
0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 0 −2
0 0 0 0 1 0




.
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Ahora quisiéramos expresar cada columna de la matriz de la derecha como com-
binación lineal de la base γ. Concatenando las siguientes matrices




0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1




,




0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 −3
0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 0 −2
0 0 0 0 1 0




,

obtenemos:




0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 −3
0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 −2
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0




,

336 CAPÍTULO 10. FORMAS CANÓNICAS

=




0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 −3
0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 0 −2
0 0 0 0 1 0




.
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Es claro del diagrama

p (T ) (V ) p (T ) (V )

=

R6 R6

-
T|p(T (V ))

?

φγ

?

φγ

-P ·( )

y de

R6 = LT ({�e1})
M
LT ({(�e3)})

que 3

p (T ) (V ) = LT
¡
φ−1γ (�e1)

¢M
LT
¡
φ−1γ (�e3)

¢
= LT (ē3 + ē5)

M
LT (ē7 + ē9) .

Ahora

ē3 + ē5 ∈ p (T ) (V )⇒ ē3 + ē5 = p (T ) (x̄1) :

resolvamos




0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −3
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0




(x̄1) =




0
0
1
0
1
0
0
0
0
0
0
0




3Recuerde que γ =: {e3 + e5, e4 + e6, e7 + e9, e8 + e10, e9 + e11, e10 + e12}
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escalonándola y reduciéndola obtenemos:



1 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 −2
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0




.

De las 6 últimas columnas y eliminando los 6 últimos renglones , obtenemos



0 −1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 −2
0 0 0 0 1 0




que es la matriz de

p (T ) (V ) p (T ) (V )-
D◦( )|p(T )(V )

respecto de la base γ..
Hemos reducido el problema original, para una matriz de 16 × 16 a una matriz

de 6× 6.
Notemos además que el polinomio ḿnimo de ,

P =:




0 −1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 −2
0 0 0 0 1 0



,

es
1 + 2X2 +X4 =

¡
X2 + 1

¢2
.

interiores.indd   338 22/3/11   11:03:54



10.4. EL P-ZOCLO 339

Es claro del diagrama

p (T ) (V ) p (T ) (V )

=

R6 R6

-
T|p(T (V ))

?

φγ

?

φγ

-P ·( )

y de

R6 = LT ({�e1})
M
LT ({(�e3)})

que 3

p (T ) (V ) = LT
¡
φ−1γ (�e1)

¢M
LT
¡
φ−1γ (�e3)

¢
= LT (ē3 + ē5)

M
LT (ē7 + ē9) .

Ahora

ē3 + ē5 ∈ p (T ) (V )⇒ ē3 + ē5 = p (T ) (x̄1) :

resolvamos




0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −3
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0




(x̄1) =




0
0
1
0
1
0
0
0
0
0
0
0




3Recuerde que γ =: {e3 + e5, e4 + e6, e7 + e9, e8 + e10, e9 + e11, e10 + e12}
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escalonándola y reduciéndola obtenemos:



1 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 −2
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0




.

De las 6 últimas columnas y eliminando los 6 últimos renglones , obtenemos



0 −1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 −2
0 0 0 0 1 0




que es la matriz de

p (T ) (V ) p (T ) (V )-
D◦( )|p(T )(V )

respecto de la base γ..
Hemos reducido el problema original, para una matriz de 16 × 16 a una matriz

de 6× 6.
Notemos además que el polinomio ḿnimo de ,

P =:




0 −1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 −2
0 0 0 0 1 0



,

es
1 + 2X2 +X4 =

¡
X2 + 1

¢2
.
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por lo tanto




0
0
1
0
1
0
0
0
0
0
0
0




=




−




0
0
0
0
1
0
0
0
0
0
0
0




−




0
0
−1
0
−2
0
0
0
0
0
0
0







=

= (−p (T ) (ē4)− p (T ) (ē6)) = p (T ) (−ē4 − ē6) .

Aś

x̄1 = −ē4 − ē6.

Resolvamos ahora




0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −3
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0




(x̄3) = ē7 + ē9 =




0
0
0
0
0
0
1
0
1
0
0
0




,
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reduzcamos y escalonemos la matriz aumentada,




0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −2 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −3 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −3 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0







1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0




,
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por lo tanto




0
0
1
0
1
0
0
0
0
0
0
0




=




−




0
0
0
0
1
0
0
0
0
0
0
0




−




0
0
−1
0
−2
0
0
0
0
0
0
0







=

= (−p (T ) (ē4)− p (T ) (ē6)) = p (T ) (−ē4 − ē6) .

Aś

x̄1 = −ē4 − ē6.

Resolvamos ahora




0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −3
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0




(x̄3) = ē7 + ē9 =




0
0
0
0
0
0
1
0
1
0
0
0




,

340 CAPÍTULO 10. FORMAS CANÓNICAS

reduzcamos y escalonemos la matriz aumentada,




0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −2 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −3 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −3 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0







1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0




,
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−2p(T )(ē8)− 3p(T )(ē10)− p(T )(ē12) = p(T ) (−2ē8 − 3(ē10)− ē12) .

Por lo tanto

x̄3 = −2ē8 − 3(ē10)− ē12,

funciona.

Aś,

V = R12 =
³
LT (x̄1)

M
LT (x̄3)

´M
K.

³
K
M

p− zoc(p (T ) (V ))
´
= p− zoc (V ) .

p− zoc(V ) = Ker(V )).

Resolvamos

p(D)x̄ = �0 :




0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 −3 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 −3
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2







t1
t2
t3
t4
t5
t6
t7
t8
t9
t10
t11
t12




=




0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

,
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Concatenando:




0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −2 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −3 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −3 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0




, reduciendo y es-

calonando: 


1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 −2
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 −3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1




.

Por lo tanto,




0
0
0
0
0
0
1
0
1
0
0
0




= −2




0
0
0
0
0
0
0
0
1
0
0
0




− 3




0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1
0




−




0
0
0
0
0
0
−1
0
−3
0
−3
0




=
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x̄3 = −2ē8 − 3(ē10)− ē12,
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´M
K.

³
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=




0
0
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0
0
0
0
0
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Concatenando:




0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
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0 0 0 1 0 −2 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −3 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −3 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0




, reduciendo y es-

calonando: 


1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 −2
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 −3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1




.

Por lo tanto,




0
0
0
0
0
0
1
0
1
0
0
0




= −2




0
0
0
0
0
0
0
0
1
0
0
0




− 3




0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1
0




−




0
0
0
0
0
0
−1
0
−3
0
−3
0




=
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= t1




1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0




+t2




0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0




+t3







0
0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0




+




0
0
0
0
1
0
0
0
0
0
0
0







+t4







0
0
0
1
0
0
0
0
0
0
0
0




+




0
0
0
0
0
1
0
0
0
0
0
0







+

+t5







0
0
0
0
0
0
1
0
0
0
0
0




+ 2




0
0
0
0
0
0
0
0
1
0
0
0




+




0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1
0







+t6







0
0
0
0
0
0
0
1
0
0
0
0




+ 2




0
0
0
0
0
0
0
0
0
1
0
0




+




0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1
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la solución es : 4




t1
t2
t3
t4
t3
t4
t5
t6
2t5
2t6
t5
t6




:

t1ē1 + t2ē2 + t3 (ē3 + ē5) + t4 (ē4 + ē6) + t5 (ē7 + 2ē9 + ē11) + t6 (ē8 + 2ē10 + ē12) =

4Si se reduce y escalona




0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 −3 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 −3
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2




, se obtiene




0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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= t1




1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0




+t2




0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0




+t3







0
0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0




+




0
0
0
0
1
0
0
0
0
0
0
0







+t4







0
0
0
1
0
0
0
0
0
0
0
0




+




0
0
0
0
0
1
0
0
0
0
0
0







+

+t5







0
0
0
0
0
0
1
0
0
0
0
0




+ 2




0
0
0
0
0
0
0
0
1
0
0
0




+




0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1
0







+t6







0
0
0
0
0
0
0
1
0
0
0
0




+ 2




0
0
0
0
0
0
0
0
0
1
0
0




+




0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1
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la solución es : 4




t1
t2
t3
t4
t3
t4
t5
t6
2t5
2t6
t5
t6




:

t1ē1 + t2ē2 + t3 (ē3 + ē5) + t4 (ē4 + ē6) + t5 (ē7 + 2ē9 + ē11) + t6 (ē8 + 2ē10 + ē12) =

4Si se reduce y escalona




0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 −3 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 −3
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2




, se obtiene




0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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= �� ∈







1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0




,




0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0




,




0
0
1
0
1
0
0
0
0
0
0
0




,




0
0
0
1
0
1
0
0
0
0
0
0




,




0
0
0
0
0
0
1
0
2
0
1
0




,




0
0
0
0
0
0
0
1
0
2
0
1







.

Aś, somos conducidos al problema de ver cuáles combinaciones lineales de las colum-
nas de la matriz abajo a la izquierda, son combinaciones lineales de las columnas de
la matriz abajo a la derecha.




0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 −3 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 −3
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2







1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1




,
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Aś que







1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0




,




0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0




,




0
0
1
0
1
0
0
0
0
0
0
0




,




0
0
0
1
0
1
0
0
0
0
0
0




,




0
0
0
0
0
0
1
0
2
0
1
0




,




0
0
0
0
0
0
0
1
0
2
0
1







es una base para p−zoc(V ) (observemos que tiene dimensión 6).
Algunos vectores de esta base pertenecen a p (T ) (V ), podemos ver cuáles, resol-

viendo la ecuación

p (D) x̄ = z̄.




0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 −3 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 −3
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2




(x̄)=
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= �� ∈







1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0




,




0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0




,




0
0
1
0
1
0
0
0
0
0
0
0




,




0
0
0
1
0
1
0
0
0
0
0
0




,




0
0
0
0
0
0
1
0
2
0
1
0




,




0
0
0
0
0
0
0
1
0
2
0
1







.

Aś, somos conducidos al problema de ver cuáles combinaciones lineales de las colum-
nas de la matriz abajo a la izquierda, son combinaciones lineales de las columnas de
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0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2







1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1




,
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Aś que







1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0




,




0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0




,




0
0
1
0
1
0
0
0
0
0
0
0




,




0
0
0
1
0
1
0
0
0
0
0
0




,




0
0
0
0
0
0
1
0
2
0
1
0




,




0
0
0
0
0
0
0
1
0
2
0
1







es una base para p−zoc(V ) (observemos que tiene dimensión 6).
Algunos vectores de esta base pertenecen a p (T ) (V ), podemos ver cuáles, resol-

viendo la ecuación

p (D) x̄ = z̄.




0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 −3 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 −3
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2




(x̄)=
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De aqú vemos que la primera, y la segunda columnas de




1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1




no están en p(T )(V ), es decir

LT




1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0




= L







1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0




,




0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0







= K.

Por lo tanto
R12 = LT (x̄1)

M
LT (x̄3)

M
LT (ē1) ,

donde
x̄1 = −ē4 − ē6yx̄3 = −2ē8 − 3ē10 − ē12.

Ahora,

dimLT (x̄1) = grad
¡
µT |LT (x̄1) (t)

¢
= grad

¡
p (t) ∗ µT |LT (ȳ1) (t)

¢
= 2 + 2 = 4

dimLT (x̄3) = grad
¡
p (t) ∗ µT |LT (ȳ3) (t)

¢
= 2 + 4 = 6
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este problema es equivalente al de encontrar las soluciones del sistema homogéneo
cuya matriz se obtiene concatenando las dos matrices anteriores:




0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 −3 0 0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 −3 0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2 0 0 0 0 0 1




,

escalonando y reduciendo:




0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0




.
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0
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0
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0
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1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
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0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0







= K.

Por lo tanto
R12 = LT (x̄1)

M
LT (x̄3)

M
LT (ē1) ,

donde
x̄1 = −ē4 − ē6yx̄3 = −2ē8 − 3ē10 − ē12.

Ahora,

dimLT (x̄1) = grad
¡
µT |LT (x̄1) (t)

¢
= grad

¡
p (t) ∗ µT |LT (ȳ1) (t)

¢
= 2 + 2 = 4

dimLT (x̄3) = grad
¡
p (t) ∗ µT |LT (ȳ3) (t)

¢
= 2 + 4 = 6
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este problema es equivalente al de encontrar las soluciones del sistema homogéneo
cuya matriz se obtiene concatenando las dos matrices anteriores:




0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 −3 0 0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 −3 0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2 0 0 0 0 0 1




,

escalonando y reduciendo:




0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −2 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0




.
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Además, ya que

p− zoc(V ) =
mM
i=1

(p− zoc(LT ({x̄i}))) ,

se tiene
dim(p− zoc(V )) = m · grad(p(t)),

y por lo tanto

m =
dim(p− zoc(V ))
grad(p(t))

=
dim(Ker(p (T )))

grad(p(t))
=
dim (V )− (rango(p (T ))

grad(p(t))

10.6. Espacios cociente

Denición 117 Sea W ≤ V denimos
W≡ en V por �x

W≡ �y si �x− �y ∈W.

Observación 89
W≡ es una relación de equivalencia en FV.

Demostración. Reexividad) ∀�x ∈W, �x− �x =
−→
0 ∈W,

Simetŕa) �x− �y ∈W ⇒− (�x− �y) = (�y − �x) ∈W .
Transitividad)

(�x− �y ∈W, �y − �z ∈W )⇒ ((�x− �z) = (�x− �y) + (�y − z) ∈W )

Denición 118 V/W es el conjunto de clases de equivalencia

V/W =
n
[��]W≡ | �� ∈ V

o
.

Observación 90

[��]W≡ = {�z | �z − �� ∈W} = {�z | �z = �� + �w, p. a. �w ∈W} = �� +W.

Teorema 127

U/W × V/W
+̂−→ V/W
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dimLT (ē1) = grad
¡
µT |LT (ē1) (t)

¢
= grad (p (t)) = 2,

Note, que en efecto,
4 + 6 + 2 = 12.

Proposición 20 T : V → V lineal con µ(T|LT (x̄) , t) = pr(t) (p(t) ∈ F [t] irre-
ducible) ⇒ {h(T )pr−1(T )(x̄) | (p;h) = 1} = {g(T )pr−1(T )(x̄) | g ∈ F [t]}

Demostración. ⊆) Obvio.
⊇) Si p (t) | g(t) entonces

g(T )pr−1(T ) = 0̂ ∈ {h(T )pr−1(T )(x̄) | (p;h) = 1}.

Si p(t) - g(t) entonces la pertenencia es clara.

10.5. Sumandos ćclicos

Observación 88 Si dim(V ) = n y µT (t) = pk con p ∈ F [t] irreducible y T ∈
Hom(V, V ) entonces el número m de sumandos en la descomposición de V en su-
bespacios T−ćclicos es

dim(V )− rango(p(T ))
grad(p(T ))

.

Esto es, si V =
mL
i=1

LT ({x̄i}), entonces m = n−(p(T ))
(p(T ))

Demostración. Sea i ∈ {l, ...,m}y

µ(T |LT ({x̄i}), t) = pr(t), 1 < r 6 k,

aś,
p− zoc(LT ({x̄i})) = {pr−1(T ) ◦ h(T )(x̄i) | (p;h) = 1} =

= {g(T )pr−1(T )(x̄i) | g ∈ F [t]} = LT ({pr−1(T )(xi)}),
entonces

1 - µT |LT {x̄i} (t) | p(t)
( y por lo tanto son iguales), entonces

dim(p− zoc(LT ({x̄i})) = grad(p(t)).

interiores.indd   350 22/3/11   11:06:19



10.6. ESPACIOS COCIENTE 351
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10.6. Espacios cociente
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Simetŕa) �x− �y ∈W ⇒− (�x− �y) = (�y − �x) ∈W .
Transitividad)

(�x− �y ∈W, �y − �z ∈W )⇒ ((�x− �z) = (�x− �y) + (�y − z) ∈W )

Denición 118 V/W es el conjunto de clases de equivalencia

V/W =
n
[��]W≡ | �� ∈ V

o
.

Observación 90

[��]W≡ = {�z | �z − �� ∈W} = {�z | �z = �� + �w, p. a. �w ∈W} = �� +W.

Teorema 127

U/W × V/W
+̂−→ V/W
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Demostración. Es claro que p respeta la suma.
Además,

p (c�v) = c�v +W = c◦̂ (�v +W )

pues c◦̂ [�v]W≡ = [c�v]W≡ .

Ker(p) =
n
�v | �v +W = �0 +W

o

=
h
�0
i
W≡
=
n
�0 + �� | �� ∈W

o
=W.

Es claro que p es suprayectiva.

Corolario 28 Sea W ≤ V y p : V ³ V/W , Entonces

1. dim(V ) = nul(p)+ rango(p(V )) = dim(W ) + dim(V/W )

2. dim(V/W ) = dim(V )− dim(W )

Observación 93 Consideremos

V
p
À³


V/W

�v 7→ �v +W
.

Si β �→
b
W , y β

◦
∪ γ �→

b
V , entonces p(γ) �→


V/W.

Demostración. p(γ) genera V/W :
Sea �x ∈ V/W , como �x ∈ L(β)⊕ L (γ) , entonces

�x = �x1 + �y1 con �x1 ∈ L(β), �y1 ∈ L (γ) ,

aś que p (x) = p (�x1) + p (�yi) = p (�yi) .

∴ p (�x) ∈ p (L (γ)) = L (p (γ)) .

∴ V/W = p (V ) ⊆ L (p(γ) = p (L (γ)) ⊆ p (V ) .

∴ V/W = p (L (γ)) .

p (γ)es l. i. en V/W :

Supongamos que a1 (p�y1) + ...+ ak (p�yk) = �0, �yi ∈ γ.
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denida por [�w1]W≡ +̂ [�w2]W≡ = [�w1 + �w2]W≡ está bien denida

Demostración. La denición [��]W≡ +̂ [��]W≡ no depende del representante de [��]W≡ :

³
��1

W≡ ��
´
⇒ (��1 = ��+ �w)⇒ (��1 + �� = ��+ �w + ��)⇒

³
��1 + ��

W≡ ��+ ��
´
.

Análogamente, [��]W≡ +̂ [��]W≡ no depende del representante de [��]W≡ .

Teorema 128
³
V/W, b+,

h
�0
i
W≡

´
es un grupo conmutativo.

Demostración. Se deja como ejercicio.

Ejercicio 230 Demostrar el Teorema anterior.

Denición 119 Denimos F × V/W
◦̂−→ V/W por c ◦̂ [�v]W≡ =: [c�v]W≡ .

Observación 91 ◦̂ no depende del representante de [�v]W≡ .

Demostración. Supongamos que �v
W≡ �v1, como

�v
W≡ �v1 ⇔ �v1 = �v + �w, �w ∈W,

entonces
c�v1 = c�v + c�w ∈W

∴ c�v1
W≡ c�v.

Teorema 129 V/W es un espacio vectorial sobre F, con las operaciones anteriores.

Demostración. Ejercicio.

Ejercicio 231 Demuestre el Teorema anterior.

Observación 92
V

p−→ V/W
�v 7−→ �v +W

es una función lineal suprayectiva con núcleo W.
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interiores.indd   353 22/3/11   11:06:49



10.6. ESPACIOS COCIENTE 355

Teorema 130 Sea V
T−→ V un operador lineal en un espacio de dimensión nita

y W ≤
T

V . Entonces χT (t) | χT (t) . Donde V/W
T−→ V/W es tal que �� +W

T7→
T (��) +W .

Demostración. Sea β
◦
∪ γ �→

b
V , donde β �→

base
W , entonces

p (γ) �→
base

V/W,

y observemos que

[T ]β∪γβ∪γ =

"
[T ]ββ ∗
0

£
T
¤p(γ)
p(γ)

#
.

Digamos que |β| = k, y que dim(V ) = n. Sea �yj el j-ésimo elemento de γ.

Entonces la columna k + j−ésima de [T ]β∪γβ∪γ es [T (�yj)]β∪γ .

Por otra parte, la j−ésima columna de
£
T
¤p(γ)
p(γ)

es

£
T (�yj +W )

¤
p(γ)

= [T (�yj) +W ]p(γ) .

Si
T (�yj) = �� +

X
l

ck+l�yl,

con �� ∈W, γ = {�y1, ..., �yn−k} , entonces
T (�yj +W ) = T (p (�yj)) = p ◦ T (�yj) =

= p

Ã
�� +

X
l

ck+l�yl

!
=
X
l

ck+lp (�yl) .

Por lo que la j− ésima columna de
£
T
¤p(γ)
p(γ)

es




ck+1
ck+2
...

cn−1
cn



, en tanto que la k+j -ésima

columna de [T ]β∪γβ∪γ es




∗
...
∗

ck+1
...
cn



.
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Como a1 (p�y1) + ...+ ak (p�yk) = p (a1�y1 + ...+ ak�yk) , tenemos que

a1�y1 + ...+ ak�yk ∈W ∩ L (γ) = L (β) ∩ L (γ) .

Como L (β)∩L (γ) =
n
�0
o
, entonces a1�y1+ ...+ak�yk = �0. Pero como γ es linealmente

independiente,
a1 = ... = ak = 0.

Observación 94 Si FV
T−→F V es lineal y W ≤

T
V entonces

V/W
T−→ V/W

�v +W 7→ T (�v) +W

es lineal y está bien denida.

Demostración. Veamos que eT está bien denida:

�v = �v1 + �� ∈W ⇒ T (�v) = T (�v1) + T (��)

con T (��) ∈W. Por lo que T (�v)
W≡ T (�v1) .

Toda vez que hemos visto que la denición de T es buena, es inmediato que T es
una función lineal:

T
³
[��]W≡ + c [�v]W≡

´
= T

³
[��+ c�v]W≡

´
= T (��+ c�v) =

= T (��) + cT (�v) = T
³
[��]W≡

´
+ cT

³
[�v]W≡

´
.

Podemos hacer un diagrama para representar la situación anterior:

W V V/W

= =

W V V/W

-inc.

?

T|W

-p

?
T

?
T̄

-inc. -p

aś que
T ◦ p = p ◦ T. (10.2)
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Es claro que T|W = IdW , que es diagonalizable.
Por otra parte,

T̄ : V/W −→ V/W

está determinado por T̄

µµ
0
1

¶
+W

¶
, dado que

½µ
0
1

¶
+W

¾
es una base para

el espacio V/W , que es de dimensión uno.

T̄

µµ
0
1

¶
+W

¶
=

µ
1 2
0 1

¶
· ��2 +W =

=

µ
2
1

¶
+W =

µ
0
1

¶
+W.

Ya que µ
2
1

¶
W≡
µ
0
1

¶
:

µ
2
1

¶
−
µ
0
1

¶
:

µ
2
0

¶
∈W = L

µ½
1
0

¾¶
.

Aś pues, T̄ : V/W −→ V/W es la identidad en V/W , por lo que es diagonalizable.
Sin embargo, T : R2 −→ R2 no es diagonalizable, pues su polinomio ḿnimo es
(t− 1)2 .

10.7. Forma canónica racional

Denición 120 Si T : V → V tiene polinomio ḿnimo pk(t) con p ∈ F [t] irre-
ducible y mónico,

V =
mM
i=1

LT ({x̄i}), βi = {x̄i, T (x̄i), . . .} �→
base

LT ({x̄i}),

entonces

β =
m
∪
i=1

βi �→
base

V

se llama una base canónica racional para V respecto de T .

356 CAPÍTULO 10. FORMAS CANÓNICAS

Podemos observar que el siguiente diagrama conmuta:

W V V/W

W V V/W

F k Fn Fn−k

F k Fn Fn−k

-inc

?

T|W¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢¢®

ϕβ

-π

?

T¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢¢®

ϕβ∪γ

?

T̄¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢¢®

ϕπ(γ)

-inc

¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢¢®

ϕβ

-π

¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢¢®

¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢¢®

ϕβ∪γ
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢¢®

ϕπ(γ)

-inc

?

[T|W ]
β

β
·

-
pF

k

Fn−k

?

[T ]β∪γβ∪γ ·

?

[T̄ ]
π(γ)

π(γ)
·

-inc -
pF

k

Fn−k

Teorema 131 Sea V
T−→ V un operador lineal en un espacio de dimensión nita y

W ≤
T
V . Denotemos T̄ : V/W −→ V/W al operador tal que �� +W 7→ T (��) +W. Si

T es diagonalizable, entonces T̄ también es diagonalizable.

Demostración. Es una consecuencia del Teorema 130 que µT
¡
T̄
¢
= 0̂ : V/W −→

V/W. Aś que µT̄ (t) | µT (t) . Aś que si µT (t) es un producto de factores de grado
uno distintos, entonces sucede lo mismo a µT̄ (t) .
Podemos juntar el Teorema anterior con el Teorema 115:

Teorema 132 Si W 6
T

V , y T : V → V es diagonalizable, dim(V ) = n < ∞,

entonces T|W :W →W y T̄ : V/W −→ V/W son diagonalizables.

El Teorema anterior puede sugerir la siguiente pregunta, ¿ si T|W : W → W y
T̄ : V/W −→ V/W son diagonalizables, necesariamente T será diagonalizable?

Ejemplo 134 Sea V = R2 y T =

µ
1 2
0 1

¶
· : R2 −→ R2. Tomemos

W = L

µµ
1
0

¶¶
.
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¶
−
µ
0
1

¶
:

µ
2
0

¶
∈W = L

µ½
1
0

¾¶
.

Aś pues, T̄ : V/W −→ V/W es la identidad en V/W , por lo que es diagonalizable.
Sin embargo, T : R2 −→ R2 no es diagonalizable, pues su polinomio ḿnimo es
(t− 1)2 .

10.7. Forma canónica racional

Denición 120 Si T : V → V tiene polinomio ḿnimo pk(t) con p ∈ F [t] irre-
ducible y mónico,

V =
mM
i=1

LT ({x̄i}), βi = {x̄i, T (x̄i), . . .} �→
base

LT ({x̄i}),

entonces

β =
m
∪
i=1

βi �→
base

V

se llama una base canónica racional para V respecto de T .
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Podemos observar que el siguiente diagrama conmuta:

W V V/W

W V V/W

F k Fn Fn−k

F k Fn Fn−k

-inc

?

T|W¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢¢®

ϕβ

-π

?

T¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢¢®

ϕβ∪γ

?

T̄¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢¢®

ϕπ(γ)

-inc

¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢¢®

ϕβ

-π

¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢¢®

¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢¢®

ϕβ∪γ
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢¢®

ϕπ(γ)

-inc

?

[T|W ]
β

β
·

-
pF

k

Fn−k

?

[T ]β∪γβ∪γ ·

?

[T̄ ]
π(γ)

π(γ)
·

-inc -
pF

k

Fn−k

Teorema 131 Sea V
T−→ V un operador lineal en un espacio de dimensión nita y

W ≤
T
V . Denotemos T̄ : V/W −→ V/W al operador tal que �� +W 7→ T (��) +W. Si

T es diagonalizable, entonces T̄ también es diagonalizable.

Demostración. Es una consecuencia del Teorema 130 que µT
¡
T̄
¢
= 0̂ : V/W −→

V/W. Aś que µT̄ (t) | µT (t) . Aś que si µT (t) es un producto de factores de grado
uno distintos, entonces sucede lo mismo a µT̄ (t) .
Podemos juntar el Teorema anterior con el Teorema 115:

Teorema 132 Si W 6
T

V , y T : V → V es diagonalizable, dim(V ) = n < ∞,

entonces T|W :W →W y T̄ : V/W −→ V/W son diagonalizables.

El Teorema anterior puede sugerir la siguiente pregunta, ¿ si T|W : W → W y
T̄ : V/W −→ V/W son diagonalizables, necesariamente T será diagonalizable?

Ejemplo 134 Sea V = R2 y T =

µ
1 2
0 1

¶
· : R2 −→ R2. Tomemos

W = L

µµ
1
0

¶¶
.
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10.7.1. Diagrama de puntos

Teorema 133 Si T : V → V es lineal con µT (t) = pk(t) con p irreducible entonces,
Cs(V ), el número de sumandos con polinomio ḿnimo ps(t) en

V =
mM
i=1

{LT ({x̄i})}

es
Cs(V ) =

=
1

grad p (t)
·
£
dim

¡
ps−1(T )(V )

¢
− 2 dim (ps(T )(V )) + dim

¡
ps+1(T )(V )

¢¤
.

Demostración. Recordar que si

P (T )(V ) =
mM
i=1

{LT ({ȳi})}

y ȳi = p(T )(z̄i) entonces

V =

Ã
mM
i=1

{LT ({z̄i})}
!M

K,

donde
p− zoc(V ) = p− zoc (p(T ) (V ))

M
K,

y

K =
lM

j=1

LT ({w̄j}).

Además5

µT|LT (z̄i)
(t) = p(t) · µT|LT (ȳi)(t)

5Por cada vector yi escribamos una columna de la siguiente forma

...

•
...

• • •
y1
• y2

• . . . yr •

y1, y2, yr donde el número de puntos en la columna “j” es “s” si µT|LT (yi)
(t) = ps(t). Este se

llama un ”diagrama de puntos para p(T )(V )”. Agregando un punto por cada x1..., xr y luego un

358 CAPÍTULO 10. FORMAS CANÓNICAS

Supóngase que el polinomio ḿnimo de T restringido a LT{x̄j} es pmj(t). Aś, si

pmj(t) = b0t+ b1t+ ...+ bgrad(pmj )−1t
grad(pmj )−1(t) + tgrad(p

mj )

entonces

pmj(T ) (�xj) = �0.

Por lo que

(T grad(pmj ))(x̄j) = −b0x̄j − b1T (x̄j)− ...− bgrad(pmj )−1T
grad(pmj )−1(x̄j),

aś, se tiene que

£
T|LT {x̄j}

¤βi
βi
=




0 0 · · · 0 0 −b0
1 0 · · · 0 0 −b1
0 1 · · · 0 0 −b2
...
...
. . . 0 0

...

0 0
. . . 1 0 −bgrad(pmj )−2

0 0 · · · 0 1 −bgrad(pmj )−1




es la matriz compañera de pmj (T ) y se le llama ”bloque racional”.

Aś,

[T ]ββ =




£
T|LT {x̄1}

¤β1
β1

0 · · · 0
... · · · ...
0 · · · 0

· · ·
0 · · · 0
... · · · ...
0 · · · 0

0 · · · 0
... · · · ...
0 · · · 0

£
T|LT {x̄2}

¤β2
β2
· · ·

0 · · · 0
... · · · ...
0 · · · 0

...
...

. . .
...

0 · · · 0
... · · · ...
0 · · · 0

0 · · · 0
... · · · ...
0 · · · 0

· · ·
£
T|LT {x̄m}

¤βm
βm




.

Cuando[T ]ββ está descrita en esta forma se dice que está descrita en su forma canónica
racional.
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£
T|LT {x̄j}
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=
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0 0
. . . 1 0 −bgrad(pmj )−2
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es la matriz compañera de pmj (T ) y se le llama ”bloque racional”.

Aś,

[T ]ββ =




£
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¤β1
β1

0 · · · 0
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· · ·
0 · · · 0
... · · · ...
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... · · · ...
0 · · · 0

£
T|LT {x̄2}

¤β2
β2
· · ·
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...
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0 · · · 0
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£
T|LT {x̄m}

¤βm
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.

Cuando[T ]ββ está descrita en esta forma se dice que está descrita en su forma canónica
racional.
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=
1

grad (p (T ))
·
£
dim (Ker (p (T )))−

¡
rango (p (T ))− rango

¡
p2 (T )

¢¢¤
=

=
1

grad(p(T ))
·
£
dim(V )− rango(p(T ))− ( rango(p(T ))− rango(p2(T )))

¤
=

=
1

grad (p (T ))
·
£
dim (V )− 2 · rango (p (T )) + rango

¡
p2 (T )

¢¤
.

Por lo tanto
C1(p

s−1(T )(V )) =

=
1

grad (p (T ))
[dim(ps−1(T )(V ))− 2 dim(ps(T )(V )) + dim(ps−1(T )(V ))] =

= Cs(V ).

Observación 95 Cs(V ) también es el número de bloques de tamaño

[s · grad (p (t))]× [s · grad (p (t))]

en la forma canónica racional (los bloques que son la matriz compañera de ps(t).

Ejemplo 135 Calcular la forma canónica racional de

A =



0 −1 5 −3
1 0 0 −1
0 0 3 −2
0 0 5 −3


 ∈M4×4 (R) .

Solución.
A (ē1) = ē2, y A

2 (ē1) = −ē1. Por lo tanto t2 + 1 es el polinomio ḿnimo para ē1.
Ahora, 


0 −1 5 −3
1 0 0 −1
0 0 3 −2
0 0 5 −3






5
0
3
5


 =




0
0
−1
0




y 

0
0
1
0


 = A2 (ē3) = −ē3.
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Denotemos por Cs(V ) al número de columnas con s puntos (esto es, el número de
sumandos con polinomio ḿnimo ps(t), en la descomposición

V =
³
LT ({z̄1})

M
...
M

LT ({z̄r})
´M³

LT ({w̄1})
M

...
M

LT ({w̄l})
´

Es claro que

Cs(V ) = Cs−1(P (T )(V )) = Cs−2(P 2(T )(V )) = . . . = C1(P
s−1(T )(V ))

Ahora,
dim (p− zoc (p (T ) (V ))) + dim (K) =

= dim (p− zoc (p (T ) (V ))) + l · grad (p (T ))
Aś6:

C1(V ) = l =
dim(K)

grad(p(T ))
=
dim(p− zoc(V ))− dim((p− zoc(p(T )(V ))))

grad(p(T ))
=

punto por cada sumando en V =
lL

i=1
LT ({wj}), es decir, otros l puntos obtenemos

...

•
...

• • •
y1
• y2

• . . . yr •
x1• x2• . . . xr• • • ...•

Este se llama el ”diagrama de puntos” para V .
6p− zoc (p (T ) (V )) = p (T ) (V ) ∩ (Ker (p (T ))) . Ahora, de

V p (T )
−−−→

V

↑ ↑
p (T ) (V ) p (T )|p(T )−−−−−−→

p (T ) (V )

vemos que Ker
³
p (T )|p(T )

´
= p (T ) (V ) ∩ (Ker (p (T ))) . Aś que

Nul
³
p (T )|p(T )

´
+ rango

¡
p2 (T )

¢
= rango (p (T ))

Nul
³
p (T )|p(T )

´
= rango (p (T ))− rango

¡
p2 (T )

¢
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aś que el polinomio ḿnimo para ē1 es t − 2 (abreviatura de: t − 2 es el polinomio
ḿnimo para T|LT (ē1)).
Ahora, 


2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 0
0 0 0 2






1
2
0
0


 =



4
4
0
0


 ,

LT (ē2) = L {ē2, Aē2} .


0
1
0
0

1
2
0
0






4
4
0
0


 ,

concatenando: 

0 1 4
1 2 4
0 0 0
0 0 0


 ,

reduciendo y escalonando: 

1 0 −4
0 1 4
0 0 0
0 0 0


 ,

A2 (ē2) = 4A (ē2)− 4 (ē2) , por lo tanto, el polinomio ḿnimo para ē2 es t
2− 4t+4 =

(t− 2)2 .
Ahora,

A (ē3) =



2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 0
0 0 0 2






0
0
1
0


 =



0
1
2
0


 ,



2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 0
0 0 0 2






0
1
2
0


 =



1
4
4
0


 ,
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Por lo tanto t2 + 1es el polinomio ḿnimo para ē3.
Por lo tanto, R4 = LT (ē1)

L
LT (ē3) , µT (t) = t2 + 1

Forma canónica racional: 

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0


 .

A2 =



0 −1 5 −3
1 0 0 −1
0 0 3 −2
0 0 5 −3




2

=



−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


 ,

por lo tanto

rango
¡
A2 + 1Id

¢
= 0.

Entonces,

rango (Id) = 4, rango
¡
A2 + 1Id

¢
= 0.

Por lo tanto

c1 =
1

2
(4− 2 · 0 + 0) = 2.

Por lo tanto el diagrama de puntos para A es:

••

Dos bloques, cada uno de dimensión 2.

Ejemplo 136 Calcular la forma canónica racional de



2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 0
0 0 0 2


 ∈M4×4 (R)



2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 0
0 0 0 2






1
0
0
0


 =



2
0
0
0


 ,
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Ahora, 


2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 0
0 0 0 2






1
2
0
0


 =



4
4
0
0


 ,
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1
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2
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0
1
2
0
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1
4
4
0


 ,
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LT (ē3) , µT (t) = t2 + 1

Forma canónica racional: 

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0


 .

A2 =



0 −1 5 −3
1 0 0 −1
0 0 3 −2
0 0 5 −3




2

=



−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


 ,

por lo tanto

rango
¡
A2 + 1Id

¢
= 0.

Entonces,

rango (Id) = 4, rango
¡
A2 + 1Id

¢
= 0.

Por lo tanto

c1 =
1

2
(4− 2 · 0 + 0) = 2.

Por lo tanto el diagrama de puntos para A es:

••

Dos bloques, cada uno de dimensión 2.

Ejemplo 136 Calcular la forma canónica racional de



2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 0
0 0 0 2


 ∈M4×4 (R)



2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 0
0 0 0 2






1
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0
0
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2
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0
0


 ,
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rango (A− 2Id)2 =



0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0




2

= rango



0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 = 1,

rango (A− 2Id)3 = rango






0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0






0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0





 =

= rango



0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 = 0.

Aś,

c1 =
1

1
(4− (2 ∗ 2) + 1) = 1

c2 =
1

1
(2− (2 ∗ 1) + 0) = 0;

c3 =
1

1
(1− (2 ∗ 0) + 0) = 1;

Por lo tanto, el diagrama de puntos es

•
•
• •

y la forma canónica racional consta de un bloque de 3× 3 y de otro de 1× 1 :


0 0 8 0
1 0 −12 0
0 1 6 0
0 0 0 2




(t− 2)3 = t3 − 6t2 + 12t− 8.

(A− 2Id) =



0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 ,
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2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 0
0 0 0 2






1
4
4
0


 =




6
12
8
0


 .

Por lo tanto

©
ē3, A (ē3) , A

2 (ē3) , A
3 (ē3)

ª
=






0
0
1
0






0
1
2
0






1
4
4
0







6
12
8
0






.

Concatenando: 

0 0 1 6
0 1 4 12
1 2 4 8
0 0 0 0


 ,

reduciendo y escalonando: 

1 0 0 8
0 1 0 −12
0 0 1 6
0 0 0 0


 ,

de donde
A3 (ē3) = 6A

2 (ē3)− 12A (ē3) + 8ē3,
aś que el polinomio ḿnimo es:

t3 − 6t2 + 12t− 8 = (t− 2)3 .

Finalmente, 

2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 0
0 0 0 2






0
0
0
1


 =



0
0
0
2


 ,

por lo que el polinomio ḿnimo correspondiente es t− 2.
Por lo tanto el polinomio ḿnimo para A es (t− 2)3 .
Ahora, rango(A− 2Id)0 = 4,

rango (A− 2Id) = rango



0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 = 2.
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1
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1
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1
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•
• •

y la forma canónica racional consta de un bloque de 3× 3 y de otro de 1× 1 :


0 0 8 0
1 0 −12 0
0 1 6 0
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1
4
4
0


 =




6
12
8
0


 .
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©
ē3, A (ē3) , A

2 (ē3) , A
3 (ē3)

ª
=






0
0
1
0






0
1
2
0






1
4
4
0







6
12
8
0






.
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Encontremos ahora un elemento de Ker((A− 2Id) ·−) que no esté en
LT (ē3) = L

¡©
ē3, A · ē3, A2 · ē3

ª¢
=

= L






0
0
1
0


 ,



0
1
2
0


 ,



1
4
4
0






.

Consideremos la ecuación

x



0
0
1
0


+ y



0
1
2
0


+ z



1
4
4
0


 =




t1
0
0
t2


 .

La matriz del sistema es 

0 0 1 t1
0 1 4 0
1 2 4 0
0 0 0 t2


 .

Escalonando: 

1 2 4 0
0 1 4 0
0 0 1 t1
0 0 0 t2


 .

Basta tomar t2 6= 0. Por ejemplo,obtenemos ē4 si t2 = 1 y t1 = 0.
Aś, la base canónica racional es:





0
0
1
0


 ,



0
1
2
0


 ,



1
4
4
0






∪






0
0
0
1






.

Comprobación: Sea Q =



0 0 1 0
0 1 4 0
1 2 4 0
0 0 0 1


7.

7

Q−1 =




4 −2 1 0
−4 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
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tiene polinomio ḿnimo t2. Una base para (A− 2Id) (R4) es ē1 y ē2. Es claro que ē2
genera T -ćclicamente (A− 2Id) (R4) .
Resolvamos

(A− 2Id) (x̄) = ē2


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 x̄ =



0
1
0
0


 ,

las soluciones están en: 





t1
0
1
t2


 | t1, t2 ∈ R



.

Por ejemplo ē3 es una solución.
Ahora, hay que escoger un elemento de Ker((A− 2Id) ·−) que no esté en

LT (ē3) = L
¡©
ē3, A · ē3, A2 · ē3

ª¢
= L









0
0
1
0


 ,



0
1
2
0


 ,



1
4
4
0










Concatenando:



0 0 1
0 1 4
1 2 4
0 0 0


.

Resolvamos la ecuación


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 x̄ =



0
0
0
0




para obtener Ker((A− 2Id) ·−).
Las soluciones son: 






t1
0
0
t2


 | t1, t2 ∈ R



.
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entonces
T = T|Ker pk11 (T )

M
T|Ker pk22 (T )

M
...
M

T|Ker pkss (T ),

entonces

p1 (T ) = p1 (T )|Ker pk11 (T )

M
p1 (T )|Ker pk22 (T )

M
...
M

p1 (T )|Ker pkss (T ) .

En este momento observemos que

p1 (T )|Ker pk22 (T )
: Ker pk22 (T )→ Ker pk22 (T )

es un isomorsmo:

x̄ ∈ Ker pk22 (T ) ∩Ker pk11 (T )⇒ pk22 (T ) (x̄) = 0 = pk11 (T ) (x̄)

⇒ µT |LT (x̄) (t) |
¡
pk11 (t) ; p

k2
2 (t)

¢
= 1⇒ µT |LT (x̄) (t) = 1⇒ x̄ = 0.

Por lo tanto p1 (T )
|Ker pk22 (T )

|Ker pk22 (T )
es una función lineal inyectiva, por lo tanto es un iso-

morsmo. Aś,

rango
³
p1 (T )|Ker pk22 (T )

´
= dim Ker pk22 (T ) .

Análogamente,

rango

µ
p1 (T )|Ker pkjj (T )

¶
= dim Ker p

kj
j (T ) ∀j 6= 1.

Por lo tanto,
rango (p1 (T )) =

= rango
³
p1 (T )|Ker pk11 (T )

M
p1 (T )|Ker pk22 (T )

M
...
M

p1 (T )|Ker pkss (T )

´
=

= rango p1 (T )|Ker pk11 (T )
+ dim Ker pk22 (T ) + dim Ker pk33 (T ) + ...

...+ dim Ker pkss (T ) .

En resumen,

rango (p1 (T )) = rango p1 (T )|Ker pk11 (T )
+ dim Ker pk22 (T )+

+dim Ker pk33 (T ) + ...+ dim Ker pkss (T ) .

Podemos aplicar el mismo argumento a ps1 (T ), para obtener:

rango (ps1 (T )) =
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Entonces


0 0 1 0
0 1 4 0
1 2 4 0
0 0 0 1




−1

2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 0
0 0 0 2






0 0 1 0
0 1 4 0
1 2 4 0
0 0 0 1


 =



0 0 8 0
1 0 −12 0
0 1 6 0
0 0 0 2


 .

10.8. Más acerca de los diagramas de puntos

El siguiente Teorema nos dice que para calcular el diagrama de puntos para
T|Ker pk11 (T )

, donde µT (V ) = pk11 (t) p
k2
2 (t) ...p

ks
s (t) , no hace falta calcular primero

Ker
¡
pk11 (T )

¢ T
|Ker pk11 (T )

−−−−−−−−−−→ Ker
¡
pk11 (T )

¢
.

Regresemos a la situación general:

Teorema 134 Sea T : V → V lineal, dim (V ) <∞. con

µT (V ) = pk11 (t) p
k2
2 (t) ...p

ks
s (t) .

Entonces
rango pi−11 (T )− 2 ∗ rango pi1 (T ) + rango pi+11 (T ) =

= rango pi−11

³
T| p

k1
1 (T )

´
− 2 ∗ rango pi1

³
T| p

k1
1 (T )

´
+

+rango pi+11

³
T| p

k1
1 (T )

´
.

Demostración. Primero , recordemos que

V = Ker pk11 (T )
M

Ker pk22 (T )
M

...
M

Ker pkss (T )

Además, tenemos que

Ker pk11 (T )
T
|Ker pk11 (T )
−−−−−−−−→Ker pk11 (T )

tiene polinomio ḿnimo pk11 (t) .
Notemos que como

V = Ker pk11 (T )
M

Ker pk22 (T )
M

...
M

Ker pkss (T ) ,
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Ejemplo 137 Sea A =:




0 2 0 −6 2
1 −2 0 0 2
1 0 1 −3 2
1 −2 1 −1 2
1 −4 3 −3 4



. Encontraremos su forma canónica

racional.
El espacio ćclico generado por ē1 está generado por




1
0
0
0
0



,




0
1
1
1
1



,




−2
0
0
0
0



.

Por lo tanto el polinomio ḿnimo para ē1 es t
2 + 2.

El espacio ćclico generado por ē2 está generado por




0
1
0
0
0



,




2
−2
0
−2
−4



,




0 2 0 −6 2
1 −2 0 0 2
1 0 1 −3 2
1 −2 1 −1 2
1 −4 3 −3 4







2
−2
0
−2
−4



=




0
−2
0
0
0



.

Por lo tanto el polinomio ḿnimo para ē2 es t
2 + 2.

El espacio ćclico generado por ē5 está generado por




0
0
0
0
1



,




2
2
2
2
4



,




0
6
6
6
10



,




−4
8
8
8
16



,

concatenando:




0 2 0 −4
0 2 6 8
0 2 6 8
0 2 6 8
1 4 10 16



escalonando:




1 0 0 4
0 1 0 −2
0 0 1 2
0 0 0 0
0 0 0 0



. Por lo tanto el

polinomio ḿnimo para ē5 es

t3 − 2t2 + 2t− 4 = (t− 2)
¡
t2 + 2

¢
.
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= rango ps1 (T )|Ker pk11 (T )
+ dim Ker pk22 (T )+

+dim Ker pk33 (T ) + ...+ dim Ker pkss (T ) .

Entonces
rango pi−11 (T )− 2 ∗ rango pi1 (T ) + rango pi+11 (T ) =

=

Ã
rango pi−11

³
T|Ker pk11 (T )

´
+

sX
j=2

dimKer p
kj
j (T )

!

−2
Ã
rango pi1

³
T|Ker pk11 (T )

´
+

sX
j=2

dimKer p
kj
j (T )

!

+

Ã
rango pi+11

³
T|Ker pk11 (T )

´
+

sX
j=2

dimKer p
kj
j (T )

!

= rango pi−11

³
T|Ker pk11 (T )

´
− 2

³
rango pi1

³
T|Ker pk11 (T )

´´
+

+rango pi+11

³
T|Ker pk11 (T )

´
.

Teorema 135 Si rango p (T ) = rango p2 (T ), entonces

rango
¡
pi (T )

¢
= rango (p (T )) ,∀i ∈ N.

Demostración. De p (T ) (V )
p(T )|p(T )(V )−−−−−−−−−→ p2 (T ) (V ) , se tiene que

rango p (T ) = nul
³
p (T )|

´
+ rango p2 (T ) .

Por hipótesis, se tiene que nul
³
p (T )|

´
= 0, aś que p (T )| es un isomorsmo entre

p (T ) (V ) y p2 (T ) (V ). Ahora como p2 (T ) (V ) ⊆ p (T ) (V ). Tenemos que

p2 (T ) (V )
p(T )|−−−→ p3 (T ) (V ) también es un isomorsmo. Se concluye por inducción.

Teorema 136 Si rango pi (T ) = rango pi+1 (T ) , entonces rango pi+j (T ) = rango
pi (T ), ∀j ∈ N.

Demostración. Cópiese de la de arriba.
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2 + 2.
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Aś que

rango
¡
A2 + 2

¢0
= 5, rango

¡
A2 + 2

¢
= 1, rango

¡
A2 + 2

¢2
= 1.

y

c1 =
5− 2 ∗ 1 + 1

2
= 2, c2 =

1− 2 ∗ 1 + 1
2

= 0, c3 = 0, ...

Por lo tanto el diagrama de puntos es

• •

Por lo tanto la forma canónica racional es:




2 0 0 0 0
0 0 −2 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 −2
0 0 0 1 0



.

10.9. Forma canónica de Jordan

Si p(t) = t−λ con λ ∈ F, µT (t) = (t−λ)k (o lo que es lo mismo, µT−λId(t) = (t)k),
entonces haciendo U =: T − λId, tenemos que

[U ] β
β
=







0 0 · · · 0 0
1 0 · · · 0 0

0 1
. . .

...
...
. . . 0 0

0 0 · · · 1 0



· · · 0

... ... ...

0 · · ·




0 0 · · · 0 0
1 0 · · · 0 0

0 1
. . .

...
...
. . . 0 0

0 0 · · · 1 0







y por lo tanto

[T ]β
β
=
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Entonces
el polinomio ḿnimo para A es (t− 2)

¡
t2 + 2

¢
.

Entonces
R5 = Ker (A− 2Id)

M
Ker

¡
A2 + 2

¢
.

Ahora, 


0 2 0 −6 2
1 −2 0 0 2
1 0 1 −3 2
1 −2 1 −1 2
1 −4 3 −3 4



− 2 =




−2 2 0 −6 2
1 −4 0 0 2
1 0 −1 −3 2
1 −2 1 −3 2
1 −4 3 −3 2



.

Resolviendo 


−2 2 0 −6 2
1 −4 0 0 2
1 0 −1 −3 2
1 −2 1 −3 2
1 −4 3 −3 2







x1
x2
x3
x4
x5



=




0
0
0
0
0




el conjunto de soluciones es:







0
t1
t1
t1
2t1



| t1 ∈ R



=



t1




0
1
1
1
2



| t1 ∈ R



.

Por otra parte,

A2 + 2 =




0 2 0 −6 2
1 −2 0 0 2
1 0 1 −3 2
1 −2 1 −1 2
1 −4 3 −3 4




2

+ 2 =




0 0 0 0 0
0 0 6 −12 6
0 0 6 −12 6
0 0 6 −12 6
0 0 12 −24 12




y

¡
A2 + 2

¢2
=




0 0 0 0 0
0 0 6 −12 6
0 0 6 −12 6
0 0 6 −12 6
0 0 12 −24 12




2

=




0 0 0 0 0
0 0 36 −72 36
0 0 36 −72 36
0 0 36 −72 36
0 0 72 −144 72



.
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Aś que
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A2 + 2
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El espacio T -ćclico generado por ē2 está generado por los vectores


0
1
0
0


 ,



−1
3
1
−1


 ,



−6
8
4
−6


 ,



−26
20
12
−26


 ,

concatenando:



0 −1 −6 −26
1 3 8 20
0 1 4 12
0 −1 −6 −26


, reduciendo y escalonando:



1 0 0 12
0 1 0 −16
0 0 1 7
0 0 0 0


 .

Por lo tanto el polinomio ḿnimo para ē2 es

t3 − 7t2 + 16t− 12 = (t− 3) (t− 2)2

Ahora, 




1
0
0
0


 ,



0
1
0
0


 ,



−1
3
1
−1


 ,



−6
8
4
−6







ya es una base de R4, pues

det



1 0 −1 −6
0 1 3 8
0 0 1 4
0 0 −1 −6


 = 1 ∗ 1 ∗ (−6 + 4) = −2.

Por lo tanto
µT (t) = (t− 3) (t− 2)2 .

Calculemos el diagrama de puntos para Ker(T − 3Id) :


2 −1 0 1
0 3 −1 0
0 1 1 0
0 −1 0 3


− 3 =



−1 −1 0 1
0 0 −1 0
0 1 −2 0
0 −1 0 0
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=







λ 0 · · · 0 0
1 λ · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0
. . . λ 0

0 0 · · · 1 λ




0 · · · 0

0




λ 0 · · · 0 0
1 λ · · · 0 0

0 1
. . .

...
...
. . . λ 0

0 0 · · · 1 λ



· · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · ·




λ 0 · · · 0 0
1 λ · · · 0 0

0 1
. . .

...
...
. . . λ 0

0 0 · · · 1 λ







que se llama la forma canónica de Jordan para V .

Denición 121 Un bloque de Jordan correspondiente al valor propio λ es de la
forma




λ 0 · · · 0 0 0
1 λ · · · 0 0 0

0 1
. . . 0 0 0

...
...
. . . λ

...
...

0 0 · · · 1 λ 0
0 0 · · · 0 1 λ



.

Ejemplo 138 Consideremos A =



2 −1 0 1
0 3 −1 0
0 1 1 0
0 −1 0 3




Es obvio que el polinomio ḿnimo para ē1 es t− 2.

interiores.indd   374 22/3/11   11:10:48
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=







λ 0 · · · 0 0
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...
. . .

...
...

0 0
. . . λ 0

0 0 · · · 1 λ




0 · · · 0

0




λ 0 · · · 0 0
1 λ · · · 0 0

0 1
. . .

...
...
. . . λ 0

0 0 · · · 1 λ



· · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · ·




λ 0 · · · 0 0
1 λ · · · 0 0

0 1
. . .

...
...
. . . λ 0

0 0 · · · 1 λ







que se llama la forma canónica de Jordan para V .

Denición 121 Un bloque de Jordan correspondiente al valor propio λ es de la
forma




λ 0 · · · 0 0 0
1 λ · · · 0 0 0

0 1
. . . 0 0 0

...
...
. . . λ

...
...

0 0 · · · 1 λ 0
0 0 · · · 0 1 λ



.

Ejemplo 138 Consideremos A =



2 −1 0 1
0 3 −1 0
0 1 1 0
0 −1 0 3




Es obvio que el polinomio ḿnimo para ē1 es t− 2.
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Por lo tanto el diagrama de puntos para Ker(T − 2Id)2 es

•
• •

Por lo tanto la forma canónica racional es



3 0 0 0
0 0 −4 0
0 1 4 0
0 0 0 2




Esto signica que hay una base v̄1, v̄2, v̄3, v̄4 tal que T (v̄3) = v̄4, y T (v̄4) = −4v̄3+4v̄4.
Si cambiamos a la base

{v̄1, v̄2, v̄4, (T − 2Id) v̄4} ,
como

(T − 2Id) v̄4 = −4v̄3 + 4v̄4 − 2v̄4 = −4v̄3 + 2v̄4),
tendremos que T (v̄4) = 2v̄4 + (T − 2Id) v̄4 y (T − 2Id) v̄4 = 2 ∗ (T − 2Id) v̄4. Por lo
que la matriz respecto de esta nueva base es:



3 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 1 2


 ,

donde

µ
2 0
1 2

¶
es un bloque de Jordan.

Teorema 137 Sea V
T−→


V , con

dim (V ) <∞ y µT (t) = (t− λ1)
k1 (t− λ2)

k2 · . . . · (t− λs)
ks .

Entonces el número de bloques de Jordan de l × l , correspondientes a λ1 es

cl,λ1 = rango (T − λ1Id)
l−1 − 2 ∗ rango (T − λ1Id)

l + rango (T − λ1Id)
l.+1 ,

y en general,

cl,λu = rango (T − λuId)
l−1 − 2 ∗ rango (T − λuId)

l + rango (T − λuId)
l.+1 .
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tiene rango 3. 

−1 −1 0 1
0 0 −1 0
0 1 −2 0
0 −1 0 0




2

=



1 0 1 −1
0 −1 2 0
0 −2 3 0
0 0 1 0




tiene rango 3.
Por lo tanto

c1 = 4− 2 ∗ rango (A− 3Id) + rango (A− 3Id)2 = 4− 6 + 3 = 1

c2 = 3− 2 ∗ 3 + 3 = 0 = c3 = ...

Por lo tanto, el diagrama de puntos es:

•

Diagrama de puntos para Ker(T − 2Id)2 :


2 −1 0 1
0 3 −1 0
0 1 1 0
0 −1 0 3


− 2 =



0 −1 0 1
0 1 −1 0
0 1 −1 0
0 −1 0 1


 ,

es de rango 2. 

0 −1 0 1
0 1 −1 0
0 1 −1 0
0 −1 0 1




2

=



0 −2 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 −2 1 1


 ,

es de rango 1. 

0 −1 0 1
0 1 −1 0
0 1 −1 0
0 −1 0 1




3

=



0 −2 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 −2 1 1




es de rango 1.
Entonces,

c1 = 4− 2 ∗ 2 + 1 = 1
c2 = 2− 2 ∗ 1 + 1 = 1

c3 = 1− 2 ∗ 1 + 1 = 0 = c4 = ...
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l−1 − 2 ∗ rango (T − λ1Id)
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0 0 −1 0
0 1 −2 0
0 −1 0 0




2

=



1 0 1 −1
0 −1 2 0
0 −2 3 0
0 0 1 0




tiene rango 3.
Por lo tanto

c1 = 4− 2 ∗ rango (A− 3Id) + rango (A− 3Id)2 = 4− 6 + 3 = 1

c2 = 3− 2 ∗ 3 + 3 = 0 = c3 = ...

Por lo tanto, el diagrama de puntos es:

•

Diagrama de puntos para Ker(T − 2Id)2 :


2 −1 0 1
0 3 −1 0
0 1 1 0
0 −1 0 3


− 2 =



0 −1 0 1
0 1 −1 0
0 1 −1 0
0 −1 0 1


 ,

es de rango 2. 

0 −1 0 1
0 1 −1 0
0 1 −1 0
0 −1 0 1




2

=



0 −2 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 −2 1 1


 ,

es de rango 1. 

0 −1 0 1
0 1 −1 0
0 1 −1 0
0 −1 0 1




3

=



0 −2 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 −2 1 1




es de rango 1.
Entonces,

c1 = 4− 2 ∗ 2 + 1 = 1
c2 = 2− 2 ∗ 1 + 1 = 1

c3 = 1− 2 ∗ 1 + 1 = 0 = c4 = ...
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Tenemos que µT (t) =
sQ

i=1

(t− λi)
ki , basta ver que cada ki es 1. Y para esto basta

ver que

cl,λu =

= rango (T − λuId)
l−1 − 2 ∗ rango (T − λuId)

l + rango (T − λuId)
l.+1 = 0

para l ≥ 2 (esto querŕa decir que no hay bloques de 2×2, 3× 3, ... etc., es decir que
todos los bloques seŕan de 1× 1, y se veŕan aś: (λu)).
Como rango(T − λuId) =rango(T − λuId)

2 . Entonces por el Teorema 135,

rango (T − λuId) = rango (T − λuId)
2 = rango (T − λuId)

3 = ...

entonces

c2,λu = rango (T − λuId)− 2 ∗ rango (T − λuId)
2 + rango (T − λuId)

3 = 0

y para l ≥ 2 ,

cl,λu = rango(T − λuId)
l−1 − 2 ∗ rango(T − λuId)

l + rango(T − λuId)
l+1

= 0.

Teorema 138 Sean A,B ∈Mn×n (F ) . Son equivalentes:

1. A es similar a B.

2. A y B tienen la misma forma canónica racional. (Excepto por una permutación
en el orden de los bloques).

3. A, B tienen el mismo polinomio ḿnimo y para cada f (t) tal que f (t) | µA (t) ,
se tiene que

rango f (A) = rango f (B) .

4. rango f (A) = rango f (B), y para cada f (t) tal que f (t) | µA (t), se tiene que

rango f (A) = rango f (B) .

5. rango f (A) = rango f (B), para cada f (t) ∈ F [t] .
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Demostración. Se sigue de la Observación 10.9.

Corolario 29 Sea V T−→ V es lineal con dim (V ) <∞. Son equivalentes

1. T es diagonalizable.

a) (Los únicos factores irreducibles de µT (t) son de grado 1) y

b) ¡
rango (T − λuId) = rango (T − λuId)

2¢

para cada λu valor propio de T

Demostración. 1)⇒2))
Es claro que si T es diagonalizable, entonces todos los factores irreducibles de

µT (t) son de la forma t−λu. Además, todos los bloques de Jordan (y racionales son
de la forma (λu) . Dado un valor propio λu, tenemos que la forma de Jordan para
Ker(T − λuId) es 



λu 0 · · · 0
0 λu · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λu




Entonces,
c1,λu = dim (Ker (T − λuId)) .

Ahora,
dim (Ker (T − λuId)) = dim (V )− rango (T − λuId) .

Como

c1,λu = rango (T − λuId)
0 − 2 ∗ rango (T − λuId) + rango (T − λuId)

2 .

entonces

c1,λu = dim (Ker (T − λuId)) = dim (V )− rango (T − λuId)⇒

dim (V )− 2 ∗ rango (T − λuId) + rango (T − λuId)
2 =

= dim (V )− rango (T − λuId)⇒
rango (T − λuId) = rango (T − λuId)

2 .

2)⇒1)
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Ejercicio 232 Sean A,B en M2×2 (F ) no escalares. Demuestre que A y B son
similares si y sólo si A y B tienen el mismo polinomio caracteŕstico.

Ejercicio 233 La relación de similitud es una relación de equivalencia enMn×n (F ) .
Encuentre todas las clases de similitud en M6×6 (Q) con polinomio ḿnimo
(x+ 2)2 (x− 1) .
Ejercicio 234 Encuentre todas las clases de similitud en M6×6 (Q) con polinomio
caracteŕstico (x4 − 1) (x2 − 1) .
Ejercicio 235 Determine todas las forms canónicas racionales posibles para una
transformación con polinomio caracteŕstico x2 (x2 + 1)

2
.

Ejercicio 236 Sea QV de dimensión nita y V
T→

lineal
V un isomorsmo tal que

T−1 = T 2 + T. Demuestre que dim (V ) es un múltiplo de 3. Demuestre también que
todos los operadores que satisfacen las condiciones son similares.

Ejercicio 237 Sea B ∈ M10×10(Q) tal que χB(t) = (t − 2)4(t2 − 3)3, µB(t) = (t −
2)2(t2 − 3)2 y rango (B − 2I10) = 8. Encuentre las formas canónicas racional y de
Jordan de B.

Ejercicio 238 Sea T :Q V −→Q V tal que [T ]ββ =



2 0 0 0
3 2 0 −2
0 0 2 0
0 0 2 2


 . Encuentre

una base γ de V tal que [T ]γγ esté en forma canónica racional.

Ejercicio 239 Sea A ∈M7×7 (C) el bloque de Jordan de 7×7 con λ en la diagonal.
Calcule la forma de Jordan de A3. (Considere los casos λ = 0, λ 6= 0).
Sea B ∈ M4×4 (F ) tal que χB (t) = (t− 1)4 . Demuestre que hay 5 posibilidades
para la forma de Jordan de B. Demuestre que µB (t) y rango (B − I4) determinan
la forma canónica de Jordan.

Ejercicio 240 Encuentre la forma canónica de Jordan de

A =




2 0 0 0 1 0 0 0
0 2 0 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0 0 0
0 0 0 3 0 0 0 1
0 0 0 0 2 1 0 0
0 0 0 0 0 2 1 0
0 0 0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 0 0 3




.

380 CAPÍTULO 10. FORMAS CANÓNICAS

Demostración. 1)⇒5) )
Supongamos que A = Q−1BQ. Entonces B y A son matrices que representan al

operador lineal
Fn B·−→ Fn,

aś que
rango (A) = rango (B · ) = rango B.

Ahora,
Q−1f (B)Q = f

¡
Q−1BQ

¢
= f (A) :

i) Se tiene que Q−1BQ = A, entonces

Q−1Bk+1Q = Q−1BkBQ = Q−1BkQQ−1BQ =
¡
Q−1BkQ

¢
A.

Aś que por inducción se tiene que Q−1BmQ = Am, ∀m ∈ N.
ii) Es claro que ∀cm ∈ F, Q−1cmBmQ = cmA

m.
iii) Es claro que

Q−1 (c0In + c1B + ...+ cmB
m)Q =

=
¡
Q−1c0InQ+Q−1c1BQ+ ...+Q−1cmBmQ

¢
=

= c0In + c1A+ ...+ cmA
m.

Una vez que hemos visto que las matrices f (B) y f (A) son similares, podemos
concluir que tiene el mismo rango.
5)⇒ 4)) Es obvio.
4)⇒ 3))
Solamente hay que demostrar que A y B tienen el mismo polinomio ḿnimo.
Como rango µA (B) = rango µA (A) = 0, entonces µA (B) = 0. Por lo tanto,

µB (t) | µA (t). Por simetŕa, µA (t) | µB (t) y entonces µA (t) = µB (t) .
3)⇒ 2)) Se sigue del Teorema 134.
2)⇒ 1)) A es similar a su forma canónica racional que es similar a B.

Corolario 30 Son equivalentes para dos matrices A,B ∈ Mn×n (F ) , cuyos poli-
nomios caracteŕsticos sólo tengan factores irreducibles de grado 1:

1. A es similar a B.

2. A y B tienen la misma forma canónica de Jordan.

Demostración. Teorema anterior.
Llamemos matriz escalar a una matriz de la forma cIn, c ∈ F.
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Denición 122 Si A ∈ Mn×n
¡
RR
¢
, (esto signica que Ai,j (t) : R→ R es una

función ∀ (i, j) ∈ {1, ..., n} × {1, ..., n})

ĺm
t→a

A (t) = : L, donde

Li,j = ĺm
t→a

Ai,j (t) .

Análogamente, podemos considerar el anillo conmutativo de las sucesiones en un
campo,

R = FN,

con las operaciones naturales de suma y de producto.
De nuevo podemos considerar Mn×n

¡
FN¢ , por ejemplo

µ
1
2m

1
m

m
√
m

¡
1 + 1

m

¢m
¶
,

y considerar por ejemplo

ĺm
m→∞

µ
1
2m

1
m

m
√
m

¡
1 + 1

m

¢m
¶
.

Otra vez,

ĺm
m→∞



. . .

...
· · · Ai,j (m) · · ·

...
. . .


 =




. . .
...

· · · ĺm
m→∞

Ai,j (m) · · ·
...

. . .


 .

Ejercicio 245 Sean A,B ∈Mn×n
¡
RR
¢
tales que

1. ĺm
t→a

A (t) existe,

2. ĺm
t→a

B (t) existe,

entonces ĺm
t→a

(A (t)B (t)) =
³
ĺm
t→a

A (t)
´³
ĺm
t→a

B (t)
´
.

Ejercicio 246 Sean A,B ∈Mn×n
¡
CN
¢
tales que

1. ĺm
m→∞

A (m) existe,

2. ĺm
m→∞

B (m) existe,

entonces ĺm
m→∞

(A (m)B (m)) =
³
ĺm
m→∞

A (m)
´³

ĺm
m→∞

B (m)
´
.

382 CAPÍTULO 10. FORMAS CANÓNICAS

Ejercicio 241 Encuentre la forma canónica racional de la matriz del ejercicio an-
terior.

Ejercicio 242 Si A ∈Mn×n (C), demuestre que A = B +N donde B es diagonali-
zable, N es nilpotente y BN = NB. (Sugerencia: usar formas canónicas de Jordan).

Ejercicio 243 Determine las formas canónicas racional y de Jordan para

A =



1 1 0
0 1 0
0 1 1


 .

Ejercicio 244 Sea A ∈M3×3 (C) tal que su forma canónica de Jordan es

−2 0 0
0 7 1
0 0 7


 y sea B ∈M4×4 (C) con forma canónica de Jordan:



7 1 0 0
0 7 1 0
0 0 7 0
0 0 0 7


 .

Sea CV = {X ∈M3×4 (C) | AX = XB}

10.10. Cadenas de Markov

10.10.1. Ĺmites

Consideremos el anillo conmutativo

R = RR =
n
R f→R | f es función

o
,

donde la suma y el producto son los naturales, es decir que

(f + g) (a) = f (a) + g (a) , ∀a ∈ R,
(f · g) (a) = f (a) · g (a) , ∀a ∈ R.

Uno puede considerar matrices de n× n con coecientes en R.
Por ejemplo µ

et t2 + 1
cos (t) tt

¶
∈M2×2 (R) .

Ahora, si A ∈Mn×n
¡
RR
¢
, puede uno considerar ĺmites, por ejemplo

ĺm
t→a

A (t) .

Para mantener los argumentos en un nivel sencillo, hacemos la siguiente denición.
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382 CAPÍTULO 10. FORMAS CANÓNICAS
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10.10. CADENAS DE MARKOV 385

y en general,
|SM+k| < |SM | (1− ε)k .

Como
|SM | (1− ε)k → 0

k→∞
,

tenemos que lim
k→∞
|SM+k| = 0.

Por lo tanto
lim
m→∞

|Sm| = 0.

Proposición 21 Sea J ∈ Mk×k (C) , un bloque de Jordan correspondiente a λ, en-
tonces

1. |λ| < 1⇒ ĺm
m→∞

Jm = 0.

2. λ = 1, ĺm
m→∞

Jm ∈ C⇒ J = (1) .

3. λ 6= 1, |λ| = 1⇒ ĺm
m→∞

Jm no existe.

4. |λ| > 1⇒ ĺm
m→∞

Jm no existe.

Demostración. Sea

J =




λ 0 · · · 0 0

1 λ
. . . 0 0

0 1
. . . 0 0

...
...
. . . λ 0

0 0 · · · 1 λ



=

=




0 0 · · · 0 0

1 0
. . . 0 0

0 1
. . . 0 0

...
...
. . . 0 0

0 0 · · · 1 0



+ λ




1 0 · · · 0 0

0 1
. . . 0 0

0 0
. . . 0 0

...
...
. . . 1 0

0 0 · · · 0 1



,

un bloque de Jordan de A.

384 CAPÍTULO 10. FORMAS CANÓNICAS

Lema 25 ĺm
m→∞

λm
¡
m
i

¢
= 0, si |λ| < 1.

Demostración. Denotemos

Sm =: λ
m

µ
m

i

¶
= λm · m · (m− 1) · ... · (m− i+ 1)

i!
,

aś que

Sm+1 =: λ
m+1

µ
m+ 1

i

¶
= λm+1 · (m+ 1) · (m+ 1− 1) · ... · (m+ 2− i)

i!
,

aś que

Sm+1 =: λSm ·
(m+ 1)

m
.

Como (m+1)
m
→ 1

m→∞
, entonces λ · (m+1)

m
→ λ

m→∞

Aś que existe M tal que ∀m ≥M
¯̄
¯̄λ · (m+ 1)

m

¯̄
¯̄ < 1− ε,

en donde podemos tomar ε = 1− |λ| < 1, por ejemplo.
Aś, tenemos que:

|SM | (1− ε) > |SM+1|
entonces

|SM | (1− ε) (1− ε) > |SM+1| (1− ε) > |SM+2| ,
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Por lo tanto, si |λ| < 1, entonces lim
m→∞

(λN + Ik)
m existe y es 0.

λ = 1)
Por otra parte, si λ = 1, entonces

k−1X
i=0

µ
m

i

¶
N i

converge sólo si
k−1P
i=0

¡
m
i

¢
N i =

¡
m
0

¢
N0 = 1 · I, esto sucede si en la suma hay un solo

sumando, es decir, si k = 1 :
Si k > 1, entonces µ

m

1

¶
→∞

m→∞

,

y es claro que

(N + Ik)
m =

mXµ
m

i

¶
N i

tiene en su coordenada 2, 1 a
¡
m
1

¢
= m. Pues

N =




0 0 · · · 0 0

1 0
. . . 0 0

0 1
. . . 0 0

...
...
. . . 0 0

0 0 · · · 1 0



, N2 =




0 0 · · · 0 0

0 0
. . . 0 0

1 0
. . . 0 0

...
...
. . . 0 0

0 0 · · · 1 0



,

N3 =




0 0 · · · 0 0
0 0 · · · 0 0
0 0 · · · 0 0
1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...
...
. . .

...
...



.

Entonces

((N + Ik)
m)2,1 =

mX
i=0

µ
m

i

¶¡
N i
¢
2,1
=

µ
m

1

¶
N2,1 =

µ
m

1

¶
= m.

λ 6= 1, |λ| = 1)
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Llamemos N =




0 0 · · · 0 0

1 0
. . . 0 0

0 1
. . . 0 0

...
...
. . . 0 0

0 0 · · · 1 0



, supongamos que esta matriz es de k × k.

Consideremos la existencia de ĺm
m→∞

(N + λIk)
m , para distintos valores de λ.

λ = 0)
Si λ = 0 entonces ĺm

m→∞
(N + λIk)

m = 0 pues Nk−1 es la matriz 0 :

su primera columna es

¡
Nk−1¢�e1 =

¡
Nk−2¢N�e1 =

¡
Nk−2¢�e2 =

¡
Nk−3¢N�e2 =

=
¡
Nk−3¢�e3 = ... =

¡
Nk−k+1¢�ek−1 =

= (N�ek−1) = �0.

La segunda columna de Nk−1 es Nk−1�e2 = Nk−1N�e1 = N
¡
Nk−1�e1

¢
= N �0 = �0.

En general,

Nk−1�ej = Nk−1N�ej−1 = Nk−1NN�ej−2 = ... = Nk−1N (j−1)�ej−(j−1) =

= N (j−1)Nk−1�e1 = �0.

Por lo tanto Nk−1 = 0.
Ahora, supongamos que λ 6= 0. Como N y λIk conmutan, se puede calcular

(N + λIk)
m con el Teorema del binomio de Newton.

Aś que

(N + λIk)
m =

mX
i=0

µ
m

i

¶
λm−iN i (Ik)

m−i =
mX
i=0

λm−i
µ
m

i

¶
N i.

Aś que si m ≥ k − 1 entonces

(N + λIk)
m =

mX
i=0

λm−i
µ
m

i

¶
N i =

k−1X
i=0

λm−i
µ
m

i

¶
N i.

Por el Lema anterior, ĺm
m→∞

λm
¡
m
i

¢
= 0, si |λ| < 1, aś que también

ĺm
m→∞

k−1X
i=0

λm−i
µ
m

i

¶
= 0.
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. . . 0 0

...
...
. . . 0 0

0 0 · · · 1 0



, N2 =




0 0 · · · 0 0

0 0
. . . 0 0

1 0
. . . 0 0

...
...
. . . 0 0

0 0 · · · 1 0



,

N3 =




0 0 · · · 0 0
0 0 · · · 0 0
0 0 · · · 0 0
1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...
...
. . .

...
...



.

Entonces

((N + Ik)
m)2,1 =

mX
i=0

µ
m

i

¶¡
N i
¢
2,1
=

µ
m

1

¶
N2,1 =

µ
m

1

¶
= m.

λ 6= 1, |λ| = 1)
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Llamemos N =




0 0 · · · 0 0

1 0
. . . 0 0

0 1
. . . 0 0

...
...
. . . 0 0

0 0 · · · 1 0



, supongamos que esta matriz es de k × k.

Consideremos la existencia de ĺm
m→∞

(N + λIk)
m , para distintos valores de λ.

λ = 0)
Si λ = 0 entonces ĺm

m→∞
(N + λIk)

m = 0 pues Nk−1 es la matriz 0 :

su primera columna es

¡
Nk−1¢�e1 =

¡
Nk−2¢N�e1 =

¡
Nk−2¢�e2 =

¡
Nk−3¢N�e2 =

=
¡
Nk−3¢�e3 = ... =

¡
Nk−k+1¢�ek−1 =

= (N�ek−1) = �0.

La segunda columna de Nk−1 es Nk−1�e2 = Nk−1N�e1 = N
¡
Nk−1�e1

¢
= N �0 = �0.

En general,

Nk−1�ej = Nk−1N�ej−1 = Nk−1NN�ej−2 = ... = Nk−1N (j−1)�ej−(j−1) =

= N (j−1)Nk−1�e1 = �0.

Por lo tanto Nk−1 = 0.
Ahora, supongamos que λ 6= 0. Como N y λIk conmutan, se puede calcular

(N + λIk)
m con el Teorema del binomio de Newton.

Aś que

(N + λIk)
m =

mX
i=0

µ
m

i

¶
λm−iN i (Ik)

m−i =
mX
i=0

λm−i
µ
m

i

¶
N i.

Aś que si m ≥ k − 1 entonces

(N + λIk)
m =

mX
i=0

λm−i
µ
m

i

¶
N i =

k−1X
i=0

λm−i
µ
m

i

¶
N i.

Por el Lema anterior, ĺm
m→∞

λm
¡
m
i

¢
= 0, si |λ| < 1, aś que también

ĺm
m→∞

k−1X
i=0

λm−i
µ
m

i

¶
= 0.
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1. ĺm
m→∞

Am ∈Mn×n (C) .

a) λ valor propio de A⇒ |λ| ≤ 1.
b) λ valor propio de A, |λ| = 1⇒ λ = 1.

c) dim (E1) = (multiplicidad de 1 como ráz del polinomio caracteŕstico de
A). Aqú, E1 = ker ((A · )− IdCn) .

Demostración. 1. ⇒ 2.) Se sigue de la Observación anterior, pues la condición
2c equivale a que todos los bloques de Jordan de A que corresponden a 1 sean de
uno por uno.
2. ⇒ 1) Se sigue de la Observación anterior.

10.10.2. Procesos aleatorios y Cadenas de Markov

Un proceso aleatorio se describe de la manera siguiente:

1. Consideremos n “estados” posibles en que se distribuye una población de ob-
jetos, denotemos mi el número de objetos que están en el estado i.

2. Aparte de todo, la ubicación de los objetos en sus estados puede cambiar en
una siguiente “etapa”.

3. La manera en que cambian de estado los objetos de una etapa a la siguiente,
está determinado por una matriz, que se llama matriz de transición:

P ∈Mn×n (R)

donde Pi,j es la probabilidad de que un objeto en el estado j pase al estado i
en la siguiente etapa, como es una probabilidad, tenemos que en realidad

P ∈Mn×n ([0, 1]) .

Si comenzamos con una población inicial




m1

m2
...
mn


 , entonces la población en el

estado j en la siguiente etapa será:

Pj,1m1 + Pj,2m2 + ...+ Pj,nmn
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Consideremos la entrada 1, 1 de (N + λIk)
m :

λm.

Veamos que no converge:

¯̄
λs+1 − λs

¯̄
= |λs| |λ− 1| = |λ− 1| .

Veamos que � 6= ĺm
m→∞

λm :

si |�− λs| < 1
2
|λ− 1| , entonces
¯̄
λs+1 − �

¯̄
+ |�− λs| ≥

¯̄
λs+1 − λs

¯̄
= |λ− 1| ,

por lo que ¯̄
λs+1 − �

¯̄
> |λ− 1|− 1

2
|λ− 1| = 1

2
|λ− 1| .

|λ| > 1)
Por último, si |λ| > 1 entonces lim

m→∞
(N + λIk)

m no existe:

simplemente consideremos la entrada 1, 1 de (N + λIk)
m :

λm.

Observación 96 Sea A ∈Mn×n (C) , lim
m→∞

Am existe si y sólo si lim
m→∞

Jm existe para

cada bloque de Jordan de A.

Demostración. Por el Teorema fundamental del Álgebra, χA (t) es n producto
de factores de grado uno. Aś que A tiene forma de Jordan.

Es claro que si A =

µ
B 0
0 C

¶
, entonces Am =

µ
Bm 0
0 Cm

¶
, de donde

vemos que ĺmAm existe si y sólo si existen ĺmBm y ĺmCm.
De lo anterior, es claro que ĺmAm existe si y sólo si existe ĺmJm para cada

uno de los bloques de Jordan de A.

Ejercicio 247 Si QAQ−1 = B, entonces ĺm
m→∞

Bm existe si y sólo si ĺm
m→∞

Am existe.

En caso de existir ambos ĺmites, entonces ĺm
m→∞

Bm = ĺm
m→∞

QAmQ−1.

Teorema 139 Sea A ∈Mn×n (C) son equivalentes:
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uno de los bloques de Jordan de A.

Ejercicio 247 Si QAQ−1 = B, entonces ĺm
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m→∞

Am existe.

En caso de existir ambos ĺmites, entonces ĺm
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Es decir que 1 es un valor propio para P t, y por lo tanto también es un valor propio
de P.

Resumimos lo anterior en el siguiente enunciado.

Teorema 140 Una matriz de transición tiene 1 como valor propio.

Ejemplo 139 Niños y pañales.
Un pañal puede estar en tres estados: Nuevo, usado, doblemente usado.
Si un niño ensucia un pañal, éste se desecha y se sustituye por uno nuevo. La pro-
babilidad de que un niño ensucie un pañal es 1/3 y después de dos usos, los pañales
se desechan.

n u du
n
u
du



1/3 1/3 1
2/3 0 0
0 2/3 0


 .

La forma canónica de Jordan de



1/3 1/3 1
2/3 0 0
0 2/3 0


 es



1 0 0

0 −1
3
+ 1

3
i
√
3 0

0 0 −1
3
− 1

3
i
√
3




Aś que

lim
m→∞



1 0 0

0 −1
3
+ 1

3
i
√
3 0

0 0 −1
3
− 1

3
i
√
3




m

=



1 0 0
0 0 0
0 0 0


 .

Se deja como ejercicio comprobar que una base de Jordan para



1/3 1/3 1
2/3 0 0
0 2/3 0




es 




1
1
1


 ,




1
1
6
i
¡
2i
√
3 + 3

¢√
3

1
6
i
¡
2i
√
3− 3

¢√
3


 ,




1
1
4
i
¡
i
√
3− 3

¢√
3

1
4
i
¡
i
√
3 + 3

¢√
3
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pues por ejemplo Pj,1m1 representa la cantidad de población que pasó del estado 1
al estado j.
Como

Pj,1m1 + Pj,2m2 + ...+ Pj,nmn = Pj




m1
...
mn


 ,

tenemos que P




m1
...
mn


 es la distribución de la población en la etapa 1. (La etapa

inicial es la etapa cero).

Repitiendo el argumento, tenemos que PP




m1
...
mn


 es el vector de población en

la etapa 2, y en general

P k




m1
...
mn




es el vector de población en la etapa k.
Ahora es claro que la población converge a un ĺmite si y sólo si ĺm

k→∞
P k existe.

A una sucesión de estados descrita de la manera anterior se le llama cadena (o
proceso) de Markov.

Observación 97 Si P es una matriz de transición, entonces la suma de los ele-
mentos en cualquier columna es 1. Esto sucede porque es la probabilidad de que un
poblador del estado j pase a algún otro estado.

Lo anterior equivale a decir que

(1, 1, ..., 1)P = (1, 1, ..., 1) .

Tomando la transpuesta de esta ecuación, tenemos que

P t




1
1
...
1


 =




1
1
...
1


 .
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Proposición 22 Sea A ∈Mn×n (R) denotemos

ρi =
X
j

|Ai,j|

la suma de los tamaños de los elementos en el i−ésimo renglón de A.
Denotemos

ρ (A) = máx {ρi | i ∈ {1, ..., n}} .
Si λ es un valor propio de A, entonces |λ| < ρ (A) .

Demostración. Sea �x un vector propio de A correspondiente a λ, entonces A�x =
λ�x, aś que tomando las coordenadas i−ésimas tenemos que

λxi = Ai




x1
...
xn


 =

X
j=1

Ai,jxj ≤

≤
¯̄
¯̄
¯
X
j=1

Ai,jxj

¯̄
¯̄
¯ ≤

X
j=1

|Ai,jxj| =
X
j=1

|Ai,j| |xj| .

Como consecuencia,

|λxi| ≤
X
j=1

|Ai,j| |xj| ≤
ÃX

j=1

|Ai,j|
!
máx {|xj|}j

Digamos que máx {|xj|}j = |xM | , la ecuación de arriba vale para i =M , aś que

|λ| |xM | = |λxM | ≤
ÃX

j=1

|AM,j|
!
|xM | .

Entonces
|λ| ≤

X
j=1

|AM,j| = ρM ≤ ρ.

El resultado anterior, se puede aplicar a At, de donde obtenemos que (recuerde
que los valores propios de A y de At coinciden) que

|λ| ≤ ρ
¡
At
¢
=: ν (A) .

En resumen: un valor propio de una matriz A es menor o igual que la mayor de las
sumas de los valores absolutos de los coecientes en un renglón (o columna).
En vista de lo que se acaba de mencionar, podemos hacer la siguiente observación.
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por lo que el ĺmite de las potencias de P es




9
19

− 1
57
i
√
3 + 5

19
1
57
i
√
3 + 5

19

6
19

− 7
57
i
√
3− 3

19
7
57
i
√
3− 3

19

4
19

2
57
i
¡
4 + i

√
3
¢√
3 2

57
i
¡
−4 + i

√
3
¢√
3



·



1 0 0

0 0 0

0 0 0


 ·

·




1 1 1

1 1
6
i
¡
2i
√
3 + 3

¢√
3 1

4
i
¡
i
√
3− 3

¢√
3

1 1
6
i
¡
2i
√
3− 3

¢√
3 1

4
i
¡
i
√
3 + 3

¢√
3




=

=




9
19

9
19

9
19

6
19

6
19

6
19

4
19

4
19

4
19




En el ĺmite, la proporción será:



9
19

9
19

9
19

6
19

6
19

6
19

4
19

4
19

4
19






1
0
0


 =




9
19
6
19
4
19


 .

Eventualmente, habrá 9/19 de pañales nuevos, 6
19
de pañales usados y 4

19
de pañales

de dos usos. En porcentajes: 47,3 68% pañales nuevos, 31. 579% de pañales usados
y 21.053% de pañales de dos usos.

Ejercicio 248 Compruebe que una base de Jordan para


1/3 1/3 1

2/3 0 0

0 2/3 0




es 




1
1
1


 ,




1
1
6
i
¡
2i
√
3 + 3

¢√
3

1
6
i
¡
2i
√
3− 3

¢√
3


 ,




1
1
4
i
¡
i
√
3− 3

¢√
3

1
4
i
¡
i
√
3 + 3

¢√
3






.
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Denotemos
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3
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4
i
¡
i
√
3− 3

¢√
3
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4
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¡
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Una vez notado esto, podemos escribir

ρ (A) |xi| = |λ| |xi| = |λxi| =
¯̄
¯̄
¯
X
j

Ai,jxj

¯̄
¯̄
¯ ≤

≤
X
j

|Ai,jxj| ≤
ÃX

j

|Ai,j|
!
|xi| ≤ ρ (A) |xi| .

Aś podemos observar que
ÃX

j

Ai,j

!
|xi| ≤ ρ (A) |xi| , ∀i ∈ {1, ..., n} .

Por lo que X
j

Ai,j = ρ (A) , ∀i ∈ {1, ..., n} .

Entonces la suma de los elementos en cada renglón de A es ρ (A) , por lo que

A




1
1
...
1


 =




ρ (A)
ρ (A)
...

ρ (A)


 = ρ (A)




1
1
...
1


 ,

entonces ρ (A) es un valor propio de A.
Por otro lado, como

¯̄
¯̄
¯
X
j

Ai,jxj

¯̄
¯̄
¯ =

X
j

Ai,j |xj| ,

debe suceder (Ejercicio) que existe un complejo u y escalares τ1, τ 2, ..., τn ∈ R+ tales

que xj = τ ju, entonces �x = u




τ 1
τ 2
...
τn


 , aś que

A�x = A




τ 1
τ 2
...
τn


u = ρ (A)




τ 1
τ 2
...
τn


u,
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Observación 98 Si λ es un valor propio de una matriz de transición, entonces
|λ| ≤ 1.

Demostración. Hemos notado ya que la suma de los elementos de cada columna
en una matriz de transición es 1.

Denición 123 1. Diremos que una matriz de transición es positiva si todos
sus coecientes pertenecen a R+.

2. Diremos que una matriz de transición A es regular, si ∃n ∈ N, tal que An es
positiva.

Enseguida veremos como son los valores propios de una matriz regular.

Teorema 141 Sea A ∈ Mn×n (C) positiva (es decir que sus coecientes son reales
positivos). Si λ es un valor propio de A tal que |λ| = ρ (A) , entonces λ = ρ (A) y

Eλ = S










1
1
...
1








 .

Demostración. Consideremos un vector propio �x correspondiente a λ. Aś que
A�x = λ�x, tomando las coordenadas M−ésimas, donde |xM | = máx {|xj|}1≤j≤n ,
tenemos que

ρ (A) |xM | = |λ| |xM | = |λxM | =
¯̄
¯̄
¯
X
j

AM,jxj

¯̄
¯̄
¯ ≤

≤
X
j

|AM,jxj| ≤
ÃX

j

|AM,j|
!
|xM | ≤ ρ (A) |xM | ,

Aś que las desigualdades en realidad son igualdades, aś que por ejemplo,

X
j

|AM,jxj| =
ÃX

j

|AM,j|
!
|xM | ,

de donde se sigue que
|xj| = |xM | ,∀j ∈ {1, ..., n} .
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Ejercicio 249 Sean a1, a2, ..., an ∈ R+, z1, z2, ..., zn ∈ C tales que
¯̄
¯̄
¯
X
j

ajzj

¯̄
¯̄
¯ =

X
j

aj |zj|

entonces ∃u ∈ C, λ1, λ2, ..., λn ∈ R+ tal que zj = λju.
Sugerencia: inducción y desigualdad del triángulo.

Corolario 32 Si A es una matriz de transición positiva y λ es un valor propio de
A entonces

1. |λ| ≤ 1.

2. |λ| = 1⇒ . = 1.

3. dim (E1) = 1.

Teorema 142 Si A ∈Mn×n (C) es una matriz de transición regular entonces

1. La multiplicidad de 1 como valor propio de A es 1.

2. L = ĺm
m→∞

Am existe.

3. L es una matriz de transición.

4. AL = LA = L.

L tiene todas sus columnas iguales, y estas son el vector de probabilidad �w que
corresponde al valor propio 1.

5. ∀�� vector de probabilidad, ĺmAm�� = �w.

Demostración. 1. Denamos la norma k k en Mn×n (C) por:

kAk = máx {|Ai,j|} .

Si A es una matriz de transición entonces kAk ≤ 1. Cualquier potencia de una matriz
de transición es de transición, pues que la suma de los elementos de las columnas sea
1 equivale a

(1, 1, ..., 1)A = (1, 1, ..., 1)

Aś que
(1, 1, ..., 1)A2 = (1, 1, ..., 1)A = (1, 1, ..., 1)
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de donde se tiene que A




τ 1
τ 2
...
τn


 = ρ (A)




τ 1
τ 2
...
τn


 .

Como vimos arriba, un vector propio que correspondiera a un valor propio de
tamaño ρ (A) , debe tener los valores absolutos de sus coordenadas iguales.

Aś que �� = u




τ
τ
...
τ


 = uτ




1
1
...
1


 para τ ∈ R+, u ∈ C.

En resumidas cuentas, un vector propio de A que corresponda a un valor

propio con tamaño ρ (A) debe ser un múltiplo complejo de




1
1
...
1


 . Como éste es un

vector propio que corresponde a ρ (A) , entonces los valores propios de tamaño ρ (A) ,
coinciden con ρ (A) . Otra vez: si |λ| = ρ (A) , entonces existe un vector propio z que

corresponde a λ, pero como es un múltiplo de




1
1
...
1


 , en realidad corresponde a

ρ (A) .

Corolario 31 Sea A ∈ Mn×n (C) positiva (es decir que sus coecientes son reales
positivos). Si λ es un valor propio de A tal que |λ| = ν (A) , entonces λ = ν (A) y
Eλ es de dimensión 1.

Demostración. Simplemente notemos que ν (A) = ρ (At) y apliquemos el Teore-
ma anterior. Es inmediato entonces que |λ| = ν (A) = ρ (At)⇒ λ = ρ (At) = ν (A) .
Por otra parte,

dim
¡
Eν(A)

¢
= n− rango (A− ν (A) Id) =

= n− rango
¡
A− ρ

¡
At
¢
Id
¢t
=

= n− rango
¡
At − ρ

¡
At
¢
Id
¢
=

= dim
©
�� ∈ Rn | At�� = ρ

¡
At
¢
��
ª
= 1.
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m→∞

Am existe.

3. L es una matriz de transición.

4. AL = LA = L.

L tiene todas sus columnas iguales, y estas son el vector de probabilidad �w que
corresponde al valor propio 1.

5. ∀�� vector de probabilidad, ĺmAm�� = �w.
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2. Es inmediato del Teorema 139.

3. Como (1, 1, ..., 1)Am = (1, 1, ..., 1) ∀m ∈ N, pasando al ĺmite tenemos que

(1, 1, ..., 1)L = (1, 1, ..., 1) .

4.

L = ĺmAm = ĺmAm+1 =

= ĺm(AmA) = (ĺmAm)A = LA.

También,

L = ĺmAm = ĺmAm+1 =

= ĺm(AAm) = A (ĺmAm) = AL.

Ahora, AL = L⇒ ALj = Lj entonces Lj es un vector propio correspondiente a 1,
también es un vector de probabilidad pues es la columna de una matriz de transición.
De hecho, es el único vector de probabilidad que es vector propio correspondiente a 1.
(Si ��, �v son dos vectores de probabilidad que son también vectores propios respecto
a 1 entonces

�� = c�v,

pues dimE1 = 1. c ∈ R, pues las coordenadas son reales. La suma de las coordenadas
de �� es 1 y la suma de las coordenadas de c�v es c, por lo que c = 1, es decir �� = �v).

5. Finalmente, si �� es un vector de probabilidad (es decir sus coordenadas suman
1 y son reales no negativas), entonces

ĺmAm�� = ��

se sigue de que ĺmAm�� es un vector de probabilidad:

(1, 1, ..., 1) ĺmAm�� = ĺm((1, 1, ..., 1)Am)�� = (1, 1, ..., 1)�� = 1

y de que es un vector propio de A que corresponde a 1 :

A (ĺmAm��) = ĺm(A (Am��)) = ĺm
¡
Am+1��

¢
= ĺm(Am��) .
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y por inducción
(1, 1, ..., 1)Am = (1, 1, ..., 1) .

Entonces
kAmk ≤ 1,∀m ∈ N.

Tenemos, para dos matrices B,C ∈Mn×n (C) que

kBCk = máx
n¯̄
¯(BC)i,j

¯̄
¯
o
=

= máx

(¯̄
¯̄
¯
X
k

(Bi,kC)k,j

¯̄
¯̄
¯

)
≤ |n (kBk kCk)| =

n kBk kCk .

Sea J = P−1AP la forma de Jordan de A, entonces

Jm = P−1AmP

por lo que

kJmk =
°°P−1AmP

°° ≤ n
°°P−1°° kAmPk ≤

≤ n2
°°P−1°° kAmk kPk ≤ n2

°°P−1°° kPk .
Si A tuviera un bloque de Jordan correspondiente a 1 que no fuera (1) , entonces
seŕa de la forma

K =




1 0 · · · 0
1 1 · · · 0

0 1
. . . 0

...
... · · · ...


 =




0 0 · · · 0
1 0 · · · 0

0 1
. . .

...
...
... · · · 0




| {z }
N

+




1 0 · · · 0
0 1 · · · 0

0 0
. . .

...
...
... · · · 1




| {z }
I

El coeciente 1, 2 deKm seŕa ((N + I)m)1,2 =
¡¡

m
1

¢
NIm−1

¢
= m (potencias mayores

de N tienen 0 en el lugar 1, 2), pero entonces

m ≤ kKk ≤ kJk ≤ n2
°°P−1°° kPk , ∀m ∈ N ∇

◦
.

Esta contradicción muestra que los bloques de Jordan de A que corresponden a 1
son de 1× 1. Con esto se tiene que

1 = dim (E1) = multiplicidad de 1 como valor propio de A.
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se sigue de que ĺmAm�� es un vector de probabilidad:
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Que es equivalente a: 


−1
4

1
4

0 0

1
4
−1

4
0 0

1
4

1
4

1
2

0

1
4

1
4

0 1
2



�� = �0,

cuyo espacio de soluciones tiene base:






−1
−1
1
1






.

Aś que



−1 −1 0 0
1 −1 0 0
0 1 1 0
0 1 0 1




−1

·




1
4

1
4

0 0
1
4

1
4

0 0
1
4

1
4
1 0

1
4

1
4

0 1


 ·

·



−1 −1 0 0
1 −1 0 0
0 1 1 0
0 1 0 1


 =



0 0 0 0
0 1

2
0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


 .

lim
m→∞



0 0 0 0
0 1

2
0 0

0 0 1 0
0 0 0 1




m

=



0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 ,

por lo que

lim
m→∞




1
4

1
4

0 0
1
4

1
4

0 0
1
4

1
4
1 0

1
4

1
4

0 1




m

=

=



−1 −1 0 0
1 −1 0 0
0 1 1 0
0 1 0 1






0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1






−1 −1 0 0
1 −1 0 0
0 1 1 0
0 1 0 1




−1

=
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Ejemplo 140 Sea A =




1
4

1
4

0 0

1
4

1
4

0 0

1
4

1
4

1 0

1
4

1
4

0 1



, es claro que esta matriz de transición

no es regular pues la multiplicidad de 1 como valor propio de A es 2 y la dimensión
de E2 es 2.
El polinomio caracteŕstico de A es t4 − 5

2
t3 + 2t2 − 1

2
t = t (t− 1)2 (t− 1/2) , aś que

existe el ĺmite de Am cuando m→∞.
Un vector propio correspondiente a 0 es una solución no nula de




1
4

1
4

0 0

1
4

1
4

0 0

1
4

1
4

1 0

1
4

1
4

0 1



�� = �0,

cuya base es:






−1
1
0
0






.

El vector propio correspondiente a 1
2
es la solución de







1
4

1
4

0 0

1
4

1
4

0 0

1
4

1
4

1 0

1
4

1
4

0 1



− (1/2) I4



�� = �0.
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Aś que



−1 −1 0 0
1 −1 0 0
0 1 1 0
0 1 0 1




−1

·




1
4

1
4

0 0
1
4

1
4

0 0
1
4

1
4
1 0

1
4

1
4

0 1


 ·

·



−1 −1 0 0
1 −1 0 0
0 1 1 0
0 1 0 1


 =



0 0 0 0
0 1

2
0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


 .

lim
m→∞



0 0 0 0
0 1

2
0 0

0 0 1 0
0 0 0 1




m

=



0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 ,

por lo que

lim
m→∞




1
4

1
4

0 0
1
4

1
4

0 0
1
4

1
4
1 0

1
4

1
4

0 1




m

=

=



−1 −1 0 0
1 −1 0 0
0 1 1 0
0 1 0 1






0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
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1 −1 0 0
0 1 1 0
0 1 0 1




−1

=
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Ejemplo 140 Sea A =




1
4

1
4

0 0

1
4

1
4

0 0

1
4

1
4

1 0

1
4

1
4

0 1



, es claro que esta matriz de transición

no es regular pues la multiplicidad de 1 como valor propio de A es 2 y la dimensión
de E2 es 2.
El polinomio caracteŕstico de A es t4 − 5

2
t3 + 2t2 − 1

2
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existe el ĺmite de Am cuando m→∞.
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4
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1
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�� = �0,

cuya base es:






−1
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0
0






.

El vector propio correspondiente a 1
2
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4

0 0

1
4

1
4
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1
4

1
4

0 1



− (1/2) I4



�� = �0.
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En efecto, la forma canónica de Jordan de
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3
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5

2
5

2
3

2
5

1
5

0 2
5

2
5
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1 0 0

0 1
15
+ 1

15
i
√
17 0

0 0 1
15
− 1

15
i
√
17


 ,

con base canónica :






1
1
1
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1

−2
5
+ 1

10
i
√
17

−2
5
− 1
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i
√
17
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1

− 9
20
− 3

20
i
√
17

− 9
20
+ 3

20
i
√
17






.
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5


 es:



1 1 1

1 −2
5
+ 1

10
i
√
17 − 9

20
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i
√
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5
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i
√
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+ 3
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i
√
17




−1

·



1 0 0
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0 0 0


 ·

·
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1 −2
5
+ 1
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i
√
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20
− 3

20
i
√
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1 −2
5
− 1

10
i
√
17 − 9

20
+ 3

20
i
√
17


 =




21
71

21
71

21
71

30
71

30
71

30
71

20
71

20
71

20
71


 .

Que coincide con el cálculo previo.
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1
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1
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Si A =
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3

1
5
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5

2
3

2
5

1
5

0 2
5
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5


 , entonces




1
3

1
5

2
5

2
3

2
5

1
5

0 2
5

2
5




2

=




11
45

23
75

1
3

22
45

28
75

32
75

4
15

8
25

6
25




Por lo tanto A es una matriz regular, aś que para calcular su ĺmite basta encontrar
el vector de probabilidad que es vector propio correspondiente a 1 :


1
3

1
5

2
5

2
3

2
5

1
5

0 2
5

2
5


− 1 · I3 =



−2

3
1
5

2
5

2
3
−3

5
1
5

0 2
5
−3

5




Tenemos que 

−2

3
1
5

2
5

2
3
−3

5
1
5

0 2
5
−3

5


 ��
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20

0 1 −3
2

0 0 0


 .

Una solución de 

−2

3
1
5

2
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2
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5
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0 2
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5


�� = �0

es




21
20
3
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1


 .

Como 21
20
+ 3

2
+ 1 = 71

20
entonces
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71




21
20
3
2

1


 =




21
71
30
71
20
71


 ,

es el vector de probabilidad buscado, aś que

ĺm
m→∞
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2
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0 2
5

2
5




m
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20
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71
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Ejercicio 251 La gente de una ciudad vive en el centro, en la periferia o en una
casa rentada. Los estados se puede etiquetar c, p o r. Las probabilidades de cambiar
de estado en un año son las siguientes:
si se vive en el centro, hay un 40% de probabilidad de seguir en el centro, 30%
de alquilar una casa y 30% de mudarse a la periferia. Si se alquila una casa hay
50% de probabilidad de seguir rentando 40% de mudarse a la periferia y 10% de
mudarse al centro. Por último, si se vive en el centro hay un 60% de probabilidad de
seguir viviendo en el centro, un 20% de mudarse a la periferia y un 20% de alquilar
una casa. ¿ Después de mucho tiempo, cuáles serán las proporciones relativas de la
población?

Llamemos matriz escalar a una matriz de la forma cIn, c ∈ F.

Ejercicio 252 Sean A,B en M2×2 (F ) no escalares. Demuestre que A y B son
similares si y sólo si A y B tienen el mismo polinomio caracteŕstico.

Ejercicio 253 La relación de similitud es una relación de equivalencia enMn×n (F ) .
Encuentre todas las clases de similitud en M6×6 (Q) con polinomio ḿnimo
(x+ 2)2 (x− 1) .

Ejercicio 254 Encuentre todas las clases de similitud en M6×6 (Q) con polinomio
caracteŕstico (x4 − 1) (x2 − 1) .

Ejercicio 255 Determine todas las formas canónicas racionales posibles para una
transformación con polinomio caracteŕstico x2 (x2 + 1)

2
.

Ejercicio 256 Sea QV de dimensión nita y V
T→

lineal
V un isomorsmo tal que

T−1 = T 2 + T. Demuestre que dim (V ) es un múltipo de 3. Demuestre también que
todos los operadores que satisfacen las condiciones son similares.

Ejercicio 257 Sea B ∈ M10×10(Q) tal que χB(t) = (t − 2)4(t2 − 3)3, µB(t) = (t −
2)2(t2 − 3)2 y rango(B − 2I10) = 8. Encuentre las formas canónicas racional y de
Jordan de B.

Ejercicio 258 Sea T :Q V −→Q V tal que [T ]ββ =



2 0 0 0
3 2 0 −2
0 0 2 0
0 0 2 2


 . Encuentre

una base γ de V tal que [T ]γγ esté en forma canónica racional.

404 CAPÍTULO 10. FORMAS CANÓNICAS

Ejemplo 141 En un hospital, los pacientes se distribuyen en los estados: leve (l), y
graves (g). Si alguien muere se admite un nuevo paciente de enfermedad leve en el
hospital, lo mismo si sana. La probabilidad de que en un mes sane un paciente leve
es de 60%, de que siga siendo enfermo leve es 20% y de que se ponga grave es del
20%. Si un enfermo está grave la probabilidad de que en un mes sane es del 10%,
de que su enfermedad se vuelva leve es del 20%, de que siga grave es del 50% y de
que muera es del 20%.
La matriz que describe el proceso es la siguiente:

l g
l
g

µ
,8 ,5
,2 ,5

¶

Como

µ
,8 ,5
,2 ,5

¶
es una matriz positiva, para encontrar ĺm

m→∞

µ
,8 ,5
,2 ,5

¶m

basta

encontrar el vector propio que corresponde a 1 y que es un vector de probabilidad.

µ
,8 ,5
,2 ,5

¶
− 1I2 =

µ
−. 2 . 5
. 2 −. 5

¶

: µ
−. 2 . 5
. 2 −. 5

¶
��

µ
1 −2. 5
0 0

¶

µ
2,5
1

¶
es un vector propio que corresponde a 1. 1

3,5

µ
2,5
1

¶
=

µ
. 714 29
. 285 71

¶
.

Aś que

ĺm
m→∞

µ
,8 ,5
,2 ,5

¶m

=

µ
. 714 29 . 714 29
. 285 71 . 285 71

¶
,

y eventualmente el hospital tendrá 71,429% enfermos leves y 28,571% enfermos
graves.

Ejercicio 250 Encontrar el ĺmite, cuando m tiende a innito, de




1
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3
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m

.
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es de 60%, de que siga siendo enfermo leve es 20% y de que se ponga grave es del
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y eventualmente el hospital tendrá 71,429% enfermos leves y 28,571% enfermos
graves.
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Caṕtulo 11

Espacios con producto interior II

11.1. Operadores normales, autoadjuntos,

unitarios

Recordemos que un operador T : V → V en un espacio con producto interior es

Normal, si conmuta con su adjunto: TT ∗ = T ∗T.

Autoadjunto (o hermitiano cuando F = R) si T = T ∗.

Unitario si preserva el producto interior.

Como vimos, una equivalencia a que un operador sea unitario es que su adjunto
coincida con si inversa, es decir, T ∗ = T−1.
De aqú vemos que los operadores autoadjunto y los operadores unitarios son

operadores normales.
Es una consecuencia del Teorema 108 que si T es normal entonces f (T ) conmuta

con g (T ∗) , para cualesquiera dos polinomios f (t) y g (t) ∈ C [t] . En particular, si T
es normal, entonces (t− λId) (T ) = T −λId conmuta con (T − λId)∗ = T ∗− λ̄Id =¡
t− λ̄

¢
(T ∗) .

Recordemos que el “Teorema Fundamental del Álgebra” asegura que C es un
campo algebraicamente completo, es decir que cualquier polinomio de grado positivo
con coecientes en C tiene una ráz en C.

Observación 99 Si T es un operador normal en CV con valor propio λ, entonces
λ̄ es un valor propio de T ∗. De hecho, T (�x) = λ�x⇔ T ∗ (�x) = λ̄ · (�x) .

407

406 CAPÍTULO 10. FORMAS CANÓNICAS

Ejercicio 259 Sea A ∈M7×7 (C) el bloque de Jordan de 7×7 con λ en la diagonal.
Calcule la forma de Jordan de A3. (Considere los casos λ = 0, λ 6= 0).

Sea B ∈ M4×4 (F ) tal que χB (t) = (t− 1)4 . Demuestre que hay 5 posibilidades
para la forma de Jordan de B. Demuestre que µB (t) y rango (B − I4) determinan
la forma canónica de Jordan.

Ejercicio 260 Encuentre la forma canónica de Jordan de

A =




2 0 0 0 1 0 0 0
0 2 0 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0 0 0
0 0 0 3 0 0 0 1
0 0 0 0 2 1 0 0
0 0 0 0 0 2 1 0
0 0 0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 0 0 3




.

Ejercicio 261 Encuentre la forma canónica racional de la matriz del ejercicio an-
terior.

Ejercicio 262 Si A ∈Mn×n (C), demuestre que A = B +N donde B es diagonali-
zable, N es nilpotente y BN = NB. (Sugerencia: usar formas canónicas de Jordan).

Ejercicio 263 Determine las formas canónicas racional y de Jordan para

A =



1 1 0
0 1 0
0 1 1


 .

Ejercicio 264 Sea A ∈M3×3 (C) tal que su forma canónica de Jordan es

−2 0 0
0 7 1
0 0 7


 y sea B ∈M4×4 (C) con forma canónica de Jordan



7 1 0 0
0 7 1 0
0 0 7 0
0 0 0 7


 .

Sea CV = {X ∈M3×4 (C) | AX = XB} . Encuentre dim (V ) .

interiores.indd   406 22/3/11   11:16:27



Caṕtulo 11

Espacios con producto interior II

11.1. Operadores normales, autoadjuntos,

unitarios

Recordemos que un operador T : V → V en un espacio con producto interior es

Normal, si conmuta con su adjunto: TT ∗ = T ∗T.

Autoadjunto (o hermitiano cuando F = R) si T = T ∗.

Unitario si preserva el producto interior.

Como vimos, una equivalencia a que un operador sea unitario es que su adjunto
coincida con si inversa, es decir, T ∗ = T−1.
De aqú vemos que los operadores autoadjunto y los operadores unitarios son

operadores normales.
Es una consecuencia del Teorema 108 que si T es normal entonces f (T ) conmuta

con g (T ∗) , para cualesquiera dos polinomios f (t) y g (t) ∈ C [t] . En particular, si T
es normal, entonces (t− λId) (T ) = T −λId conmuta con (T − λId)∗ = T ∗− λ̄Id =¡
t− λ̄

¢
(T ∗) .

Recordemos que el “Teorema Fundamental del Álgebra” asegura que C es un
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11.2. OPERADORES NORMALES, F = C 409

Entonces podemos considerar

W
T|W−→W

que también tendŕa un valor propio. por la hipótesis de que W 6=
n
�0
o
. Ahora, un

valor propio de T|W es también un valor propio de T (χ
T |W (t) | χT

(t) , Teorema 105).

Por lo tanto W ∩ (
P

Eλi) 6=
n
�0
o
∇
◦
.

Esta contradicción muestra que

V =
X

Eλi,

por lo tanto T es diagonalizable.

Corolario 33 Sea CV
T−→ CV un operador normal en un espacio de dimensión

nita no nula con producto interior. Entonces

1. T ∗ es simultáneamente diagonalizable con T .

2. T ∗ = g (T ) para algún g (t) ∈ C [t] .

Demostración. 1. Se sigue de que

T (�x) = λ�x⇔ T ∗ (�x) = λ̄�x.

Por lo tanto una base de vectores propios de T es también una base de vectores
propios de T ∗.
2. Como la función conjugación,

{λ1, ..., λk}
( )−→
©
λ̄1, ..., λ̄k

ª

es una función suprayectiva, podemos aplicar el Teorema 119

Corolario 34 Sea CV
T−→ CV un operador en un espacio de dimensión nita no

nula con producto interior. Entonces son equivalentes:

1. T es normal.

2. T ∗ = g (T ) para algún g (t) ∈ C [t] .
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Demostración.

T (�x) = λ�x⇔
⇔ 0 = hT (�x)− λ�x, T (�x)− λ�xi⇔

⇔ 0 = h(T − λIdV ) (�x) , (T − λIdV ) (�x)i⇔
⇔ 0 = h�x, (T − λIdV )

∗ (T − λIdV ) (�x)i⇔
⇔ 0 = h�x, (T − λIdV ) (T − λIdV )

∗ (�x)i⇔
⇔ 0 = h(T − λIdV )

∗ (�x) , (T − λIdV )
∗ (�x)i⇔

⇔ �0 = (T − λIdV )
∗ (�x) = T ∗ (�x)− λ̄IdV (�x)⇔

⇔ T ∗ (�x) = λ̄ · (�x) .

11.2. Operadores normales, F = C

Teorema 143 Sea CV
T−→ CV un operador normal en un espacio de dimensión

nita no nula con producto interior. Entonces T es diagonalizable.

Demostración. χ
T
(t) tiene tantas ráces (contando multiplicidades) como

dim(V ). Digamos que los valores propios de T (las ráces de χ
T
(t) ) son

λ1, ..., λk.

Como de costumbre, denotemos Eλi = Ker(T − λiIdV ) , aś que

Eλ1

M
...
M

Eλk ≤ CV.

Demostrar que T es diagonalizable equivale a demostrar que

Eλ1

M
...
M

Eλk = CV.

Si la inclusión fuera propia, entonces

W =:
³
Eλ1

M
...
M

Eλk

´⊥
6=
n
�0
o
= C V ⊥.

Notemos que W es T− invariante:

�xi ∈ Eλi, �w ∈W ⇒ hT (�w) , �xii = h�w, T ∗ (�xi)i =
h�w, T ∗ (�xi)i =


�w, λ̄ · �xi

®
= λ h�w, �xii = 0.

interiores.indd   408 22/3/11   11:16:46



11.2. OPERADORES NORMALES, F = C 409

Entonces podemos considerar

W
T|W−→W
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Demostración. Consideremos el diagrama

V V

Rn Rn

Cn Cn

-T

?
φβ

?
φβ

-
[T ]ββ ·

? ?
-

[T ]ββ ·

Como [T ]ββ =
³
[T ]ββ

´∗
=
³
[T ]ββ

´t
, (pues [T ]ββ es una matriz simétrica con coe-

cientes reales) entonces [T ]ββ · es un operador normal, aś que tiene algún valor
propio λ ∈ C.

Ahora, λ valor propio de [T ]ββ · ⇒ λ̄ es un valor propio de
³
[T ]ββ ·

´∗
= [T ]ββ · .

Entonces λ y λ̄ son valores propios de [T ]ββ · . Además ∃�0 6= �x ∈ Cn tal que

λ · �x = [T ]ββ · �x =
³
[T ]ββ ·

´∗
· �x = λ̄ · �x,

por lo que λ = λ̄ ∈ R .
Aś tenemos que T tiene un valor propio real (de hecho, todo sus valores

propios son reales).
Ahora el argumento prosigue por inducción sobre la dimensión de V .
Supongamos que

V = Eλ1

M
...
M

Eλk

M
W,

donde W = (Eλ1

L
...
L

Eλk)
⊥ .

EntoncesW es T−invariante. Además
¡
T|W

¢∗
=
³
T ∗|W

´
= T|W , aś que si 0̂ 6= T|W ,

tenemos que T|W también tendŕa algún valor propio.

Por lo tanto W ∩ (Eλ1

L
...
L

Eλk) 6=
n
�0
o
∇
◦
.

Aś que W =
n
�0
o
por lo que V = Eλ1

L
...
L

Eλk , es decir, T es diagonalizable.

Corolario 35 Toda matriz A ∈Mn×n (R) simétrica, es diagonalizable.
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Demostración. 1. ⇒ 2.) Si T es normal, entonces T conmuta con T ∗, entonces
T y T ∗ son simultáneamente diagonalizables (Teorema 116), aś que por el Corolario
anterior, tenemos que T ∗ = g (T ) para algún g (t) ∈ C [t] .
2. ⇒ 1. ) T conmuta con cualquier polinomio evaluado en T .

Ejercicio 265 Sea A =

µ
2 i
1 2

¶
. Demostrar que es normal y encontrar g (t) tal

que g (A) = A∗.

Teorema 144 Sea CV
T−→ CV un operador normal en un espacio de dimensión

nita no nula con producto interior. T es normal ⇔ V tiene una base ortonormal
formada por vectores propios de T.

Demostración. ⇒) Ya vimos que T es diagonalizable, por lo tanto

V = Eλ1

M
...
M

Eλk .

Por el Teorema de Gram-Schmidt, basta ver que vectores propios que corresponden
a distintos valores propios de T son ortogonales.

En efecto,

³
�0 6= �x ∈ Eλ1 ,�0 6= �y ∈ Eλ2

´
⇒

⇒ λ1 h�x, �yi = hλ1�x, �yi =
= hT (�x) , �yi = h�x, T ∗ (�y)i =

=

�x, λ̄2�y

®
= λ2 h�x, �yi .

Aś que 0 6= h�x, �yi⇒ λ1 = λ2∇◦ .
⇐) T (�x) = λ�x⇔ T ∗ (�x) = λ̄�x. Por lo tanto T ∗ conmuta con T si T es diagona-

lizable.

11.3. Operadores autoadjuntos, F = R

Teorema 145 Sea RV
T−→ RV un operador autoadjunto en un espacio de dimensión

nita no nula con producto interior. Entonces T es diagonalizable.
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11.4. Operadores unitarios

Teorema 146 Sea CV
T−→ CV un operador normal en un espacio de dimensión

nita no nula con producto interior. T es unitario ⇔ CV tiene una base ortonormal
de vectores propios correspondientes a valores propios de tamaño 1.

Demostración. ⇒) Si T es unitario entonces existe β una base ortonormal de
V de vectores propios.

Además
�x ∈ β ⇒ k�xk = kT (�x)k = kλ�xk = |λ| k�xk⇒ |λ| = 1.
⇐) Sea β �→

base ortonormal

V formada por vectores propios cuyos valores propios sean

de tamaño 1. Digamos que
β = {�x1, ..., �xn} .

Entonces
T (β) = {T (�x1) , ..., T (�xn)} = {λ1 (�x1) , ..., λn (�xn)}

es un conjunto ortonormal en V.
Como T manda la base ortonormal {�x1, ..., �xn} en la base ortonormal {λ1�x1, ...

, λn�xn}, conclúmos que T es unitario (es claro que T preserva la norma).
Ejercicio 271 Para la siguiente matriz A encontrar una matriz ortogonal o unitaria

P y una matriz diagonal D tal que P ∗AP = D. A =

µ
0 −1
1 0

¶
.

11.5. Proyecciones

Recordemos que si W
L

Z = V, entonces

V
pZW−→ V

�� + �� 7→ ��
,

se llama la proyección sobre W a lo largo de Z .

Observación 100 pZW depende de Z tanto como de W .
Por ejemplo, si

V = R2,

W = {(0, y) | y ∈ R} ,
Z1 = {(x, 0) | x ∈ R} ,
Z2 =

©
(x, x) ∈ R2 | x ∈ R

ª
,
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Ejercicio 266 Muestre que



1 2 3
2 4 5
3 5 6


 es diagonalizable.

Ejercicio 267 Sea T : R3 → R3 denida por

T ((x, y, z)) = (x− y + z, x+ y, z − x) .

Decir si T es autoadjunto.

El resultado anterior se aplica para eliminar términos cruzados en las formas
cuádricas que se estudian en geometŕa anaĺtica.

Ejercicio 268 Eliminar el término cruzado en

4x2 + 5xy + 9y2 + 8 = 0,

mediante un cambio de coordenadas. Sugerencia:

4x2 + 5xy + 9y2 =
¡
x y

¢µ 4 5/2
5/2 9

¶µ
x
y

¶
.

Ejercicio 269 Encontrar nuevas coordenadas x́, ý de manera que las siguientes for-
mas cuadráticas puedan escribirse como λ1 (x́)

2+ λ2 (ý)
2 y decidir que tipo de curva

determinan:

1. x2 + 4xy + y2 = 0.

2. 2x2 + 2xy + 2y2 = 0.

3. 2x2 + 2xy + 2y2 = 0.

Ejercicio 270 Determinar si el siguiente operador lineal es normal, autoadjunto o
ninguna de las dos. T : R2 → R2 denido mediante

T ((x, y)) = (2x− 2y,−2x+ 5y) .

Encontrar una base ortonormal para R2 formada por vectores propios de T.
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412 CAPÍTULO 11. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERIOR II

Ejercicio 266 Muestre que



1 2 3
2 4 5
3 5 6


 es diagonalizable.

Ejercicio 267 Sea T : R3 → R3 denida por

T ((x, y, z)) = (x− y + z, x+ y, z − x) .

Decir si T es autoadjunto.

El resultado anterior se aplica para eliminar términos cruzados en las formas
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Hemos demostrado que

V = Ker (T )
M

T (V ) .

Además,

p
Ker(T )
T (V ) (�x) = p

Ker(T )
T (V ) ((�x− T (�x)) + T (�x)) = T (�x) ,∀�x ∈ V.

Por lo que p
Ker(T )
T (V ) = T.

11.5.1. Proyecciones ortogonales

Denición 124 Sea V un espacio vectorial con producto interior, con un subespacio
W ≤ V tal que

W =W⊥⊥.

Llamamos proyección ortogonal sobre W , a la proyección pW
⊥

W .

Observación 101 1. Si V es de dimensión nita, en la denición anterior siem-
pre se tiene que W =W⊥⊥.

2. Si W es de dimensión nita, se tiene que V =W
L

W⊥, por lo que W =W⊥⊥

Teorema 148 Son equivalentes para un operador T : V −→ V en un espacio con
producto interior.

1. T es una proyección ortogonal.

2. T es idempotente y normal.

Demostración. 1. ⇒ 2. ) T = pW
⊥

W ⇒ T es idempotente.
Supongamos que

�x = �x1 + �x2, �x1 ∈W,�x2 ∈W⊥,

�y = �y1 + �y2, �y1 ∈W, �y2 ∈W⊥,

entonces
D
pW

⊥
W (�x) , �y

E
= h�x1, �y1 + �y2i = h�x1, �y1i =

= h�x1 + �x2, �y1i =
D
�x, pW

⊥
W (�y)

E
,
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entonces
pZ1W (x, y) = pZ1W ((x, 0) + (0, y)) = (0, y) ,

mientras que
pZ2W (x, y) = pZ2W ((x, x) + (0, y − x)) = (0, y − x) .

-4 -2 2 4

-4

-2

2

4

x

y

Teorema 147 Son equivalentes para T : V −→ V :

1. T es una proyección (T = pZW ).

2. T es idempotente. ( T 2 = T ◦ T = T ).

Demostración. 1. ⇒ 2. ) Es claro.

2. ⇒ 1.) Demostraremos que T = p
Ker(T )
T (V ) .

Para empezar, veamos que V = Ker(T )
L

T (V ) .
∩)

�x ∈ Ker (T ) ∩ T (V )⇒ �x = T (�y)

para alguna �y ∈ V y además
�0 = T (�x) .

Entonces
�0 = T (�x) = T (T (�y)) = T (�y) = �x.

Por lo que Ker(T ) ∩ T (V ) =
n
�0
o
.

+) �x ∈ V ⇒ �x = (�x− T (�x)) + T (�x) ∈ Ker(T ) + T (V ) , pues

T (�x− T (�x)) = T (�x)− T (T (�x)) = T (�x)− T (�x) = �0.
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Hemos demostrado que

V = Ker (T )
M

T (V ) .

Además,

p
Ker(T )
T (V ) (�x) = p

Ker(T )
T (V ) ((�x− T (�x)) + T (�x)) = T (�x) ,∀�x ∈ V.

Por lo que p
Ker(T )
T (V ) = T.

11.5.1. Proyecciones ortogonales

Denición 124 Sea V un espacio vectorial con producto interior, con un subespacio
W ≤ V tal que

W =W⊥⊥.

Llamamos proyección ortogonal sobre W , a la proyección pW
⊥

W .

Observación 101 1. Si V es de dimensión nita, en la denición anterior siem-
pre se tiene que W =W⊥⊥.

2. Si W es de dimensión nita, se tiene que V =W
L

W⊥, por lo que W =W⊥⊥

Teorema 148 Son equivalentes para un operador T : V −→ V en un espacio con
producto interior.

1. T es una proyección ortogonal.

2. T es idempotente y normal.

Demostración. 1. ⇒ 2. ) T = pW
⊥

W ⇒ T es idempotente.
Supongamos que

�x = �x1 + �x2, �x1 ∈W,�x2 ∈W⊥,

�y = �y1 + �y2, �y1 ∈W, �y2 ∈W⊥,

entonces
D
pW

⊥
W (�x) , �y

E
= h�x1, �y1 + �y2i = h�x1, �y1i =

= h�x1 + �x2, �y1i =
D
�x, pW

⊥
W (�y)

E
,
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entonces
pZ1W (x, y) = pZ1W ((x, 0) + (0, y)) = (0, y) ,

mientras que
pZ2W (x, y) = pZ2W ((x, x) + (0, y − x)) = (0, y − x) .

-4 -2 2 4

-4

-2

2

4

x

y

Teorema 147 Son equivalentes para T : V −→ V :

1. T es una proyección (T = pZW ).

2. T es idempotente. ( T 2 = T ◦ T = T ).

Demostración. 1. ⇒ 2. ) Es claro.

2. ⇒ 1.) Demostraremos que T = p
Ker(T )
T (V ) .

Para empezar, veamos que V = Ker(T )
L

T (V ) .
∩)

�x ∈ Ker (T ) ∩ T (V )⇒ �x = T (�y)

para alguna �y ∈ V y además
�0 = T (�x) .

Entonces
�0 = T (�x) = T (T (�y)) = T (�y) = �x.

Por lo que Ker(T ) ∩ T (V ) =
n
�0
o
.

+) �x ∈ V ⇒ �x = (�x− T (�x)) + T (�x) ∈ Ker(T ) + T (V ) , pues

T (�x− T (�x)) = T (�x)− T (T (�x)) = T (�x)− T (�x) = �0.
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De aqú que �x − T (�x) = �0, aś que �x = T (�x) ∈ T (V ) . Con esto vemos que
(T (V ))⊥⊥ ⊆ T (V ) .
Por lo tanto

(T (V ))⊥⊥ = T (V ) .

Entonces

Ker (T ) = (T (V ))⊥ y

T (V ) = (T (V ))⊥⊥ = Ker (T )⊥ .

Por lo tanto

V = T (V )
M

Ker (T ) = T (V )
M

T (V )⊥ .

Observación 102 Notemos que un operador idempotente y normal tiene que ser
autoadjunto, en vista del teorema anterior.

Ejercicio 272 Demuestre por inducción que si A ∈ Mn×n (C) es idempotente y
normal, entonces A = A∗.

Teorema 149 Sea W ≤ V, W de dimensión nita, V con producto interior, en-
tonces pW

⊥
W (�x) es el vector de W más cercano a �x.

Demostración. �x = pW
⊥

W (�x) +
³
�x− pW

⊥
W (�x)

´
, con

³
�x− pW

⊥
W (�x)

´
∈W⊥. Aho-

ra, ∀�w ∈W,

k�x− �wk = h�x− �w, �x− �wi =

=
D
pW

⊥
W (�x) +

³
�x− pW

⊥
W (�x)

´
− �w, pW

⊥
W (�x) +

³
�x− pW

⊥
W (�x)

´
− �w

E
=

=
D³

pW
⊥

W (�x)− �w
´
+
³
�x− pW

⊥
W (�x)

´
,
³
pW

⊥
W (�x)− �w

´
+
³
�x− pW

⊥
W (�x)

´E
=

=
D³

pW
⊥

W (�x)− �w
´
,
³
pW

⊥
W (�x)− �w

´E
+
D³

�x− pW
⊥

W (�x)
´
,
³
�x− pW

⊥
W (�x)

´E
=

=
°°°
³
pW

⊥
W (�x)− �w

´°°°
2

+
D³

�x− pW
⊥

W (�x)
´
,
³
�x− pW

⊥
W (�x)

´E
≥

≥
D³

�x− pW
⊥

W (�x)
´
,
³
�x− pW

⊥
W (�x)

´E
=
°°°�x− pW

⊥
W (�x)

°°° .
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de donde conclúmos que pW
⊥

W =
³
pW

⊥
W

´∗
.

2. ⇒ 1.) Como T es idempotente, entonces T = p
Ker(T )
T (V ) , basta demostrar que

Ker (T ) = (T (V ))⊥ y

T (V ) = (T (V ))⊥⊥ .

Sea �x ∈Ker(T ) y sea �y = T (�z) , entonces

h�x, T (�z)i = hT ∗ (�x) , �zi = h0̄�x, �zi =
D
�0, �z
E
= 0.

Por lo tanto Ker(T ) ⊆ (T (V ))⊥ .
Veamos ahora que (T (V ))⊥ ≤

T
V :

³
�y ∈ T (V )⊥ , T (�x) ∈ T (V )

´
⇒

hT (�y) , T (�x)i = h�y, T ∗ (T (�x))i = h�y, T (T ∗ (�x))i = 0.

Una vez que hemos visto que T (V )⊥ ≤
T
V, supongamos que �y ∈ (T (V ))⊥ ,

entonces T (�y) ∈ T (V )⊥ por lo que

hT (�y) , T (�y)i = 0,

por lo tanto T (�y) = �0, es decir que �y ∈ Ker(T ) .
Acabamos de demostrar que T (V )⊥ ⊆ Ker(T ) .
Por lo tanto T (V )⊥ = Ker(T ) .

Resta demostrar que T (V ) = (T (V ))⊥⊥ .
Siempre se tiene que T (V ) ⊆ (T (V ))⊥⊥.

Rećprocamente, sea �x ∈ (T (V ))⊥⊥ , entonces �x = T (�x) + (�x− T (�x)). Como
�x− T (�x) ∈ Ker(T ) = T (V )⊥ , entonces

h�x, �x− T (�x)i = 0.

Como T (�x) ∈ T (V ) ⊆ (T (V ))⊥⊥ , también tenemos que

h−T (�x) , �x− T (�x)i = 0.

Por lo tanto

0 = h�x, �x− T (�x)i+ h−T (�x) , �x− T (�x)i =
= h�x− T (�x) , �x− T (�x)i .
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E
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W (�x)− �w
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W (�x)
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,
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⊥
W (�x)− �w
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+
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W (�x)
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=

=
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⊥
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⊥
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de donde conclúmos que pW
⊥

W =
³
pW

⊥
W

´∗
.

2. ⇒ 1.) Como T es idempotente, entonces T = p
Ker(T )
T (V ) , basta demostrar que

Ker (T ) = (T (V ))⊥ y

T (V ) = (T (V ))⊥⊥ .

Sea �x ∈Ker(T ) y sea �y = T (�z) , entonces

h�x, T (�z)i = hT ∗ (�x) , �zi = h0̄�x, �zi =
D
�0, �z
E
= 0.

Por lo tanto Ker(T ) ⊆ (T (V ))⊥ .
Veamos ahora que (T (V ))⊥ ≤

T
V :

³
�y ∈ T (V )⊥ , T (�x) ∈ T (V )

´
⇒

hT (�y) , T (�x)i = h�y, T ∗ (T (�x))i = h�y, T (T ∗ (�x))i = 0.

Una vez que hemos visto que T (V )⊥ ≤
T
V, supongamos que �y ∈ (T (V ))⊥ ,

entonces T (�y) ∈ T (V )⊥ por lo que

hT (�y) , T (�y)i = 0,

por lo tanto T (�y) = �0, es decir que �y ∈ Ker(T ) .
Acabamos de demostrar que T (V )⊥ ⊆ Ker(T ) .
Por lo tanto T (V )⊥ = Ker(T ) .

Resta demostrar que T (V ) = (T (V ))⊥⊥ .
Siempre se tiene que T (V ) ⊆ (T (V ))⊥⊥.

Rećprocamente, sea �x ∈ (T (V ))⊥⊥ , entonces �x = T (�x) + (�x− T (�x)). Como
�x− T (�x) ∈ Ker(T ) = T (V )⊥ , entonces

h�x, �x− T (�x)i = 0.

Como T (�x) ∈ T (V ) ⊆ (T (V ))⊥⊥ , también tenemos que

h−T (�x) , �x− T (�x)i = 0.

Por lo tanto

0 = h�x, �x− T (�x)i+ h−T (�x) , �x− T (�x)i =
= h�x− T (�x) , �x− T (�x)i .
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3. Como Ties una proyección, entonces Ti ◦ Ti = Ti.
Si i 6= j, entonces Tj (V ) =

¡
Eλj

¢
⊆ Wí = (Eλi)

⊥ , aś que Ti (Tj (V )) ⊆
Ti
³
(Eλi)

⊥
´
= p

E⊥λi
Eλi

³
(Eλi)

⊥
´
=
n
�0
o
.

En resumen, TiTj = δi,jTi.
4. Como V = Eλ1

L
...
L

Eλk , si

�� = ��1 + ...+ ��k

debe ser claro de los incisos anteriores que T1 (��) = ��1, ..., Tk (��) = ��k, entonces

�� = T1 (��) + ...+ Tk (��) = (T1 + ...+ Tk) (��) , ∀�� ∈ V.

5. Respetando la notación del inciso anterior,

T (��) = T (��1 + ...+ ��k) =

= T (��1) + ...+ T (��k) = λ1 (��1) + ...+ λk (��k) =

= λ1 (T1 (��)) + ...+ λk (Tk (��)) =

= (λ1T1) (��) + ...+ (λkTk) (��) =

= (λ1T1 + ...+ λkTk) (��) , ∀�� ∈ V,

Por lo tanto,
T = λ1T1 + ...+ λkTk.

Corolario 36 Sea CV
T−→ CV un operador normal en un espacio de dimensión ni-

ta con producto interior. T es autoadjunto ⇔ cada valor propio de T es un elemento
de R.

Demostración. Como T = λ1T1 + ... + λkTk (con la notación del Teorema
espectral), entonces

T ∗ = (λ1T1 + ...+ λkTk)
∗ =

= (λ1T1)
∗ + ...+ (λkTk)

∗ =

= λ̄1T
∗
1 + ...+ λ̄kT

∗
k =

= λ̄1T1 + ...+ λ̄kTk.

ya que las proyecciones ortogonales son autoadjuntas (Observación 102).

418 CAPÍTULO 11. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERIOR II

11.6. El teorema espectral

Teorema 150 (Espectral) Sea FV
T−→ FV un operador lineal en un espacio de

dimensión nita con producto interior. Supongamos que T es normal si F = C y que
T es autoadjunto si F = R.
Sean λ1, ..., λk los distintos valores propios de T, denotemos Ti =: p

E⊥λi
Eλi

la proyección

ortogonal sobre Eλi. Entonces

1. V = Eλ1

L
...
L

Eλk .

2. Denotemos Wí =
L
j

j 6=i

Eλj , entonces Wí =W⊥
i .

3. TiTj = δi,jTi, donde δi,j denota la delta de Kronecker.

4. IdV = T1 + ...+ Tk.

5. T = λ1T1 + ...+ λkTk.

Demostración. 1. Esto sucede porque T es diagonalizable (Teoremas 143 y 145).
2. Para un operador normal, vectores propios que corresponden a distintos valores

propios son ortogonales: pues si tomamos a

�u ∈ Eλ1, �v ∈ Eλ2, λ1 6= λ2,

entonces

λ1 h�u,�vi = hλ1 (�u) , �vi = hT (�u) , �vi =
= h�u, T ∗ (�v)i =


�u, λ̄2 (�v)

®
= λ2 h�u,�vi .

Esto muestra que Eλj ⊆ (Eλi)
⊥ ∀j 6= i.

Por lo tanto Wí ⊆ (Eλi)
⊥ , por otra parte las dimensiones de ambos espacios

coinciden, dadas las descomposiciones de V :

V = Eλi

M
Wí y

V = Eλi

M
(Eλi)

⊥ .

Por lo tanto,
Wí = (Eλi)

⊥ .
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´
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=
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.
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Eλk , si
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Por lo tanto,
T = λ1T1 + ...+ λkTk.

Corolario 36 Sea CV
T−→ CV un operador normal en un espacio de dimensión ni-

ta con producto interior. T es autoadjunto ⇔ cada valor propio de T es un elemento
de R.

Demostración. Como T = λ1T1 + ... + λkTk (con la notación del Teorema
espectral), entonces

T ∗ = (λ1T1 + ...+ λkTk)
∗ =

= (λ1T1)
∗ + ...+ (λkTk)

∗ =

= λ̄1T
∗
1 + ...+ λ̄kT

∗
k =

= λ̄1T1 + ...+ λ̄kTk.

ya que las proyecciones ortogonales son autoadjuntas (Observación 102).
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dimensión nita con producto interior. Supongamos que T es normal si F = C y que
T es autoadjunto si F = R.
Sean λ1, ..., λk los distintos valores propios de T, denotemos Ti =: p
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la proyección

ortogonal sobre Eλi. Entonces
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2. Denotemos Wí =
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j
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Eλj , entonces Wí =W⊥
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3. TiTj = δi,jTi, donde δi,j denota la delta de Kronecker.

4. IdV = T1 + ...+ Tk.

5. T = λ1T1 + ...+ λkTk.

Demostración. 1. Esto sucede porque T es diagonalizable (Teoremas 143 y 145).
2. Para un operador normal, vectores propios que corresponden a distintos valores

propios son ortogonales: pues si tomamos a

�u ∈ Eλ1, �v ∈ Eλ2, λ1 6= λ2,

entonces

λ1 h�u,�vi = hλ1 (�u) , �vi = hT (�u) , �vi =
= h�u, T ∗ (�v)i =
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®
= λ2 h�u,�vi .

Esto muestra que Eλj ⊆ (Eλi)
⊥ ∀j 6= i.

Por lo tanto Wí ⊆ (Eλi)
⊥ , por otra parte las dimensiones de ambos espacios
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Por lo tanto la suprayección

{1, ..., k} Ψ³ {1, 2}
i 7→ 1

i 6= j 7→ 2

satisface
Éγj =

X
Ψ(u)=j

Eλu.

Pues
É1 = Éγ

1
= Eλi =

X
Ψ(u)=1

Eλu

y

É0 = Éγ
2
=
X
j

j 6=i

Eλu =
X

Ψ(u)=2

Eλu.

La conclusión sigue inmediatamente del Teorema 119.

Ejercicio 273 Muestre que el Corolario anterior falla si no pedimos que el operador
T sea distinto de 0̂.

Ejercicio 274 Para A =

µ
0 −1
1 0

¶
:

1. Demostrar que A · posee una descomposición espectral.

2. De manera expĺcita, denir cada una de las proyecciones ortogonales en los
espacios propios de A · T.

3. Vericar los resultados usando el Teorema espectral.
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Ahora, si cada valor propio de T es real entonces λi = λ̄i, para cada i, y por
lo tanto T = T ∗.

Rećprocamente, si

λ1T1 + ...+ λkTk = λ̄1T1 + ...+ λ̄kTk,

tomemos ��i un vector propio de T que corresponda a λi, entonces

λi��i = (λ1T1 + ...+ λkTk) (��i) =

=
¡
λ̄1T1 + ...+ λ̄kTk

¢
��i =

= λ̄i��i

Como ��i 6= �0, entonces λi = λ̄i.

Corolario 37 Sea FV
T−→ FV un operador lineal no nulo en un espacio de dimen-

sión nita con producto interior. Supongamos que T es normal si F = C y que T es
autoadjunto si F = R.

Entonces cada Ti = p

³
Eλi

´⊥

Eλi
es un polinomio evaluado en T.

Demostración. Usaremos la notación del Teorema espectral.
Como T = λ1T1+...+λkTk y como TiTj = δi,jTi, es claro que Ti◦T = λiTi = Ti◦T.

Entonces los operadores T y Ti son simultáneamente diagonalizables.
La armación es cierta si T sólo tiene un valor propio, pues en este caso

T = λ1T1, por lo que T1=
1
λ1
T =

³
1
λ1
t
´
(T ) . (Si λ1 = 0 entonces T = 0̂ ∇◦ ) V = Eλ1 ,

por lo que T1 = IdV .
Supongamos ahora que T tiene por lo menos dos valores propios.

Como Ti = p

³
Eλi

´⊥

Eλi
debe ser claro que Ti tiene exactamente dos valores

propios: γ1 = 1 y γ2 = 0. Denotemos

Eí =: {�� ∈ V | Ti (��) = γi��} , i ∈ {1, 2} .

Es claro que
E1́ = Eλi

y que

E2́ = Ker (Ti) =
M
j

j 6=i

Eλj .
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11.6. EL TEOREMA ESPECTRAL 421

Por lo tanto la suprayección

{1, ..., k} Ψ³ {1, 2}
i 7→ 1

i 6= j 7→ 2

satisface
Éγj =

X
Ψ(u)=j

Eλu.

Pues
É1 = Éγ

1
= Eλi =

X
Ψ(u)=1

Eλu

y

É0 = Éγ
2
=
X
j

j 6=i

Eλu =
X

Ψ(u)=2

Eλu.

La conclusión sigue inmediatamente del Teorema 119.

Ejercicio 273 Muestre que el Corolario anterior falla si no pedimos que el operador
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Ejercicio 274 Para A =

µ
0 −1
1 0

¶
:

1. Demostrar que A · posee una descomposición espectral.
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3. Vericar los resultados usando el Teorema espectral.

420 CAPÍTULO 11. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERIOR II
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=
¡
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¢
��i =

= λ̄i��i
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³
Eλi

´⊥

Eλi
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La armación es cierta si T sólo tiene un valor propio, pues en este caso

T = λ1T1, por lo que T1=
1
λ1
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³
1
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t
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por lo que T1 = IdV .
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Algunas notaciones utilizadas en el libro:

C: conjunto de números complejos
N: conjunto de números naturales
Q: conjunto de números racionales
R: conjunto de números reales
Z: conjunto de números enteros
℘ (X): conjunto de subconjuntos de X
∩: intersección
∪: unión◦
∪: unión ajena
A
◦
∪B: unión de A con B, que además son ajenos

Rn: producto directo de n copias de R
Mn×m (F ): conjunto de las matrices de n renglones y m columnas
Mn (F ): conjunto de las matrices de n× n con coecientes en F
⇒: implica
⇔: si y sólo si
∨: disyunción, supremo
∧: conjunción, ́nmo
×: producto cartesiano
\: diferencia de conjuntos
∀: cuanticador universal
∃: cuanticador existencial
∈: śmbolo de pertenencia
∅: conjunto vaćo
{Hα}X : familia de conjuntos con ́ndices en X
AB: conjunto de funciones de B en A

A
f−→ B,: f es una función de A en B

A
f
³ B: f es una función suprayectiva

A >>−→ B: función inyectiva
A >>³ B: función biyectiva
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δi,j: delta de Kronecker
[T ]γβ: matriz de T respecto a las bases β y γ
[T ]cancan: matriz de T respecto a las bases canónicas
[�x]β: vector de coordenadas de �x respecto a la base β

V
ϕβ−→ F n: la función �x 7→ [�x]β

nul: nulidad
rango
rango∗: rango de columna
|: tal que, divide a, concatenación de matrices, restricción, correstricción
(A | B): concatenación de las matrices A y B
J : bloque de Jordan
h | i: producto interior
kk: norma
||: valor absoluto, módulo
e(): función exponencial

V ×W
T×U−→ X × Y : la función (��, �w) 7−→ (T (��) , T (�w))

T ∗: adjunto de T
At: transpuesta de A
A · : multiplicar por A a la izquierda
·A: multiplicar por A a la drecha

c · : multiplicar por c
HomF (V,W ): espacio de las funciones lineales de V a W
Aj
¯: j−ésima columna de A

Ai
¯
i: -ésimo renglón de A

Rθ: rotación por un ángulo θ
ρθ: rotación por un ángulo θ
σ�: reexión respecto de la ĺnea �
c.l.: combinación lineal
l.i: linealmente independiente
l.d.: linealmente dependiente
Pn (F ): conjunto de los polinomios de grado a lo más n junto con el polinomio

cero
F [x]: espacio de los polinomios con coecientes en F
F (N): conjunto de los polinomios con coecientes en F, pensados como sucesiones

casi nulas
Ii,j: operación elemental que intercambia los renglones i y j de una matriz
Ii,j: Ii,j (In)
Mc,i: operación elemental de renglón que multiplica por c el renglón i de una

425

f ◦ g: “g seguida de f”
σ: función sucesor
Biy (X): conjunto de biyecciones de X a X
IdX : función identidad en el conjunto X
|X|: cardinal de X
x−1: inverso de x en un grupo
2Z: conjunto de los pares
nZ: conjunto de múltiplos de n
2 Z + 1: conjunto de los impares
n Z +m Z : conjunto de combianciones enteras de n y m
(n;m): máximo común divisor de n y m
[n;m]: ḿnimo común múltiplo de n y m
iAX : inclusión de X en A
f|X : restricción de f a X
f |Y : correstricción de f a Y
f
|Y
|X : restricción de f a X,correstringida a Y

hXi: subgrupo generado por X
e: neutro en un monoide
dist: distancia
Bc: complemento de B
Zn: enteros módulo n
Z×

n : unidades de Zn

R [x]: anillo de los polinomios con coecientes en R
ā: clase de congruencia de a
W ≤F V : W es un subespacio de V
L (X): subespacio generado por X
Ai,j: coeciente en el renglón i y en la columna j de A
Sn: conjunto de las matrices simétricas de n× n
Tn: conjunto de las matrices triangulares supeiores de n× n
L (X): subespacio generado por X
L (�x): subespacio generado por �x
{�e1, �e2, ���, �en}: base canónica de RnM
: suma directa

W ⊕ Z: suma directa de los subespacios W y Z
P (R): subespacio de las funciones reales pares de variable real
I (R): subespacio de las funciones reales impares de variable real
V uW : V es isomorfo a W
In: matriz idnetidad de n× n
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ā: clase de congruencia de a
W ≤F V : W es un subespacio de V
L (X): subespacio generado por X
Ai,j: coeciente en el renglón i y en la columna j de A
Sn: conjunto de las matrices simétricas de n× n
Tn: conjunto de las matrices triangulares supeiores de n× n
L (X): subespacio generado por X
L (�x): subespacio generado por �x
{�e1, �e2, ���, �en}: base canónica de RnM
: suma directa

W ⊕ Z: suma directa de los subespacios W y Z
P (R): subespacio de las funciones reales pares de variable real
I (R): subespacio de las funciones reales impares de variable real
V uW : V es isomorfo a W
In: matriz idnetidad de n× n

424

interiores.indd   425 22/3/11   11:19:41



dAi,k: matriz que se obtiene al suprimir en la matriz A el renglón i y la columna k
Eva : R [x] −→ R [x]: la función f (x) 7→ f (a)
f(x)
≡ : congruencia módulo f (x)
C∞: conjunto de las funciones reales de variable real que tienen derivada n-ésima

para cada n
χA (t): polinomio caracteŕstico de A
µA (t): polinomio ḿnimo para A
χT (t): polinomio caracteŕstico de T
µT (t): polinomio ḿnimo para T
A �� B: B se obtiene al aplicar uan operación elemental a A
Eλ: subespacio de V cuyos elementos son los vectores propios de T correspon-

dientes al valor propio λ¡
0̂ : T

¢
=
©
f ∈ F [t] | f (T ) = 0̂

ª
F [t]µT (t) = {fµ ∈ F [t] | f ∈ F [t]}
W ≤T V : W es un subespacio T invariante de V
HV

W : conjunto de operadores T en V que hacen a W T -invariante
LT (X): subespacio T -invariante generado por X
LT (�x): subespacio T -ćclico generado por �x
C (T ): conjunto de los operadores que conmutan con T
D (V ): conjunto de los operadores en V que son diagonalizables
Cf : matriz compañera del polinomio f
p− zoc,: p-zoclo, Ker (p (T )) , p (t) polinomio irreducible
V/W : espacio cociente
cS (V ): número de sumandos directos con polinomio ḿnimo p

s (t) en una des-
composición de V en sumandos directos T -ćclicos

427

matriz
Mc,i:Mc,i (In)
Sc,i,j: operación elemental que suma c veces el renglón i al renglón j de una matriz
R , E : operaciones elementales
Ii,j : operación elemental que intercambia las columnas i y j de una matriz
Mc,i

: operación elemental de columna que multiplica por c la columna i de una
matriz

Sc,i,j : operación elemental de columnna que suma c veces la columna i a la
columna j de una matriz

SH : conjunto de soluciones de un sistema homogéneoµ
A 0
0 0

¶
: matriz con submatriz A y con el resto de sus coecientes 0

V ∗: espacio dual
β∗: base dual de la base β
V (X): espacio de las funciones de X a V que se anulan en casi todo elemento de

X
V

ev()−→ V ∗∗: la función �v 7→ ev�v
V ∗

ev��−→ F : la función T 7→ T (�v)
R+: conjunto de reales positivos
tr: traza

tr (A):
nX
i=1

Ai,i , cuando A ∈Mn×n (F )

At = A∗: adjunta de A

S⊥:
n
�v | h�v,�si = �0,∀�s ∈ S

o

()⊥ : ℘ (V ) −→
hn
�0
o
,F V

i
: S 7→ S⊥hn

�0
o
,F V

i
: conjunto de los subespacios de FV

[W,X]: conjunto de los subespacios de FV que contienen a W y que
están contenidos en X

Re (z): parte real de z
Im (z): parte imaginaria de z
det, ||: determinante
δ: función n-lineal, función alternante, determinante¡
1, σ (1) , σ2 (1) , ..., σk (1)

¢
: ciclo en Sn

Sn: grupo de las permutaciones en {1, 2, ..., n}
An: grupo de las permutaciones pares en {1, 2, ..., n}
sig (σ): signo de σ

426
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ÍNDICE ALFABÉTICO 431

restricción de una, 8

grupo, 6, 17

ideal
de R [x], 238

independencia lineal, 34
caracterización, 35

́nmo, 48
inversa

de una matriz, 100
inverso, 5
isometŕa, 179
isomorsmo, 78

kernel, véase nucleo de una funcion lineal

ley modular, 28

matrices
producto, 91
similares, 102, 226

matrices invertibles
caracterización, 97

matriz, 21
aumentada, 127
compañera, 316
de cambio de base, 102
diagonalizable, 255
reducida y escalonada, 118
respecto a una base ortonormal, 168
simétrica, 23
triangular, 23

matriz de transición
positiva, 394
regular, 394

matriz de una transformación lineal, 86
matriz elemental, 112, 114
matriz elemental de columna, 117
matriz escalonada, 61

matriz identidad, 90
matriz invertible

y producto de matrices elementales,
123

máximo común divisor, 11, 239
may, 46
mayor

elemento, 46
menor

elemento, 47
ḿnimo común múltiplo, 11, 240
monoide, 5, 17

n-lineal, 185
neutro, 4

derecho, 4
izquierdo, 4

nilpotente,
matriz, 249

norma, 154
núcleo de una función lineal, 69
nulidad, 80

operación, 1
asociativa, 1
restricción de una, 9

conmutativa
restriccion, 9

operación elemental, 112—114
y rango, 118

operaciones elementales de columna, 117
operador

adjunto, 170
autoadjunto, 410, 419
diagonalizable, 255, 264
normal, 407, 410
unitario, 177, 407, 413

operador autoadjunto, 407
operador ortogonal, 177

Índice alfabético

adjugada, 221
adjunta clásica, 221
algoritmo

para invertir una matriz, 100
alternante, 188
anillo, 13

con división, 16
conmutativo, 13, 16
dominio, 16

asociatividad
del producto de matrices, 94

base, 35
canónica racional, 357

base dual, 136
bases

existencia, 50
propiedad universal, 73

bloque de Jordan, 374

cadena, 46
cadena de Markov, 390
campo, 16
Concatenación, 331
conjunto

generador, 35
linealmente dependiente, 32
ortonormal, 162
parcialmente ordenado, 46

COPO, 46
cota inferior, 48

cota superior, 47

delta de Kronecker, 136
dependencia lineal, 32

caracterización, 33
desigualdad del triángulo, 156
diagonalización

simultánea, 298, 309
diferencia simétrica, 14
dimensión, 41, 52

de una suma de subespacios, 45

escalares, 19
espacio

cociente, 352
de funciones lineales, 77
dual, 136

espacio propio, 256
espacio vectorial, 19

nitamente generado, 36

forma canónica
de Jordan, 374
racional, 358

función
alternante, 188
inclusión, 8
lineal, 67
n-lineal, 185
periódica, 59
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T−ćclico, 289
T−invariante, 283
generado por S, 289

subespacio vectorial, 21

subespacios
suma de, 25
suma directa de, 28

subgrupo, 9
generado por un conjunto, 9

suma directa, 28
sumas directas, 262

caracterización, 31
supremo, 48

T−invariante, 107
Tablas de multiplicar, 2
Teorema

Cantor-Schroeder-Bernstein, 56
Cauchy-Schwarz, 154
Cayley-Hamilton, 296
del supremo, 48
el rango de renglón coincide con el

rango de columna, 121
espectral, 418
existencia de bases, 50
fundamental del Álgebra, 407
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