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Introduccion

Este texto contiene el material de los cursos Algebra Lineal Ty Algebra Lineal TI
como los he impartido a lo largo de varios afios. Tiene algunas caracteristicas
especiales:

m Comienza con operaciones asociativas, monoides y tablas de multiplicar. Esto es
porque pienso que la definicién de espacio vectorial puede resultar muy complicada
para un alumno, y de esta manera se evita que se pierdan las consecuencias de
cada axioma.

m En el capitulo de espacios vectoriales, no sélo se demuestra la existencia de bases,
sino que se da una demostraciéon de que las bases para un espacio vectorial tienen
el mismo cardinal.

La demostracién es una aplicacién del Lema de Zorn, y se puso mucho
cuidado en presentar el argumento de manera clara en todos sus detalles.

m Se presentan dos capitulos acerca de espacios con producto interior. El primer
capitulo incluye la teorfa que los estudiantes de Fisica necesitan con urgencia,
mientras que el dltimo capitulo usa la teorfa de espacios invariantes. En este
capitulo se estudian los operadores normales, autoadjuntos y unitarios que son
tan importantes paralos estudiantes de Fisica cuantica.

m Se presentan ejemplos detallados de calculos de formas candnicas y se hace
énfasis en la teoria de la diagonalizacién simultinea. Como aplicaciéon se
presentan las cadenas de Markov y se caracteriza la situacion en que las potencias
de una matriz cuadrada convergen.

Agradezco la ayuda que me han prestado algunos de mis estudiantes.
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Agradezco la gran ayuda prestada por los matematicos Julio César Guevara y
Guilmer Gonzalez Flores, quienes revisaron cuidadosamente el libro y me
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que corregir.

Este libro se beneficié grandemente del interés que puso en élla M. en C. Ana
Irene Ramirez Galarza con quien estoy profundamente agradecido.
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CaApPiTULO 1

Operaciones asociativas

1.1. Semigrupos y monoides

Para mayor informacién sobre estos temas, recomendamos al lector los libros de
Jacobson [3] y Rotman [7], aunque como lo que necesitaremos es bastante poco,
esperamos que baste con lo que se presenta aqui.

Definicion 1 Una operacion * en un conjunto X es una funcion * : X x X — X.
Muchas veces escribiremos a * b en lugar de escribir * ((a, b)) .
Definicién 2 Decimos que la operacion x : X x X — X es asociativa si
x(yxz2)=(r*xy)xz, Vr,y,z€X.
En este caso la pareja ordenada (X, ) se llama semigrupo.
Ejemplo 1 Son semigrupos:

1. +),

(

(N, %), donde x denota la multiplcacidn usual,
- (p(X),n),

- (p(X),0),

- (

{f: X — X | f es una funcidn} o)
Son semigrupos.

G ™ L
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Ejemplo 2 1. (Z,—) no es un semigrupo:

1=1-0=1-(1-1)#(1-1)—1=—-1.

2. Consideremos la operacion de diferencia de conjuntos en

'Y ({0’ 1}) = {(Z) {O} ) {1} ) {07 1}} )

observando que

{0,1} = {0,1}\0 =
{0, 13\ ({0, 13\ {0, 1}) # ({0, 13\ {0,1}) \ {0, 1} = 0.

Concluimoa que (p ({0,1}),\) no es un semigrupo. m

1.1.1. Tablas de multiplicar

Definicién 3 Sea * una operacidn en un conjunto finito {ai, as, ..., a,}, la tabla de
multiplicar de *, es el arreglo cuadrado

* al a2 ... (]/z DR a] ... a/"/
ai | a xap a1 * a; ay * Qj aq * Ap
as
a; a; * aq a; * a;

Qaj a; * ap aj * Q;
Ay | Qn * Q1 Ay * A ap X Ay

Ejemplo 3 En el conjunto {0,1} se pueden definir 16 operaciones. Para convencer-
nos de ello, calculemos la cardinalidad de

{{07 1} x {0,1} EN {0,1} | f es una funcio’n}.

Notemos lo siguiente: cada uno de los cuatro elementos de {0,1} x {0, 1}tiene que ir
a dar a 0 6 a1 bajo una funcion de las de arriba. Entonces debe ser claro que hay
2x2%2x%x2 =106 elementos en el conjunto de funciones cuya cardinalidad estamos
calculando.

De estas 16 operaciones hay 8 asociativas. Mencionamos algunas:
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x10|1
01010
1{0|0
es asociativa.
. Por la misma razon,
* |01
0111
1({1(1
es asociativa.
. La disyuncién légica
VI{i0|[1
0101
111
es asociativa.
. La conjuncién légica
AlO|f1
010
1(0(1

es asociativa.

. Definamos x por: x xy =y Va,y € {0,1}. Es claro que las dos maneras de
poner paréntesis en
THY* 2,

nos produce el mismo resultado: z. La tabla correspondiente es

*[0]1
0101}
1101
. Dualmente,
* 0|1
0
1111
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Hasta este momento hemos escrito 6 de las 8 operaciones asociativas que se pueden
definir en {0,1}.

Ejercicio 1 Encuentre las otras dos operaciones asociativas que se pueden definir

en {0,1}.

Para mostrar una operacién que no es asociativa en el conjunto {0, 1}, tomemos
la tabla de la implicacién, “=-":

—_
—_

=
0
1

No es asociativa pues, 0 = (0=0)=0=1=1,pero (0 =0) =—=0=1=0=
0.

Definicion 4 Sea * una operacion asociativa en S.

1. e € S es un neutro izquierdo para *, siexxr =x, Vx € S.
2. e € S es un neutro derecho para *, si txe =z, Vr € S.

3. e € S es un neutro para *, si e es un neutro izquierdo y derecho para *.

Observacién 1 Si e es un neutro izquierdo para x y f es un neutro derecho para la
misma operacion, entonces e = f.

Demostracién. e = ex f = f. La primera igualdad se da porque f es neutro
derecho y la segunda porque e es neutro izquierdo. m

Observacién 2 Si e, f son dos neutros izquierdos distintos para una operacion *,
entonces * no tiene neutro.

Ejemplo 4 Un semigrupo con dos neutros izquierdos:

011
010]1
1101

Ndotese que no hay neutro derecho.



1.1. SEMIGRUPOS Y MONOIDES 5

1.1.2. Monoides con cancelacién

Definicién 5 Una terna (M, *,¢e) es un monoide si (M, *) es un semigrupo y e es
neutro para * .

Definicién 6 Sea (M, *,e) un monoide y supongamos que
axb=e, abeM,
diremos que a es inverso por la izquierda de b y que b es inverso por la derecha de a.

Observacion 3 Si x es inverso por la izquierda de a y z es inverso derecho de a,
a € M, entonces © = z.

Demostracién. z=ex*xz= (z*a)xz=xx*(axz)=xxe=x. B
1. En un monoide el inverso de un elemento (si existe) es tinico.

2. Si z, z son inversos izquierdos de a, entonces a no tiene inverso derecho (y por
lo tanto no tiene inverso).

Demostracién. Se sigue inmediatamente de la Observacién anterior. m

Ejemplo 5 Consideremos el monoide (NN, o, ]dN) .
La funcién o : N— N tal que o (k) = k + 1, tiene inverso izquierdo porque es
inyectiva, no tiene inverso derecho porque no es suprayectiva.
La funcion
fo: N — N

i {k—l stk >0

n sik=0
es un inverso izquierdo para o, para cada n € N. La funcion o tiene una infinidad de
nversos izquierdos en el monoide (NN, o, IdN) , y claro, no puede tener inverso. m

Ejercicio 2 Diga como se reflejan en una tabla de multiplicar los siguientes hechos:
1. La operacién es conmutativa (es decir a * b = b x a, para cada a y b).
2. El elemento a es cancelable por la izquierda.

El elemento a es cancelable por la derecha.

a tiene inverso por la derecha.

oro W

e es neutro izquierdo para la operacion.
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1.2. Grupos

Definicién 7 Un grupo es un monoide (M,x*,e) en el que cada elemento tiene
INVETSO.

Definicién 8 si la operacidn en un grupo (M, *,e) es conmutativa, diremos que el
grupo es conmutativa (o abeliano)

Observacion 4 1. En un grupo cada elemento tiene un unico inverso.

2. En un grupo a x x = e implica que a es el inverso de x (y que = es el inverso

de a).
Demostracién. Se sigue de la Observacion 3. ®

Ejercicio 3 Sea X un conjunto, denotemos Biy (X) el conjunto de biyecciones de
X a X. Demuestre que (Biy (X),o0,Idx) es un grupo.

Ejemplo 6 Tomemos X = {0,1,2}. Hay 6 biyecciones en el conjunto anterior.

{0.1,2 % {0,1,2}
0 +— 0
1 — 2
2 — 1
es una, y
{0,122 = {0,1,2}
0 — 1
1 — 2
2 — 0
es otra.

Obsérvese que ® o U # W o .

Ejercicio 4 Muestre que si |X| > 3 entonces (Biy(X),o,1dx) es un grupo no
conmutativo.

Recordemos que en un monoide M, un inverso izquierdo y un inverso derecho de
a € M tienen que coincidir.

En particular, en un grupo (G, *, ) el inverso de cada elemento es tnico, de hecho
podemos demostrar lo siguiente:
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Teorema 1 En un grupo (G, x,e) son equivalentes

1. b es el inverso de a.
2. a es el inverso de b.
3. axb=ce.

4. bxa=e.

Demostracién. 1) < 2) b es el inverso de a
< ((axb=e)AN(bxa=¢)) &

< ((bxa=e)AN(axb=¢)) &

a es el inverso de b.
2) = 3) Es claro.
3) = 4) Por ¢), b es inverso derecho de a. Como G es un grupo, a tiene un inverso
z (que es inverso por los dos lados). Entonces b = z y asi b es inverso izquierdo de a.
4) = 1) Andlogo al argumento de arriba. m

Corolario 1 En un grupo (G, *,e) valen las siguientes afirmaciones:

1) Denotemos por a™' al inverso de a. La funcién (1)~ : G — G es inyectiva y
suprayectiva (de hecho, es autoinversa).

2) (xxy) =y txal,

3) (2)™) " =

Demostracién. 1) Simplemente notemos que a * a~! = e = a~! % a implica que

a es el inverso de a~!. Es decir, ((a)fl)_1 = a.
2) Sesigue de que zxy*xy lxax l=zxexal=ec.
3) Vistoen 1). m

Notacién 1 Es comin que la operacion para un grupo se denote con +, en este

caso, el neutro se denota 0, y el inverso de a se denota —a , en lugar de a™!.
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1.2.1. Subgrupos y restriccion de funciones.
Definicion 9 Si X C A se define la funcion inclusion

iv: X — A

de esta manera podemos pensar la inclusion de un conjunto en otro como una funcion.

Definicion 10 Sea X C A y sea f : A — B una funcion. En este caso podemos
tomar la composicion de iy con f, es decir,

A—L.p

Liamaremos fix a la composicién f o i fix se llama la restriccion de f a X.

Observacién 5 Si x es una operacion en S, y X es un subconjunto de S, entonces
X x X es un subconjunto de S x S y entonces podemos considerar

¥ xxx i X XX =8

*
Sx§ ——5
x *xxx
X xX

Notemos que *|xxx : X x X — S no es una operacion en X, puesto que el codominio
no es X.

Sin embargo, si nosotros tuviéramos que
Ve,y € X,z xy € X,

podriamos tomar #x,x : X X X — X.
En este caso diremos que X es un subconjunto de S cerrado bajo *.

Observacién 6 Sea * operacion en S, y sea X un subconjunto de S cerrado bajo *.
Entonces:
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1. x asociativa = *|xxx es asociativa.

2. x conmutativa = *xxx es conmutativa.

Definicién 11 Sea (G, *,e) un grupo y S un subconjunto de G, diremos que S es
un subgrupo de G si

(Sa *‘SXSvf)

€s un grupo.
Ejercicio 5 Son equivalentes para un subconjunto S de G, con (G, *,e) grupo:
1. S es un subgrupo de G.

a) S es cerrado bajo *.
b) e€S.
c) seS=stes.

Ejercicio 6 Demuestre que

1. La interseccién de dos subgrupos de un grupo G es un subgrupo de G.

2. La interseccién de una familia {H,}, .y de subgrupos de G'es un subgrupo de

G.

Ejercicio 7 Si X es un subconjunto de un grupo G, entonces la interseccion de la
familia de subgrupos que contienen a X es el menor subgrupo que contiene a X. Se
llama el subgrupo generado por X, y lo denotaremos (X) .

Ejemplos 7 1. El subgrupo generado por el neutro de un grupo (G, x,e) es {e}.

a) {e} es cerrado bajo *.

b) e € {e}.

c)el=cec{e}.
Entonces {e} es un subgrupo que contiene a e. Es claro que es el subgrupo
que genera {e} (no puede haber otro subgrupo mds pequeno que contenga

e).

2. El subgrupo de (Z,+,0) generado por —2 es 27.
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—2 € 2Z.

27 es cerrado bajo la suma.
0€2Z,

—2k =2(—k) € 2Z.

Entonces 27 es un subgrupo de Z que contiene a —2. Si H es un subgrupo
de Z que contiene a —2, debe de contener también a 0 — (=2) = 2, a
—2—-2=—-4,a0—(-4) =4,.,a2k, a0—-2k= -2k, a —2k—-2, a
0—(—2k—2)=2(k+1),... Es decir, H debe contener a 2Z. Por lo tanto
27 es el menor subgrupo de Z que contiene a —2.

3. El subgrupo de Z generado por n es nZ.
Es andlogo al anterior.

4. Todos los subgrupos de Z son de la forma nZ, con n € N.

a)

b)

Un subgrupo H de Z tiene que contener por lo menos al neutro 0. Si
H = {0} entonces H = 0Z.

Si H # 0Z, tomemos un entero m distinto de 0 que pertenezca a H. Si
m < 0, notemos que 0 —m = —m > 0 es un elemento de H. Asi que H
contiene enteros positivos. Otra manera de decir esto es: H NZT # @.
Usemos el principio del buen orden para convencernos de que podemos
tomar el menor entero positivo que pertenece a H. Entonces n € H y por
lo tanto

nZ, C H.

Tomemos un elemento de H, x digamos, y apliqguemos el algoritmo de la
division a x y n:

e

n |x ,
r 0<r<n

como x = qn+r, entoncesr = —qn =1+ (—q)n € H. De aqui vemos
que v tiene que ser 0, pues de nos ser asi, v seria un elemento de H mds

. . .V
pequeno que el mds pequenio o). Como r =0 entonces v = qn € nH.

5. El subgrupo de Z generado por {n,m} es

nZ+m7Z = {nz1+mz| 2,20 € Z} = (n;m)Z

donde (n;m) denota el mdzimo comin divisor de n y m.
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a) Primero convenzdmonos de que {nz; +mzy | 21,20 € Z} es un subgrupo de
Z que contiene tanto a n como a m. (Es cerrado bajo la suma, contiene
al 0, es cerrado bajo tomar inversos, y contiene an y a m.

b) Supongamos ahora que H es un subgrupo de Z que contiene a n, y a
m. Entonces también debe contener al subgrupo generado por m, es decir
nZ C H. Lo mismo puede decirse de mZ. Como H es cerrado bajo la suma
entonces nZ + mZ CH. Por lo tanto, nZ + mZ es el subgrupo generado
por {n, m}.

¢) Ahora, nZ+mZ = dZ, para algin natural d. Es facil comprobar que es el
mdximo comun divisor de n y m.

nZNmZ =[n;m|Z

donde [n;m]en denota el minimo comin miltiplo de n y m.
Teorema 2 Si g € G, entonces (g) = {g° | z € Z} !

Demostracién. 1. e = ¢° € {¢* | z € Z}

2. " xg¥ = g"t" € {¢* | = € Z}, (ejercicio).

3. (¢°) " =g € {g* | z € Z}, (ejercicio).

Luego, {g° | z € Z} es un subgrupo de G que contiene a g = g'. Por lo tanto
(9) <{g* |z € Z}.

Por otra parte, se demuestra por induccidn, que g* € (g),Vz € Z. Esto nos da la
igualdad entre {¢g* | z € Z} y (g9). ®

Observacién 7 Si X C G, entonces

(X) = {a]fla?alg?..a? neN, a; € X,k €Z}.
Ejemplo 8 Las simetrias del cuadrado son un subgrupo de Biy{1,2,3,4}.

Ejercicio 8 Si G es un grupo, entonces

1g* se define de la manera siguiente:

1. ¢° = e, el neutro.
2. gk+l — gk' xg
3. gk = () k>0
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1. VQ c G,Vz,w S Z7 g*xgv = gz-HU.
2.VgeGNV2eZ, g7 =(g°)".
3. ¥g € GNz,weZ, (¢°)" = g**.

Definicién 12 Sea V' un conjunto de puntos en el plano euclidiano, una funcion
f:V =V es una simetria de V si respeta las distancias entre puntos de V.

Observacion 8 Sea V' finito, como en la definicion anterior, entonces una simetria
de V' es una biyeccion:

Demostracién. Si z # y son elementos de V, entonces su distancia es distinta
de 0, por lo tanto d (f (x), f (y)) = d(x,y) # 0. En particular, 2 # y. Por lo tanto f
es inyectiva. Como f es inyectiva, y V es finito, entonces f es biyectiva. m

Observacién 9 Si V' es un subconjunto finito del plano, entonces
{f:V =V | [ es simetria}
es un subgrupo de Biy(V).

Demostracién. 1. La composicién de dos simetrias es una simetria:
Supongamos que f, g son dos simetrias de V, y que x,y € V. Entonces

dist ((go f)(x),(go f)(y)) =dist (g (f (x)),9(f (v))) =

— dist (1 (1), (y)) = dist (2,).
2. La funcién identidad Idy es una simetria.
3. Si f es una simetrfa, entonces f~! también lo es:
sean z, y € V, entonces x = f(u), y = f(v) (recordemos que f es suprayectiva).

Entonces
dist (f7 (2), f71 () = dist (f 71 (f (), [T (f (v)) =
= dist (u,v) = dist (f (u), f (v)) = dist (x,y) .

]

En particular, si 1,2, 3,4, son los vértices de un cuadrado, las simetrias del con-
junto de vértices del cuadrado son los elementos de un subgrupo de Biy{1,2,3,4}.

Contemos el nimero de simetrias del cuadrado: el nimero posible de imdgenes
de 1 es 4. La imagen del 3 queda determinada por la imagen de 1. 2 tiene que ir a
dar a un vecino de la imagen de 1 (dos posibilidades). Esto ya determina la imagen
de 4. En total hay 4 x 2 = 8 simetrias del cuadrado.

Observando la figura anterior, vemos que las 8 simetrias del cuadrado son 4
reflexiones (sobre los ejes de simetria) y 4 rotaciones (incluyendo la identidad).
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Figura 1.1:

1.3. Anillos

Definicién 13 Un anillo es una quinteta (R, +,x,0,1) tal que:
1. (R,+,0) es un grupo conmutativo.
2. (R,*,1) es un monoide.
3. x se distribuye sobre +, por los dos lados, es decir que

rx(s+1t)=(r*s)+(r=t), VrsteR.

(s+t)xr=(sxr)+ (txr), Vrsté€R.

Cuando en un anillo la operacién * es conmutativa, el anillo se llama anillo
conmutativo.
Hay que notar que la suma en un anillo siempre es conmutativa.

Ejemplos 9 1. (Z,+.%,0,1) es un anillo.
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2. (Zyn,+.%,0,1) es un anillo.
3. (Q,+.%,0,1) es un anillo.
4. (R, +.%,0,1) es un anillo.

Ejemplo 10 Tomemos un conjunto X. Consideremos o (X) definamos en g (X)
una suma de la manera siguiente: A+ B =: (AU B)\ (AN B) (esto se llama la
diferencia simétrica de A y de B, y también se denota por AAB).

Definamos ahora el producto de A y de B como su interseccion: AN B.

Proposicién 1 Veremos que (p (X),+,N,0,X) es un anillo.

Demostracién. Lo tnico no trivial que hay que demostrar es que + es asociativa
(y que la interseccién se distribuye sobre la suma).

Comparemos A+ (B+C) con (A+B)+C=C+(A+B)=C+ (B+A4) (la
suma es conmutativa). Veremos que A + (B + C) es inalterado por el intercambio
A «— C'y con esto habremos terminado.

En efecto:

A+ (B+C)=[ANB°NCIU[ANCNBJU[BNC N AT U[C N BN A

Notemos que los uniendos de enmedio son invariantes bajo el intercambio de A con
C, mientras que los extremos se mapean uno en el otro, cuando uno intercambia A
con C.

La siguiente es una verificacién de la igualdad anterior.

A+ (B+C)=(A\(B+C)U((B+CO)\A) =
= (AN[(B\C)U(C\B)F U([(B\C) U (C\B)] N A°) =
=(AN[(BNCHUCNB))U((BNC)U(CNB)|NA)=
=AN[BNC)N(ICNB)NU(BNCNA)YU(CNB°NAY =
=(AN[BUC)N(C°UB)HU(BNC NAYU(CNB°NAY =
=([(ANBYUANO))N(CUB)U[(BNC° NAYU(CN B NA% =
=[[(ANB)N(C°UB)JU[(ANC)N(C°UBJJU[(BNC*NA)U(CNBNA%) =
=[[(ANB°NCHYUPUPUANCNB)JU(BNCNA)U(CNB°NAS) =
=[(ANB°NCYUANCNB)U[(BNC NAY)U(CN BN A%
u

Ejercicio 9 Complete los detalles de la demostracion de que (p(X),+,N
,0,X) es un anillo.
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1.3.1. Producto de copias de un anillo.

Definicién 14 Sea (R,+,%,0,1) un anillo y sea X un conjunto.
RX es el conjunto de las funciones de X a R.
Si tenemos dos elementos de RX, f y g, podemos sumarlas por medio de la definicion:

(f+9) (@) =: f(2) + g (2).

Del lado izquierdo de la ecuacion anterior tenemos la suma que se estd definiendo y
del lado derecho la suma en el anillo R. Notemos que 4 es una operacién en RX y
que es conmutativa, asociativa con neutro: 0, la funcion constante y notemos también
que la funcion f tiene inverso aditivo: —f. —f calculada en x da —f ().
Definimos el producto en RX, de manera similar:

(f*g) (x) = f(x) x g (x).

Es una verificacion rutinaria la de la asociatividad de *, y la distributividad de *

sobre +. El neutro del producto es la funcion constante 1.
Teorema 3 Sea (R, +,*,0,1) un anillo. Entonces valen las siguientes afirmaciones:

1.VreR, 0xr=r*x0=0.

2.Vrs€R, (r+s=0)=(r=—-sAs=-r)).
3.VreR, (—1)xr=—-r=rx(-1).

4. Vr,s € R)[(—r)xs = —(r*s) =71x*(—3)].

5. (=1)* (—8) =1 x*s.

Demostracién. 1. 0+ (r % 0) = (r*0) =% (0 + 0) = r x 0+ r x 0. Cancelamos
r % 0, para obtener r x 0 = 0. Andlogamente, obtenemos 0 * r = 0.

2. Esta es una propiedad de los grupos.

B (=) xr4+r=(-1)xr+1%r=(-1+1)%r = 0x%r = 0. Andlogamente,
r+(—1)=—r

4drxs+(—r)xs=0xr=0.

Ademés .7« (—s)+rxs=r*(—s+s)=r*x0=0.

5. (=r)x(=s)=—(r*(—s)=—(—(rxs)))=rxs. m

Definicién 15 Un anillo (R,+,%,0,1) es un
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1. Anillo conmutativo si * es conmutativa.
2. Dominio si (R\ {0}, *,1) es un monoide con cancelacién..
3. Anillo con divisién si (R\ {0}, %, 1) es un grupo.
4. Campo si (R\ {0}, *,1) es un grupo abeliano.
Observacién 10 Todo campo es un dominio pero hay dominios que no son campos.

Demostraciéon. Que un campo es un dominio, se sigue del hecho de que un
grupo es un monoide con cancelacién.
Por otra parte (Z,+, *,0,1) es un dominio que no es campo. m

Definicion 16 Una unidad en un anillo R es un elemento con inverso multiplica-
tivo. El conjunto de las unidades para un anillo R, lo denotaremos R*.

Ejemplo 11 Consideremos el anillo de los enteros mddulo n, Z,,. Entonces
7, ={a€Z,|(a;n)=1}.

En efecto: Si (a;n) = 1, entonces hay una combinacion entera de a y de n, az+nw =
1. De aqui es claro que az = 1, por lo que Z es el inverso multiplicativo de a.
Reciprocamente, si a tiene inverso multiplicativo Z, entonces az = 1. Esto equivale

aaz = 1, es decir que n | (az — 1), que se puede expresar como: Jw € Ztal que
nw =az—1, o sea que
1 =az— nw.

De aqui vemos que (a;n) =1. m
Corolario 2 Z, es un campo < n es un primo.

Demostracién.
Z,, es un campo <

Z\{0} =Zy ={a| (an) =1} &
{1,2, ., n=1} ={aeZ,|(sn) =1} &
[(k;n) =1,Vk € Z, tal que 1 < k < n] < n es primo.

Ejercicio 10 Demostrar la unicidad de q y de r en el Ejemplo /c.
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Ejercicio 11 Una mdquina acepta palabras de ocho letras (definidas como suce-
siones de ocho letras del alfabeto, inclusive si no tiene significado) e imprime una
palabra de ocho letras consistente de las primeras 5 letras de la primera palabra sequi-
da de las ultimas tres letras de la sequnda palabra. Demuestre que el conjunto de las
palabras de ocho letras con esta regla de multiplicacion es un semigrupo. ;Seria éste el
caso si la mdquina imprime las cuatro primeras letras de la primera palabra sequidas
de las cuatro ultimas de la sequnda palabra? ;Alguno de estos dos sistemas tiene
neutro?

Ejercicio 12 Sea (M, *,1) un monoide y sea m € M. Definase un nuevo producto
*m POT G %, b = a % m *x b. Demuestre que esto define un semigrupo, sbajo que
condiciones hay neutro?

Ejercicio 13 Sea S un semigrupo, v un objeto que no pertenece a S. Tomese M =
SU{u} y extendamos el producto en S a un producto binario en M definiendo ua =
a = au Ya € M. Demuéstrese que (M, *,u) es un monoide.

Ejercicio 14 Sea G un conjunto finito con una operacion binaria * y un neutro
e. Demuéstrese que G es un grupo < su tabla de multiplicar tiene las siguientes
propiedades:

1. Todo renglon y columna de la tabla contiene cada elemento de G.

2. Para cada par de elementos x,y de G\ {e} sea R un rectdngulo en el cuerpo de
la tabla que tiene e en uno de sus vértices, x un vértice en el mismo renglon
que e y y un vértice en la misma columna que e, entonces el cuarto vértice
depende sdlo de la pareja (x,y) y no de la posicién de e.

Ejercicio 15 Encuentre los inversos multiplicativos de 2, 8, 11, 13, 15 en Z;7\ {0}
y en Zss\ {0} .

Ejercicio 16 Muestre que si la suma y la multiplicacion en un anillo
(R,+,%,0,1)

son conmutativas, entonces una distributividad implica la otra.

Ejercicio 17 Mostrar que en un anillo R, r 0 =0=0xn,Vr € R.

Ejercicio 18 Suponga que en un anillo (R,+,%,0,1), 0 = 1. sCudntos elementos
tiene R? FEscriba las tablas de sumar y de multiplicar.
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Ejercicio 19 ;Qué pasaria si en un anillo ademds se tuviera que la suma se dis-
tribuyera sobre el producto? ;Puede pasar esto? ;Como seria R?

Ejercicio 20 ;Por qué un campo debe tener por lo menos dos elementos?

Ejercicio 21 Considere el conjunto
{a+w§ | a,bec@}

sumense y multipliquense como reales. ;FEs esto un campo? ;Quién es el reciproco de
un elemento a +by/2 # 07

Ejercicio 22 Considere el conjunto {a +bv/—1]a,be Z} sumense y multipliquense
como complejos. ;Es esto un anillo? ;Quiénes son los elementos con reciproco?

Ejercicio 23 Compruebe la regla de los signos en un anillo:

1. (—a) (b) = — (ab).

2. (a)(=b) = — (ab).

3. (—a) (—b) = ab.

Ejercicio 24 Tomemos el anillo (p (N),+,N,0,N), resuelva las ecuaciones:
1. X+2N={2k+1|keN}.

X +1{0,1,2,9} = {0,3}.

XNnY =N.

XN +X)=0. (Aqui, “resolver” quiere decir, encontrar todas las solu-
ciones).



CAPITULO 2

Espacios vectoriales

2.1. Espacios vectoriales y subespacios

Definicién 17 Un espacio vectorial es una quinteta (V,+,0,F,- : F x V — V) tal
que:

1. (K ¥, 6) es un grupo abeliano.
2. - FxV —V satisface:

a) 1-5=0,VieV.

b) (cd)-T=c-(d-0), Ve,d € F,Vv € V.

c) (c+d) = citdv, Ve, de F,Vi € V.
d)c- (17;15) =c-V4c-wW,Ve € F,Vv,% € V.

Los elementos de V' se llaman vectores, los de F' se llaman escalares, y cuando
sea claro como se definieron las operaciones, escribiremos V' en lugar de toda la
quinteta ordenada. pV se lee: V' es un espacio vectorial sobre el campo F.

Ejemplo 12 (R[z],+,0,R, - : R x R[z] — R) es un espacio vectorial..

Ejemplo 13 (]R" F,0,R,-:RxR" — R) es un espacio vectorial, con las opera-

ciones definidas de la manera siguiente:
1. (CLl7 ag, ..., an) —T— (bl, bg, ceey bn) = (a1 —+ bl, ag —+ bg, ceey Ay + bn)

2. ¢ (ay,aq,...,a,) = (cay, cag, ..., ca,) .

19
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Teorema 4 Si V es un espacio vectorial sobre F', entonces
1.0-7=0,VoeV.
2. a-6=6, Va € F.
3. (-1 v=—-0,VoeV.

Demostracién. 1L.0F(0-9)=0-0=(0+0)-7=0-7F0-%. Cancelando 0 - 7,
obtenemos 0 =0 -
2. Seaa € F, entonces 0+ ( . O) =a-0=a- (O—T-O) = a - 0+a - 0. Cancelando

a - 0, obtenemos: 0 = a - 0.
3.1-+(-1)-7=(1+(-1))-7=0-v=0. De aqui que (—1)- 0= —0. m
Ejemplo 14 Sea F' un campo y sea X un conjunto. Entonces
X={f:X — F|f es una funcion} .

Se define la suma de funciones de la manera usual, y el producto de un elemento de
F por una funcion también de la manera usual:

1. f¥g: X — F es la funcion tal que (f—T—g) (x) = f(x)+g(x).

2. ¢ f: X = F esla funcion tal que (c- f) (z) =c(f (v)).

Entonces:

(FX,+,0,F, : F x F¥ — F¥)

es un espacio vectorial. R

Demostracién. Que (FX., ¥, 0,) es un grupo conmutativo, se deja como ejerci-
cio.

Propiedades del producto por escalares:

1.1-f)(x) =1-f(z) = f(z),Vx € X. Por lo tanto las funciones 1 - f y f

coinciden.
2. [(cd) - f] () = (cd) - f (x) = c(df (x))=C((df)(x))=(C-(d-f))(x),Vx€X,

) =
por lo que las funciones [(cd) - fl y (¢ (d- f)) coinciden.
3 le+d) (N (z) = (c+d) (f (x)) = cf (x) +df (x) =
(

= (cf) (@) + (df) () = (cf +df) (x) ,¥Vr € X.

)
Por lo tanto, (¢ +d) (f) = (cf + df).
4. [e- (f+g)} ) =c[(f+g) (@)] =clf (2) +g(2)] =

=c(f (@) +elg@)=(c- f)(@)+(c g)(2) = (c: f+c-g) (x),Vs € X.
Por lo tanto ¢ - ( ) c-frc-g. m
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Observacion 11 Tomemos un campo F y tomemos
X =A{12,...,n} x{1,2,...,m},
un elemento A en FX se llama una matriz de n X m con coeficientes en F.

Por costumbre, uno escribe A; ; en lugar de escribir A (4, j) .
También por costumbre, uno suele escribir una matriz A en la forma de un arreglo
rectangular:

Al,l A1,2 A1,3 U Al,m
A2,1 AQ,? A2,3 o AQ,m
An,l An,2 An,S An,m

Ejemplos 15 De acuerdo a las definiciones:

1. <A+ B)i,j = Azg —+ B”V (Z,j) S {1,2, ,n} X {1,2, ,m} .

2 2 3 5 n 078\ (2 10 13

"\ 6 7 8 95 4 ) \15 12 12 J°
8. (cA);; =cAi; ¥ (i,7) € {1,2,...,n} x {1,2,..,m}.
/2 345\ (6 8 10

' 6 78) \12 14 16 )°

Definicion 18 Sea (V, F0,F-:FxV— V) un espacio vectorial, y sea W C V.
Diremos que W es un subespacio vectorial de V' si

(VV7 'T"WXW767 Foapxw : FXW — W)
es un espacio vectorial. Cuando esto pase, escribiremos W < V.

i) W es cerrada bajo +
Proposicién 2 W < gV &< ) 0eWw.
iti) Va € FNW € W, a-df € W.

Demostracién. =)

i) Que —T-‘wasea una operacién en W significa que —T—‘wa W x W — W, es
decir, que sumando dos elementos de W se obtiene un elemento de W. Esto es lo
mismo que decir que W es cerrado bajo +.
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ii) El neutro de 4 «wdebe coincidir con el neutro de + que es 0. Por lo tanto
0eWw.

iii) Que -|pxw : ' x W — W es una funcién con dominio F' x Wy codominio W
significa exactamente lo mismo que

Va e FNYUeW, a-weW.

<)

Supongamos que se cumplen i), ii) y iii).

Por el inciso i), tenemos que 4 xw es una operacion en W.
Por herencia, —T—‘wacs asociativa y conmutativa.

Lo anterior, junto con ii), nos dicen que (VV, —T—‘wa, 6) es un monoide.
Ahora, de la condicién iii) y del Teorema 4 tenemos que —w = (—1) - € W,
vV € W. Concluimos que (VV, —T—‘wa, 6) es un grupo conmutativo Es una cuestion

sencilla comprobar que el producto |pxw : F' X W — W satisface las propiedades
pedidas a un producto por escalares. Asi que (VV, —T—|wa, 0,F, g FWV) es un espacio

vectorial.! m

Ejemplo 16 C(R) = {f :R — R | f es continua} es un subespacio de R¥:
1. La suma de dos funciones continuas es continua.
2. La funcién constante 0 es continua.

3. El producto de un escalar por una funcién continua es continua.

Recordemos que FX) = {f : X — F | sop (f) es finito}. Aqui hay que recordar
también que

sop (f) = {a € Dom () | f () # 0}

Entonces
Ejemplo 17 F&) < FX pues:

1. La suma de dos funciones f, g € F* , de soporte finito es de soporte finito,
puesto que sap(f—T—g) C sop(f)U sop(g). (La union de dos conjuntos finitos es
finita, y un subconjunto de un conjunto finito es finito).

Por ejemplo, (cd) - @ = c- (d - %) para cualesquiera escalares c,d y cualquier @ € W, porque lo
anterior se cumple para cualquier vector en V.
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2. La funcidn constante O tiene soporte O, que es finito.

3. Sicesun escalary f es una funcion de soporte finito, entonces c- f tiene soporte

finito ya que sop(c- f) C sop(f) ((cf) (&) # 0= ¢(f (2)) # 0= f (2) £ 0).

Definicién 19 St A € M« (F), su transpuesta es la matriz A' € M,,x,, (F) tal
que Af; = Aj,.
Definicién 20 Decimos que una matriz A € M, x,, (F') es simétrica si A = A'.

Ejemplo 18 Denotemos porS,, = {A € My, (F) | A es simétrica} . EntoncesS,, <
Mysr (F).

Demostracion. 1. Supongamos que A, B son matrices simétricas. Entonces (A+
B)it = (A + B)i,j = Aiﬁj + Bi,j = AEJ + Bf,j = Ajﬁi + Bj.’i = (A + B)j,i- Por lo tanto
(A+ B): = A+ B, es decir, A+ B también es simétrica.

2. La matriz de ceros es simétrica: Q;; = 0 =0 ;.

3. Si A es simétrica y ¢ es un escalar, entonces

(cA),; = cAij = cAj; = (cA),, = (cA);, .

i,J gt

Ejemplo 19 Denotemos por T,, = {A € M,x,, (F) | A;; =0 sii > j},. (el conjunto
de las matrices triangulares superiores). Entonces T,, < Myxn (F) .

1. Supongamos que A, B son matrices triangulares superiores y sea i > j. En-
tonces (A+ B), ;= Aij+ Bij =04 0= 0. Por lo tanto A+ B es una matriz
triangular superior.

2. La matriz de ceros es triangular superior:: Q;; =0 sii > j.

3. Si A es triangular superior, ¢ es un escalar, e i > j entonces (cA)
c0=0.

= Ay =

i

2.2. El subespacio generado por un conjunto

Teorema 5 Si {Wo.}, . es una familia de subespacios vectoriales del espacio gV,

entonces N{Wy},,cx también es un subespacio de V.
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Demostracién. 1. Sean 7,5 € N{W,} v, entonces &, € W,, Ya € X. Como
cada W, es cerrada bajo la suma, entonces ¥ + y € W,, Ya € X. Por lo tanto
T+7eN{Walaex-

2.0 € W,, Ya € X, por lo tanto 0 € N{Wa}aex -

3reF,7enN{Walpex=reF icW,VaecX=>ricW,VaeX=
7 € N {Wat,ex- ®

Definicion 21 Sean gV un espacio vectorial y X un subconjunto de V', definimos
LX)=n{W <<V |XCW}.

£(X) se llama el subespacio de V' generado por X, debido a que es el menor subes-
pacio de V' que incluye a X.

Teorema 6 £(X) es el menor subespacio de V' que incluye a X.

Demostracién. Como £(X) = N{W <V | X C W} es una interseccién de
subespacios de V, entonces £ (X) también lo es, de acuerdo con el Teorema 5.

Por otra parte, si W es un subespacio de V' que incluye a X, entonces pertenece
a la familia de subespacios que estamos intersectando al definir £ (X). Por lo tanto

LX)<W. m

Ejemplo 20 Sea pV y v € V. Entonces

e({7)) = {c-7|ce F} = Fv.

Demostracién. C) {c¢- ¥ | c € F'} =: FU es un subespacio de V' que contiene a

<y

1. ¢c¥'4 dv = (c+d) ¥ € Fu. Por lo que F¥ es cerrado bajo la suma.

2.0 =00 € Fu.

3.c€ F kv = c(kv) = (ck) ¥ € Fu.

4. v =17 € Fu.

Como FU' es un subespacio vectorial que contiene a ¢, debe entonces ser mayor o
igual que el menor subespacio que tiene la propiedad, es decir que £ ({¢'}) C Fv.

D) Por otra parte, como ¥ € £({v}) <V, cada multiplo escalar de ¥ debe estar
en £({v}), es decir, FU C £({v}). m
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Ejemplo 21 €({(1,2)}) = {(k,2k) | k € R} < R
y

Observacién 12 W LV & W = £(W).

Demostracién. <) Obvio.

=)

Como W C W <V, entonces £ (W) < W.

Por definicién, un conjunto siempre estd incluido en el subespacio que genera.
Por lo tanto, W C £(W). =

Definicién 22 Si Wi, Wo <V, Wi + Wy =: £ (W1 UW,).

Proposicion 3 Si Wy, W, <V, entonces
W1 +W2 = {U_fl +1172 | 11_}'1 S Wl, 1172 S WQ}

Demostracién. Denotemos con S al conjunto
{1171 + W | Wy € W,y € WQ}

Este conjunto es un subespacio de V, que incluye tanto a W; como a Wa:

En efecto:

1. Supongamos que Wy, ©; € Wi y que Ws, s € Wa, entonces () + W) +
(’111 + 172) = (wl + ’ljl) + (1172 + ﬁg) es.

2.0=0+0¢€S.

3.0-(1314—17)2):0151—0—616265.
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4. ¥ € Wy, @ =@ +0 € S. Por lo tanto W, C S.
5.V € Wy, W =0+w € S. Por lo tanto W5 C S.
Entonces S es un subespacio de V' que incluye a W1 U Ws. Por lo tanto

LWL UW) < S.

Por otra parte, Vi, € Wi,y € W, tenemos que ambos elementos pertenecen a
Wi U W, asi que Wy, wy € £ (W; UWs;). Por lo tanto w + wy € £ (W UWs).
Entonces
SC LW UWy).

|
Teorema 7 Si X C pV y X # () entonces
LX)={a1@1+...+a, @ |neN,Z € X, € F}.
Demostracién. Denotemos con (X) al conjunto
{1+ ...+, 2| neN T € X,op € F}.

Es claro que (X) es cerrado bajo la suma, que contiene a 0 vy que es cerrado bajo
multiplicacién por escalares. Entonces es un subespacio que incluye a X. Por lo tanto
L(X) € (X)

Por otra parte, dados cualesquiera vectores
T, Lo, T3y ey Ty € X

y escalares
A1, 0a2, A3, ..., Ap,

entonces, como X C £(X), tenemos que
X1, To, T3,y .o, T € £(X),
que como es un subespacio, también contiene a los multiplos
&1f17 (Ig.fg, (L3.’f3, ceey (Ln.i”n de .’1?1, fg, fg, ceey .fn,
respectivamente. Como £ (X) es un subespacio, entonces
a171 + agy + as¥3 + ... + a, %, € £(X),

Yay,az, a3, ...,a, € F,VT1,25, %3, ..., T, € X.

Por lo tanto (X) C £(X). =
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Definicién 23 Dada {W.},cx una familia de subespacios de pV, definimos

> {Watoex = £ (U{Waloex) -

Es decir, la suma de una familia de subespacios es el subespacio de gV generado por
la unidn de la familia de subespacios.

Teorema 8 >~ {W,} .y es el menor subespacio de V' que incluye cada W,.

Demostracién. Primero notemos que

Wﬂ g U {Wa}aEX g £ (U {Wa}a€X> = Z {Wa}an'
Ahora, si W3 C Z <V, VB € X, entonces U{Wy} .y C Z, por lo que

£ (U Wadyer) < 2

De lo anterior, vemos que £ (U{Wa},cx) = > {Wa},cy €s el menor subespacio que
incluye a cada W,. m

Observacién 13 X CY CV = £(X) C £(Y).

Demostracién. £ (X) es el menor subespacio que incluye a X y por otra parte,
XCYCL}y)<V. =

Proposiciéon 4 Para cada X, Y CV, se tiene que
LXUY)=2X)+L£(¥)=L(L(X)UuL(l))).

Demostracién. £(X)+ £(Y) = £(£(X)UL(Y)), es cierta, por definicién.
Ahora,
XUYCe(X)ug(y)c
= L£(XUY)CL(L

Por otra parte, X C X UY = £(X)
L£(X UY). Por lo tanto, £(X)UL(Y)C £

(LX) VL)) =

£
(X)uL(y)).
C £(XUY). Andlogamente, £(Y) C
(X UY), asf que

S(E(X)UL(Y)) C L(XUY).

]
De la proposicién anterior basta recordar que £(X UY) = £(X) + £(Y).
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Teorema 9 (Ley Modular) Si XY, Z son subespacios de gV tales que

X <Y,

b

entonces
YN(X+2)=X+(YNnZ).

Demostracién. 2) X, (Y NZ) C Y, también X,(YNZ) C (X + Z). Por lo
tanto
X+ NZ)CYIANX+Y¥YNZ)C(X+2Z)].

Entonces
X+Y¥YnNn2)CYyn(X+2).

C)Seay e YN(X + Z), entonces § = £+ 2, con & € X, Z € Z. Basta demostrar
que Z€YNZ. PeroZ=y—F€Y+X =Y (yaque X <Y), ademds 7€ Z. m

Definicion 24 Sean Wi, Wy <V, se dice que V' es la suma directa de Wy y Wy si:
1. WlﬁWQ = {6} Yy
2. Wi+ Wy =1V.

En esta situacién, escribiremos V = W, @ Ws.

Cuando W1 NW, = {6} escribiremos Wy + Wy = Wy @ W.
Teorema 10 Son equivalentes para W, K <V :

1. V=WEEK.

2. K <V y es mdzimo con la propiedad de que W N K = {6} .

3. K <V y es minimo con la propiedad de que W + K =V.

Demostracién. 1) = 2) Es claro que WNK = {6} . Veamos que K es maximo

con esta propiedad:

K$K<<V=KnK+W)=K+ (KNnW) (por la Ley modular). Por otra
parte, KN(K + W) = KNV = K’. Por lo tanto K'= KN(K+ W) = K+(K'NW).
Asf que (K'NW) # {6}, pues de otra forma K = K.

En resumen: K S K'< V= (KNW) # {6} .
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1) = 3) Resta demostrar que K es minimo con la propiedad de que K+W =V :

Supongamos que K’'s K < V. Entonces K N (K'+W) = K'+ (KNW) =
K+ {6} = K. Entonces K'+ W # V| ya que en caso contrario, K = K.

2) = 1) Basta demostrar que W+ K = V. Supongamos que W+ K ; V. Entonces
I e V\ (W +_’K). Asi que K < K + £({Z}). Ahora, @ € W N (K + £ ({7})) =
W e W AW =k + af, para alguna « € F' (note que « # 0 implica que & € W + K|
S) por lo tanto @ = k € WNK = {6} Es decir, W N (K + £ ({7})) = {6}
contradiciendo que K es méaximo con esta propiedad.. Por lo tanto, W+ K =V y
asit WP K =V.

3) = 1) Ejercicio. m

Ejemplo 22 En R sean

PR)={feR"|f(x)=f(-2)},

={feR* | f(-2)=—f(2)}.

Entonces P(R), Z(R) < R® (la demostracién de esto se deja como ejercicio),
ademds:

1. Para f € P(R

) f(z) = f(—x) = —f (x). Esto implica que 2f (x) = 0.
Por lo tanto, f

N (®),
(z) = 0,Yz € R. Por lo tanto f = 0.

2. Para f € R®, f (z) = L) 4 J@IIICD ¢ p(R) + T (R).
Concluimos que R® =P (R )@I (R).

sen(xz) si <0

. cuya grdfica se muestra a conti-
B —Tr si x>0 0 ‘WY fi

Ejemplo 23 Sea f(x) = {

nuacion:
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Tomando p (x)

CAPITULO 2. ESPACIOS VECTORIALES

y
_ N X
f(x)
= w, yn(z)= w, vemos las grdficas de f, p y n:
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Ejemplo 24 En M,(R) sean S,(R) = {4 € M,(R) | A = A'}, sea A,(R) ={A €
M,(R) | A= —A'}. Entonces S, (R), A, (R) < M, (R), (Ejercicio). Ademds:

0 --- 0

1. AeS,(R)NA, (R)=> A=Al=-A= A= : -.

0 -+ 0

2. ParaC € M, (R),C =3 (C+ C"+3(C —C"). Como 3 (C + C") es simétrica
y 2 (C —C") es antisimétrica, entonces C' € S, (R) + A, (R). Por lo tanto
Por lo tanto M, (R) =S, R)P A, (R). =

Teorema 11 Son equivalentes para W, K < gV :
1. V=WE®K.
2. Vo e V,3w e W,k € K tal que =10 + k.

SV =W+Ky 0 se puede escribir de manera tnica en la forma @ + k con
weW ykekK.

Demostracién. 1) = 2) Es claro que V¥ € Vv = 117—1—_’/; con w € W y_’I‘c' e K
(V = W + K). Ahora supéngase que ¢ = w; + ky = W + k, con @y € W)k € K,
entonces @, — W =k — ki € WNK = {6}7 por lo tanto w, = Wy k = k. Con lo
que queda demostrada la unicidad..

2) = 3) Inmediato.

3) = 1) Basta demostrar que W N K = {6} Sea Z € W N K, entonces 0 =
0+0=2=2+ (—2). Porlo tanto = 0. m

Proposicién 5 X C pV = £(X)= U £().
YCx
Y finito

Demostracién. D) Y C X = £(Y) C £(X). En particular, £(Y) C £(X),
para cada subconjunto finito Y de X. Por lo tanto |J £(Y) C £(X).
YCxX
Y finito
C) Si X es finito, no hay nada que demostrar. Podemos suponer que X es infinito,
y en particular, que es # (). Si 0 # ¢ € £(X), entonces ¥ = a;T1 + asTs + ... + axTs,
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con k € Nya; € F,Z; € X. Entonces v € £ ({#1, T2, ..., Tx}) , note que {71, o, ..., T}
es finito.
Porlo tanto £(X)C | £(Y). m

YCX
Y finito

2.3. Dependencia e independencia lineal

Definicién 25 S CV es linealmente dependiente (1. d.) si 3% € £(S\ {Z}).

Ejemplo 25 {6} es linealmente dependiente:

0e {6} = £(0) :s({d}\{d}).
Observacion 14 Son equivalentes para S C g V' :

1. S esl. d.
2. 37 € S tal que £(5) = £(S\{7}).

Demostracién. 1) = 2) Sea & € £(S\{#}). Entonces S\{7} C S = £(S\{7}) <
£(9).

Por otra parte, ¥ € £(S\{Z}) = {¥} C £(S\{7}). Como también se tiene
que S\ {#} C £(S\{#}), entonces ({Z} U S\ {&}) C £(S\{7}). Es decir que S C
£(S\ {#}). Por lo tanto £ (S) < £(S\{Z}).

2) = 1)Si £(5) = £(S\{#}), para algin ¥ € £, entonces ¥ € L£(5) =
L\{7}). m
Teorema 12 S = {#,Zs,....Z,} C gV esl. d.. & i € {1,....,n} tal que T; €
L{7; 17 <i}).

Demostracién. <) #; € £({Z; | j <i}) C £(S\{#:}) (que existe dado que S
es l. d.), entonces &, = > a;%;, ademds j > m implica que a; = 0 (m es médximo),

=1
i#Em

i=1

<m

por lo tanto:
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Teorema 13 Son equivalentes para v C gV :

1. yesl. d.

2. 3% €y tal que £(v) = L(Y\ {7}).

8. 3B C v, B finito, tal que B es l. d.

4. 38 C~, B finito, tal que 0 = Zﬂaigj; con algin a; # 0.
i€

Ademds, si vy es finito y v = {T1,...,Tn}:

5 de{l,.n} tal que & € L£({Z; | j <i}).

33

Demostracién. Con lo que se ha demostrado hasta este momento, tinicamente

falta demostrar la equivalencia de 4) con las demds proposiciones.

3)=4)

8= {fl,fg, ,fn} [.d. = 37; € 8 tal que Z; € £(5\ {CZ'}}) = 7

6: Zajf] con a; = -1 7é 0.
j=1

4) = 3)

Supongamos que 8 = {71, %2, .., Gu} A0 = S a;7; con algin a; # 0.
i=1

Sea aq € {ay, ..., an} tal que ag # 0. Asi, tenemos que

n
—aqYd = E a;Yi

i=1

i#d

esto implica que
(1
= — Jaiyi € £ Ya}) -
d 1-2:1 (ad> y (B\{a})
id

L

=

Por lo tanto, S esl. d. m
Ejemplo 26 En Flz], S ={1,z,22, ....2" ...} no esl. d.

Demostracién. Sea T'C S, T finito = T = {x™, 2% ..., 2%} .

Zaj:i"j =
j=1

Sial € £(T\ {#'}) entonces 2! = ;2™ + 2™ + .. + oy, @™ con iy, # | 3. Por

lo tanto Snoesl. d. m
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Definicién 26 S C pV es . i. (linealmente independiente) si S no esl. d.
Ejemplo 27 0 Cr V es . i.
Pues si () fuera linealmente dependiente, 37 € 0, tal que T € £ (0\ {7}), S,

Observacién 15 Son equivalentes para & €p V :

1. {Z} esl. i.

2. 7 #0.

Demostracion.

{Z} esl. 1.
=
- (37 € {F} tal que 7€ £({Z}\ {z}))
-
vie{r},z7 ¢ L({a\{7})
=
7¢ (@ \(#) = £0) = {0}

=

740
| ]

Proposicion 6 SCT CV, Sl.d. =T esl. d.

Demostracién. Sl.d. = 37 € S C T'tal que & € £(S\ {Z}) . Pero £ (S\ {7}) C
L(M\{a}). . 2 L(T\{Z}) yTesl.d nm

Corolario 3 G € § = {6} CS= Sesl d

Corolario 4 SCTCV, T1l.i.= S esl. i.
Teorema 14 Son equivalentes para S Cp V :

1. S esl. i.

2. Todo subconjunto finito T de S es l. i.
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Demostracién. 1) = 2) Por el Corolario 4.
2) = 1) Por contrapuesta. Si S es [. d. entonces 37 € S tal que T € £ (S\ {Z}) =

U £(%)=7e€ £(T) para algin subconjunto finito 7" de S\ {Z}.
Yes\{z}
Y finito

S 2e(T)=L([Tu{z})\{z}), por lo que TU {Z} es l. d.
En resumen: si S es [. d. entonces algin subconjunto finito 7" de S esl. d. m

Corolario 5 Son equivalentes para v Cp V :

1. vesl. i

2. ¥z ey, EO\{7}H) & £(v).

3. VB C v tal que B es finito, B es . i.

4. VB C v tal que f es finito, 0 = > a5 = a; =0, Vi.

yiE€B

2.4. Bases

Definicién 27 Decimos que 8 Crp V genera gV, si £(8) = V. También se dice
que B es un conjunto generador de V.

Observacién 16 Dado que V < pV y £(V) = V, entonces V' es un conjunto
generador de V. Asi, todo espacio vectorial tiene conjuntos generadores.

Definicion 28 5 Cp V es una base para gV si  esl. i. y 8 genera pV.
Ejemplo 28 {1,z,2? ...2", ...} es una base para F [z].
Notacién 2 1. J(pV)={X CV | X esl. i}
2. G(rV)={X CV | X genera zV}.
Teorema 15 Son equivalentes para 3 Cp V :

1. B es base de V.
2. B es un elemento mdzimo en J (V).

3. (B es un elemento minimo en G (V).
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Demostracién. 1) = 2) Es claro que § € J (¢V), basta demostrar que es
maximo.
Supéngase que 3 ; B entonces 3% € B'\S. Dado que £ (8) =r V, entonces § U {Z}
esl. d. (T er V=L(8) =L([BU{F}\{7}).

Pero U {Z} C A, por lo que 8’ ¢ J (rV).

2) =3)

Dado que 8 € J (rV), basta demostrar que £ (8) =r V.

Sea ¥ € V es claro que si

1. si & € B entonces T € £(0).

2.s1 & ¢ [ entonces S U {Z} es linealmente dependiente, y entonces hay alguna
combinacién lineal

0= 1T + ..+ Ty + T
con @; € fy con algun coeficiente distinto de 0. Notemos que «,, 11 # 0, pues en caso
contrario tendriamos que 3 es [. d. Por lo tanto
1

an+1

—

[~ @ — ... — ap @),

:l_:’:

es decir, ¥ € £(0).
Concluimos que 5 € G (rV).
3) = 1) Basta demostrar que /3 es [. i.
VEe B, L(O\{Z}) SrV =£L(8). .. fesl.i. m

Definicién 29 rV es finitamente generado si 3X C V, X finito tal que X € G (V).
Observacién 17 X € G (V) < el dnico subespacio de gV que incluye a X es V.
Teorema 16 V finitamente generado por X = 368 C X tal que 5 es base para V.

Demostracién. 1. Si X es minimo en G (¢V'), tomemos 5 = X.

2. i X no es minimo en G (pV') , entonces 3X; G X tal que X; € G (V). Entonces
X7 ya es una base de gV, en cuyo caso tomamos 3 = X; o bien 3X, g X tal que
X3 € G (V). Asi, mientras podamos, podemos repetir el argumento para obtener una
sucesién de subconjuntos generadores de V' :

D D
X2X 2.
Notemos que este proceso termina, pues si consideramos la sucesién de las cardina-
lidades de los conjuntos de arriba, obtenemos:
X[ 2 [Xa] 2 [ X ..

que termina, por el principio del buen orden.
Termina precisamente cuando hemos encontrado un generador minimo Xj;. m
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Teorema 17 Sea gV finitamente generado, G € G(rV), I € J(rV). Entonces
11| < |G-

Demostracién. Podemos suponer que I ¢ G (ya que si I C G, el resultado es
inmediato).

Sea G = {#1, %2, .., Um} con ING = {#, ..., Y} k < m, (esto se puede conseguir,
reenumerando los vectores, si hiciera falta).

Sea 71 € IN(ING),{Z1, U1, U2, -, Gm} €s l.d. (porque T3 € £({Y1, Y2, s Um}))-

Ahora, como {Z1, %1, %2, -, Ym } C I, se tiene que 37 > k tal que

y; € L({#, ..., ¥j—1}) v asi es claro que

S({flvgl7g27 ’gm} \ {:Ij]}) = £({gl7g2a 7gm}) =F V

Lo que se ha hecho es tomar un elemento de G\I (g;) y cambiarlo por un ele-
mento #; de I\G, de tal manera que se obtiene un nuevo conjunto generador (G; =

[G\ {3} U{d}).

De esta manera podemos repetir el argumento, con G e I. Notemos ahora que
(ING1) ={%1,%, Y2, ..., Y} tiene un elemento més que (I N G): 7.

Si tuviéramos que repetir el argumento una vez maés, obtendriamos un nuevo
conjunto generador G, tal que

|(INGY)| <|(INGy)|... <|G]

esto implica que el nimero de veces que se puede aplicar el argumento es finito, y
debe ser claro que el proceso termina hasta que

1 g Gk:a
es decir hasta que I = I NGy, por lo que |I| < |G| = |G|. =
En R?, G = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} € G(R3). Por lo tanto un conjunto
linealmente independiente en R? tiene a lo méas 3 elementos. Es decir
XCR}|X|>3= Xesld.
L. {(17 07 07 1) ’ (07 17 07 2) ’ (07 07 1> 3) ) (07 07 17 4) ) (_17 _2a _37 _4)} genera
Ry

2. {(1,0,0,1),(0,1,0,2),(0,0,1,0} es l. i. en R%.



38 CAPITULO 2. ESPACIOS VECTORIALES

Demostracién. 1. Para ver que el primer conjunto genera R* resolvamos

2(1,0,0,1) +5(0,1,0,2) + 2(0,0,1,3) + 5 (0,0,1,4) + £ (—1, 2, —3, —4) =

= (CL, b7 c, d) 3
que como sistema de ecuaciones tiene la matriz aumentada
1000 -1 a
0100 —2%
0011 =3¢ ]|’
1 23 4 -4 d
con forma escalonada y reducida:
1000 -1 a
0100 -2 b
0010 —13 4c—d+a+2b

0001 10 d—a—2b—3c

2. Veamos ahora que {(1,0,0,1),(0,1,0,2),(0,0,1,0} es l. i. en R*:
Una manera de verlo es notando que en el conjunto anterior, ningtn vector es
combinacién lineal de los anteriores.

Otra, es resolviendo z (1,0,0,1) +4(0,1,0,2) + 2(0,0,1,0) = (0,0,0,0) :
1 000
0100
00101’
1 200
1 000
. 0100 .
cuya forma escalonada y reducida es 0010 | es decir, z =0,y =0, 2 =0.
0 00O
Ahora sean
1 0 0
0 1 0
I= o110 ]’|1 ’
1 2 0
1 0 0 0 -1
0 1 0 0 -2
G - 0 9 O b 1 b 1 I _3 I
1 2 3 4 —4
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entonces

INnG=

_ o O =
N O = O

0
0
Como G genera V, entonces 1
0
lista
0 1 0 0 0 -1
0 0 1 0 0 -2
rf{'tof’'fojj’'fry)’'fry)’| -3
0 1 2 3 4 —4

39

UG es I. d. por lo que algiun vector en la

es combinacién lineal de los anteriores. Es facil ver que éste no es el primero, ni
el segundo, ni el tercero. El cuarto vector no puede ser c.l. de los anteriores, pues
tendria que ser multiplo del primero (observar las dos primeras coordenadas). El

quinto vector es c.l. del primero y del cuarto vectores de la lista:

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

1 1’to’to}|’11})’(1

0 1 2 3 4

Resolvamos

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
T 1 +vy 0 +z 0 +t 1 = 1
0 1 2 3 4



40 CAPITULO 2. ESPACIOS VECTORIALES

01000
. 00100 .
Cuya matriz aumentada es: 100 1 1 | con forma escalonada y reducida:
012 3 4
1000 —%
0100 O
0010 0 . Por lo que
0001 %
0 0 0
0 0 0
1= -1/3 1 +4/3 1
4 0 3
0
Ahora, podemos quitar (1) del conjunto
4
0 1 0 0 0 -1
0 0 1 0 0 -2
T 1’tro’to 1§t 1f’| -3
0 1 2 3 4 —4
obteniendo:
0 1 0 0 -1
0 0 1 0 -2
T 1’fo 1ot 14’1 -3
0 1 2 3 —4

que sigue generando R?* y que incluye al conjunto /. m

Teorema 18 Si pV es finitamente generado, entonces todas las bases de V' son
finitas y tienen el mismo niumero de elementos.

Demostracién. Sea v C V un subconjunto generador finito, y 3, 3" dos bases
de V.
Por el teorema anterior, |8, |8'] < |v|.
Ahora,
Beg(V),Beg(V)=181<IB |

Simétricamente, tenemos que |5 | < |5]. =
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Definicion 30 Sea pV finitamente generado y B una base de pV. La dimension de
rV es|B].

Teorema 19 Son equivalentes para § Cr V con dim(V) =n:
1. (B es base.
2. Be T (V)NI[Bl=n.
8. BeG(V)NI[Bl=n.
4. B={Z1, ..., T} AVZ vy, ...,y € F tal que T = 1Ty + ... + @p@p-

Demostracién. 1) = 2) Es claro, por el Teorema 18.

2) = 1) Basta demostrar que J (V) es mdximo. Supdéngase que (3 g B3'. Como
la dim(rV') es n, esto significa que hay un conjunto generador con n elementos (una
base). Por lo tanto un conjunto con mds de n elementos como 3" debe ser [. d.

Por lo tanto, 5 G ' = (' es l. d.

1) = 3) Es inmediato del Teorema 18.

3) = 1) Hay que ver que 8 es minimo en G (V).

Si 8" S B, entonces 8 ¢ G (V), ya que

Beg(v),ped(V)=18<I8<I8l.
1) = 4) Sea ¥ €p V, entonces
7= Oélfl + ...+ Oén.fn,

con «; € F. Si ademas,
U =721+ ... +7,Tn,

entonces
0=0—0U=a1@1 + ... + @ — (N T1+ ... +7,Tn) =
=(1 —7)T1+ ... + (@, —7,) Tn
y como 3 es [. i., tenemos que 0 = (a3 — ;) = ... = (an — 7,), €s decir que

Q1 = Y15y Oy = V-
4) = 1) Es claro que 8 genera gV, ahora, si 0= > «;#; entonces, dado que
i=1

también se tiene que 0= >0 - &, la hipétesis de unicidad implica que
i=1

0=a;=..=ay,,

por lo tanto S es . i. m
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Ejemplo 29 En F'[z], P, (F) ={f € F[z] | grad(f) < 0}U{0(x)} es un subespacio
de Flz] y B ={1,z,22,....,2"} es una base de P, (F).
Escojamos ahora n + 1 elementos distintos en F,

ag, A1y ..., Qp -

Definamos el polinomio

=0
oy
fi==%
[1 (@i —a))
=0
i
Notemos que
1 sir=u1
f,(ar){ 0 sir#i
Si Zalfl =0(z) € P, (F), entonces evaluando en a;tenemos que o; = 0, y esto pasa

pam cada i €{0,...,n}. Porlo tanto { fo, ..., fn} esl. i. y como [{fo, ..., fu}| =n+1,
tenemos que { fo, ..., fu} es una base para P, (F).
Asi, si queremos un polinomio en R™ cuya grdfica en R? pase por los n + 1 puntos

del plano (ag,dg) , ..., (an,dy,) , es facil ver que g(x) = dofo + ... + dufn, cumple lo
requerido. M

Ejemplo 30 Construyamos un polinomio s () cuya grdfica pase por los puntos

(=3,3),(—2,-1),(-1,0),(2,4),(5,-1) :

Denotemos ag = —3, a1 = —2, a2 = —1, a3 =2, a4 =5
I1 (z —a;)
7=0
f‘:jii
I1 (ai — a;)
7=0
J#i
@4+ )@ -2)@-5 1., 1.4 9, 1 1
= SEr(sr(3-2 (-5 s° 2° &% 5771
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@)@+ )@ -D@-5 1, 3 4, 15, 19 15
=S ey (29 (2-5  =° "2 "m° ' 1
(@3 (@ +2)(@—-2)(x—-5) 1 4 1 S 19 2 2 5
= O (i) (cio2) (ci—5) 3% 18" 3% 93
(x+3)(x+2)(x+1)(z—5) 1, 1 5 19 49 1

- — P — 2 —r -

f3:(2+3)(2+2)(2+1)(2—5> 180" T 10" T 1800 T1800 6

PECE ICE ) (GRS () S NUNES SO0 SRS ECU SN
M 543)B+2)5+1)(5—2) 1008 252 1008 637 84’

Ahora,

3fo+ (=1) fi+0fa+2fs+5f =

1 1 1
B P S . B
(80 20" “s" T TI)T
1 , 15

R s, 19, 49
0° " 1e0° T10” T80 e

1 Ls_ 1, 1. 1
1 e — - — - ——— | =
1008 T 252" 1008 63" 84
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Teorema 20 Si v es l. i. en un espacio vectorial gV de dimension n, entonces
38 Cr V, base tal que v C 5.

Demostracién. Sea 3’ una base de V. Como 3 genera gV y 7y es . i., entonces
Iyl <18

Sea v = {#, ..., Um} y B = {Z1, ..., Zn} y reordenemos los elementos de v y 5" de
manera que v N 3 = {ij; = Z1, ..., = Tr} . Entonces k < m < n.

1. Si k = m entonces YN 3’ = v, por lo que v C 8 y no hay nada que demostrar.

2. Si k < m, entonces {Yxy1,Z1,...,Tn} es . d. Entonces existe un vector que es
combinacidn lineal de los anteriores (y no es 11 porque es # 6, por ser parte de un
conjunto /. i.) Entonces 3i € {k,...,n} tal que &; € £ {1} U{Z; | j <i}), (i >k,
porque si i < k, entonces {¢y+1, 1, .., Li} C 7, que es L. i.,g).

S (G ULE |G € (Lo W\ L) = £ (s s o )

=£ ({fl, ...,.’I_J’n}) =F V.

Entonces {#41}U{Z; | 7 € {1,...,n} \ {Zi}} es un conjunto generador de V" con
n elementos, por lo que es una base de pV.

Tomemos "= {y1} U{Z; | j € {1,...,n} \ {@;}} y repitamos el argumento, con
vy B" notando que ahora,

v n 6//: {gl: ""gk?g'k+1}

Con un elemento més en la interseccion.
El argumento se puede repetir hasta obtener una base 3 tal que

Y mﬂ = {:[717 "'7gk7gk+1v 7:[7777,} =7.
|

Observacién 18 Si gV es un espacio vectorial de dimension n y W <V, entonces
W tiene base y dim(W) < dim (V).

Demostracién. Todo subconjunto de W que sea [. i., también es [. i. en V. Un
subconjunto linealmente independiente de gV tiene a lo mas n elementos.

Tomemos un subconjunto Sy de W L. 4. (si hay: por ejemplo (). Si es méximo .
i. entonces S7 ya es un base de W. Si no lo es, es porque hay un conjunto S5 que
contiene propiamente a S; (y por lo tanto tiene mds elementos). Podemos repetir el
argumento mientras no encontremos un conjunto /. i. maximo. Asi obtenemos

SI§S2§§Sk

sucesién de conjuntos [. 7. en donde cada conjunto tiene por lo menos un elemento
més que el anterior. Por lo tanto n > |Sx| > k — 1. Con esto vemos que el proceso
termina, y termina cuando hemos encontrado una base de W. =
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Teorema 21 Sea pV un espacio vectorial de dimension n. Entonces

Demostracion. Sea ; una base de Wy N Ws. Como §; C W es [. 7., entonces
Iy, C W, tal que 54 CJ v, es una base de W;.

De la misma manera, 3y, C W tal que /3, 0 7, €s una base de Wy. (Notar que
5 N7y, = (b, pues un elemento w en 7, N, pertenecerfa a £ (5;), con lo que 5, 0 Y,

serfa [. d.g).
Nuestro objetivo es demostrar que 5; Uy; U7, =: 5 es una base para W; + Whs.
1. By Uy U~y genera Wy + Wa

L(B1UY U7 =L£((B1Ur)U(B1UY,)) =

=L(BU7) +L£(BUyy) = Wi+ Wa.

2. 1 U7, U~y es linealmente independiente:

Si 81 Uy Uy, fuera l. d. entonces habria en 3; U~y; Uy, un vector que depende
linealmente de los anteriores (escribanse primero los elementos de 3;, después los de
~1, ¥ por ultimo los de 7,). Como 3, U~ es [. i., por ser una base de W7, entonces
habria un elemento Z; de 7, que es c.l. de los elementos anteriores. Digamos que

B=G+7+> 2, EL(B),7€L(m),
i
entonces
T=:7; _Ziﬂi =y+Z y€L(B),7€L(n),
i<s

entonces T € £(7,) N L (B, Uy,) € Wi NWs,. Como S, es una base de Wy N Wa,
entonces T € £ (). Pero entonces 8, U {Z} es [. d. pero por otra parte

fj — E €T, = E Clwl, wy € Bl = fj = E T+ E w;
i l i l
i<J i<j

= 51 U {517 ...,fj} es l.d.

. . . v
pero también es un subconjunto de 5, Uy, que es [. i. por ser una base de W5 o .
Esta contradiccién muestra que 5; Uy, Uy, es . 4.
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Por 1ltimo,
dim(W1 +W2) = ’61 Um U%‘ = ‘51 U%‘ + |72| + ‘51‘ - |ﬂ1| =

= dim (W1) + dim (Wg) — dim (W1 n Wg) .

2.5. Conjuntos parcialmente ordenados

Definicién 31 Un conjunto parcialmente ordenado (COPO) es una pareja (S, <)
donde S es un conjunto y < es una relacion de orden en S.

Recordemos que una relacién en un conjunto S es de orden si es reflexiva, simétrica
y transitiva.

Definicién 32 Sea (S, <) un COPO, un elemento x € S es mdximo si
~(Jy € S tal que [z <Y A [z #y]).

Es decir, x es mdximo cuando no hay elementos mayores que x.

Otra manera de decir que x es maximo en S es:

r<y,yeS=c=y.
Definicién 33 Un COPO es una cadena (o conjunto totalmente ordenado) si
Ve,ye S, t <yVy<a.

Ejemplo 31 (N,|) no es una cadena: 2 |[/3 A3 |/2.
Definicién 34 Sea (S,<) un COPO,

1. x € S es el elemento mayor, si

s<xVseS.

Denotaremos may(S) al mayor elemento de S, cuando lo haya.
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Figura 2.1:

2. x € 8 es el elemento menor, si

r<sVseb.

Observacién 19 Si (S, <) es un COPO yT C S entonces T x T C S x S. Como
< es una relacion en S (< C S xS “la relacion < es un subconjunto de S x S),
entonces [ N(T x T)] C T x T Denotemos < N(T x T) por <r . La relacion <res
una relacion de orden en T.

S mnc SXS

inc inc

<p e TXxT
Ejemplo 32 Por ejemplo (N,|) es un COPO, y {1,2,3,...,10} C N.

Observacién 20 No se deben confundir los conceptos de maximo y mayor. En el
ejemplo anterior, no hay elemento mayor y hay 5 elementos mdzrimos.

Sea (S, <)un COPO y sea A C S. Una cota superior para A en S es un elemento
u € S tal que
a<u, Ya € A.

Ejemplo 33 Una cota superior para {1,2,...,10} en (N,|) es 7560.
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945 1080 840
8 [7560 , 7 [7560 , 9 7560 .
0 0 0

Definicién 35 Sea (S, <)un COPO y sea A C S. Una cota inferior para A en S
es un elemento l € S tal que
[ <a, Va € A.

Notacién 3 Sea (S, <)un COPO y sea A C S. Denotaremos por A' al conjunto de
cotas superiores para A, denotaremos por At el conjunto de cotas inferiores de A.

Definicién 36 (S, <)un COPO y sea A C S.

1. Si existe un menor elemento en el conjunto de cotas superiores de A, lo lla-
maremos el supremo de A. En simbolos:

sup (A) =: men (AT).

2. Si existe un menor elemento en el conjunto de cotas inferiores de A, lo lla-
maremos el infimo de A. En simbolos:

fnf (A) =: may (A').

Ejemplo 34 En (N,|) el conjunto de cotas superiores para dos nimeros n,m es
el conjunto de sus maltiplos comunes, y el menor de los multiplos comunes es su
minimo comun maltiplo. Es decir

sup {n,m} = men{b | n divide a b,m divide a b } = m.com.{n,m}.

Ejemplo 35 Un subconjunto A de R, con el orden usual, tiene supremo si estd aco-
tado por arriba (es decir, si tiene cota superior). Esto se conoce como Teorema del
Supremo.

Ejemplo 36 Sea (p(X),C) el COPO de los subconjuntos de un conjunto X, con
el orden parcial dado por la inclusion. Entonces:

sup{A,B} =men{Y | ACY,BCY}=AUB.
mf{A, B} =may{Y |Y CAY CB}=ANB.
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Figura 2.2:

Ejemplo 37 En el COPO ({1,2,3,...,10},]),
1. sup{2,3} =6.
2. inf{6,9} = 3.
3. {4,6}' ={2,1}.
4. {3,5}' = 0. Por lo que {3,5} no tiene supremo.

Observacién 21 El supremo de un conjunto A en un COPO (S5,<), si existe, es
dnico.

Demostracién. Sean v y v dos supremos para A. Entonces u,v € A'. Como u
es el menor elemento de AT y v € A', entonces u < v. Por simetria, v < u. Asi que
u=v. |

Notacién 4 Escribiremos a < b ¢ a £ b, para indicar que a < b A a # b.
Observacién 22 Sea A C S, (S,<) un COPO. Son equivalentes para u € S :

= 4 no es el supremo de A.

= u no es cota superior de A V (u es cota superior de A, pero no es la menor).

s (Ja€ Atal queu <a)V (Jv € AT, tal que v < u)Las definiciones anteriores
nos serviran para demostrar resultados para espacios vectoriales no necesaria-
mente finitamente generados. Por ejemplo necesitaremos demostrar que todo
espacio vectorial tiene base. En la seccién siguiente introduciremos (como axio-
ma) el Lema de Zorn.
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Figura 2.3:

2.6. Lema de Zorn

Axioma 1 (Lema de Zorn) Sea (S, <) un COPO no vacio, si toda cadena en S
tiene una cota superior en S, entonces A contiene elementos mdximos.

Ejemplo 38 Sea X un conjunto y consideremos el COPO (p(X),C). Si {Ya},ex
es una cadena en o (X), entonces U{Y,} .y s una cota superior para la cadena y
pertenece a @ (X). El Lema de Zorn nos dice que p(X) tiene un elemento mdzimo
y es claro que éste es X.

Ejemplo 39 Un ideal de Z es un subconjunto cerrado bajo la resta, entonces un ideal
de Zresulta ser un subgrupo aditivo y por lo tanto es de la forma nZ, n € Z. Defi-
namos R(Z) ={A G Z | A es un ideal propio} . De nuevo es claro que (R (Z),C) es
un COPO (por ser un subconjunto de o (Z)). R(Z) # 0, y si {Aa},cx €s una cadena
en R(Z), entonces U{Ay},cy s una cota superior para la cadena (hace falta ver
que es un ideal). El Lema de Zorn nos garantiza la existencia de ideales mdzimos
propios. De hecho, son de la forma pZ, con p un nimero primo.

Teorema 22 Todo espacio vectorial ¢V tiene base.

Demostracién. (J (V),C) es un COPO, donde

TJ(V)={ICV|Iesl i}.



2.6. LEMA DE ZORN ol

Ademds J (V) # 0, pues € T (V).

Tomemos {/,},.y una cadena en J (V). Es claro que U{l,}, .y es una cota
superior para la cadena, veamos que sigue perteneciendo a J (V).

Sea ' C U{I,}

finito
{la},ex es una cadena, entonces {In,};c(; ;) también lo es y entonces uno de los

elementos de esta familia es el mayor. Entonces U{Iwi}ie{l i = la;, por lo que

wcy - entonces F' = {¥, 7, ..., ¥} con Ti € I,,, digamos. Como

F C I, que es . i., por hipétesis. Luego F' es I. i. Como todo subconjunto finito
finito

de U{Io},ex esl. i, entonces U{Ilo}icy 4y € T (V).
El Lema de Zorn nos garantiza la existencia de un elemento méximo en J (),
pero un elemento asi, es una base. m

Definicién 37 dim(rV) = |3], - V.

Maés adelante demostraremos que la anterior definicién es buena, es decir que
cualesquiera dos bases de un espacio vectorial pV tienen la misma cardinalidad. Esto
ya lo sabemos para espacios finitamente generados. Pero hay espacios vectoriales que
no son finitamente generados, como el espacio de los polinomios con coeficientes
reales en donde hay un conjunto linealmente independiente infinito:

{1,2,2%, ..},

ver el Corolario 5.

Teorema 23 Todo subconjunto I . i. en un espacio vectorial pV estd incluido en
una base de pV.

Demostracién. Apliquemos el Lema de Zorn al COPO
T=({JCV|I CJ AJesl i},Q).

La demostracion es semejante a la del Teorema 22. Lo que obtenemos es un conjunto
B méximo en 7. Resta demostrar que ademds de que B es méximo en 7, también
es maximo en J (V).

Si B ; B’ | entonces B’ no pertenece a 7. Como incluye a I, lo que sucede es
que no es [. 7. Por lo tanto B es [. i. maximo. m
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2.7. Dimension

Teorema 24 W <p V =3IW "<V tal que V=WPW".

Demostracién. Sea 3 - W. Como hemos visto, un conjunto [. i. se puede
extender a una base de pV. Por lo tanto 3y — V con 8 C «. Sean ' = v\j,
W= £(3') . Entonces: e

LV =2(y)=£(BUF) =L(B) +£(8) =W + W

2. Si# € W N Wentonces T € £(8), Z € £(8'). Digamos que

Entonces 7 — & = 0 = 3 i, — (3. A7), que es combinacién lineal del conjunto 1.
i. . Por lo tanto, todos los coeficientes son 0. En especial, 7 =0. =

El siguiente Teorema es de gran importancia, pues nos dice que cualesquiera dos
base de un espacio vectorial tienen la misma cardinalidad, con lo que se puede definir
la dimensién de un espacio vectorial como la cardinalidad de una base.

Teorema 25 Sean A, B dos bases para gV, entonces |A| = |B.

Demostracion. Haremos uso del Lema de Zorn.

Sea,

0= {Ix,F)\I CA F,:I, > B, [(B\[Fm(lx)])ﬁlx}qv}

Li.
definimos la relacién < en () por:

(Lo, Fy) < (Iy, Fy) sil, CI,NEFy, = F,.
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Vale la pena hacer énfasis en todo lo que se esta pidiendo de @ :

53

Para cada pareja (I, F;) se estd pidiendo que (B\ [F} (I,)]) sea ajeno con I, y que
su union sea linealmente independiente en V.
Noétese que a B se le quita la imagen de I, bajo F, y se reemplaza con I.

1. Veamos primero que (@, <) es un COPO.

a. (I, F;) < (I, F;) yaque I, C I, A\ Fyy, = F,.

b. (Lo, Fr) < Ly, Fy)] A [(1y, Fy) < (L, )] = L
I, = I,. Ademés Fy;, = F,. Pero también Fy;, = Fy1,

C.

ademas

c

I,
E,.

I

Y

(L, Fo) < (I, B A (L, Fy) < (I, F2)] =

LCLCL
F,
I, >>—
inc.T :/Fy
Iy
Fy
I, >>—
inc.T :/FE

C I,. Por lo que
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Entonces F|;, = (FZ\Iy)u = (Fy)\lm = F,. Porloque I, C I, y F,;, = F,, es decir

que (Fp, L) < (F.,L).Q#0:(0,0) € Q: 0 2B y B\O () O es . i en pV.
2. Sea {(1s, F:)},cx una cadena en Q. Definimos

F: U{I}IEX — B por
0l — F,W) sivel,’

a. Tenemos que ver que esta funcién estd bien definida:

Sivel, Nvel, dado que (I, F,), (L., F,) forman parte de una cadena, entonces
(I,,F,) < (I, F,) o (I, F,) < (I,,F,). Sin perder generalidad supongamos que
(I, Fy) < (I, F.) . Asi tenemos que F, (V) = Fy;, (0) = F, (v).

b. Veamos ahora que F' es inyectiva: si v # w, v,% € U{l;}, .y, entonces ¢’ €
I,,wW € I,,y, 2 € X. Podemos suponer sin perder generalidad que (I, F},)) < (1., F,),
por lo tanto 0, € I,. Ademds F (V) = F, (V) = F, (¢) # F, (W) = F (¥) (recordar
que F, es inyectiva). Por lo tanto F es inyectiva.

c. Veamos ahora que {B\F ( U {IT}>] U ( U {[,}) esl.ien gV.
re e

v (w0 o (g ) = [ (g i) |u (g )
- (o) u( g ).

Asi, si{oy, ..., 0, } C OX{B\F(IQC)} y {wh, ..., Wy} C UX{I””}’ entonces {w, ..., Wy, }
IS TEe

C Iy, p. a. y € X (por ser {(I, F;)},cy una cadena) y {t,...,0,} € B\F(I,).
Entonces {#, ..., Uy, W1, ..., Wy, } € B\F (I,) U I,, que es [. . Hemos demostrado que
cualquier subconjunto finito de

e () o ()

es [. 1.

d. Por dltimo, veamos que B\F( U {L, }> < UX{I }) son conjuntos ajenos:
ze
U

| |
Supongamos que hay ¢ € [B\F < U {Iz}>} < eX{IZ})' Entonces
Ve {B\F (mgX{Im}ﬂ g( N AB\F(I, }>

ve B\F(I,)NI,p.azeX

xT
} y v € I, p. a. x € X. Entonces
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e. Con todo lo anterior, hemos demostrado que (U {I:}ex s
claro que es cota superior para la cadena {(/,, Frex)},cx -

3. Por el Lema de Zorn, ) tiene algin elemento mdximo (M, g). En particular
M >>1s B,y B\¢g(M)UM = V.
Supongamos que (3v € B\g (M)) N (A\M # 0). Entonces

F) € ). Ademss es

(B\(g(M)U{8})) UM =V (2.1)
ademds £ ((B\( (M) U {7}) U M) £V (pues de lo contrario
Teg (B\ (g (M) U {a}) U M) :
y asi B\ (g (M)) U M serfa I. d.5) entonces
A\MQ;:((B (g (M) U {7}) )UM).

(en caso contrario, A = (AAM)UM C £ ((B\( (M)u{d})) Lj]W) , por lo que

V=g ce(B\anui)im)s)
Como A\M ¢ € ((B\ (g (M) U {7})) U M) , 3 € A\M tal que

T e ((B\ (g(M)U{}) U M)) . (2.2)
Definamos M = M U {w}, y g por
9g: M —— ingect, B
“| =
9: M+ B g(w) =7
Q:

Tenemos que (
)

B\ (g (M)

M
U
Ademss [B\ (g (M
(M,

Pero entonces

[B\ (g (M) U{t})] U (M U{w}), que es . i. por 2.1 y 2.2.
o))y M U {w} son ajenos (obsérvese 2.2).
(a1,

9) €
Z\/ =
)uf
9) 5§ ) o . La contradiccién viene de la hipétesis

(35 € B\g (M)) A (A\M #0).
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Por lo tanto
B\g (M) =0V A\M = 0.

4. Si AAM = () entonces A C M C A. Por lo que
A=My [(B\g(4)U A] = V.

Pero como A es [. i. mdximo, entonces B\g (A) = ), por lo que
BCyg(A) CB.

Por lo tanto g es una biyeccién entre A y B. Por lo tanto |A| = |B].

Si B\g (M) = ) entonces g es suprayectiva, por lo que |A| > |M| > |B|.

En cualquier caso, |A| > |B|. Por simetria, |B| > |A|. Por el Teorema de Cantor-
Schroeder-Bernstein, |A| = |B|. =

Teorema 26 Si |A| < |B| y|B| < |A4|, entonces |A| = |B].

Demostracién. ([2]).

Sean A >>f—> By A >>% B funciones inyectivas.

Tomemos b; € B. Si by € Im(f) entonces Jla; € A tal que f(a1) = by. Si
a; € Im(g), entonces by, € B tal que a; = ¢ (by), continuamos mientras sea
posible. Obtenemos una sucesién

b1 L‘ aq i| bg L‘ as <L|

Tenemos tres posibilidades:

La sucesién anterior termina en una ay porque a ¢ Im (g) . (2.3)
La sucesién anterior termina en una b; porque b; ¢ Im (f). (2.4)
La sucesién anterior no termina. (2.5)

Empezando con una a; en A, podemos repetir el anterior procedimiento, obteniendo
una sucesion
g / g f
a1 <—| b1 <—| a9 <—‘ bg — ...
De nuevo, uno tiene las tres posibilidades mencionadas arriba.

Definamos
BA =: {bl cB | (23)},
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By=:{b € B|(24)},

B =:{b1 € B|(25)},

y definamos analogamente, Ay, Ap, Aso.
Ahora, observemos que

fla,

Ay >>— By

es una biyeccién:

Si la sucesion
g f g f f
ay «—| by ] ag «—| by «—| ... —| ag
termind, entonces la sucesién
f(ay) <L| ay L\ by <L| s L| by L| <L| a

también terminé. Por lo tanto la correspondencia a; — f(a1) va de A4 a Ba. Es
claro que todos los elementos de B4 provienen de un elemento de A 4. (Los elementos
de B que no estdn en la imagen de f pertenecen a Bp).

De la misma manera,
91Bp
By >>— Ap
es una biyeccién, y también
flaco

Ay >>—» By

es una biyeccion.
Por lo tanto |A4| = |Bal, |Bs| = |As| ¥ |Ac| = |Bxl-

Por lo tanto |A| = AALOJABLOJAOO‘:‘BALOJBBLOJBOO =|B|. =
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Ejercicios
Ejercicio 25 Demostrar que en el ejemplo 11, (FX, ¥, 07) es un grupo conmutativo.
Ejercicio 26 Mostrar que Vo, 3 € F, VA, B € My, (F), se tiene que
(0A+ BB) = A + BB

Ejercicio 27 Si gV es un espacio vectorial y U,w € V, entonces £ ({¥,0}) =

L{T}) + £({w}) = {av+ B | a, B € F}.

Ejercicio 28 £(0) = £ ({6}) - {6}

Ejercicio 29 Demuestre 3) = 1) en el Teorema 13.

Ejercicio 30 Demostrar que P (R),Z (R) < RE.

Ejercicio 31 Demostrar que S, (R), A, (R) < M, (R).

Ejercicio 32 Considere el sistema de ecuaciones con coeficientes en F':

r+2y+5s—t =0

3r+6y+32+21s—-2t =0

5r+10y+32+3ls—t =0
3xr+6y+22+19s+2t =0.

1. Tome F = R y muestre que el conjunto S de soluciones es un subespacio de
R5. Encuentre una base para S.

2. Lo correspondiente,. con F = Zs.
3. Lo correspondiente,. con F' = 7.

4. Lo correspondiente,. con F' = Zq;.

Ejercicio 33 Demostrar que 1 (C + C) es simétrica y 3 (C — C') es antisimétrica,
vC e M, (R).

Ejercicio 34 Muestre que {f :R—>R| f es continua y 0 = fol f} < RE.
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Ejercicio 35 Muestre que
S={fe R® | f sus dos primeras derivadas existen y f(x) = —f ()}
es un subespacio del espacio
Coo (R) = {f € R*| f (2) existe ¥n € N,Vze R} .

Ejercicio 36 Muestre que sen(z) y cos(x) son un conjunto linealmente independien-
te del espacio S del ejercicio anterior.

Ejercicio 37 Construir un polinomio cuya grdfica pase por los puntos
(-3,3),(-1,-1),(0,0),(5,—1).

Ejercicio 38 Digamos que f : R — R tiene periodo k > 0 si f(z+ k) = f(z),
Vx € R. En este caso diremos que f es periddica. Por ejemplo, sen(x) tiene periodo
2.

1. f: R — R de perfodo £ y g : R — R de periodo A = rx,r € Q\ {0} = f+¢g
es periddica.

2. Diga un periodo para f + g.
3. ;Es W ={f:R— R |f tiene perfodo 2nm,n € Z} un subespacio de R®?

AN
IRVARA VIR,

sen(10x)

JANVANLE ANVAN
RVARC VAR

sen(10x+2710)

4. ;{sen(nz) |n € N} CW?
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Ejercicio 39 ;Es {sen(nz) |n € {1,2,3}} . i en RR? .
Ejercicio 40 Sea G =

(7 717 71)3(17_2737_45_1)7
537777710)7(27_1145 _370)

1. Encontrar un subconjunto l. i. de G que genere el mismo subespacio que G.

2. Encontrar un subconjunto . i. de G que genere el mismo subespacio que G y
que contenga los elementos (0,1,0,1,0), (3,3,7,7,10).

Ejercicio 41 ;Cudntas matrices escalonadas y reducidas hay en Msywy (Zs)?

Ejercicio 42 Respecto al ejercicio anterior, ;cudntas matrices escalonadas y reduci-
das hay de rangos 1,2, 3, respectivamente?

Ejercicio 43 ;Cudntas matrices antisimétricas hay de 5 X 5 con coeficientes en Z3 ?
Dé una base para el espacio de las matrices antisimétricas de 5 X 5 con coeficientes
en Zs.

Ejercicio 44 Construya un polinomio s (x)cuya grdfica pase por los puntos
(~3,3),(~2,-1),(~1,0)

y tal que su derivada en 0 sea 1.

Ejercicio 45 Construya un polinomio s (x)cuya grdfica pase por los puntos
(~3,3),(~2,-1),(~1,0)

y tal que su integral de —1 a lsea 0.

Ejercicio 46 Muestre que {u, v}, esl. i. & {u+, 4 — v}, esl. i.

Ejercicio 47 Muestre que la afirmacion anterior es falsa si uno retira la hipdtesis
de que los elementos sean distintos (tome ¥ =0 y vea que pasa).

Ejercicio 48 Muestre que son equivalentes para Wi, Wo < gpV':

1. V. =W @ Wa. Recuerde que esto significa que

V:W1+W2/\W10W2:{6}.



2.7. DIMENSION 61

2. Vv, base de W1,V7y, base de W,, 7y, es ajena con v, y v, 672 es una base de V.

Ejercicio 49 Considere T, = {A € M, (R) | A;; = 0,7 > j}. sCudl es la dimension
de T, ?.

Ejercicio 50 ConsidereL, = {A € M, (R) | A;; =0,i < j}. sCudl es la dimension
de L, ?

Ejercicio 51 Considere D, = {A € M,, (R) | A;; = 0,7 # j}. 4Cudl es la dimension
de D, ?

Ejercicio 52 Considere S, = {A € M, (R) | A;; = A;;,Yi,j}. sCudl es la dimen-
sion de S, ?

Ejercicio 53 Compruebe que
dim (T, +S,) = dim (T,,) + dim (S,,) — dim (T, N'S,,) .

Se define el rango de una matriz A como dim (£ ({4, ..., A,,})), es decir la di-
mension del espacio generado por los renglones de A.

Ejercicio 54 Demostrar que el rango de una matriz escalonada es el numero de
renglones distintos de cero, notando que un renglon distinto de cero mo puede ser
combinacion lineal de los renglones debajo.

Ejercicio 55 Demostrar que si las matrices A, B € Muxm (R) son reducidas y
escalonadas y tienen el mismo espacio de renglones, entonces A = B.

Ejercicio 56 Suponga que las matrices A y B son reducidas y escalonadas y que

se obtienen aplicando operaciones elementales a la misma matriz C. Demuestre que
A=DB.

Ejercicio 57 D¢ una base para las matrices diagonales de 3 X 3 con coeficientes en
R.

Ejercicio 58 D¢ una base para las matrices simétricas de 4 X 4 con coeficientes en

R.

Ejercicio 59 D¢ una base para las matrices antisimétricas de 4 X 4 con coeficientes
en R.
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Ejercicio 60 D¢ una base para el espacio de las matrices triangulares superiores
(ceros debajo de la diagonal principal) de 3 X 3 con coeficientes en R.

Ejercicio 61 Muestre que el conjunto {(1,2,3,4),(0,1,4,3)} se puede completar a

una base de R*, con cualesquiera dos elementos de la base candnica. Sugerencia:

Muestre que si uno forma una matriz que tenga como renglones a los elementos del
1 2 3 4

conjunto dado y dos elementos de la base candnica (por ejemplo

o O O
o

4
1
0

o
= O W

tiene rango 4.)

Ejercicio 62 Tomemos el conjunto {(1,2,3,4),(0,2,3,4)}. Entonces la matriz

, tiene rango 3, por lo que el conjunto

O = O =
O O NN
OO W W
= O

{(1,2,3,4),(0,2,3,4),(1,0,0,0), (0,0,0,1)}

es l. d. Encuentre todas las bases de R que contienen a (1,2,3,4),(0,2,3,4) y a dos
elementos de la base candnica.

Ejercicio 63 Sean

-5 -5 -7 -5 7 9
6 9 3 7 -9 —8
-3 |’ 2 ' 3 ’ 2 7 ’ 4 '
-5 9 -1 —0 -2 1
0
)
6
-8

en R Llamemos W, al subespacio generado por el primer conjunto de vectores y
Wy al generado por el sequndo conjunto de vectores. Encontrar las dimensiones de
Wh, W, Wi + Wy, Wi N Way. Encontrar bases

B3 2728, C By C B,
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de los subespacios correspondientes al diagrama.

W, + W,
T
B
/! AN
Wi (_762 v— W,.
AN /!
By
VVII%VV2

Ejercicio 64 Muestre que hay bases como en el ejercicio anterior, para cualesquiera
dos subespacios W,, W, de un espacio vectorial pV. (No suponga que dim (V') es

finita).
Ejercicio 65 Sea X C R, definamos Nx =: {R LR | f(r)=0,Vre X} )
1. Muestre que Nx < RE.

2. Suponga que Y C R. Muestre que Nx N Ny = Nxuy-

3. Demuestre que

XUY =R & Ny Ny = {0}.
4. (XUY)SR= NxnNy #{0}.
5. Nx + Ny C Nxny.
6. (R*C Nx+ Ny) = (XNY =0)
7. (RRE=Ny@Ny) & [(XﬁY:(Z))/\ (XLOJY:R)} .
8. g e R tal que g (r) #0 = Ny @ £(9) = R%.
9. Usando lo anterior muestre que Ny, es maximo en [{0} ,]RR).

Ejercicio 66 FEncuentre un subespacio W mdximo en [{@} ,RR) tal que

(W#N,) VreR
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Ejercicio 67 Demuestre que si A, B son conjuntos, entonces

(1Al < IB[) v (IB] < |A]).-
I
Sugerencia: Considere S=< [ X, X >>i> B)|XC A}, defina un orden 4 en

f f
por: <X,X >0 B> < <Y,Y S>>0 B> si(XCYy

fy
Y >—B B
o=
X

es decir, fy, = [x.

Muestre que S no es vacio, que <« es un orden parcial, que toda cadena en ¥ estd aco-
tada por arriba. Concluya que S contiene un elemento mdzimo (M, far) . Observe que
M=AV f(M)=B. Concluya.

Ejercicio 68 Muestre que son equivalentes para W, 72 < gV :
1L V=WeZ
2. Z es minimo en {U KV | W +U=V}.

Ejercicio 69 1. Muestre que cualquier segmento de recta en el plano (que tenga
mds de un punto) tiene tantos puntos como el intervalo [0,1].

2. Use lo anterior para mostrar que cualesquiera dos intervalos cerrados infinitos
tienen la misma cardinalidad.

3. Muestre también que cualesquiera dos intervalos abiertos no vacios tienen la
misma cardinalidad.

4. Usando el Teorema de Cantor-Schréeder-Bernstein muestre que un intervalo
abierto mo vacio tiene la misma cardinalidad que un intervalo cerrado infinito
(y la misma cardinalidad de un intervalo que incluye un extremo y excluye al
otro, como (0,2] o [2,8)).

5. Muestre que el intervalo [0,1) tiene tantos puntos como [0, 00).

6. Muestre que (—1,1) tiene tantos puntos como R.
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Ejercicio 70 Use el Teorema de Cantor-Schréeder-Bernstein para demostrar que
IN| = IN x NJ.
Ejercicio 71 Sugerencia: muestre que las siguientes funciones son inyectivas.

N >— NxN NxN >>— N

n +—  (n,0) > (n,m) —  2"3™

Ejercicio 72 Muestre que la union de dos conjuntos ajenos con la misma cardi-
nalidad que N, sigue siendo de la misma cardinalidad de |N|. Por ejemplo, Muestre
que

Nx {0,1} = {(n,0) | n € N*} U {(0,m) | m € N*} U{(0,0)}

tiene |N| elementos. Sugerencia: el primer uniendo corresponde biyectivamente con
los pares positivos, el sequndo con el conjunto de impares.

Ejercicio 73 Muestre que si F' es finito y ajeno con X infinito entonces | X U F| =
| X|. Sugerencia: suponga que F' = {z,,x,,...,xx} Supongamos ademds que F NN =
0. Note que {0,1,...k—1}U{k,k+1,...} =N y que N {k,k+1,...} es una
biyeccion. Concluya que

IN| = [{0,1, . k— 1} Uk k+1,...} = ’F ¥ N‘ .

Ahora use que X incluye una copia de N, N digamos. Asi que XUF = (X\N)UN =
(XA\N)U(NUF).

Ejercicio 74 (Opcional). Muestre, usando el Lema de Zorn, que si X es un conjunto
infinito entonces

[ X| =X > {0, 1}

Sugerencia: Sea

D:{(Z,Z>>£§>Zx{07l}> |®¢ZgA,}
ordenado por: (Y, fy) o« (Z, fz) siY CZ y

z % zxion
wnclus. T = T inclus.

y 2. vxio1)
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la inclusion. Note que D no es vacio porque como X es infinito, entonces X incluye
una copia de N.

Note también que si (M, fur) es un elemento mdximo en D, entonces el conjunto
A\M no puede contener una copia de N, por lo que debe ser finito.



CAPITULO 3

Transformaciones lineales

3.1. Transformaciones lineales, nucleos e
imagenes
Definicion 38 Sean gV, pW espacios vectoriales. Una funcion T : V. — W es
lineal si:
LYEFEV,T@+7) =T @ +T @),
2. NVae FNT eV T (aX) =aoT ().
Observacién 23 Notemos que siT : V. — W es una funcion, entonces podemos

definir otra funcion
TxT

VxV "5 WxW .
(U1, 1) +—— (T(0h),T (1))

Entonces la condicién 1) anterior se puede expresar diciendo que el diagrama

(171,172) — 61 +’172
VxV SV

1 lrxr = Ir 1
wWxw 5 w

(T (0h),T (0s)) — T(0h) + T (0h) =T (0 + )

conmuta. También se puede expresar diciendo que “da lo mismo primero sumar en V'
y después aplicar T (obteniendo T (v + U2)) que primero aplicar T y después sumar
en W (obteniendo T (V) + T () ).

67
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Observacién 24 La condicidn 2) anterior se puede expresar diciendo que el diagra-

ma
(¢, 0) — et
FxV — V
l Liagxr = |1 1
FxW = W
(¢, T (V) — c-T (V) =T (cv)

conmuta. Es decir que “da lo mismo primero multiplicar por ¢ y después aplicar T,
que primero aplicar T y después multiplicar por c¢”.

1. Ry la rotacién por un édngulo 6.

y Yy

2. 0y : R? — R? (reflexién sobre una linea ¢).
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3 Idy: V. — V
. o i
L WY
W o= U
Ov: V -V
5. N S
v — 0

Ejercicio 75 F campo, T : F — F lineal = 3r € F tal que T =1 - _ . (Es decir,

toda funcion lineal de F' en F' es multiplicar por un escalar).

Definicién 39 Para T : V — W lineal, se define el nicleo de T, por Ker(T) =:

{ﬁe V| T (@) :6}.
Teorema 27 SiT:V — W es una funcion lineal, entonces:

1. Z<V =T (Z)<W.

2.YSW=T1Y)< VW
Demostracion.

» Notemos primero que una funcién lineal, envia 0 a 0 :
r(6) =7 (5+) =7 (8) + 7 (5) =
0=—7(0) +7(0) =7 (0) +7(0) + 7 (0) = 7 (0)

—

1. ) Supongamos que Z < V. Entonces 0 = T (O) eT(Z)
b) T(Z)+T (%) =Tz +2)eT(2).
c) e T(Z)=T(c-2)eT(2).

2. Supongamos ahora que Y < W.

a) Entonces 0 € 77! (V) pues T (6) 0ecY.

b) @, 7 € T-H(Y) = T (3)+T () € Y = T (& + i»)
Y.

=T (#1)+T (%) €
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)T €T (Y),ce F=>T(@) eY,ce F= (@ e€Y = T(x)=
T T)eY=>cEeT (V) n

Podemos notar los siguientes casos particulares.

Teorema 28 Si T :V — W es lineal, entonces
1. Ker(T) =: {17 eV |T@W) = (_)} es un subespacio de V.
2.T(V)<W.

Demostracién. 1. Simplemente notemos que Ker(7T) = 7! {6W} .
2. Notemos que V< V. m

Ejercicio 76 zR 553 R es una funcion lineal Ve € R.

Ejemplo 40 La funcion identidad en un espacio vectorial, es una funcion lineal:
Idv : FV —F V

Ejemplo 41 Si ;W < pVentonces la funcion inclusion W — V es una funcién
lineal.

Ejemplo 42 La funcion constante IZV - gW es lineal.

| w

Teorema 29 Son equivalentes para T : V — W lineal:

1. T es inyectiva.

2. Ker(T) = {6}

8. BeJV)=T(B)eJW),VBe T (V).

Demostracién. 1) = 2) T (6) = (6) =0 e Ker(T) = {6} < Ker(T). Ahora,
si T es inyectiva, entonces 0 es el tinico vector que se mapea al Oy. Por lo tanto
Ker(T) = {6}

2) = 3) Supongamos que 5 € J (V') pero que T' () es l. d. Entonces T () incluye
un subconjunto finito [. d., que es de la forma T (y) con

~v C 3, .~y finito.
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Supongamos que

v =A{w, -~-,17k}¢ () =AT (@), ... T ()}

Si T(%;) = T (¥;) entonces T (7;) — T( ;) = 0, entonces 0 = T (7;) — T(7;) =
T (U; — ;) . Por lo tanto 0; — v; €Ker(T' {
suponer que los elementos de {T' (), ...,T (Ux)} son distintos. Como es [. d. por
hipétesis, entonces hay un vector en

H,—’

. Entonces 4; = v;. Asf que podemos

que es c.l. de los anteriores y no es T (¢;), ya que no es Oy, puesto que vy #* Oy .
Digamos que
T(v;) =T (1) + ... + T (V1) ,

de donde
T () + ..+ T (¥;—1) — T (v;) =0.

por lo tanto
U+ ... + U1 — ¥; € Ker (T)

por lo que @) + ... + ¥j_1 — ¥; = 0, pero entonces {7, Ui, Uit es . d.V
3) = 2) Si @ # 0, entonces {i} es [. i. Por lo tanto {T (@)} es I. i., asi que
T (@) # 0. Por lo tanto, V'\ {6} C V\ (Ker (1)), es decir que

Ker (T) C {6} CKer(T).

2)=1) .
TW)=TO=TW-T%=0=
=T(@—-7)=0=
=4 — 7€ Ker(T) {6} =
i-7=0=>u=7
]

Teorema 30 Son equivalentes para T : V — W lineal:

1. T es suprayectiva.
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2.8eG(V)=T(B)egGW),vVseg((V).

Demostracién. 1) = 2) Supongamos que T es suprayectiva y que 8 € G (V).
Entonces el tnico subespacio de V' que incluye a 8 es V (recuerde que £(f3) es el
menor subespacio que incluye a 3). Queremos ver que W es el tinico subespacio que
incluye a T (53) .

SiT(B) C Z s W, entonces 8 C T~ (Z) < V. Como acabamos de observar, V
es el tinico subespacio que incluye a 3. Por lo tanto T~! (Z) = V. Pero aplicando T,
y usando que T es suprayectiva, tenemos que Z =T (T~ (Z) =T (V) = WY(Z <
T (V) < W, por lo que

) = 1) Tomemos f una base de V, entonces T (55) C
= W. De esta manera,

2
L(T(B)) <T (V). Pero por 2), tenemos que £ (T (3))
W=2£(TB)<T(V)W.
Es decir, W =T (V). m

Ejemplos 43 1. Los unicos subespacios de R son {0} yR. Entonces toda funcidn
lineal R — R # 0 es una biyeccion.

2. sen(z) : R — R no es lineal.
3. 22 : R — R no es lineal.

e() . . )
4. R R no es lineal pues 0 no estd en la imagen de e ).

5 R U R no es lineal.

Ejemplo 44 ()" : M, (R) — M, (R) y Id : M,, (R) — M, (R) son funciones linea-
les. Entonces ()" — Id : M, (R) — M, (R) es una funcion lineal.

Ejemplo 45 1. Ker(()' —1Id) = {A| A'— A=0} = {A| A' = A} el subespa-
cio de las matrices simétricas.

2. (() = 1d) (M, (R)) = {A' — A | A€ M, (R)} < A, (R) el espacio de las ma-
trices antisimétricas.

Ejercicio 77 Muestre que vale la igualdad en el ejemplo anterior, es decir que

{A'—A|Ae M, (R)} = A, (R).
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Ejercicio 78 R"(QI)R es una funcion lineal. Muestre que la funcion

es una funcion lineal j0 no?.

3.2. La propiedad universal de las bases

Teorema 31 (Propiedad universal de las bases) Son equivalentes para 8 Cr
V:

1. B es una base para pV.
2. Vf:p8— W funcion, Ellf 2V — W funcion lineal tal que conmuta el tridngulo

B — Vv
v
W

Demostracién. =) Sean - V,y f:p — W. Definamos f :V — W por:

F@ =Y af (@),

en donde 0 # & = )" ¢;7;, con ¥; € 3, ¢; # 0. (Recuérdese que la expresién de & como
c.l. de elementos de [ con coeficientes distintos de 0 es tinica porque [ es una base

de V.) Es claro que
F(0) =0

si f ha de ser lineal.
Veamos que f es lineal:
si u, v € V, escribamos
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podemos suponer agregando coeficientes 0 arriba y abajo si es necesario, que las v;
que aparece en cada suma son las mismas. Asi:

fli+v) = f([zcz@}+|:zdt@:|):
= F(ra)d) = (+d) f (@) =
= lef @) +dif (5)] =Y eif () + Y dif (5) = f (i0) + £ (7).

fle-m=F(e- (X da)) = F (e (L)) = F (Xewn) -
=/ (Z (Cdi)ﬁi) = (edi) (@) = cldif () =c Y _dif (#) =

=cf (7).
Debe ser claro que flﬁ = f. Que f es la tinica funcién lineal V' — W con esa propiedad
se deja como ejercicio.
<) Supongamos que [ tiene la propiedad enunciada en 2).
Primero veamos que (3 es (. i. Si existiera & € ( tal que & € £ (6\ {Z}) definamos
la funcién
f+ B8 — F
r — 1 .
y — O0sig#7T
Por hipétesis habria una funcién lineal f : V' — F tal que conmuta el diagrama
g o=V
L 5
F

De la definicién de f se sigue que f“g(ﬂ\{jj}) = 6|2(5\{f}). Entonces
1= f(Z) = fieevan () = Oeganay () = OV.

Esta contradicciéon muestra que (5 es [. .

Veamos ahora que 5 € G (V). Supéngase que £(8) £ V, entonces IW # {6}
tal que V = £(8) @ W. Consideremos la funcién inclusién § — V, por hipdtesis,
MV LW tal que

Bo= LBBW=V
/T (3.1)
Vv
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conmuta, la funcién

T LB @W
T+

—
o
w —

8] <<

side &(B),weW.

Es una funcién lineal con esa propiedad. Sin embargo, también Idy hace conmutativo
el diagrama 3.1. Pero Idy # T, contradiciendo la hip6tesis de unicidad. m

La propiedad universal nos dice, entre otras cosas, que para definir una funcién
lineal V' — W, basta definir la funcién en una base de V.

Ejemplo 46 Sea 8 = {€), &} la base candnica para R?, sea
fi 8 - R
gl = (273)
52 = (_57 \/i)

entonces f : R?2 — R? es tal que

[ (@y) = f (261 +yéy) = af (&) + yf (&) =
:x(2,3)+y(—5,\/§) - (2x—5y,3m+y\/§).

Corolario 6 Sea 3 una base para gV y sean T,S : V = W dos funciones lineales.
Son equivalentes:

1. T=5.
2. Tjs = Ss-

Demostracién. 1) = 2) Es obvio.
2) = 1) Tanto T como S estdn en un diagrama conmutativo

go= Vv o=V
Tp=Ss | T , Ne=Ss | S
w w

la unicidad en la propiedad universal obliga la igualdad de T’y S. =
Lo anterior se expresa diciendo lo siguiente “para ver que dos funciones lineales
coinciden, basta ver que coinciden en una base de gV.
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Observacion 25 Notemos que la propiedad universal de las bases nos dice que si 5
es una base de gV, entonces hay una biyeccion

W8 — Homg (V,W)
fo— f '

Entonces [Homp (V,W)| = |[W?]|.
Ejemplo 47 El nimero de funciones lineales de (Zy)? a (Z3)* es
|(Z2)*|" = 16.

Contamos de manera explicita el numero de imégenes posibles de la base canénica
{(1,0),(0,1)}. Tenemos que (Z,)? tiene 4 elementos:

{(0,0),(1,0),(0,1), (1, 1)} .

Asi; es claro que el nimero es 4 x 4. (4 posibles imdgenes para (1,0) y otras tantas
para (0, 1)).

Ejercicio 79 ;Cudntas funciones lineales hay de (Z3)* a (Zs)* ?
Ejercicio 80 ;Cudntas funciones lineales hay de (Z,)" a (Z,)™?
Corolario 7 SiT :V — W es lineal y se anula en una base de pV, entonces T = 0.

Demostracién. Se sigue del Corolario anterior, notando que Ty 0 coinciden en
la base 5. m

Lema 1 T: pV — pW es lineal & VZ,j € V.Nc € F, T (& + cy) =T () + T () .

Demostracién. =) Si T es lineal y Z,§ € V,c € F entonces T (Z+ cy) =
T(Z)+T () =T (@) + T (Y).

<) Tomando ¢ = 1, tenemos que T (Z + 1%) = T (Z) + 1T () .

Tomando Z = 0, entonces T (cjf) = T (64— cyj’) =T (6) +cT ()= (Y). m
Teorema 32 Sean T :V — W y U : W — X son funciones lineales.. Entonces

1. UoT:V — X también es una funcion lineal.

2. Ker(UoT)=T"(Ker(U)).
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Demostracion. 1.
(UoT)(@+c) =U[T)(Z+cy)] =U[T(Z)+ T (§)] =
— U(T (&) + U (T () = (UoT) &) +cl(U o T) (7).
feKe(UoT)e (UoT) (@) =0 U(T(T) =0

(T (%)) € Ker (U) & € T~ (Ker (U)).

Definicion 40 Si gV y pW son espacios vectoriales entonces

Homp (VW) ={T:V - W |T es lineal} .

Ejercicio 81 Sean pV y pW son espacios vectoriales.

1. Demuestre que WY = {f :V — W | f es una funcién} es un espacio vectorial,
con las definiciones naturales de suma y de multiplicacion por escalares (por

ejemplo, (cf) (V) =: ¢ f (D)
2. Homp (V,W) < WV,

Ejercicio 82 Demuestre que

R3 BooR R3 2R R? = R
(I7y’z) — I7 (l‘7y7z) — y7 (I7y72) I x

son funciones lineales. Entonces Vk,l,m € R, kp;+Ips+mps es también una funcion
lineal. Es decir que la funcion

f(zyy, 2) = ke + ly+ mz
es una funcion lineal.

Ejercicio 83 Demuestre que toda funcion lineal de R® a R es de la forma descrita
en el ejercicio anterior.
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Ejercicio 84 1. Demuestre que

R™ %R
(1717-1327--~,13n) = Ik
es una funcion lineal.
2. Demuestre que
R™ - R
n
(T1, %2, 00 Tp) CkT
k=1

es una funcion lineal para cada sucesion ci.co, ..., c, € R.

3. Demuestre que toda funcion lineal de R™ a R es de esta forma.

Ejercicio 85 1. Demuestre que
R - R”

ro— 0,0,...,7,...,0
N——

k lugares
es una funcion lineal.

2. Demuestre que
R <& R®
T 0,0,...,cr,...,0
k lugares

es una funcion lineal.

3. Demuestre que
f

R = R™
r — (@, e, ..., Cp)
es una funcion lineal.
Definicién 41 T :V — W lineal es un isomorfismo si 3U : W — V lineal tal que
ToU=Idyw yUoT = Idy.

Teorema 33 Son equivalentes para una funcion lineal T :V — W:
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1. T es un isomorfismo.
2. T es biyectiva.
3. B base de pV = T (55) base de pW,Vp.

Demostracién. 1) = 2) Por definicién un isomorfismo es una funcién con inver-
so. Las funciones invertibles son precisamente las biyectivas.
2) = 3) Por los Teoremas 29 y 30, T (5) es I. i. y genera W.

3) = 2) Primero notemos que Te T () es una biyeccién. Basta ver que es
inyectiva. Si no lo fuera, tomemos dos vectores @ # v € 8 tales que T (d) = T (7).
Cambiemos la base 3 cambiando # por ¥ — @, para obtener el nuevo conjunto 3" (que
sigue siendo base de V, ejercicio facil). Notemos que T' (¢ — @) = 0eT (8), por lo
que T'(B') es I. d y entonces no es una base para WY

T

Toda vez que hemos notado que /3 L (B) es una biyeccién, tomemos la funcién
inversa T () % 3. Como T () es una base para, la propiedad universal de las bases
nos dice que 315 : W — V tal que

TB) — W
71 1S (3.2)
g =V
Por otra parte comparando
g =V
Ts | 17 B —= V
T() — W conld| |l
‘1 N g =V
f o=V

y notando que g o 7|3 = Idg, tenemos por la unicidad en la propiedad universal que
S oT = Idy. Andlogamente se sigue que T o S = Idy,, comparando los diagramas

re) = w

*l 1% T@) — W

B — V con e | 1w
Tis | 17 TB) — W
rE — w
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Ejercicio 86 Muestre que son equivalentes para una funcion lineal T :V — W:

1. T es un isomorfismo.

2. 3B base de gV tal que S >>ﬁ T(B) yT(B) es una base de pW.
Teorema 34 Son equivalentes para dos espacios vectoriales gV, pW :

1. VEW (V esisomorfo a W).

2. dim(V) = dim(W).

Demostracién. 1) = 2) Sea V % W un isomorfismo. Una base 3 de V se

v
mapea bajo ¥ en una base de W. Como g — W (8) es una biyeccién, entonces
() =13 = ¥ ()] = dim ().

2) = 1) Sea 8 >>—» ~ una biyeccién entre una base de V' y una base de W.
Usemos la propiedad universal de las bases para definir un funcién lineal f VW
que extienda a f. Definamos también la funcién lineal T' : W — V que extiende a
f~1. Entonces la funcién lineal T" o f extiende a f~!o f = Ids. Por la propiedad
universal de las bases, I" o f = Idy. Simétricamente, f ol'=1Idy. m

Definicion 42 Para una funcion lineal T : V' — W, se definen:
1. nul(T) = dim (Ker T) : y se llama la nulidad de T.
2. rango(T) = dim (T (V)) .
Teorema 35 Para una funcion lineal T : V. — W, con dim(V) € N, se tiene que
nul(T) + rango (T) = dim (V) .
Demostracién. Tomemos X < V tal que V = Ker(7T') @ X. Tenemos que
nul (T') + dim (X) = dim (V)

(la unién de una base de Ker(7') con una base de X nos da una base de V). Vi € V,
T=Fk+, conk € K, 7€ X. Entonces T (7) = T (E) +T (%) =T (Z). Por lo tanto
T(V)CT(X)CT(V)y podemos considerar el diagrama

T

V = T(V)
1 incl. I
x o
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es inmediato que Ker(7]y) = {f eX|T(@) = 6} =(Ker(T))NX = {5} .
Por lo tanto Tjx es una funcién lineal inyectiva y asi, es un isomorfismo de X en
T(X)=T (V). Por lo tanto,

dim (X) = dim (T (V)) = rango (7).
Una simple sustitucién, nos da el resultado deseado:
nul (7') + dim (X) = dim (V)
nul (T) + rango (T') = dim (V)
]

Corolario 8 Sea T : V — W una funcion lineal entre dos espacios vectoriales de la
misma dimension n (n € N). Son equivalentes:

1. T es inyectiva.
2. T es suprayectiva.

3. T es un isomorfismo.
Demostracién. Basta mostrar que 1) < 2).

T es inyectiva < Ker(T') = {6} < nul(T) = 0 < rango(7T') = dim (V)
< dim (T(V)) =dim (V) & T (V) =V < T es suprayectiva. m

Definicion 43 Recordemos que
FX) ={f:X =V |sop(f) es finito}.
Para cada x € X definimos

O0p: X
x

F
1.
x#y 0

111

Observacién 26 sop(d,) = {z} que es finito, por lo tanto §, € FX).
Lema 2 {0,},.y es una base de FX).

Demostracion.
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n

2‘31511' =0

i=1

entonces para una j € {1,...,n} tenemos que
0=0(z)) = <Zcz5z> () = (¢ 6s, (2))) = ¢; ¥j € {1,..,n}.
=1 =1
Por lo tanto {0,},.y es linealmente independiente.

2. Sea ahora g € FX)| demostraremos que g = 5. g () d,:
z€sop(g)

a) Para 2z € X\sop(g), entonces g (2) =0y

ST g | ()= > (9(x)d.(2) =0.

z€sop(g) z€sop(g)

b) Para z €sop(g), entonces

Yog@d | ()= > 9(@)(x)=g(z)-1=g(2).

z€sop(g) z€sop(g)

Por lo tanto g= > g¢(z)d,. m
z€sop(g)

Teorema 36 Si oV es un espacio vectorial, entonces V = FX) para algin conjunto
X.

Demostracién. Sea 3 una base de V y consideremos F?), la biyeccién
g >>— {55}565
7z — 0z

muestra que gV tienen la misma dimensién. m

Ejemplo 48 Una funcion f : R — R que respeta la suma y que no respeta la
multiplicacion.
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Recordemos que R es un espacio vectorial sobre @, de manera natural. Como los
espacios vectoriales tienen base, entonces R es isomorfo a Q® para algin conjunto
X (podemos escoger X como una base de gR. Podemos notar que X tiene que ser
infinito, pues |Q? = |N?| = |N|, de aqui que si n < 2™, entonces

Ql < Q" < |Q*"

-1
— ‘sz

=..=|Q < |R|=[29|.

En particular, podemos escoger v; € X y definir la funcién

FosiiAw

Por la propiedad universal de las base, 3 f ;g R —@ R lineal que extiende a f. Siendo
lineal, tiene que respetar la suma, ahora, esta misma funcién no es lineal de gR —
rR, pues de serlo, serfa de la forma c - _ , pero entonces f(v)) = 201 = ct) y
(&) = & = c&, de donde se tiene que 2 =1 Y

Ejemplo 49 Una funcion que respeta la multiplicacion por escalares que no respeta
la suma.

Sea,
f: R2 — R?
(z,0) — (2z,0)
(x,y) — (2,9) SiyA0

f respeta multiplicacién por escalares:

f(e(x,0)) = (2¢2,0) = ¢(22,0) = ¢f (x,0)

fle(w,y) = flew,cy) = (cx, cy) = e(w,y) = cf (w,y) siy#0°
1
(

f no respeta la suma: (1,1) = f((1,1)) = £ ((1,0) +(0,1)) .
FLO)+7(0,1) = (2,0)+(0.1) = (2,1) # (1,1)..

Ejemplo 50 El numero de funciones lineales de gV a pW es
el numero de funciones de V.a W es ‘WV’ Por ejemplo, el nimero de funciones
lineales de R a R es |R|, pues tenemos la biyeccion

R — Homg (R,R)

c c-_ '

Pero,

(
Oa

R < |2¥] <[],
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ya que [R| < |p(R)| = [2%|. Ademds 2% — R®, pues toda funcién con valores en
{0,1}, puede pensarse como una funcidn con valores en R.

Las funciones lineales de V-a W son “pocas” comparadas con todas las funciones de
VaW.

Observacién 27 Para cualquier conjunto X, se tiene que | X| £ |p (X)].

Demostracién. La funcién f : p{(x)? es inyectiva, por lo que | X| < |p (X)].

Si existiera una funcién biyectiva f : X >>—» o (X), consideremos el conjunto

A={zeX|[z¢[(2)}

como A € p(X), entonces A = f (u), para alguna u € X.
Notemos ahora que u € A = u ¢ f(u) = A. Por lo tanto v ¢ A = f (u). Pero
como u ¢ f (u), entonces u € AV.

Como no hay biyecciones entre X y o (X), tenemos que |X| < |p (X)]|. =
Observacién 28 [p(X)| = [2*].

Demostracién. 2X = {f : X — {0,1} | f funcién} . La funcién

es una biyeccién. m

Ejercicio 87 Muestre que la funcion

p(X) & 2%
Y =X

donde x,, es la funcién caracteristica de'Y :
() = lsizeY
N WEEN 0siz ¢y ’

es la inversa de la funcion 7 de la Observacion anterior.
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3.3. La matriz de una transformacion lineal

Definicién 44 Sea pV con base § = {#1,%3,...,Z,} definamos g : V. — F"
mediante la propiedad universal de las bases por medio de

NS
& P

Observacién 29 Notemos que ®3 es un isomorfismo, cuyo inverso tiene la propie-
dad de que @gl(é;») = 7.

Observacién 30 q),g (17) = (I)g (Z%f’}) = Z(I)g (a,fz) = Z(lz(b/g (Tj) = Z(Llé; =
i=1 i=1 i=1 i=1

ay
a2

a’!L

(451

az
El vector | . se llama el vector de coordenadas de ¥ respecto a § y también

se denota [0]; .
Observacién 31 T : F™ — F™ lineal =
T(Cl], ag, ..., CLn) = alT (51) + GQT (62) + ...+ anT (gn) .

Definicion 45 La matriz de T : F" — F™ es la matriz cuyas columnas son
T(e1),T(e2),....T(e,): (T (e1) T(ez) ... T(c,)).

Ejemplo 51 La matriz de T : R®> — R? tal que

T (z,y,2) = (2x +3y,x — 2y — 2)

23 0
1 -2 -1/

€s
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Definicion 46 Si T : V. — W es una funcion lineal entre los espacios vecto-
riales sobre el campo F, de dimensiones n y m, respectivamente, con bases [ =
{21, %2, . Zn} v = {U1, Y2, -, Um} Tespectivamente. Entonces [T]; es la matriz de
@,0Tody "

F" — F™ en el diagrama conmutativo

Vv — w
G 1*
P oTod !
)l TP m
Explicitamente, la j-ésima columna de [T]g es el vector en F™ :

(@,0T0d;") () = (®,07) (25 (&) =
= (2,07 () = @, (T (&) = [T (&),
es decir, es el vector de coordenadas de T (Z;) respecto a la base 7.

Observacién 32 Fl coeficiente i, j-ésimo de la matriz [T]g es la i-ésima coordenada

de [T (7)), .

Ejemplo 52 Consideremos la funcién derivada D : P3 (R) — Py (R) y tomemos las
bases candnicas 3 = {1, 2, 2%, 23} y v = {1, 2,2} entonces

0100
D=(0020
000 3

Teorema 37 Sean gV y pW dos espacios de dimension finita n, m respectivamente,
con sendas bases 3, v. Los espacios vectoriales

Homp (V,W)

]\/[mxn (F) )

son isomorfos.

Demostracién. Denotemos 8 = {Zy, .7}, v = {U1, -, U } -

Definamos
5

v
HO?TZF(‘/,W) —ﬁ> ]V[an(F) .

T +— [T}g
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1. W} es una funcién lineal. Tomemos T', S € Homp(V,W), ¢ € F, entonces W)(T +
cS) = [T'+ ¢S]} Calculemos la columna j—ésima de esta matriz:

_ ([T]g)i+c. ([S]g)l: ([T}Z te. [S]g)i.

Como las j-ésimas columnas de las matrices [T+ ¢S]} y [T} + ¢ - [S]] coinciden, y
esto vale para cada columna, entonces

[T + eS| = [T+ ¢+ S]]

Por lo tanto ¥} es lineal. m

2. \I/} es inyectiva. Para mostrar esto basta ver que Ker(\I/g) = {0}, la transfor-
macién lineal cero.
Sea T una transformacion lineal de V' a W tal que ¥} (T') = O. Entonces, para cada

0
j, tenemos que (\I/} (T))l =Qi= | :
0
Entonces
0
@, (T(F) = [T(#)], = | :
0
Pero entonces, aplicando <I>;1, obtenemos
0
0

de aqui tenemos que T se anula en la base 3. Por lo tanto T = 0. (Ver el Corolario
7).

Demostracién. 3. Veamos que \I/g es suprayectiva.
Sea A € Mpyxn (F). Queremos resolver la ecuacién [T]; = A. Para una T que
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satisfaga la ecuacién, debemos tener que sus j—ésimas columnas coincidan. Entonces
debe pasar que

A
() e | ],
A

A7]
- Agj
o, (T(@) =1 .7 |,
A
es decir que
Ai.,j
Tyt | 2N
((L’j) = (I),Y . = ZAwyz e Ww.

: i=1

A

La propiedad universal de las bases, nos asegura que una funcién lineal V' — W tal

m
que &; — Y A, ;i para cada j. Es claro que si llamamos T a esta funcién lineal,

i=1

entonces W), (T') = A.
Tenemos que \Il} es un isomorfismo. m

Definicién 47 Sea A € M,y (F), definiremos la funcidn lineal (A-_) : ™ — F™
(Multiplicar por A por el lado izquierdo) definiéndola en la base candnica de F™ :

A-8 = (A-)(&) = AL

FEntonces

(A4-) (Z%‘%‘) = AL

J=1 J=1

Observacién 33 (A-_) : F™ — F™ es por definicion una funcion lineal (se ha
usado la propiedad universal de las bases para definirla).
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Observacién 34 La matriz de (A - _) respecto a las bases candnicas de F™ y F™ es
A.

Demostracién. Sean 3 y v las bases candénicas de F™ y F™ respectivamente.
i . , ,
(C4-R)" = 4 = [(49)]" = (4. m

Teorema 38 Sean 8 = {71, ..., Tn} = V. yy=A{t, ., Un} = WoyT: VW
lineal. Entonces el siguiente cuadrado es conmutativo:

T

V — W
] 1 (3.3)
(713
F’n Fm

Demostracion. Sea v € gV, queremos demostrar que
i = T (v
] 1*
— [T]g‘ v —» —
[(@)]4 [T]5 - ()]s = [T (9],
En efecto: supongamos que

U= 1T + Ty + ... + Ty,

entonces
(©y 0 T) (¥) = (T (7)) = [T'(V)], =
= [T (lel + szg + ...+ Cnfn)],y =
= [Cl 'T(fl)+€2'T(fQ)+~~~+CTL. (fn)]fy:
=c - [T(@)], + e [T (@), + o+ o [T (7)), =

[

veo (IT) e (1T3)" =
= ([T]g : 51) +o- (mg : 52) 4ot ([T}g : gn) -
- ([T]g : 6151) + ([T]g : 0252) N ([T]g : cn€n) -
= [T]g (181 + by + ...+ ) =
=[5 - (D) -
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Ejemplo 53 Sea 8 = {1,z,2?% 2%} - P (R), v = {1,z,2%} - Py (R). Tomemos
la funcion derivada D : P3 (R) — Py (R) entonces
0100
000 s

y tenemos que el diagrama siguiente conmuta:

Py (R) — P (R)
® ] > (3.4)
R4 [%_ R3
Utilizando esto, podemos calcular D (a + bz + cx® + da?) :

D (a+bx+ca®+da®) =" o ([D};’i_) 0 ®g (a+bx + cx® + da®) =

<2

a a
. b . b
@710([1)]73-_) S N12 S I
d d
0100 Z
o, [[0020 =
000 3 p
0 1 0 0
=o' a|l O )+b| 0 ) +c| 2 ) +al 0 =
0 0 0 3
b
=o' | 2¢ | =b+2ex +3da?.
3d

Definicién 48 Sea = {1,...,Z,} o FV, definimos I, =: [Idv]g.

Observacién 35
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—

Demostracién. ([Idv]g)l = [ldy (7))]; = [T, =¢;. »

Definicién 49 Sean A € Myxm (F) y B € M« (F). Definimos AB como la
matriz de (A-_) o (B-_): F" — F™, respecto a las bases candnicas de F" y F".

B A._ . . -
Fr = F™ F™ = F" son funciones lineales, tomemos 3,7 y A las bases canoénicas
de F", F™ F™ respectivamente. Calculemos AB explicitamente:

(ABY. = [(A- )0 (B- )&, = [A(B&)],
— ®, (A(BE))) = A(®, (Be)). Pues

Fm i) Fn

*r ] 12
A-_
m—=
conmuta. Por otra parte, ®., (B€;) es la j-ésima columna de la matriz de B-_ respecto
a las bases 8 y . Es decir, que es BL. Ahora

Bl,j

. B, . m . m . m
: k=1 k=1 k=1
B, ;

Aqui estamos denotando v = {ﬁ, ﬁ, . fm} .

m .
Asi, la i-ésima coordenada de AB, es la i-ésima coordenada de Y By ; (A%). De-
k=1
notemos por
(o Fm — F

(a1, a9, ..., ) — G (3.6)
Entonces . -
(AB),; = (ZB,W- (Ai)> = (ZBWZ (A )) =
= (inﬂTZ (A )) = (in,]A1k> = (iAl kBk]>

En resumen,
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T s . . . .
Teorema 39 Sean pV — pW = pZ funciones lineales entre los espacios vectoriales
V.W, Z, con bases 3,7, A de cardinalidad n, m,r respectivamente. Entonces

[So Ty =[S]) (113

Demostracién. Consideremos el diagrama

T S

Vv — W — Z
Blm .
n [ﬁ; m % Fm

Agrandémoslo de la manera siguiente:

v 5 W Sz
o3 l lq’w l‘I’A
7. A,
)ad [T]_E; m [S]_“f; o
Idl l]d
2 Vo Y.
Fn ([S]W MT]G ) Fm
Comparandolo con
174 SoT 7
| 1
Fr [Si]%" Fm

Observamos que [S o T} = B3 0 (S o T)od,, = ([5@ : _)o ([T}g : ) - ([S]A [T]g)-
-. Por lo tanto [S o T]g = [S]i‘ TT;. =

Ejemplo 54 Consideremos las rotaciones Ry y R, en el plano sus matrices respecto
a la base candnica de R? son

<cos(9) sen(9)> <cos(0) sen(a))

sen () cos (6) sen(o) cos (o)

respectivamente. Como

]R2 & R2
Id:tbﬁl l(bﬁ
R 5 g
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Entonces, Ry = [Re]g .= < cos (¢ )) —sen (0)

0 O Y or o que
w(y)- (00 e ) ()= (et )
Ahora, es claro que RyRg = Ry.g, por lo que

< cos () —sen (o) ) < cos (0) —sen(6) ) _

sen(c) cos (o) sen(0) cos(0)
_ ( cos(o+60) —sen(oc+0) )
sen(oc+0) cos(o+0) ’

Si efectuamos el producto en el lado izquierdo de la ecuacion anterior, tenemos que:

< cos (o) cos (0) — sen (o) sen(f) —cos (o) sen(0) — sen (o) cos (0) ) _
sen (o) cos (0) + cos (o) sen(0)  cos (o) cos (0) — sen (o) sen(6)

() )

en donde estdn incluidas las formulas

cos (o + 6) = cos (o) cos (0) — sen (o) sen(0)

sen(o 4 0) = sen (o) cos (0) + cos (o) sen(6).
Ejemplo 55 Sean A, B matrices de mxn y de nxs, con coeficientes en F. Entonces
1. A= AIL,.
2. B=1,B.
Demostracién. Sean (3, , A las bases canénicas de F", F™ y F'*| respectivamen-
te.

1. Consideremos las funciones F" 25 Fm y Id: F" — F". Entonces F" (4-)o]d

F™ es una funcidn lineal cuya matriz respecto a las bases candnicas satisface:

A:[<A~->g:[<A~_>ofd1g:[<A~_>}goud]§:z4~fn.

2. Consideremos las funciones F* — F" y Id: F" — F™.
B=[(B- )} = [do(B- )} = 14} [(B- )} = I B.
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Ejercicio 88 Sea o, : R? — R? la reflexion sobre la linea ¢ que pasa por el origen.
Muestre que su matriz respecto a la base candnica es

< cos (2a)  sen(20) > |

sen(2a) —cos (2a)
donde o es el dngulo que hace la linea ¢ con el semieje de los reales positivos.

Ejemplo 56 Sean o, y o, refleviones sobre las lineas {1 y Uy (una con dngulo o y
otra con dngulo 0, con el semieje de los reales positivos) respectivamente. Entonces
0, o0

A L9

tiene matriz

(cos(2a) sen (2a) > (cos(29) sen (20) )_

sen(2a) —cos (2a) sen(20) — cos (20)

_({ cos(2ac—20) —sen(2a — 20)
N ( sen (2 — 20)  cos (2 — 26) )

Entonces la composicion de dos reflexiones es una rotacion.

3.4. Suma y producto de matrices

Teorema 40 El producto de matrices es asociativo. Es decir, si
A€ Mypsm (F), B € Mpx, (F), C € M,y (F) entonces

(AB)C = A(BC) € My (F).
Demostracion. Consideremos las funciones lineales
Fs S5 propr B pmopm A- pn
componiéndolas obtenemos
((A-)o(B-))e(C-)=(A-)o((B--)o(C-)

puesto que la composicién de funciones es asociativa.
Denotemos ahora 3,7, A, 4 son las bases candnicas de F**, F" ) F™ F™ respectiva-

mente. Entonces
(A o(B-)o(C-ls=
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De la misma manera, [(A-_)o ((B-_)o(C-))s=A(BC). =

Definicion 50 Diremos que una matriz A € My, es invertible, si AB € M,,«, tal

que
AB =1, = BA.

Ejemplo 57 La matriz de una rotacién en R? por un dngulo 0 es invertible. Es claro
que R;l = R_y. Consecuentemente,

(g ) o () oy,

(0 ) (o) ™)

- ( cos”(0) i e @) cos? (0) f: sen? (0) ) - ( 01 >

Si se multiplica en el otro orden, obtenemos

< o0 J(; o) cos® (—0) 7(3 sen? (—0) ) B < (1) (1) > '

Ejemplo 58 Debe ser claro que una reflexion en R? a lo largo de una linea ¢ que
pasa por el origen y que hace un dngulo « con la parte positiva del eje de las x, es
su propio inverso. Por lo tanto debe pasar que

<cos(2a) sen (2a) )1_<cos(2a) sen (20) )

sen(2a)  — cos (2a) sen(2a) — cos (2a)

Verifiquémoslo:

En efecto, ) ) ) )
(COS( a) sen(2q) > (COS( a) sen(2q) > _

sen(2a) —cos (2a) sen(2a) —cos(2) )

_ ( cos? (2a) + sen? (20) 0 )

B 0 sen? (2a) + cos? (2c)

_<(1)(1)).
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2ry PLANANG
Ejemplo 59 Los vértices de R?dados por cos (5;) Senz,g n ) ! ,keZ,
sen (7) cos (7) 0
son los vértices de un n—gono reqular centrado en 0, uno de cuyos vértices es (1,0).
Tomemos n =9, y k € {0,1,2,...,8} en

(wﬂ%)—ww%i

sen () con 5 )
Contd) sy ) (o) = (Salonds)) )

() ol Y ()= (s i) o

2
3sen (%TF) cos? (%7‘() — sen® E%’/T) ) ’

)
(( o) ety ) (0)-

21) —9cos® (27) sen? (?W) + sent (%;r) >
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Teorema 41 Sean A € My (F), B,C € M,y.. Entonces
A(B+C)=AB+ AC.
Demostracién. Consideremos las funciones lineales
(B-.),(C-.) € Homp (F",F™)
y la funcién lineal (A -_) € Homp (F™, F™). Entonces
(B-)+(C-.)e Homp (F", F™)

y entonces

(AR o [(B- )5+ [(A- )P [(C- ]} = AB + AC.

Y v

Estamos denotando 3,7, A las bases canénicas de F", F" F'™ respectivamente.

De la misma manera,

A(lB-+1C- ) =AB+C).

Ejercicio 89 Demostrar que si B,C' € My, A € M,y (F'), Entonces
(B+C)A=BA+ CA.
Teorema 42 Son equivalentes para una matriz A € M, xn, (F) :

1. A es invertible.

2. A tiene inverso derecho.

97
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3. A tiene inverso izquierdo..

4. La funcion A-_: F™ — F" es inyectiva.

5. La funcion A-_: F™" — F™ es suprayectiva.

6. La ecuacion AZ = 0 tiene sdlo la solucidn trivial.
7. La ecuacion AT = b tiene solucion, Vb e Fn3

8. Cada ecuacion AZX = b tiene solucion unica, Vb € F™.

Demostracién. 1) = 2) Es claro.

2) = 5) Supongamos que B es una matriz en M,,, (F') tal que AB = I,,. Entonces
Idpn =1,- .= AB-_=(A-_)o(B-_). Por lo tanto, (A - _) tiene inverso derecho, y
como tal, es suprayectiva.

5) = 1)Se sigue del Corolario 8.

1) = 3) Es claro.

3) = 4)Supongamos que C' es una matriz en M, (F') tal que CA = I,,. Entonces
Idpn =1, --=CA-_=(C-_)o(A-_). Por lo tanto, (A - _) tiene inverso izquierdo,
y por lo tanto, es inyectiva.

4) < 6) A-_: F" — F" es inyectiva, si y sélo si su nicleo es trivial, si y sélo si

A7 =0=7=0.

Hasta aqui, hemos visto que las primeras 6 afirmaciones son equivalentes.

5) < 7) A-_: F™ — F™ es suprayectiva si y sélo si Vb € F", 3% € F tal que
A-T=b.

(4) AT)) = 8) Es claro.

8) = 7) Es claro. m

Ejemplo 60 Sea

T: R3 — R3
T T4y —2z
Y — —Tty
T —xr—y+z

3Note que esta ecuacién se puede interpretar como un sistema de n ecuaciones con n incégnitas.
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1 1 -2
cuya matrizes | —1 1 0 |. Es decir que T = [T]er - _. La funcidn inversa
-1 -1 1
de T, (que existe porque el sistema de ecuaciones
r+y—22=0
—r+y=0
—x—y+z=0

tiene sdlo la solucidn trivial) debe satisfacer

1 1 1 0 0
1o ], 1 1 0 NN 0
-1 0 -1 0
1 1 1
Ezxpresemos | 0 como c.l. de 1 , a fin de poder
0
calcular S en &) (la primera columna de la matriz de S.).

1 1 —
Resolvemos z | —1 | +y 1 |+=z 0 , . es decir,
-1 -1 1
r+y—22=1
—x+y=0
—x—y+z=0
-1/2
cuya solucién es : [ —1/2
—1
1 1 -2 0
Ahora resolvemos z | —1 | +vy 1 |+=z 0 =11 ], esdecir,
-1 -1 1 0
r+y—22=0
—r+y=1
—r—y+z2=0
~1/2
cuya solucién es 1/2

0
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Por tltimo, resolviendo.

T+y—22=0
—z+4+y=0
—r—y+z=1
-1
obtenemos la solucién | —1 | . Esto quiere decir que la matriz de S es
-1
1 1
R
-3 3 1
-1 0 -1
En efecto,
—% —% -1 1 1 =2 1 0
-5 2 -1 -1 1 0]={010|],
-1 0 -1 -1 -1 1 0 1
pero también
1 1 =2 —% f% -1 100
-1 1 0| -3 3 -1]=(010
-1 -1 1 -1 0 -1 001

El teorema anterior nos sugiere un algoritmo para invertir una matriz.

Teorema 43 Sea A € M, , invertible, entonces la inversa de A es la matriz cuya
Jj-€sima columna es la solucion de AT = €j.

Demostracién. ABL = (AB)L = (I,)L=¢;. m
Asi que para encontrar la inversa de la matriz A, habria que resolver las ecuaciones

AT =g

para cada j.

Esto se hace tomando la matriz aumentada ( Ale; ) , reduciéndola y escalonan-
dola. Al final se debe obtener ( I, ’Bi ) puesto que la solucién es unica.

Uno puede resolver las n ecuaciones

AZ =8, AT = &, ..., AT = ¢,
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simultdneamente, si se toma la matriz aumentada
(AlL)
y se reduce y escalona. Se termina en
(LB ),
donde B satisface AB = I,,, es decir que B = A~!.

Ejemplo 61 Reduciendo y escalonando la matriz:

12341000
13580100
00120010’
12350001
obtenemos
1000 1 -2 1 2
0100 -1 1 -2 0
0010 2 0 1 =2
0001 -1 0 0 1
Por lo tanto
1 2 3 4 1 -2 1 2 1000
1 35 8 -1 1 - 0] [0100
001 2 2 0 1 -2 10010
1235 -1 0 0 1 0001
Ejercicio 90 Calcular la inversa de
12 3 4
1 35 8
0012
1235
en ]\44><4 (Z5) 5 ]V14><4 (Z7) .
Ejercicio 91 Calcular la inversa de
2 4 6 8
3 7 11 18
2 4 7 10

-2 -5 -8 -13
en ]\/[4><4 (R) .
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3.5. La matriz de cambio de base

Sea T : V — W una funcién lineal, 3, 3" dos bases para V, 7,7  dos bases para
W. Como
T =1IdyoToldy

entonces )
[T} = [Tdw]Lo [T]}o0 [Tdy]].

En particular, para T : V — V, 3,3 bases para rV tenemos que
T3 = [Tdw)Go [T]0 [Idv]5.

Su uno hace Q = [I dv]g , notemos que Q! = [/ dv]g y uno puede escribir

7] =Q " o [T];0Q.

Definicion 51 La matriz [Idv]g se llama la matriz de cambio de base de B a 3, ya
que el siguiente cuadrado es conmutativo:

V Idy V
I

w\ [ \wﬂ
[f}ﬁ'—’[f]g'

jall v ple
[tdv]] -

de donde se vé que [Idv]g- - manda el vector de coordenadas de ¥ respecto a la
base B al vector de coordenadas de T respecto a la base [3.

Asi, si 8= {1, ... Tut, v ={%, -, Un} ¥ T = a1Z1 + ... + a,, T, entonces

ap bl
[]dv]g : — : = T=b01 + ... + buify.
Ay, bn

Definicién 52 Se dice que dos matrices A y B € My, (F) son similares si 3Q) €
Mysen (F) invertible, tal que

A=Q'BQ.
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Ejercicio 92 La relacion de similaridad «~ es una relacion de equivalencia en

Mysn(F).

Definicién 53 1. Se dice que la matriz A representa a la funcion lineal T : V —
W si existen 3 base de V', v base de W tales que A = [T]g

2. Se dice que la matriz A representa a la funcion lineal T :'V — V si existe

base de V', tal que A = [T]Z .

Teorema 44 A es similar a B <= A y B representan al mismo operador lineal*
T:V =V

Demostracién. <) Si A = [T]g y B = [T1]], entonces:
T = IdoTo]d:>[] I } [T - [1d)

-1
Como [Id]f [1d]} = [Id]g = I,,, tenemos que [Id]f = ([Id]g)
=) Si A = Q7 'BQ, entonces A representa a A-_: F" — F™. Entonces A =
[A- _]g , donde 3 es la base canénica de F™.

A=A ] [Id] [A-J7[Id]; y A= Q 'BQ. Entonces es claro que si [Id]f =
Q~', entonces B [A 5.

De [1d)° ,, = Q'observemos que basta tomar
= {@h @ ey}
[

Ejercicio 93 Sea
T: P3 (R) — ]\/[2><2 R)

o= <f<']; <>f° o)

1. Encuentre la matriz de T respecto de las bases candnicas.

2. Encuentre la inversa de la matriz anterior.

3. Encuentre 77, y diga cudnto es T* ( Z Z > ‘

4Cuando una funcién lineal T:V — V, vade V a V, se dice que T es un operador.
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4. Aplique la férmula para encontrar 7! < ;) i )

Ejercicio 94 1. a) Encuentre un polinomio cuya integral de 0 a 1 valga 2,
b) su integral de 0 a 2 sea 4,
¢) su derivada en 0 sea 7

d) y su valor en 1 sea 2 mds su valor en 0.

Ejercicio 95 Sea

PR Moy (R)
f@) f((2) f(0)
! (1 o Ho )

1. Calcule la matriz de T respecto a las bases canonicas.
2. Encuentre el inverso de la matriz del inciso anterior.
3. Muestre que T' es un isomorfismo.

4. Calcule T

5. Use 7! para encontrar un polinomio que en 1 valga 2, en 2 valga 3, que en 0
valga 5, que tenga un maximo local en 0, y que su integral de —1 a 1 sea 2

Ejercicio 96 Muestre que el conjunto de todos los polinomios que satisfacen el inciso
5 del ejercicio anterior son tantos como |R|.

Ejercicio 97 Sea

BR) — M,y (R)
foo— < F@) £ £(0) >
@ 2 £

1. Calcule la inversa de T.

2. Use el inciso anterior para encontrar un polinomio que en 1 valga 1, en 2 valga
1, en 0 valga 3, y tales que sus derivadas en 1,2, y 0 sean 1,-1,0, respectiva-
mente.
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Ejercicio 98 3 = {sen(z),cos(z)} es una base para
{feR-R|f(x)=—f(x), [ tiene todas sus derivadas} .

v ={sen(x+1),cos(x + 1)} es otra base. Encuentre la matriz de cambio de coor-
denadas [1d]}, y las coordenadas de sen(x) — 3 cos () respecto de .

Ejercicio 99 Recuerde que la proyeccion sobre W a lo largo de Z, es
ph,: WZ — W
w+2zZ —
1. Demuestre que p, es idempotente, es decir, que p§, o pé, = pZ,.

2. Muestre que todo operador lineal 7' : V' — V idempotente es una proyeccion,
mostrando que T' = p?'g/()T ),

3. Sean W;, Wy, Wi los subespacios de R?, siguientes:

Wi ={(z,0) | z € R}
Wy ={(0,z) | z € R}
Wi = {(x,z) | x € R},

calcular pv‘%, p% y ver que son distintos.
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Ejercicio 100 Sean vy una base de W (W de dimensiéon m) y T : V. — W wuna
funcion.

1. Demuestre que 7" es lineal <& ®, 0T : V — F™ es lineal.
2. Demuestre que S : V' — F™ es lineal < p;0S es lineal para cada i € {1,...,m}.

3. Use lo anterior para mostrar que

P5 (R) — ]\/fgxg (
F < F) £

R)
o 1@ o)
JLF F0) 1)

es lineal.

Ejercicio 101 Consideremos las matrices

1 000 1 -1 3 -7
0200 0 8 —4 —6
A=looz20]vY o1 =3 -1
00 01 0 0 0 1
1. Calcule Q71
10 -1 -1
02 0 6
: -1 _
2. Verifique que QAQ™ = 00 2 1
00 O 1

3. Note que QA"Q™1 = (QAQ™1)" ,Vn € N.

10 -1 -1

02 0 6
4. Calcule 00 2 1

00 0 1

1. Muestre que
i F — F"

r o— ré.’

es lineal, donde | et = | 0,0,...,0,1,0,...,0
N’

k coordenadas



3.5. LA MATRIZ DE CAMBIO DE BASE 107

2. Si " L Foes lineal, entonces T’ : =
-
= (T oi1)(z1) + (T ois) (x2) + ... + (T 0 1p) (x,)
3. (iropr+igope+ ... +igop,) = Idpn
4. Muestre que T es lineal si y sélo si T o i, es lineal, para cada k € {1, ...,n}.

s .. A B XY .
Ejercicio 102 Suponga que < cplv\ z 0 > son matrices de n Xm ymxr,

respectivamente. Suponga que las submatrices A, B,C, D, X,Y, Z, Q) son tales que se
pueden realizar los productos

AX,BY, AY,BQ,CX,DZ,CY, DQ.

- A B\ (X Y\_[(AX+BZ AY +BQ
uestre que |~ ) Z Q) \CcX+DZ CY+DQ )

Ejercicio 103 Verifique lo anterior multiplicando las matrices
11 11 o 6 2
2 -2 -1
-1 0 -1 0
(1 0] [14] R
-2 68 4

Ejercicio 104 Se dice que W <V es T—invariante, T : V — V lineal, si T (W) <
W, es decir si

inc. inc.

conmuta.

1. Suponga que la dimension de V' esn y que la de W es m. Muestre que si vy es
una base para W, entonces existe 3 base de V tal que

T)E = ( 7]y B )

0 C
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2. Muestre que T' invertible = T, invertible y C es invertible.

3. Muestre que T es invertible <=
—1 -1 -1
mg By ()"
0o c 0 ct)
donde Y satisface [TW]:Y/ Y + BC~! = 0. Es decir,
-1
Y = ([le]’yy) (_Bcil) :

Ejercicio 105 Muestre que ( 61 g ) es invertible <= A y C' son invertibles.

Ejercicio 106 Muestre que

12 -1 -9 =51 -7 =7
33 5 -9 1 5 =8
00 2 4 -4 -5 5
00 0 1 0 0 O = < 61 g > ,
00 0 O 1 0 O
00 0 O 0 1 0
00 0 O 0 0 1

es invertible, calculando

A1:<§ §>1,01:

1 -9 —51 -7 -7
B<5 -9 1 5 —8)

y usando el ejercicio anterior.

OO OO N
OO O o
_— o O O ot

Ejercicio 107 Muestre que siT : V — V tiene un subespacio T—invariante W, son
equivalentes:
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1. T es invertible.
2. Tiw:W—-Wy pY oT oiy, son invertibles, donde
a) V=WgZ,

b) Z <2V es la inclusion,

c) pY es la proyeccion sobre Z a lo largo de W.

Ejercicio 108 Muestre que

T: R* — R4
T T+ 2y+ Tz — 3t
Y . 3r+4y + 2z — 4t
z z+t
t 2z

tiene un subespacio T—invariante W de dimension 2 que satisface las condiciones
del inciso 2 del ejercicio anterior.

Ejercicio 109 1. Muestre que (CL(C la conjugacion, no es una funcion C—
lineal. Es decir, que no respeta multiplicacion por complejos.

R? — R?
2. Sin embargo, muestre que ( T ) < T ) es R—lineal.
-y

Y
3. Concluya que CL(C respeta la suma pero no es lineal.






CapPiTULO 4

Sistemas de ecuaciones lineales

4.1. Operaciones elementales

Observacién 36 Para una matriz A € Myxm (F), B € My, (F), se tiene que

AB = (AB!| AB?| ...| ABY)

Demostracién. (AB)! = (AB) & = A(Bé;) = AB. =

Observacién 37 Denotemos & = (0, 1,0, ..,O) . Sea A € Mysm (F), entonces
—

i lugares

el i-ésimo renglon de A.

Demostracion.
FA= (A | 842 | .| EAT).
Ahora,
Al,J
eAl = (0,...,170,..,0) Ay | = Ay
i lugares .
An,j

111
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A,B
A:B

Observacién 38 AB =
A:B

Demostracién. (AB), = €} (AB) = (6;A)B=ADB. u
Definicion 54 1. Definimos la operacion elemental
Tig + Mo (F) = My (F),
como la operacion que intercambia los renglones i-ésimo y j-ésimo.

2. Definimos la matriz elemental J; ; =: Ji; (1) .

Teorema 45 Si C € M,y (F') entonces J;; (C) = J;; - (C)

Demostracién.
&
1 lugares :
e j lugares
Jij (€)= (€)=

ét
e

Cy

i lugares :
o j lugares
= : =35 (0).
G
Cy
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Definicién 55 Definimos la funcion M.; : F* — F", ¢ € F' por medio de:
My, F" — F"
€ cC- 6
& &, j i
Ast, M.; multiplica por c la i-ésima coordenada de un vector en F™.
Definicién 56 Sea 3 la base candnica de F", denotemos por M., la matriz []\Lﬂ-}g,

es decir que
Me;
Fn ’ Fn

Id=®g =

‘I>3.

c,i’

n " n
Notese que M., = M., - _.

Definicién 57 Ahora definamos M.; : Mysm (F) — Mpuxm (F) por medio de:

A; Ay
Mei | A = c-A; |, es decir, M.; multiplica por c el i—ésimo renglon
Aﬁ A'ﬂ

de una matriz. Notese que M,; es lineal.
Teorema 46 Si A € My, (F) entonces M.; (A) = M., (I,,) - A.
Demostracion.
M (A) = (Mc,i (Al) | M. (142) | | M. (Am)) =
= (M, - At | o, 2|...|i)3?c7i-Am):

:Qﬁi.A
=M@ | M- |..| M, -6,) A=
= (M (€r) | Mei (&) | oo | Meji(€)) - A=

=M. (I,)- A
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Definicién 58 Definamos S j; Muxm (F') — Mysm (F) por

Seij (A)l_c_{ CAi+Ajsik=j "

Teorema 47 S.;; (A) = S.;; (1) - A.

Demostracion.
Ay sik £

(’kSmJ {CA+ASII€—] ’

Por otra parte,
si k:
Seiig ( cét + jsi j '
entonces A ”
k sik ]
€Seig (In) - (4) = { A+ Ajsik=j

[ ]

Definicién 59 1. Las funciones J; ;, M.; (¢ # 0), Scij se llaman opemczones
elementales de renglon y las matrices J; j (1) , Mc,; (1) (¢ # 0), Scij (1), se
llaman matrices elementales.

2. Se dice que J,j, es de tipo 1, M.; (c # 0), es de tipo 2, S.;; es de tipo 3.

3. Se dice que las matrices J;j (I,) , M.; (I,) (¢ # 0), S.;; (I,), son de tipo 1,
2, 3, respectivamente.

Ejercicio 110 1. Demuestre que las opemciones elementales son invertibles. De
hecho, demuestre que jfjl =T, M Ml i Seig =S cij-

2. Demuestre que las matrices elementales son invertibles. Muestre que
(R(L) =R (L)
3. Concluya que el inverso de una matriz elemental E, es del mismo tipo que E.

Notacién 5 1. Si A € My, (F), el rango (de renglones de A) es la dimension
del espacio generado por los renglones. Denotaremos por rango(A) al rango de
renglones de A.
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2. 8i A € Myxm (F), el rango (de columnas de A) es la dimension del espacio
generado por las columnas. denotaremos rango* (A).

Teorema 48 Si R es una operacion elemental de renglon, entonces para cualquier
matriz
A€ Myym (F),

se tiene que

Demostracion. Teoremas 45, 46, 47. m
Teorema 49 rango* (A) = rango(A - _), donde F™ %5 Fn.
Demostracién. {éj,...,é,} genera F'™ por lo tanto
(A ({1, ... En}) = {AL, A%, A"}
genera la imagen de (A - _). Entonces
rango (A-_) = dim £ ({A%, 42, ..., A™}) = rango* (A) .
|

Lema 3 Sea T :V — W una funcién lineal, y ¢ : Z — V, W : W — Y isomorfismos
entonces rango(T o ¢) = rango(T) = rango(yp o T').

Demostracion.

rango (T o¢) = dim((To¢)(2)) =
= dim (T (¢ (2))) = dim (T (V)) = rango (T') .

Por otro lado, si consideramos vIwtz , v tomamos 3 una base de T' (V') , entonces
¥ (B) es una base para ¢ (T (V)) . Lo anterior se debe a que tenemos un isomorfismo

(V) (T (V).

Entonces rango(y o T') = dim (¢ (T'(V))) = dim (T (V')) = rango(T) . m
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Ejercicio 111 Si el diagrama

e
¢ = "
x Y-y

conmuta, y v, son isomorfismos, demuestre que rango(T) = rango(U).

Teorema 50 Las operaciones elementales de renglon no alteran el rango de renglon
de una matriz.

Demostracién. Sea R una operacion elemental de renglén, y sea A una matriz
en M, (F), veamos que el espacio generado por los renglones de A estd incluido
dentro del espacio generado por los renglones de R (A) .

1.Si R = T, es claro que

£ ({As, s A}) = £ ({(F (Ao (T (A ] )

2. 8i R = M., entonces

{Ar e Ak € & ({Mei (A))) s Mes ()}

ya que
(M () M (A) b = {41, ey o, Ag}

3. 51 R =S, , entonces el conjunto de renglones de R (A) es:

Ala---acAi+Aj7---7AI,1 )
N ——

j lugares

como Aj = (cAi + 4 ) — cA;, entonces debe ser claro que

{1 Ay} € 8 ({(Suis (A (St (W), })

En cualquier caso tenemos que

C{A;, . A} C L ({(R (A))

=
=
—
=
~—
~—
=)
—
N—
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Una nueva aplicacién del argumento, nos dice que

e ({®R@A), . R(AD}) € £ ({(RR(A),, s (RTR(A), }) =

=L{A, ..., A}.

Entonces, como una operacién de renglén no cambia el espacio generado por los
renglones de una matriz, tampoco cambia el rango de renglén. m

Teorema 51 Las operaciones elementales de renglon no alteran el rango de columna
de una matriz.

Demostracién. Sea R una operacién elemental de renglén, y sea A € M, (F).
Como vimos en el Teorema 48, R (A) = R (I,,) - A.
Observando el diagrama

R(In
R

Fm A_; Ja ):- Fn’

y en vista de que R (I,,) - - es un isomorfismo! (R (I,,) tiene como inversa R~ (I,,))
concluimos, usando el Teorema 49 y el Lema 3 que

rango® (A) = rango (A-_) =rango ((R(I,)--)o(A-.)) =

=rango” (R (I,,) - A) = rango* (R (4)).

[
Definicion 60 Se definen las operaciones elementales de columna
T Mei, Seigs
de la manera natural. Andlogamente se definen las matrices elementales de columna

Tij (In) , Mei (In) , S (In) -

Ejercicio 112 Una matriz elemental de columna es una matriz elemental de renglon
(y del mismo tipo). Por ejemplo, J;; (I,) = Jij (1) .

IRecuérdese que una funcién lineal entre dos espacios de dimensién finita es invertible si y sélo
si su matriz es invertible.
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Ejercicio 113 Denotemos por £ “ una operacion elemental de columna y por € a la
operacion de renglon que se obtiene al suprimir el simbolo “”. (Es decir, si€ = J; ;,

entonces £ = J;;.) Demuestre que £ (A) = (€ (AY))".
Teorema 52 Las operaciones elementales de columna no alteran el rango de renglon.
Demostracién. Usaremos el ejercicio anterior.
rango (£'(A)) = rango (£ (At))t =
= rango*€ (A") = rango” (A") = rango (A).

En donde hemos usado que una operacion elemental de renglén no altera el rango
de columna para afirmar que rango*€ (A!) = rango* (A'), y el hecho obvio de que
rango* (A?) = rango(A). =

Es claro que una operacién elemental de columna no altera el espacio generado
por las columnas de una matriz. En consecuencia, las operaciones elementales de
columna no alteran el rango de columna de una matriz. Podemos resumir en el
siguiente Teorema.

Teorema 53 Una operacidn elemental (de rengldn o de columna) no altera el rango

(de renglén o de columna) de una matriz. m

4.1.1. Matrices reducidas y escalonadas
Definicién 61 Una matriz A € M« (F) estd reducida y escalonada si
1. A; # 0 = el primer coeficiente distinto de cero de A; 2es 1.
2. (Aj £0,i < j) = (A; # 0 y el coeficiente principal de A; va a la izquierda del
coeficiente principal de A;).

3. St A;y es el coeficiente principal del renglon i—ésimo, entonces la columna k-
ésima es €;.

Ejemplo 62 1. Una matriz de ceros estd reducida y escalonada.
-1

estd reducida y escalonada.

OO O
OO O N
OO O W
S O = O
O O N
O = OO

2Este coeficiente se llama el coeficiente principal.
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1000
0100 . .
3. 0010 estd reducida y escalonada.
0001
0000 0 O
0001 2 0 . .
4. 0000 o 1 |™ estd reducida y escalonada.
1230 -10
0001 2 0
5 1 2 3 0 —1 0 |, no estd reducida y escalonada
0000 0 1
1230 -10
0002 2 0 . .
6. 0000 0 1 |™ estd reducida y escalonada.
0000 O O

Definicién 62 En M, ., (F) definimos la relacidn > por:
A B
si B se puede obtener de A mediante operaciones elementales de renglon.

Observacién 39 Notemos que A <1 B < 34, ...,Es operaciones elementales de
renglon tales que & o ... 0 E(A) = B & (3E., ..., Es matrices elementales tales que
E,-..-E,-A=DB).

Observacion 40 La relacion < es de equivalencia.

Demostracién. 1. VA € M,y (F), A=M11(4A) =1, - A=A

2 AxB=F-..-E,-A=B=A=E"-..-E'-B= BxA.

3. (ABABXC)= E;-....Es-ANH;-...- H;- B = C para matrices elementales
FEy, ..., Es, Hy,...H;. Entonces

Hy-...H-Fy-..-E,-A=H,-...-H,-B=C,
es decir, A C. ®

Teorema 54 Toda matriz A € Myx.m (F') se puede reducir y escalonar por medio de
un numero finito de operaciones elementales de renglon.
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Demostracién. Por induccién sobre m, el niimero de columnas de A. Notemos
que si A es la matriz cero, entonces A ya estd reducida y escalonada.

Base.
A
Sim =1, entonces A = | A;1 |.SiA;1 #0, entonces J;; (A) es una matriz
An,l
Aix
cuya coordenada superior es distinta de 0: | A;; |, aplicando M% 1 obtenemos
i1’
An,l
1
Ay |, ahora aplicando
An,l
S t1,1,2: 845,125 S—A,112
1
0
sucesivamente, obtenemos : que ya estd reducida y escalonada.
0
0

Paso inductivo.

Supongamos que m > 1 y que la afirmacion es cierta para matrices con menos de
m columnas.

Por hipétesis de induccién, podemos encontrar matrices elementales

tales que
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estd reducida y escalonada, entonces Es-, ...- By - A = (R | ¥) , donde R estd reducida
y escalonada y ¥ € F.3. Consideremos

0]1 *
0 0 01
r renglones{ 0 0 0 0
(7] )= 0000 1
00 00 0
00 00 00

si las coordenadas r + 1, 7 + 2,...,n de la ltima columna son 0, entonces la matriz
completa ya estd reducida y escalonada. En caso contrario, hay una k—ésima coor-
denada (k > r) de la ultima columna distinta de cero. Intercambiando el renglén
k—ésimo con el r + 1—ésimo, conseguimos que el coeficiente r + 1,n—ésimo de la
matriz sea distinto de cero, enseguida lo podemos cambiar por un 1, multiplicando
el r + 1—ésimo renglén por el reciproco del r + 1, n—ésimo coeficiente. Asi el renglén
r 4+ 1—ésimo es (0,0,...,0,1), por medio de operaciones de renglén del tercer tipo,
podemos cambiar los demads coeficientes en la tltima columna por 0. Obtenemos

oj1 * * 0
0 0 01 0

r renglones{ 0 0 0 0 0
0 00O | 1 ’
0 0 0O 0 1
0000 -~ 000

que ya estd reducida y escalonada. m

Ejercicio 114 Demuestre que una matriz puede ser transformada en una tunica ma-
triz reducida y escalonada.

Teorema 55 FEl rango de renglon y el rango de columna de una matriz coinciden.

3Recordemos que AB = (ABl | AB% | ...| ABE) , 8t A€ Mysm (F)y B € Myxr (F).
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Demostracién. Sea A € M, y,, (F), por medio de operaciones elementales de
renglén se puede escalonar y reducir A. Supongamos que se obtienen rrenglones
distintos de 0, entonces €] es la columna que corresponde al coeficiente principal del
primer renglén, €; es la columna que corresponde al coeficiente principal del segundo
renglén, ... €. es la columna que corresponde al coeficiente principal del renglén 7.
Intercambiando columnas si fuera necesario, podemos llevar la matriz a la forma

1 .- 0 "
1, : *
0 1 *
00 -0 |
T | I 0
o --- 0 0 - 0

esta matriz tiene el mismo rango de renglén que de columna: r. Pero tiene el mismo
rango de renglén (y de columna) que A, pues se obtuvo de A por medio de operaciones
elementales, que como hemos visto no alteran los rangos. m

Observacién 41 FEl Ejercicio anterior se puede replantear en la siguiente manera:
se ha observado que la relacion <1 es una relacion de equivalencia en My, (F).
Entonces en cada clase de equivalencia hay una tunica matriz reducida y escalonada.
En particular, hay tantas clases de equivalencia en My, (F')/ X, como matrices
reducidas y escalonadas.

Notemos, como un caso particular de la observacién anterior, lo siguiente.
Lema 4 A € M,y (F) es invertible < A I,,.

Demostracién. =) Si A es invertible, entonces es equivalente a una matriz
reducida y escalonada con rango de columna n

(rango® (A) = rango (A-_) =n,

pues A - _ es un isomorfismo entre F™ y F™). Si E es la matriz reducida y escalonada
equivalente con A, entonces tiene n renglones distintos de cero. De la misma manera
que en la demostracion del Teorema 55, concluimos que las n columnas de E son €7,
€3, ..., En, €s decir que F = I,.

<)SiEy-Ey1-...- By - A=1, entonces By - Ey_1-... - By =A"1. m
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Corolario 9 A € M, (F) es invertible < A es un producto de matrices elemen-
tales.

Demostracién. <) Es claro pues toda matriz elemental es invertible y un pro-
ducto de matrices invertibles es invertible.

=) Como en la demostracién del Lema anterior, tenemos que
By By q-. By =A""

entonces
-1 —1 —1
A=F] B BT

4.2. La inversa de una matriz
En el dltimo Lema tenemos que si Ey - Ey_1 - ... - E1 - A = I,,, entonces
E, - Eyq-..-By=A""

Si ponemos I,en la ecuacién anterior obtenemos Ej, - Ej,_1 - ...- Fy - I, = A~!. Lo
que sugiere los siguiente:

Para obtener el inverso de una matriz invertible A € M, (F), hay que reducir
y escalonar A, y después aplicar a I, las mismas operaciones elementales de renglén.

Es decir que si Ey - By ...+ By - A=1,, entonces Ey, - Ex_1-...- E1 - (A| I,) =
(1] A7),

Si uno toma la matriz aumentada (A | I,,) y uno la reduce y escalona por medio
de operaciones elementales de renglén, al final obtiene uno (I, | A7) .

Ejemplo 63
-5 -1 =1 100 100 - 0 —5%
-5 1 0010 |x|{010 -1 1 —z2],
0 6 6001 001 1 -1 3
por lo que
1
-1 0 —5 -5 -1 -1
-1 1—%:—510
1 -1 3 0 6 6
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De manera anéloga, si uno reduce y escalona una matriz invertible A por medio de
operaciones elementales de columna, obteniendo I,, = AFE, Es...E,, entonces A™! =
I, B Fs...E,. Asi que

-5 -1 -1 1 -1 -1
-5 1 0 1 1 0
Ejemplo 64 (1) g g ~ _?/5 g g ~
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
1 0 0 0 0
1 2 1 0 2 1
- 0 6 6 - -6 6 6 .
-1/5 -1/5 -1/5 0 -1/5 —-1/5
0 1 0 0 1 0
0 0 1 -1 0 1
1 0 0 1 0 O
0 0 1 0 1 0
- -6 —6 6 - -6 6 —6 -
0 1/5 —-1/5 0 —% %
0 1 0 0o 0 1
-1 =2 1 -1 1 =2
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 -6 - 0 0 1
IR
-1 1 1 -1 1 -1/6
1 -1 -2 1 -1 1/3
de nuevo, hemos obtenido que
-1 9 X -5 -1 -1\ "
-1 1 -1/6 | = -5 1 0
1 -1 1/3 0 6 6

Ejemplo 65 Por dltimo, podemos notar que si llevamos la matriz invertible A a la
identidad I, por medio de operaciones elementales de renglon y columna, es decir,

S
E. - Eyq1-n.  B1-A-F-Fy- .- Fy=1,,
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entonces multiplicando por los inversos de las E;del lado izquierdo y por los inversos
de las F; del lado derecho, obtenemos:

A=FE' BB L F L By R

entonces AV = (I, - Fy - Fy - ... - F) - (Ey - By - ... - Ey - I,), esto sugiere lo siguien-
te:

( Al L ) y uno lleva el bloque A a la identidad por medio de operaciones

I, |
. . I,|C
elementales de renglon y columna, obteniendo al final §| .
BC.
Notemos que en el bloque indicado por un asterisco no hace falta poner nada (si

se quiere se puede completar con ceros).

) , entonces A7l =

Ejemplo 66
-5 -1 -1 1 00 1 -1 -1 100
-5 1 0 010 1 1 0 010
0 6 6 001 - 0 6 6 0 01 -
1 0 0 =* % = —-1/5 0 0 x * x
0 1 0 * x = 0 1 0 * x *
0 O 1 * * % 0 0 1 * *x *
1 -1 -1 10 0 1 -1 -1 1 0 0
1 1 0 01 O 0 2 1 —-11 0
0 1 1 00 1/6 0 1 1 0 0 1/6
15 0 0 %% x | | =15 0 0 x x x |
0 1 0 =* x 0 1 0 * % %
0 0 1 =x x 0 0 1 = =«
1 00 1 0 —-1/6 1 0 0 1 0 -1/6
0 21 —-11 0 0 1 1 -1 1 0
0 11 0 0 1/6 0 01 0 0 1/6
1500 « x « | | =1/5 0 0 x x =« ~
0 1 0 =*= = * 0 1 0 % =% *
0 0 1 =% =% * 0 -1 1 x % *
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1 0 0 1 0 -1/6
0 1 0 -11 —1/6
0 01 0 0 1/6
~
-1/5 0 0 * % %
0 1 0 % =% *
0 -1 1 % % *
Asi que
-1/5 0 0 1 0 —-1/6 —% 0 3—10
Al = 0 1 0 -1 1 -1/6 | = -1 1 —%
0 -11 0 0 1/6 1 -1 3

4.3. Sistemas de ecuaciones

Notacién 6 Dado el sistema de m ecuaciones con n incognitas

Ao+ 0 FAipz, = b

)

Am71x1+ +Am7n$n = bm

también lo podemos representar matricialmente por

AT =1b (4.1)
A o A, z1 by
donde A = : : T = olsb= :
Am71 Amm Tn bm
Ademas decimos que el sistema
AZ=0 (4.2)

es el sistema homogéneo asociado a 4.1.

Teorema 56 Sea Sy el conjunto de soluciones de 4.2, entonces Sy < F™ y

dim (Sg) = n — rango (A).
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Demostracién. Sy = {i" € F"| A7 = 6} = Ker(: s Fm) <F'y
dim (Sg) + rango (A) = nul (A - ) +rango (4 - ) = n.
o.dim (Sy) = n— rango(A4). m
Definicién 63 <A | E) se llama la matriz aumentada del sistema de n x m 4.1.

Al 5) es la matriz que se obtiene al agregarle a la matriz A la columna l;, como
dltima columna.

Ejemplo 67 FEl sistema de ecuaciones

20 +3y=-1
20+ 5y =2

2 3| -1
2 5| 2 )°

Definicion 64 Si £ es una operacion elemental de renglones, podemos aplicar la
operacion £ a un sistema de ecuaciones, aplicindosela a la matriz aumentada del
sistema.

tiene matriz aumentada:

Es decir, si € es una operacion elemental, y AT = b es un sistema de ecuaciones,

entonces & (Af = 5) es el sistema que tiene matriz aumentada £ ((A | 5)) .

Ejercicio 115 Muestre que & (Af - 6’) s E(A)Z=£(B).

Ejemplo 68 Consideremos el sistema de ecuaciones

1 23 45 1 1
0 98 76 12 1
2 46 8 10 BT ’
3 e V2 1 -1 ;;‘ 3v2

y tomemos la operacion elemental Sz 42, la operacion que suma 3 veces el cuarto
renglon al sequndo.. La matriz aumentada del sistema es:

1 2 3 4 5 1
0 9 8 7 6 -1
2 4 6 8 10 =« |

3 e V2 1 -1 32
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el resultado de aplicar Ss 4 a la matriz anterior es:

1 2 3 4 5 1
—9 943 8+43vV2 7T+3r 3 —-1+9/2
2 4 6 8 10 7

-3 e V2 T -1 3v2

Asi que el resultado de aplicar la operacién elemental S345 al sistema original es
el sistema

1 2 3 4 5 T1 1
—9 9+3¢ 84+3V2 T+3r 3 2o S149v2
2 4 6 8 10 i?’ - -
-3 e V2 s -1 ; 3v2
5

Es decir:

T1+ 229 + 3wz + 4wy + S5 = 1
—9z1 + (94 3¢) za + (84 3v2) 23+ (T+3m) 2y + 35 = —1+9V2
21’1 + 4552 + 6.ZC3 -+ 81‘4 + 10£5 = T '
—3x1 +exs + \/§$3 + Try — x5 = 3\/§

Teorema 57 Las operaciones elementales no alteran el conjunto de soluciones de
los sistemas de ecuaciones.

Demostracién. Sean
S = {fe fal Afzz?}, S = {x_e Fr|E(A)7=¢ (5)}

Veremos que S = 5.

Q)ieS=Ai=b= E- (A7) = E-b (con E = £ (I,)), por lo tanto & (I,,) A
£(A). Entonces £ (A)-7 = (€ (In) A)-T=(EA)-T=E(A-0) =E-b=&(I,,) b
& (5) . Por lo tanto 7 € 5.

Por lo tanto S C S~
D) Anélogo al inciso anterior, usando que €71 es una operacién elemental. m

=)

Teorema 58 AT = b tiene solucién < rango(A) = mngo(A | b)
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Demostracion.
AZ = b tiene solucién &

1AL+ . 4 2, A% = b tiene solucién <

be £({AL .. A%)) &

({4, am}) = £ ({44, 4 U {B}) &
rango (A) = rango <A | g) .

]

Teorema 59 Sean .
S:{feFﬂAi’:b};&@
Sy = {fe Fo Afz@},

entonces toda solucion ¢ € S puede escribirse como

C=5+35, con 5, € Su,

donde 5€ S.
Demostracién. Sea ¢ € S, entonces ¢ = §+ (¢— §). Ahora, ¢ — § € Sy pues
A(@—5) = A—AF=b—b=0.
Reciprocamente, si ¢ = §+ §,,, entonces tenemos que
A(F+5,)=A5+ A5, =b+0=1by

por lo tanto ¢ € S. m

Como las matrices se pueden reducir y escalonar por medio de operaciones ele-
mentales de renglén y como las operaciones elementales no cambian las soluciones,
podemos notar que para resolver un sistema de ecuaciones lineales de n x m basta
hacer dos cosas:

1. Reducir y escalonar la matriz aumentada del sistema.

2. Resolver el sistema reducido y escalonado resultante.

En adelante, fijaremos nuestra atencién en sistemas con matrices reducidas y
escalonadas.
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Definicion 65 Si un sistema de ecuaciones estd reducido y escalonado, podemos
partir el conjunto de las variables en dos conjuntos:

1. El conjunto de las variables que corresponden a coeficientes principales de los
renglones de la matriz (a estas variables les llamaremos principales).

2. El conjunto de las demas variables, a las que llamaremos libres.

Observacién 42 Si un sistema de ecuaciones estd reducido y escalonado (y tiene
solucidn), entonces se pueden intercambiar las columnas (si hiciera falta) a fin de

obtener un sistema de la forma
I | *
0|0

donde r es el rango de la matriz del sistema e I, es la matriz identidad de v X r.

Observacién 43 Sea

AZ=1b
es un sistema reducido y escalonado tal que AQ = ( (é)r||6 > . Consideremos el
sistema .

AQZ =b.

Entonces @-_: S, ;s — S AQE—f» €8 una biyeccién entre el conjunto de soluciones
de A7 =b y el conjunto de soluciones de AQ¥ = b.

Demostracion.

5 es solucién de AQT = b= AQS = b= (5 es solucién de ATZ = b. El inverso
deQ-_esQ ' m

() es un producto de matrices elementales de columna del primer tipo: @ es de la
forma siguiente:

Q = jl,il o j’2,¢2 0...0 j},i,,»a
(convengamos en que Ji, = I, para la afirmacién anterior).

Notemos ahora que J;; (I,) = Jij (Im) (ejercicio). Asi que en la demostracién
del teorema anterior, si § es solucién de AQ¥ = I;, entonces Ji 4, © Ja,i, © ... © Jri, 5 €8
una solucién de A% = b.

Lo anterior muestra que para resolver un sistema reducido y escalonado de ecua-
ciones, basta resolver el sistema que resulta al reordenar las columnas de manera que
las r primeras sean €, , ..., €, (estamos suponiendo que el rango de la matriz del
sistema es r). El parrafo anterior muestra como recuperar las soluciones del sistema
original.
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Ejemplo 69 Para resolver el sistema con matriz aumentada

1 -5 -5 -7 =57 0
o 0 1 9 6 9 3
0o 0o o 0 1 7 =9} (43)
0o 0 0 0 0 1 5

podemos intercambiando las columnas 3 y 2, luego las columnas 3,5 y por ultimo las
columnas 4 y 6, obtener:

1 -5 -5 7 -5 =7 0 1 000 -5 38 85
o1 6 9 0 9 3 y 0100 0 9 22
o o0 1 7 0 0 -9 0010 0 0 —44
0o 0 01 0 0 5 0001 0 0 5

digamos que las variables son x1, ..., xg entonces las variables principales son 1, ..., x4
y las libres son x5 y xg. Entonces

T 1 0 0 0
x| 0 1 0 0|
o | T o [T o [T 0 | TR 0 | T
T4 0 0 0 1
855 -5 38
B 222 | 0 _ 9
T ocaa | 5] 0 Sl )
5 0 0
Ty 855 -5 38
To 222 0 9
zg | | —44 0 0
FEntonces o | = 5 — Ts 0 — T 0
Ts 0 -1 0
Tg 0 0 -1

Asi, asignando valores a x5 v x¢ obtenemos las soluciones.
Si queremos recuperar las soluciones del sistema original 4.3 podemos aplicar las
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operaciones elementales de renglén Jo30 J350 Jo4g @

855 -5 38
222 0 9
—44 _ 0 0
5 |7 o | 7] o
0 -1 0
0 0 -1
855 + s — 38xg 855 + by — 38w 855
222 — 9xg T 0
es decir, Jo 30750 Tis —44 _ 222 — 9z _ 222
’ ' ’ 5 T 0
Ts —44 —44
g 5 5
5 -38
1 0
+ x5 0 + g -
0 1
0 0
0 0
En efecto:
855 + s — 38x¢
1 -5 -5 -7 -5 7 T 0
0O 0 1 9 6 9 222 — 9z - 3
o 0 o o 1 7 T 1 -9
0 0 0 0 0 1 —44 5
5

En general, podemos observar lo siguiente:

Observacion 44 FEl sistema de n ecuaciones con m incognitas

by
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es equivalente a:

I
Ty L _
0 = x1€1 + 2265 + ..
0
by
. Ar+1
by 0
= 0 — Tp41 — ...
: 0
0
ast que una solucion satisface
T by
. AT+1
T, b, . -1 N
= | . — Lr42
Tr41 0 :
: 0
Ton 0

Que como se vé estd incluida en la matriz A.

Ejemplo 70

100 =51 —73 —86 43
010 —-73 =91 —-50 50
001 1 5 =39 8
000 O 0 0 0

.tz =
Am
0
— Tm . )
0
r+2
AO Am
1 0
- —Tm .
(‘) -1
x1
—4
I I
a} | —49
/5 O
Tg

T7

133
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tiene las soluciones dadas por

—4 —51 -73 —86 43
67 —73 —-91 —50 50
—49 1 5 -39 8
0 + s -1 + 0 +u 0 +z 0
0 0 -1 0 0
0 0 0 -1 0
0 0 0 0 -1

Ejemplo 71 Consideremos el sistema

r+2y+z2=1
TH+2y—2=2
12 1 1 120 2
. s , .
cuya matriz aumentada es 19 -1 2 ) X < 00 1 _% ), intercambiando
la sequnda columna con la tercera, obtenemos
3
( 10 2 7 ) 7
010 —3
el sistema correspondiente tiene solucion
3 2
-1 |+t 0 |.,teF
0 -1

intercambiando los renglones (en realidad, coordenadas) 2 y 3 obtenemos las solu-
ciones del sistema original:

En efecto:
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Ejemplo 72

—2 Ty = 2

o O =
o O

o O =
o = O
(el VRN V)
O W Ot
—_ o O

Intercambiando las columnas 2 y 4, y 3 y 7 obtenemos:

I
T2
100 -2251 -1 f 1
010 0 230 —2 =12
001 0 000 3 5 3
Le
X7
€g
Cuyas soluciones son:
1 92 2 5 1 -1
2 0 2 3 0 )
3 0 0 0 0 3
0 -1 0 0 0 0
0 — 1t 0 — 1o 1 — 13 0 — 1y 0 —t5 E
0 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 -1 0
0 0 0 0 0 -1

intercambiando los renglones 2 y 4 y después los renglones 3 y 7, obtenemos las
soluciones del sistema original:

1 -2 2 5 1 -1
0 -1 0 0 0 0
0 0 0 0 -1 0
Slenl o el Al nl ol oo e T
0 0 0 -1 0 0
3 0 0 0 0 3
0 0 0 0 0 -1
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en efecto:
1+ 2t1—2t9—bts—t4+t5
t
1 -210250 -1 ta
0 0 01930 -2 2—2t2;3t3+2t5 _
00 000O0OT1 3 2
t3
3 — 3ts
ts
1
— 2
3

4.4. Espacios duales
Definicién 66 Se define el espacio dual de gV como V* = Homp (V, F).
Observacién 45 Si la dimension de V' es finita, entonces

dim (V*) = dim (V).

Demostracién. Supongamos que 8 = {zy, Zs, ..., ,,} es una base para pV, defi-
nimos la base dual de 3, 5* = {f1, ..., fn} por medio de

o [ 1sii=j
fi(r-’){ Osii#j
esto suele expresarse también asi:
fi(&5) = big,

4 donde § denota la delta de Kronecker.

B ={fi,....fu}esl i

Supongamos que ¢ f1, ..., ¢y f, = 0: V — F, evaluando en #; obtenemos

¢j = (cLfr - cafn) (Z;) = 0(Z;) = 0.

ag [ Lsii=j
T\ 0sii#
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Como esto sucede para cada j, tenemos que 5% es [. 1.
B ={f1,.... [n} genera V*:

137

Sih:V — F es lineal, entonces h estd determinada por sus valores en 3, asi es

natural que
h = h(f1) . fl + ...+ h(fn) : fna

en efecto, si evalilamos en Z; obtenemos
h(Zh) - f1(Z5) + ..+ h(T) - fa (Z5) = h(Z)).
Como hy h(@)- fi + ...+ h(Z,) - fn coinciden en la base 3, entonces
h=nh(@)- fr+..+h(@)- fo
Ast, 8" ={f1,..., fn} genera V*. m

4.4.1. Calculo de la base dual para un espacio de
dimensioén finita

Supongamos que v = {Z, ..., , } es una base para F'", y denotemos § = {é}, ...

la base canénica.
Denotemos v* = { fi, ..., fn} la base dual de v. Entonces

riF
Tj— iy
Ahora, ;
P Id
[fi]ean._
Fr é F

Z — [filg™ - [Z]s = 0

7571}
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. z . Yol can 3 .
muestra que la matriz cuyo renglén i—ésimo es [f;] 5 eslainversa de la matriz cuyas
columnas son ¥y, ..., T,,. Pues se tiene que

I @ 5] ) = (61) = I

De lo anterior, es claro que para calcular la base dual de v, basta encontrar la matriz

inversa de la matriz cuyas columnas son los elementos de 7. Si [f;];™ = (c1, ..., ),
entonces f; (€;) = ¢;. Esto querria decir que f; (z1, 22, ..., ) = 121 + ... + Cu T
Podemos resumir la discusién anterior en el siguiente Teorema.

Teorema 60 Si~y = {&,...,Z,} es una base para F", y
Q= (T | .. |Zj| .| Zn),
entonces el elemento i—ésimo de la base dual, f; se calcula de la siguiente manera:

filxy,xa, .y xy) = Q;llzl + .o+ Q;;xn
Ejemplo 73 Encontrar la base dual de v = {(1,2,3),(1,1,1),(0,1,0)} en R3.

110 0
Tomemos @ = | 2 1 1 |, su inversa es: % 0 — . Asi que la base
310 1

dual {f1, fo, f3} satisface:

filzyy,2) =—(1/2) x4+ (1/2) z,
fa(z,y,2) = (3/2)x — (1/2) 2,
fs(@y,2) = (1/2)x +y —(1/2) 2,

Una vez que sabemos encontrar la base dual v* para una base de F", podemos
también encontrar la base dual de un espacio de dimensién finita:
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Observacion 46 FEn el diagrama

v base 14 F

o] Idp

fi
D3 () pgue F" —— F

si {f1, .., fn} es la base dual de @z (7), entonces f; o ®g es la base dual de 7.

Demostracién. Sea g, el j—ésimo elemento de v, entonces d; ; =
fi(®5(7;)) = (fio ®p) (7;) m

Ejemplo 74 Encontrar la base dual de {1 +2%,1 —2x,1+ z} en P, (R). Usando el
diagrama anterior, esto equivale a encontrar la base dual de

@5{1—1—372,1—2:6,14-95},
en R3, donde B = {1,z,22}.

Como @5 {1 + 22,1 —2z,1+2} = ( , formando la ma-
1 1
triz con estas columnas obtenemos: | 0 —2 1 |, cuya inversa es
1 0 0
0 0 1
1 _1 _1
LR |
3 3 3
1 1 1
Entonces la base dual de o1, 21,11 es {f1, fa, 3}, con
1 0 0
fila,b,c) = ¢
1 1
R OO Ok
2 2
b, - b—(<)e
s = B)er (- )

Por lo tanto, la base dual de {1+ 2%, 1 — 22,1+ z} es

fio®g, fro®s, froPs.
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Es decir que
(fio®p) (a+bx+ca?) = ¢

(f20¢5)(a+ba:+cx2) = (
(f30@5)(a+bm+cx2) = (

Por ejemplo, notemos que

(hots) (1+27) = 1-10,
(f20®p)(1—21) = (%)H %=1,
(fao®s) (1+2) = %_%20_

4.4.2. La dimension del espacio dual

Observacion 47 Si gV es de dimension infinita entonces
dim (V*) = dim (Hom (V, F)) = |F*|,

donde (3 es una base de V' (para afirmar esto nos apoyamos en la propiedad universal
de las bases ).

Ejemplo 75 QM es un espacio vectorial de dimensién |N| sobre Q. Ahora,

Q)] =1Q] > [2"] = |R| > |N].
(Q(N))* es un espacio vectorial sobre Q, por lo tanto (Q(N))* es isomorfo a QM)
para algun conjunto vy cuya cardinalidad es la dimension de (Q(N))*. Si |y] = N[,
entonces
N < |(@)'| = [@®] = INTY.

Por lo tanto, dim ((Q(N))*) =]y > |N| = dim (Q™) m
Ejercicio 116 Demuestre que ’Q(N)| = |N|: Sugerencia:

L |Q®| = |N®|.

2. [IN®| = {A CN|A es finito} .
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3. {ACN [Aes finito} = U{Fi},cy » Fr = {ACNJ|A| =T}. Por ejemplo
Fy={0}.
4. |Fy = |N|si k> 0.

5. Como {A C N |A es finito} es una unién numerable de numerables (més un
elemento) entonces {A C N |A es finito} es numerable.

Ejercicio 117 Demuestre las afirmaciones de la proposicion siguiente:
Si X es un conjunto infinito, entonces

()

= |F¥| z [2¥] > |X| = dim (F&)) .

Recordemos que si X es un conjunto infinito, entonces | X x X| = |X]|, de aqui se
sigue que si | X| < [Y], entonces | X x Y| = [|Y].

Ejercicio 118 Demuestre que son equivalentes para conjuntos infinitos X y Y :
11X x X| =1|X].
2. [ X xY|=méx{|X],|Y]}.

1. De |IN x N| = |NJ, deduzca que una unién numerable de conjuntos ajenos nu-
merables es numerable.

2. Deduzca que una uniéon numerable de conjuntos infinitos todos de cardinalidad
| X es | X].

Lema 5 Si X es un conjunto infinito y F' es una campo infinito, entonces ’F (X)‘ =
max {[F[, | X]}.

Demostracién. >) F*) tiene una base de cardinalidad | X|, por lo que |F(¥)| >
| X|. Por otra parte, es claro que si f es un elemento distinto de 0 en FX), entonces
Ff es un subconjunto de F®) de cardinalidad |F|. Entonces |[F*)| > |F|. Asi que
‘F<X)| > max {|F|, |X]}.

<)

PO = | | {f |sop(f) =G}|. (4.4)

GCX
G finito
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Ahora, [{f | sop (f) = G}| = ’(F\ {0})6'] = |(F\ {0})| pues G es finito. Ademas
como F' es infinito, entonces |(F\ {0})| = |(F)].
Supongamos que Z es un conjunto infinito. Denotemos por ¢, (Z) el conjunto

de los subconjuntos finitos de Z, y denotemos gy, (Z) el conjunto de los subconjuntos
de X de cardinalidad k. Es claro que

05 (2) = Lo (2)}.

keN
90 (Z) ={0}. Ahora, @{%)H—;Z es una biyeccién, por lo que |p; (2)] = |Z].
., X4 — pl(Z)UpZ(Z) ., .
Tenemos también, que es una funcién suprayectiva,
@y~ {guly P

luego,
12l =1Z x Z] = [p1 (Z) U2 (Z)] = |Z].

Entonces |ps (Z)| < |Z]. Andlogamente,
105 (2) <121, [ox (2)] < |Z] ¥k €N,
Entonces, un conjunto infinito Z satisface:
(9, (2)] = 121.

Viendo ahora 4.4, notamos que F&X) = (J{f | sop (f) = G} wey ©8launién de una
G finito

familia de conjuntos de cardinalidad < |F|, con indices en un conjunto de cardina-
lidad | X|. Entonces
|FY] < |F x X| < méx {F, X}.

Corolario 10 Si V' es un espacio vectorial de dimension infinita sobre un campo
infinito F', entonces |pV| = méx {|F|,dim (V)}.

Ejemplo 76 Consideremos el espacio vectorial gR, entonces
l[oR| = max {|Q|, dim (oR)} = méx {|N], dim (¢R)} .

Por lo que R es un espacio vectorial sobre Q, de dimension |R|.
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Ejercicio 119 Si X es un conjunto infinito, use el resultado del ejercicio 117:

()

=|F¥| z |2¥] > |X| = dim (F®)) |
para concluir que si |X| > |F|, F' infinito, entonces

dim ((F(X))*) - '(F(X))*

= |F¥| > dim (FW)..
Ejercicio 120 Concluya que dim ((Q(N))*) > dim (QW) .
Ejercicio 121 1. Muestre que dim ((Q(R))*) > dim (Q®) .

2. Muestre que dim ((R(R))*) > dim (R®)) .

Ejercicio 122 Demuestre que para todo campo F existe un conjunto X tal que
dim ((F®)") > dim (FX) .

Ejercicio 123 Muestre que si gV es de dimension infinita o si F' es infinito entonces

|FV| = max {|F|,dim (V)}.

4.5. La transpuesta de una funcion lineal

Teorema 61 Si T :V — W es una funcion lineal, entonces

w4y
fr—foT
es una funcion lineal.

Demostracién. Si W L F es una funcién lineal, entonces V' L w L Ftambién
lo es. Por otra parte, si f,g € W* ¢ € F, entonces

(coT)(f+eg)=(f+tcg)oT =foT+(cg)oT = foT+c((g)oT).
| |

Observacién 48 ker (W* =7 V*) =

={feW* | foT=0:V—=F}={feW"|T(V)C Ker(f)}.
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Teorema 62 SiV,W son de dimension finitan ym, con bases 5 y -y respectivamente
. t
yT:V — W es una funcion lineal, entonces [-o T]QB/* = ([T]g) .

Demostracion. Sean

5 = {fla “':fn} 5
Y= {2711 7?7771} )
/B* = {fh "'7fn}7

’Y* = {gla ---agm} .

«\1
Entonces ([-o7)%.)" = [(-o ) (g7)] = [(g50 T
Supongamos que
1

(oDl = | & |,

Cn

esto equivale a: g; o T =1 fi + ... + ¢ fi + ... + o fa-
Aplicando esta funcién a Z;, obtenemos

0 (T(%) = (g0 T) (&) = .

Por otra parte, dada la definicién de [T }}, tenemos que (denotando los coeficientes
de [T}, con aes, [T]}; = (ax:) ):

T (%) = > aki¥k, asi que aplicando g;, obtenemos
k=1

m
ci=g; (T(7:) = g; (Z%,i?jk) = ;.
k=1
Si recordamos que ¢; estd en el renglén i—ésimo de la columna j—ésima de [~ o T]f ,
tenemos que
5
([_O T],Y*>ZJ =G = G54 = ([T]g)]z .

Es decir que ([_o T]f) = ([T]g)t n
Como ([_ o T]fj) = ([T}g)t, _o T también se denota T*.
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ev() -
V =V

2 .. es una funcion li-
U+ evy), tal que (61)({;)) (f)=f ()

Teorema 63 La funcion
neal inyectiva.

Demostracién. 1. ev( es efectivamente un elemento de V™** :
Supongamos que f,g € V* y que ¢ € F| entonces

ev) (f +cg) = (f +cg) (V) =
= [ (0) + (cg) (V) = [ () + (g (V) =
= e (f) + ¢ (ev (9)) -
2. ev(y es lineal:, queremos ver que
evy (U + cl) = evigien) = V() + € - €Vg).
En efecto: si f € V*, entonces
eViren) (f) = f (T + W) =
= [ (0) + f (@) = [ (0) + cf (W) =
= ev) (f) + (¢ ev) (f) =
(ev) + (¢~ evan)) (f) -
3.5iv¢€ Ker(ev()) , entonces ev(y) = 0:V* — F, es decir que eve) (f) =0,Vf e V™.
Por lo tanto @ € Ker(f),Vf € V*. Demostraremos que esto sélo es posible si 7 = 0.
Siv#£0,yve€ fQ/ {Ker (f)}, entonces {0} es[. i., por lo tanto {0} es parte
eV

de una base § de V. Tomemos la funcién constante 1 : 3 — F, por la propiedad
universal de las bases, existe una funcién lineal H : V. — F, que extiende a h.
Entonces H (¥) = 1 # 0. Asf que ¥ ¢Ker(H), pero H € V*, V. Esta contradiccién

muestra que Ker (ev()) = {6 }, por lo que la funcién lineal ev() es inyectiva. m

Ejercicio 124 Dé un ejemplo de un espacio vectorial pV tal que evy : V. — V™,
no sea un iSomorfismo.

Teorema 64 SiT : V — W es una funcion lineal, entonces el siguiente diagrama
es conmutativo: o
)

V — v~

Tlt

61}( )

W — W
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Demostracién. Sea i € V/, entonces
(T 0 evg) (#) = T (ev) = (-0 T") (ev@) = evm o T".
Apliquémosla a una funcién f € W* :
(ev@ o T) (f) = (ev@w) (T" (£)) = (evi) (f o T) = (f o T) (7).

Por otra parte, (evy o T) (¥) = ev (T (7)) = evir(s), aplicdndola en f, obtenemos

evr) (f) = F(T(7)).
Por lo tanto,
VfeW*: (evw o T*) (f) = evra) (f)
asi que ev(z) o T" = evir(). ®
Corolario 11 Si gV es de dimension finita, entonces V DV es un isomorfismo.

Demostracién. Basta observar que en este caso, dim(V') = dim(V*) = dim(V**).
[

Corolario 12 Si ¢V es de dimension finita, y v es una base de V*, entonces y es
la base dual de una base 8 de V.

Demostracién. Digamos que

,7 = {fla"'vfn}'

Tomemos
’)/* = {01, ceey gn}
ev( )

la base dual de 7. Como V' — V** es un isomorfismo, entonces ¢; = ev(,) para
alguna 7;, para cada . Entonces 6;; = 6;(f;) = evw,) (f;) = f; (¥;). De donde
tenemos que y = {7y, ..., %, }". =

Ejemplo 77 Consideremos el diagrama

€V(1)
_ €V(2)
G’U(n) n
£, (R) R
1 ) [
z,zz ..... x™
e ({a, 22, ...,am}) i) g
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entonces Tig((za2,...an}) €5 una funcién suprayectiva, pues para cada sucesion
Cly..y Cn € R,
existe un polinomio de grado < n tal que (ver el ejemplo 29)

f0)=0,f(1)=c1,.... f (n) = cp.

Un polinomio f con esta propiedad es un mailtiplo de x y por la tanto pertenece al

subespacio £ ({x,2?,...,2"}).
Tig z,22,...,a" .
Entonces la funcion lineal £ ({z, 22, ..., T”})M{—}Z R"™ es suprayectiva, y como

el dominio y codominio son ambas de dimension n, entonces Tig(fzu2,.. on}) €8 UN 180-
morfismo. Por lo tanto la matriz de Tjo((y42,... on}) Tespecto a las bases {w, 2%, ... 2"
y canonica es invertible, esta matriz es la siguiente:

1 12 ... 17
2 922 ... 9n
3 32 ... 3»
n n? ... "
112 11 2 —
. _ ; . 2
Ejemplos 78 1. < 9 92 > = ( 9 4 >, Cuya INversa es: ( 1 % )
1 12 13 11 1
2. 2 22 22 | =] 2 4 8 |, cuya inversa es :
3 32 33 3 9 27
3 -3 1
5 i
-5 2 =
i _1 1
2 2 %
Ejemplo 79 1
112 13 14 11 1 1
2 2225 201 |2 4 8 16
33 3 3 |3 927 8 |’
4 42 43 44 4 16 64 256
4 -3 4 -1
_13 1 _F il
y su inversa es: 5L 1A
I SR B
6 4 6 24
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Ejemplo 80 (B, (F))* tiene dimensién n + 1.

{/017/02""’/;’/0%1} C (P (F)".
Ademds {f01>f027...7fon’fon+1,.,,} esl.i. en (R(z))"

Demostracién. Supongamos que

1 2 n n+1 R
(1,1/ —0—(12/ +...+a,n/ +an+1/ =0.

Por induccién sobre n.
Base: si n = 1, entonces

a1/01—0:><a1—a1/011—0(1)—0>.

Por lo tanto { fol} es linealmente independiente.
Paso inductivo: Supongamos que

1 2 n n+1 .
al/ +a2/ +...+an/ +an+1/ =0.

Basta demostrar que existe un polinomio f € P, (F) tal que

/Olf—....—/onf—(), perocon/on+1f7é0_

Consideremos la funcién

P, (F) 5 Frt
o= (Lo Sl S 0 " )
. Entonces
1— (1,2,3,..,n,n+1)
22— (1%,22,3% ...,n%, (n + 1)%)

3% — (1%,28,3% . 0% (n+ 1)°)
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(n+1)a™ — (1720 3m ot (n 4 1))

Ahora, el conjunto

(1,2,3,...,n,n +1), (12,2232, ..,n% (n +1)%) , ..,
’ (1n+17 2n+17 3n+17 ...,n”“, (TL + 1)"+1)

es linealmente independiente, por el ejemplo 77.
Como la funcién lineal I' manda una base de P, (F)) en una base de F™*! y como
ambos espacios tienen la misma dimension, tenemos que I' es un isomorfismo. m
Entonces I'"1 ((0,0,...,0,1)) =: f es un polinomio tal que

/Olf_...._/onf_o

pero foan # 0.

Ejercicio 125 En wvista del ejemplo 80, {f017f027 4“7fon,fon+1} es una base de

(P,(R))*. Asi que debe ser la base dual de una base de P,(R), encontrar esta base
paran € {1,2,3,4}.






CAPITULO 5

Espacios con producto interior I

5.1. Productos interiores
En lo que sigue, F' € {R,C}.

Definicién 67 Sea gV un espacio vectorial, un producto interior (definido positi-
vamente)

(V:VXVSF

es una funcion tal que

1.V eV, (L,w):V — F es una funcion lineal.

—

2. (U,%) = (W, V), donde la barra denota conjugacidn compleja.
3. (#,7) € R*U {6}
4. (U0,0) =0=v=0.
Definicién 68 El producto interior usual en R"estd dado por
Uy
(U, 0) =T i = (v1, 2, ..., Vp) - u:2 = U1 + UV + ... + UpUy,.
n
Observacion 49 Fl producto anterior efectivamente es un producto interior:

Demostracion.

151
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1. Notemos que { ,) = ¢*- () : R" — R es una funcién lineal (es un caso parti-

cular de que F™ 25 F™ es una funcién lineal, para una matriz A € M, (F)).

2. (u, V) = (U, @) = (U, d). Pues aqui, conjugar equivale a no hacer nada).

w
—~

U, U) = v1v1 + VoV + ... + Vv, > 0.

(<67 17> = V1U1 + VU9 + ... + VpU, = ()) —

= (v =0,V € {1,...,n}) < (17:6) .

Definicién 69 Sea A € M, ., (F), definimos la matriz conjugada de A por: (Z)ij =

K] Es decir que los coeficientes de A, se obtienen conjugando cada uno de los coe-
ficientes de A.

_ 1 1+i 1-2 11— 142
Ejemplo 81 (7 5 10i 1+i>_<7 54100 1—1 >

Definicién 70 El producto interior usual en C"estd dado por (d,v) = (v) -4 =
Uy

U
(51,72, ,ﬁn) . . = ’Ullil + 11,252 + ...+ ’U/nﬁn.

Uy,

Observacién 50 FEl producto anterior es en efecto un producto interior:
Demostracién.
1. (,0) = (¢*) - _es lineal, y el argumento es el mismo que en la Observacién 49.

¢
2. (W, 0) = ()W = ((Ut)u_;') (pues esto es un escalar). Ahora,

/\
\-gl
!

I
/N
—

64‘
S~—
g
N———
-
\
Sﬁ

VS

—
!
=

N———

\

Il
S
VS
—
€1|
)
N———
|
&
/N
—
@1|
)
N—
Il
S|
=
=
Il
P
\,@l
g1
&
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3.
(%1
<77, 77> = m U= (7717 R T)n>
Uy,
n n
= Z@ﬂ)i = Z lui|*> € RTU{0}.
=1 =1
n
4. Por tltimo, si (7,7) = 0, entonces 3. |v;]> = 0. Por lo anterior, |v;] = 0 Vi,

i=1
asi que v; = 0,Vi. Por lo tanto 7= 0. m

Observacién 51 (,_) : ¢V — C, puede no ser lineal:

En particular,

si (7, ) # 0.

Por ejemplo, con el producto usual en C? tenemos que

((2)( )= (F)-=
por e () =1 (1) e
=) () (0))-
S0 ()=t

Ejercicio 126 Demuestre que si ( , ) es un producto interior en pV yc € RT, en-
toncesc{ , ) : VXV — F esun producto interior definido positivamente. Sugerencia:
note que c¢{ , Y= (c)o(, ), yque (c)): F — F es una funcidén lineal.
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5.2. La norma inducida por un producto
interior

Definicién 71 Si gV es un espacio con producto interior (definido positivamente),
definimos
v — RTU{o}
v — (¥, )
Esta funcidn se llama la norma de V respecto a ( , ).
Una notacion mds adecuada seria || ||< _,» bero esto haria mds pesada la notacion.

Observacién 52 || ||: V. — RTU{0} tiene las siguientes propiedades:

3. |cv]| = \/<c17, ct) = \/CE (U,7) = 4/ |C\2 (U,0) = |c| /{0, V) = || ||0]| . Aqud|c| =

Vce es el mddulo del mimero complejo c.

5.2.1. El Teorema de Cauchy-Schwarz

Teorema 65 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) En un espacio vectorial gV
con (, Y entonces
(@, @) < [|7]] ||| -

Demostracién.
Consideremos el producto interior de ¥ — A\ consigo mismo:
(U — M\, ¥ — M) esto es un nimero real mayor o igual que 0. Podemos escribir:

0

/AN
=
\
>
&
<y
\
>
&
Il
<y
<y
\
>
g
+
\
>
\.Sl
<y
\
>
g
Il

= (0,0) + (U, =\) 4+ (=, T) 4+ (=, = ) =
= ||8]|> + (T, =MD + (=B, T) + A (0, @) =
= ||7]* + =X (7, @) — A (@, 5) + X ||]|* =

IEn esta seccién consideramos sélo productos interiores definidos positivamente, asi que ya no
haremos esta aclaracién.
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TN + =X (T, @) — AT, 0) + A\ |||

|
<0
=
|
-
L
&l

Escojamos ahora A ; L2y sustituyamosla en

0 <[] + =X (@, @) — AT, @) + AN ||| :

obtenemos

(@,@) o . (0d) (0, w)

12 g
0 <+~ (7o) — e T+

Multiplicando ahora por ||w||*obtenemos

0 < |* |w)]* + = (@, @) (¥, &) — (¥, @) (5, 0) + (7, @) (v, ),

por lo tanto

es decir que

(@, @) * = @, @) (7, @) < || |17,
asi que
(@, @) * < ol )%,
por lo que
@, @) < 18] 1] m
Ejemplo 82

(,): C[0,1]xC[0,1] — R
(f,9) — [ fg

es un producto interior en el espacio de las funciones reales continuas definidas en
el intervalo [0,1] . La desigualdad de Cauchy-Schwarz afirma en este caso que

[l [ AT

/0 " sen () cos (1)

Por ejemplo,

11
573 cos® (1) = ,35404... <

2Esta eleccién de ) resulta de considerar la componente de @ a lo largo de @, cuya definicién se
da en la seccién de ortogonalidad.
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1 1
1
< \// (sen(m))2/ (cosz)® = 5\/(— cos? 1+ cos? 1+ 1) = ,44534...
0 0
Otro ejemplo
fo (22 + 5) = % = 2,75
\/fo () [5 (2% +5)* = £+/535 = 3,084....

Ejercicio 127 Compruebe que en efecto

(,): clo,1]xClo,1] — R
(f,9) = [ fg

es un producto interior en el espacio de las funciones reales continuas definidas en
el intervalo [0,1].

Teorema 66 (Desigualdad del tridngulo) En un espacio vectorial gV con ( , ),
se tiene que
1@ + 9| < @l + 1|7 -

Demostracion.
i+ 8* = (@ + 7,7 + ) = ||a@l|* + |0]|* + (@, 0) + (7,1) .

Como (@, 7) + (7,@) = (@,0) + (i, ) = 2Re ((@, 7)), es claro que basta demostrar
que 2Re ((@, 7)) < 2]ju]| |7]]. A la vista del Teorema de Cauchy-Schwarz, basta
demostrar que |Re ((@, )| < [(@,U)|. Pero esto es algo que se cumple para todo
numero complejo z = a + bi :

|:/:|2 =z2z2=0a>+0* > d>

" |zl = la] = [Re (2)]

5.3. La traza y la adjunta de una matriz

Teorema 67 1.
tr: My, (F) — F

i=1

es una funcion lineal.
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2. 8i A€ Myym (F),B € My, (F), entonces tr (AB) = tr (BA).

3. Si A€ My, (F), entonces tr (A) = tr (AY).

4. Si A€ My (F), entonces tr (A) = tr (A).

pi: ]\/[nxn (F) -

A — A
una funcién lineal, y del hecho de que Homp (M,x,, (F),F) = (M, (F))* es un
espacio vectorial.

k i,k

i

Demostracién. 1. Esto se sigue del hecho de que

F
es
,’yi

3. Basta observar que una matriz cuadrada tiene la misma diagonal principal que
su transpuesta, y que la traza es la suma de los elementos de la diagonal.

Observacion 53 Las operaciones de transponer y conjugar matrices conmutan. Es
decir que si A € My, (F), entonces At = a.

= (A");; = (A);,. Por otro lado, (Zt) = (Z)jﬂ_/ =

Demostracion. (E) o
i,

i

(A),,. =

Jt

Observacién 54 Si A € My, (F), B € Myx, (F), entonces (AB) = AB.

Demostracion.

@M = ZAi,kBk,l = ZAi,kBk,l
% %

= ZAi,kBk,l = (E)”
%

Teorema 68
(,): Mysn (F) X Mysn (F) — F
(A,B) =tr (B'A)

es un producto interior en My, (F).
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Demostracién. 1. { | B) = tro (F . _) es una composicion de funciones lineales,
por lo tanto es lineal.

’ (B,A) =tr (A'B) = tr (BAT) =
—tr (BA7) = tr ((AB')") = tr (AB") =
—tr (AB) = tr (AB") = tr (AB") = tr (B'A) =
— T4 B).
3.

(A, A) = tr (ATA) Z (ZAMA,”) —

-3 (S ) -3 () -
=Y AP e RTU{0}.
i,k

4. Por tltimo, es claro que 3 |Ai|° = 0 = A es la matriz cero. m
ik

Notacién 7 Si A € My, (F), denotaremos A* = Al = A A* se llama la matriz
adjunta de A.

5.4. Ortogonalidad y el Teorema de
Gram-Schmidt

Definicién 72 Diremos que i,V en un espacio con producto interior son perpen-

diculares u ortogonales si (U,¥) = 0. Representaremos esta situacion escribiendo
Ll
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Observacién 55 Si {@, 0} es un conjunto linealmente independiente en un espacio
vectorial pV de dimensidn finita, entonces I\ € F tal que (4 — M) L 0.

Demostracién. Simplemente resolvamos 0 = (@ — A¥) ,7) :

0={(d—\),0) =(U,0) = A (0,0) = = gg,}), donde notamos que (7, %) = ||7]|” #

0, pues ¥ # 0, por ser ¥ un elemento de un conjunto linealmente independiente. m

(2,5)

_ (@®)
Tl =

—7
Il

Notacién 8 v se llama “la componente de U a lo largo de v”.

Observacién 56 En R? uno tiene que la componente de @ a lo largo de U es
(Il cos(ev)) - Donde o es el “dngulo de ¥ a u”.

Esto sugiere la siguiente definicién.

Definicién 73 Si @, U son dos vectores en gV con ( , ),

cos (o) = {59 )
[l 7]

Observacién 57 1. Notemos que una consecuencia del Teorema de Cauchy-Sch-
warz, es que
|cos ()| < 1.

2. Notemos también que i, U son vectores ortogonales < cos (a)) = 0, que también
es compatible con nuestra experiencia geométrica acerca de R2.

Definicién 74 Si S < gV, V con (, ), entonces

St = (@ | (#,@) = 0,5 € S}



160 CAPITULO 5. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERIOR I

Teorema 69 S+ < 7V.

Demostracién. 1. <17'7 6> = (0, U> = (,7) (6) =0=0. Por lo tanto 0 € S*.
2. u")’l,u')'g S SJ‘,C cl'= <17,U71 +C_’2> = <17,’ll71> E<’177 _’2> =04+0=0m

Podemos considerar que

N
O ev) = [{0}rv
S

ol s
} es una funcién que man-
S —

da un subconjunto S de V en un subespacio de gV.

Teorema 70
O o) = [{} V]
S — St
tiene las siguientes propiedades:
1. () invierte el orden.
2. 5L =(£(9)".
3 (XUY) =Xtnyt
4. (W 4+Wo)" = Wi N Wik, si Wy, Wy son subespacios de gV .
5. (Wi nWy)' D Wik + Wik,
Demostracion.
1. Si X CY y ¥ €Y entonces (,7) = 0,Vij € Y, en particular (Z,7) = 0,VZ €
Wi, es decir, 7 € X

2. 5CL(5) = (£(9) C s-
Reciprocamente si 7 € S+ y 7 € £(S), entonces 7 = Y ¢;%; con T; € S, ¢; € F,
i=1

asi:

(Z,7) = < > e, 77> = e (#,7) = 0.

i=1 i=1
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3. X C(XUY)= (XUY)" C X! De la misma manera,
(Xuy)-cvyt

. Entonces
(XuY)"cxtnyt

Por otra parte,
TeXtNYt= (70 =0,V7e€ X,VjeY.

Es decir,
(#,0) =0,V¥e X UY.

Por lo que
Xtnytc(xuy).

4. (Wy+Wo)t = (£ (WL UWL))t = (WL ULt = Wik n k.
5 WinWy, CW; = (VVl)L cC(Wwin WZ)L. Anélogamente,
(We)*™ C (Wi NWa)",

asi que
(W) + (W) C (WinWa) " . m

Ejercicio 128 Sea V' un espacio con producto interior de dimension finita y sea W
un subespacio de V. Demostrar que dim (V') = dim (W) + dim (W) .

Ejercicio 129 Demostrar que si dimension de gV es finita entonces
(W N W)™ = Wit + Wi

Sugerencia, usar el Corolario 13 y el inciso 4 del Teorema anterior.

Ejercicio 130 Encontrar un ejemplo de que (Wy N Wa)" = Wit + Wik,

Ejercicio 131 Mostrar que si gV es un espacio de dimension finita, entonces son
equivalentes para dos subconjuntos X, Y de V:

1. Xt =v+
2. £(X)=£(Y).
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Definicién 75 Sea gV un espacio vectorial con ( , ), se dice que Z <V es un
complemento ortogonal de W <V si

1. V=WagZ
2. (W,2) =0,V e W, VZ € Z.

Definicién 76 Sea gV un espacio vectorial con { , ) y sea 5 C V.
1. B C gV se llama ortogonal, si (4,v) =0, Vi # T € (5.

2. B C gV se llama ortonormal, si

Teorema 71 (Gram-Schmidt) Sea pV un espacio vectorial con ( , ). Sea
{00} pen - V, entonces
.2

3 {u_j"}nEN — V7

ortonormal

tal que
L {1, ..., Tn}) = L({Wh, ..., W }), para cadam € N.

Demostracién.

Construiremos {1, }, oy recursivamente:

W =: Hg_i\l’ notemos que v; # 0 puesto que @ es un elemento de un conjunto
linealmente independiente. Notemos que {w;} es un conjunto ortonormal y que los
espacios generados por U7 y w; coinciden.

Supongamos ahora que hemos construido {h, ..., Wy} conjunto ortonormal de
vectores tal que £ ({¥4,...,7;}) = £ ({, ..., @;}), Vj < m.

En particular, estamos suponiendo que £ ({#, ..., U }) = £ ({W1, ..., T }) .

Definimos

oo 2 U1, W) . ML
Z=: U1 — (_Z wwo = U1 — (Z <vm+1,wj>wj> :

1. A ¥,,,1 se le estdn restando sus componentes a lo largo de cada uno de los
vectores w;. Ahora tenemos que comprobar que
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{wlv "'7wm} U {merl}

es ortonormal y
3. L({dh, ..., W} U{wWia}) = L{Th, oo, Vg }) -

Por construccién, todos los vectores de {uh, ..., w,,} tienen norma 1. Tomemos
ahora k < m y calculemos (w11, W) :

zZ 1
(s, ) = < > Lz -
+ | H

1l

Ahora, tenemos que
Wya1 € L({Wy, oo, Win } U{Opa1}) = L{Wy, ..., Win}) + L{Upar} =
=L ({01, -, Un}) + E{Unr1} = E({VL, ., U} U{Tnsa}) -

De aqui se sigue que

({1, ooy T} U LB }) & (s ooy T} U {Tsr}) -

Como Z' =: Ty — (Z <”<’1"U“wa> i ) entonces
J0 J

Wy, W)

. <Um+17wj>w _
Um41 = HZ” ||—»|| (Z <—» J)
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j=1 <’LU], >

Ast que £ ({¥1, ..., U} U {Umi1}) C L ({Wh, .., Wi} U{Wpmi1}) M

m Um+1, W 2 a7 U 0, I3
<Z< - J>w>+|z||wm+1e»:({wl,--->wm}u{wm+1}>-

Nota 1 FEl proceso recursivo descrito en la demostracion del Teorema anterior se
llama “proceso de Gram-Schmidt”.

Teorema 72 Un espacio gV con { , ) de dimension numerable (finita) tiene una
base ortonormal.

Demostracién. Témese una base numerable (finita) y apliquesele el proceso de
Gram Schmidt. Se obtiene un conjunto ortonormal que genera V. En el Ejercicio 132
se pide demostrar que un conjunto ortonormal es linealmente independiente. m

Ejemplo 83 Encontremos un conjunto ortonormal en R* que genere el espacio ge-
nerado por
{(1,2,3,4),(1,1,1,1),(-1,2,—-1,2)}.
(1,2,3,4) _
(1,2,3,4)(1,2,3,4)
(1,1,1,1) - <(1’1’1’1) (310\/_0’ 15\/_0’ 10‘/—07 15\/_)> w1 *%
=(L,L,1,1) - 5v3045 (1,2,3,4) = 5 (2,1,0,-1).

_ 1@a10-1 _1(2,1,0,—1)
Entonces wy = \\2(2,1,0771)” _3 = \/_ (2,1,0,~1).

wp =

?

Por ultimo:

_ _ e _ (1,2,3,4) (1,2,3,4) _
(=1,2,-1,2) <( 1,2, 1’2)’\/(1234)(123.4)> V/(1,2,3.4)(1,2,34)

~((-1,2.-1,2), $(2.10.-1) 5 (2.1,0, D)=
=(-1,2,-1,2)— (1234) (1,2,3,4)) (1 2,3,4) —% (2 1707_1):(_%7%7_%7%)‘

Asz’quewg—wf‘/_( 3,9, 93)

[1(=3,9,—9,3)]|
Veamos que {(1,2, 3,4) ,(2,1,0,-1),(-3,9,-9,3)} es un conjunto ortogonal:

((1a27334)a(2a1:0a_1)>:2+2_4:0

((1,2,3,4),(~3,9,-9,3)) = —3 + 18 — 27 + 12 = 0.
<(2> L Oa _1) ) (_3a 97 _97 3)> =—6+9-3=0.

Para ver que {wy,ws, w3} generan el mismo espacio que

{(1,2,3,4),(1,1,1,1),(-1,2,-1,2)},
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basta ver que las matrices cuyos renglones son wy, wo, w3 Y

(172>3a4)7(171>171)>(_1 2,-1 2)7

) ) )

respectivamente son equivalentes por renglones. Para esto basta ver que ambas ma-
trices tienen la misma forma reducida y escalonada:

12 34
11 11],
-1 2 -1 2

cuya forma reducida y escalonada es

100 -1
010 1
001 1
(Comprobarlo).
Por otra parte,
12 3 4 1 2 3 4
21 0 -1 X 0 -3 -6 -9 | x
-39 -9 3 -3 9 -9 3
1 2 3 4 1 23 4
x| 0 -3 —6 -9 |x|0 12 3|
0 15 0 15 0 15 0 15
1 2 3 4 1 2 3 4
x| 01 2 3 Ix|[ 012 3 ]|x
0 0 —30 —-30 0011
1 2 3 4 1 201
x| 0101 X 0101 X
0011 0011
100 -1
x| 010 1
001 1

Observacién 58 Un conjunto ortogonal de vectores distintos de 0 es 1. i.



166 CAPITULO 5. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERIOR I

Demostracién. Si § C V\ {6} es un conjunto ortogonal, para ver que es [. 7.

basta demostrar que cualquier subconjunto finito es [. i. Sea v C 3 finito, digamos
que v = {x1,...xn} , SUPONGAMOS qUE C1T1 + ... + CpTm = 0. Multiplicando por z;,
obtenemos 0 = ¢; (x;, x;) = ¢ ||xz||2 Como ||.%‘Z||2 # 0, esto implica que ¢; = 0, como
esto sucede para cada 4, concluimos que vy es [. 7. ®

Ejercicio 132 Demuestre que un conjunto ortonormal de vectores es l. i.

Teorema 73 Un subespacio W de dimensidn finita de un espacio gV con { , ), tiene
un complemento ortogonal.

Demostracién. Sea W de dimensién finita con base v = {z1, ...z, } . Entonces
W+ =+t = z{ N...Na} para ver que esto es un complemento ortogonal de W,
basta ver que

WeWw=V.

N) Bs claro que 7 € WN W = (7,) =0 = 7 =0.

+) Si ¥ ¢ W, entonces yU {7} es linealmente independiente. Aplicando el proced-
imiento de Gram-Schmidt, obtenemos un conjunto yU{ @’} ortonormal tal que 7 es una
base para W y tal que 7 € £ (vU{7}) = £(")+ £ ({¢}) =W+ L ({7}) C W+ W+,
ya que ¥ € W+, por ser ortogonal a una base de W. Por lo tanto V\W C W + W+,
por otra parte W C W + W+, asf que V = (V\WUW) C W + W+. Entonces
V=W+Wt m

Corolario 13 Si dim (V) es finita, entonces dimW + dim W+ = dimV. =

6 0 4 0 2 0

Ejercicio 133 Sea R® 245 R® tal que A= 2 0 —2 0 2 =2 |, encuentre
32 -1 =21 2
(Ker(A-_))", y compruebe que tiene dimension igual al rango de (A -_).
Ejercicio 134 Encuentre una base ortonormal para Ker(A - Ot
20 =202 =2
Ejercicio 135 1. SeaR°Z5R3B=[6 0 4 0 2 0 |, encuentre
40 6 10 2

(Ker(B - ))*.

2. Encuentre una base ortonormal para (Ker (B - _))L .
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3. Encuentre Ker(A- )N Ker(B - _) . (la misma A de los dos ejercicios anteriores)

resolviendo
6 0 4 0 2 0 LY 0
20 -2 0 2 -2 To 0
32 -1 -21 2 z3 | | O
20 -2 0 2 -2 s || O |
6 0 4 0 2 0 T 0
40 6 1 0 2 Tg 0

Ejercicio 136 Tomese A y B como en el ejercicio previo.

1. Encuentre la dimensién de (Ker(A-_)n (Ker(B-.))", y una base ortonor-
mal.

2. Compruebe que
(Ker(A- ) 0 (Ker(B 1)) = (Ker(A- )" + (Ker(B - ).
Ejercicio 137 Muestre que
(,)V:R[2] xR[z] - R

tal que
(ap + a1z + ... + apa™ by + iz + ... + ba™) = Z a;b;

es un producto interior.

Ejercicio 138 Ortonormalice el conjunto {1,x, 2% 23} respecto al producto interior
del ejercicio anterior.

Ejercicio 139 Ortonormalizar el siguiente conjunto:

S ={(1,0,1),(0,1,1),(1,3,3)}
y expresar v = (1,1,2) como combinacion de la base ortonormalizada.
Ejercicio 140 Sea V =R3, S ={(1,1,1),(1,-1,2)}. Calcular S*.

Ejercicio 141 Muestre que { , ) : Rlz] x Rlz] — R tal que (f,g) = fol fg es un
producto interior.
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2

Ejercicio 142 Ortonormalice el conjunto {1,x, 2%, 23} respecto al producto interior

del ejercicio anterior.

Ejercicio 143 Muestre que ( f,g ) = ["_ fg define un producto interior en C [—m, 7],
el espacio de las funciones reales continuas definidas en [—m,w|. Demuestre que

1. senx y cosx son ortogonales respecto a este producto interior.
2. sen(nx), cos(mz), son ortogonales

3. [leos (@) = V7.
NG

4. |lsen (@)l =

cos (z) cos (x) sen(z)sen(x)

sen(x)cos(x)  sen(2z) cos (3x)

5.4.1. Matrices respecto a una base ortonormal

Teorema 74 Sea T : V — V un operador lineal en un espacio de dimension finita
Viocon (, ). Si B={Ti},,c, es una base ortonormal de V', entonces

Demostracién. Escribamos a; ; = ([T]g) . Entonces
i.j

au,j
az,j

On,j
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es decir que
T (fj) = (lefl + a27j52 + ...+ anﬂjfn.
Aplicando ( , Z;) obtenemos a;; :
<T (fj) 77’_:7> = <(L1’j.’1_7’1 + agﬂj.’z”g + ...+ (L»,,HJ'J_')OW‘7 T_,;) = ;-

5.4.2. Representacion de elementos del espacio dual

Teorema 75 Si pV es un espacio con { , ) de dimension finita, entonces Vf €
V*3wW eV tal que f = ().

Demostracién. Si f = 0, entonces @ = 0 satisface la afirmacién.
Si f # 0, entonces V er F es lineal suprayectiva, asi que
nul (f) + rango (f) = dim (V).
Es decir que Ker(f) es un subespacio de V' de dimensién dim (V') — 1. Como
V = Ker (f) @ (Ker (f))",

escojamos 0 # 7 € (Ker (f))*, entonces f (z) # 0.
Tomemos

g

= A7,

de tal manera que f (2) = (Z ,AZ) =X (Z,2) = |Z||°. Asi que A = IG)

2 -
121l

Es claro ahora que
o) kenpt = fiertr
por otra parte,
{0) ikex() = Oty = Sicer()s
pues 0 € (Ker (f))". m

5.5. El operador adjunto

Teorema 76 Sea V' un espacio vectorial de dimensidén finita con { , ). Sea T :
V' — V un operador lineal en V. Entonces existe un operador lineal T* : V — V tal
que

(T () , W) = (0, T* (W) VU, € V.
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Demostracién. Dada @ € W, entonces ( , @) o T : V — F es lineal por ser
composicién de funciones lineales. Por el Teorema 75, 3w € V tal que ( , @) o T =
(,") . Definamos T* () =: .

Por definicién,

(U,) o T = (¢, T (wW)) .

Resta ver que T™ : V — Vasi definida es una funcién lineal:
tenemos que

VU, W, We € V,Ve € F, (U, T" (W + c)) = (T (V) , W + ctl) =

De (0, T* (W + cwy)) = (U, T* (W) + ¢T™* (Wy)) , obtenemos
= (0, T (W + cwy)) — (0, T* (W) + T* () =
= (U, [T (W + ci)] — [T () + T (@h)]) -
Como esto vale para toda v, en particular vale si ponemos
¥ = [T (@ + cita)] — [T" (1) + T (7).
De aqui obtenemos que
[T (i@, + ciy)] — [T () + T ()] = 0,
es decir que T* es lineal. m

Definicion 77 SiT,T* son operadores lineales en un gV un espacio vectorial con
(, ) tales que
(T () , W) = (7, T*W) ,Vv,d €'V,
T se llama el operador adjunto de T
Ejercicio 144 Sea T : R? — R? lineal, definida por
T(z,y)=(z+2y,2z+y).
Calcular T*.

Ejercicio 145 Para un operador lineal T en V un espacio con producto interior,
demostrar que si T*T = 0 entonces T = 0.
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5.6.

Propiedades del operador adjunto

Teorema 77 Sea pV un espacio vectorial de dimension finita® con ( , ). SeanT,U €
Hom (V,V),ce F.

1.

7.

2
3
/.
5
6

T =T

Si T es invertible, entonces (T*)™" = (T~1)".

Demostracion.

1.

2.

Ejercicio.

Ejercicio.

(T (¥), @) = (@, T (0)) = (T (&), 0) = (0, T (@)) = (7, T (w)).

Idy = (Idy)" = (ToT™)" = (T~')" o T*, esto muestra que (7T~1)" es inverso
izquierdo de T*. Simétricamente, (7~!)" es inverso derecho de T*. Por lo tanto
(T =T*"". =

Ejercicio 146 Demuestre los incisos 4 y 5 del Teorema anterior.

3La hipétesis de que gV es de dimensién finita sélo se usa para poder contar con los adjuntos de
los operadores. Las mismas afirmaciones se pueden hacer suponiendo la existencia de estos adjuntos,
quitando la hipotesis de finitud.
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Teorema 78 Sea pV un espacio vectorial de dimension finita con ( , ). Sea f =
{Zi}1<icn, una base ortonormal de pV. Sea T un operador en V. La matriz del operador
adjunto T*respecto a (B estd dada por

7= (1r13) = (175) "
Demostracion.

(IT3), = (" @), &) = (@, T (@) = (&, T (@) =

2y

]
Corolario 14 T* = @' o (([T]ﬁ)* : _) o ®g.

Demostraciéon. El diagrama

(13‘5 \ == \ (I>/3
()"
F?L F’n

es conmutativo, en vista del teorema anterior. m

c 5 c?
Ejemplo 84 [ ; x(—=5—5i)+y(=3—"T7i)\ tiene matriz
| — . .
y (9 +7i) + y (57)

—5—-5t =3-Tt
9471 LY} ’
—5+51 9-T7i
—3+T =5
Entonces T* = @' o (([T]g)* . _) o ®g, calculando en < Z ) , obtenemos.

T*@): (o500 (1)) 0 5) (y):

Su matriz adjunta es
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= o5
—5+4+5i 9—-Ti x _
—3+4+7 —bi Yy o
—5+51 9-T7i
—-34+T -—5i Y
—5x + dix + 9y — Tiy
o =3z 4 Tiz — biy ‘

A manera de verificacion, tomemos

T 1—14 1 - —2—20i 1 B
2421 )\ 2 o 6+ 8 "\ 20 o
) —2— 201 ,
=(1 —22)( 6+ i >_.14—32@
T 1—4\ [ -5-5i —=3-Ti 1—d \
242 ) 9+ 7 51 2421 |
[ —2-20i
o 6+ 8i ’
Por otra parte,
1—14 7 1 _ 1—14 9+ 23i _
2421 )7 2i o 2420 )0\ T4+Ti o

=(9-23i 7—7@)(21“2)—

= 14 — 32i,

T 1\ ([ —-545 9-Ti 1
2% )\ -3+T71 —5i 2t )
Ejercicio 147 Calcular el operador adjunto de

¢ 5 c?

(z) ( x(=5) +y(=Ti) +1iz )
y — x (34 7i) +y (51) + 2 (—5) .
z 2 (=5) +y (=Ti) + 2 (=1 —1i)

Pues

pues
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5.7. Transformaciones lineales y productos
interiores

Recomendamos a los lectores el libro de la M. en C. Ana Irene Ramirez Galarza
[6] para los aspectos y aplicaciones en Geometria del producto interior.

Teorema 79 Son equivalentes para un operador lineal suprayectivo T :V — V en
un espacio vectorial con { , ) :

1. T respeta el producto interior, es decir (T (@) ,T (¥)) = (4, V) ,Vu, 7 € V.
2. T respeta la norma,. es decir ||T (@)|| = ||d||,Va € V.

8. T manda conjuntos ortonormales en conjuntos ortonormales.

4. T es invertible y T~ = T*.

Demostracién. 1)= 2) Se sigue de la definicién de norma.

2)=1)
I (i@ = X0)|1* = [|(@ — Ao
Asi que
(@=L, u— M) = (T(d—I0),T(@d—\0)) =
(T'(@) =T (W), T (&) =T (M) .
Entonces

I1* + (@, =A0) + (=7, @) + |7]” =
= | T @)|* + (T4, T (=0)) + (T (~=9), T (@) + ||T (@)

de donde tenemos, cancelando ||@]|* con ||T ()| y ||7]|* con | T (7)||* que:

Re (X (@, 7)) = Re (A (T'@, T (¥))) ,VA € F. (5.1)
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Si tomamos A = 1, tenemos que
Re (@, 0y = Re (T (@) , T (V) .
Por otra parte, dado z = a + bi € C, tenemos que
Re(—iz) =Re (i (—a — bi)) = Re(—ia +b) =b=Im(a + bi) =Im(z).
Asi que si tomamos A = —i en 5.1, obtenemos
Im (@, v) = Im (T (@), T (7)) .

Dado que los ntimeros (4@, ) y (T (@), T (v)) comparten sus partes reales e imagina-
rias, concluimos que

(@, ) = (T (@), T (0)) -

1)= 3) Es claro.
3) = 4) T es inyectiva, pues si T # 0, entonces { ‘
T(E)}, en particular, |T(Z)| = ||Z||, y T () # 0. Luego

K]

_Z

[|Z]

es un conjunto ortonormal,

asi que también lo es {

Ker(T) = {6}, por hipdtesis tenemos que 1" es suprayectivo.

Hemos visto en el pérrafo precedente que ||T (Z)|| = || 7|, VZ € V. Asf que también
tenemos que 7' respeta el producto interior, ya que hemos demostrado que 1) y 2)
son equivalentes.

Ast, (T (7) , @) = (T (¥), TT~1w) = (¥, T~1&) , de donde vemos que T-1 = T*.

M= 1) (T (7),T (0)) = (U, T*T (&)) = (7, T T (%)) = (¥,7). m

Teorema 80 Sea pV un espacio vectorial de dimension finita con { , ). Son equi-
valentes para un operador lineal T :

1. T respeta el producto interior.
-1
2. Para cualquier base ortonormal f3, [T*]g = ([T}g) .
3. Los renglones de [T]g forman una base ortonormal de F™.

4. Las columnas de [T}g forman una base ortonormal de F™.
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Demostracién. 1)=- 2) Si T respeta el producto interior, entonces con el mismo
argumento del Teorema de arriba, vemos que T también respeta la norma y por lo
tanto T es inyectivo. Dada la hipétesis de que dim(V') es finita, tenemos que T es
invertible. Cuando T es invertible, cualquier matriz que lo represente es invertible
también. Como estamos dentro de las hipdtesis del Teorema anterior, tenemos que
T-1 =1+,

Ahora,

2)=3)

¢ ¢
Luego <<<[T]g>l> , <([T}§)J> > = 0;,. Esto muestra que los renglones de [T}g

forman un conjunto ortonormal.
3)=4)




5.8. OPERADORES UNITARIOS EN R? 177

t

- (@) myy) = (@7 (@) -

Tenemos que las columnas de ([T]g) = <[T *]g) forman un conjunto ortonormal.

Esto equivale a decir que T (/3) es un conjunto ortonormal. Si ¢ = Y ¢z, entonces
zep

171 = <z z> Yol

zep 7eB zep

aqui hemos usado la ortonormalidad de .
Como también T (3) es ortonormal, entonces

17" @) = <ZT* (cs), ST <cz~f>> -

zep zep

— <205T* () ,ZC;T* (f)> = Z el

zep zep zep

De donde vemos que T preserva la norma. Entonces los renglones de [T*}g forman
un conjunto ortonormal, asi que las columnas de [T**]g =[T ]g forman un conjunto
ortonormal.

4)= 1) Parte del argumento anterior muestra que si las columnas de [T*] g forman
un conjunto ortonormal entonces T* respeta la norma. Apliquemos esto a T' = (T*)".
|

Definicion 78 Los operadores que respetan el producto interior se llaman unitarios
(u ortogonales si ' =R)..

5.8. Operadores unitarios en R?

Ejemplo 85 Un operador unitario en R? es una rotacién ¢ una reflexion.
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Demostracién.

La matriz de un operador unitario U:R? — R2, respecto de la base canénica es
una matriz con columnas (y renglones) ortonormales.
es dicha matriz, entonces:

Digamos que A = ( ? Z

1 a b a ¢\ a®>+ b ac+bd (10
“\e d b d) \ac+bd S+ )\ 01
9 a ¢ a b\ a2+ ab+cd (10
"\ b d c d) \ab+cd »+d> ) \0 1

3. a® + b%* = 1. Ahora, la funcién

cos( )
[0,1) &) {(5) ER| 22+ 2 = 1}
cos(0
0 +— (sen%@%)
es una biyeccién. Equivalentemente,
i)
0,1) = {zeC]||z|=1}

b — i)

es una biyeccién.

. a\ _( cos(f)
Entonces existe 6 € [0,1) tal que < . ) = ( sen (0) ) )

Como a? + b? = 1 = (cos (0)) + b* entonces b> = 1 — (cos#)?, asf que
b= :I:\/l — (cos (0))* = i\/(sen (0))* = £sen(d),
Asf las posibilidades son:
a b cos () —sen (6) cos (0) sen ()
< c d ) € {( sen (f)  cosf "\ senfd —cosf - tomando

en cuenta que las columnas deben ser ortogonales.

( cos (0) —sen (0)

sen(6)  cos (0) ) corresponde a la rotacién por un angulo 6.
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Como ( cos (6)  cos (6 —7/2) > _ ( cos (f)  sen (0)

sen (0) sen (6 —7/2) sen (0) — cos (6) ), tenemos que

esta es la matriz de la reflexién sobre una linea que hace un angulo 6/2 con la
parte positiva del eje x. m

cos(f) 0 —sen ()

Ejercicio 148 FEscriba el inverso de la matriz 0 1 0 sin efec-
sen(f) 0  cosf

tuar ningun cdlculo. ;Qué resultado usd?

Ejercicio 149 Demuestre que el inverso de un operador unitario es unitario.

Ejercicio 150 Escriba los coeficientes que faltan en

1/2 a O
b 1/3 ¢
h k1

de manera que se obtenga una matriz unitaria en Msyz (R) .

5.9. Movimientos rigidos (Isometrias)

Definicion 79 Sea V' un espacio real con producto interior. Una funcion f : V — V
se llama movimiento rigido (o isometria) si

1F @) = F @I =7 =gl vz, 7€ V.

Proposicién 7 Para una tal funcién f, definase T : V. — V mediante T (Z) =
f@-f (6) . Entonces f es lineal y ademds:

L a) IT@) = |7 YieV.
b) IT(Z) =T @) = |7 =gl v&,g€V.
Ejercicio 151 1. a) (T (2),T () = (Z,y) V&, ye V.

b) T (Z+ay) — T (%) —aT (§)|| = 0 VZ,§ € V,a € R. (Es decir que T es
lineal)

2. Todo movimiento rigido es un operador ortogonal sequido de una traslacion.
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3. det(T) = +1.

4. 81V =R? y B es la base ordenada candnica para R?*??, entonces existe un
dngulo 0 (0 < 0 < 27) tal que

g [ cos(d) —sen() si de
[T}ﬁ<sen(9) cos () ) det(T) =1

g ( cos(6) sen(d) . L
[T); = ( sen(0) — cos (6) ) si det(T) = -1

5. Todo movimiento rigido en R? es una rotacidn (con respecto al origen) sequi-
da de una traslacion o una reflexion (con respecto ale eje y) sequida de una
rotacion (con respecto al origen) sequida de una traslacion. Obsérvese que:

(e R T Gt

Demostracion.
1. a)
1T (@) = 1f () = £ O)] = ll= = O = [|=]] -
b) T (%) =T @)l = 17— 4l :
1T (&) =T @Il =

= 5@ = f0) = (@) - F0O)I =
= @ -r@l=

= 17— 4|
porque f es isometria
o) (T(2),T(y)) = (& 9) V&GV :
Como
IT (@ =T @ =17 -3
entonces

T @) = 2(T (@), T @)+ 1T @ =
=(T@-T@.T@-TH)=
= (@ -§.2 - =ZI" - 2@ 9 + 71"
Cancelando ||T (Z)||* con ||Z]]* y ||T (#)||* con ||7]|*, acabamos.
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d)
(T(Z + ay) = T(Z) = aT'(§), T (¥ + ay) — T (¥) — aT () =
= (T (Z+ay), T (Z + ay)) —
—2(T(Z+ aif) , T (Z) + aT (7)) +
+ (T (%) +aT (§)), T () + aT (7)) =
= (T (Z+ay), T (Z + ay)) —
—2[(T (7 + ay) , T (2)) + a (T (Z+ ay) , T ()] +
H(T(2),T(2)) +2a(T(2), T (%)) +a*{T(5), T (4)) =
=+ ay) , (T + ay)) —
—2[((Z + ag) , (Z)) + a((Z + ag)) , (¥))] +
+((@), (@) +2a((2), (%)) +a* (@), (@) =
= ((ag)) , (Z + ag)) + () , (Z + ag))) —
—2[(Z,7) + a (4, 7) + a () , (i) + aa (7, ()] +
+((@), (D)) +2a((D), () +a* (@), () =
:aa<y,37>+@ <az,g*>+@—

2@ 8 +a <yif>+a<f,z7>+aa<z7,g>} n
—_—— e

+{(Z, T) +2a (Z,7) + a® (¥, 7) = 0.
——

2. Ahora, tenemos que T es un operador ortogonal y de

tenemos que f(¥) =T (%) + f (0) , por lo que
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Ejercicio 152 Dar un ejemplo de un operador ortogonal que mo sea ni reflexion ni
rotacion.

Regresaremos después a estudiar con méas detalle el producto interior, cuando
dispongamos de la Teoria de los subespacios T-invariantes, de los conceptos de vector
y valor propios, ademés de la Teoria acerca de las formas candnicas para un operador.






CAPITULO 6

Determinantes

6.1. Funciones n-lineales
Observacion 59 Recuérdese que T : F™ — F' es lineal sii 3aq, ..., a, € F tales que
T (21, .y Tp) = Q1 T1 + .. + AT
Definicién 80 Una funcion 0 : My,x, (F) — F es n—lineal si
VA € My (F),¥5 € {1,...,n,} la siguiente funcion es lineal

(5;‘: F" — F

81
1

e
Rl|1 .

h>
+
—

donde A; denota el i—ésimo renglon de A.

Ejemplo 86 ¢ : M« (F) — F con

(5<Z Z)—ad—bc

185
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) a b
es 2—lineal ya que para A = < e d > € Myxn (F),

5?(%?/)—5(“2 Z)—dm—q%

que es una funcion lineal, en vista de la Observacion anterior y

b
e 3(2 ) b

que también es lineal.

Ejemplo 87 0 : M, ., (F) — F es n—lineal, ya que si A € My, (F), se cumple
que X X
0 F" > F=0:F">F

pues

Ejemplo 88 A : Mxn (F) — F con A(A) = [[Ax1 es n—lineal ya que si A €
k=1
Moysen (F), entonces

Ay
Aj n
A (E) = A z = | [[A4s1 | 20,
A1 oy
Aﬂ

que lineal por la Observacion 59.

Teorema 81 FEl conjunto de funciones n—lineales es un subespacio de

FMnxn(F)

el espacio vectorial de las funciones de My, (F) a F.
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Demostracién. Ya hemos observado que la funcién constante

: My (F) — F es n—lineal.
Veamos ahora que la suma de dos funciones n—lineales es n—lineal:

()}

Supongamos que
A My ()= F

son dos funciones n—lineales. Tomemos una matriz A € M, (F') y escojamos una

jen{l,2,...,n}.
Queremos demostrar que

(G+N, :F"—F

es lineal.
Ahora,
(5+)\)z4 Fr — F

7 »—>(6+/\)(Al P it R SV n SN A[‘)’

y .
B+A) (AL - AL AL L Av ) =
= (0 + N, (7) = S(AY o AL F oA AR 4
A A AZL 7 AL L Av) =

=& (@) + Ny (Z) = (0% + N) (7).

Por lo tanto (8 + \)); = &, + X, asf que es lineal por ser la suma de dos funciones

lineales.
Por ultimo, si § es una funcién n—lineal y ¢ € F', entonces ¢ también es n—lineal:
(c6), 0 (%) = (cd) (AL - AIZL F AL ... A0 ) =
:0(5( UV il S SN ¥ inl SO | )) =

= ¢ (04 (@) = (e0) (@)

Por lo tanto ((:(S)f4 = (céi&) =(c-_)o (Vf-h que es lineal por ser la composicién de la
funciones lineales ¢% : F* - Fy (¢c-.): F — F. n
Una manera alternativa de enunciar el tltimo Teorema es afirmando que las

combinaciones lineales de funciones n—Ilineales son n—lineales.
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Definicién 81 Sea § : My, (F') — F n— lineal , 6 es “alternante” si

es decir, si la funcion 6 aplicada a una matriz con dos renglones consecutivos iguales
es cero.

b

Ejemplo 89 det : My (F) — F definida por det ( i d

nante.

) = ad — be, es alter-

Ejercicio 153 Demostrar que el conjunto de funciones alternantes de
My (F) = F

es un subespacio de FMnxn(F),

Definicion 82 Un determinante de orden n es una funcion

0: Mysn (F) = F

que es n—lineal alternante, y tal que

10 -0
01 -0
s(Ly=6| . . . . |=1

Observacién 60 La funcién del Ejemplo 89, det : Mays (F) — F es un determi-
nante.

Demostraciéon. Resta sélo observar que

10
det(o 1)1

Permutaciones m
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6.1.1. Factorizacion tinica como producto de ciclos

Definicién 83 Denotemos por S, al conjunto de permutaciones de {1,...,n}. Sea
a € S, definimos la relacién 4, en {1,..,n} por

i 4, j si Ik €T tal que i = o (5).
Observacién 61 <«,es una relacion de equivalencia en {1,...,n}.

Demostracién. Reflexividad) i €, i pues i = Idyg,. ) (1) = a° (i).
Simetria) i 4, j = i = & (j), para alguna k € Z. Aplicando a*, obtenemos

por lo que j «, .
Transitividad)

(i 40 j, j 4o m)=> (i=a"(j),j=a(m), para algunas k,l € Z).

Entonces
i = a* (j) = o* (o (m)) = " (m),

porlo que i €4, m. W
Notacién 9 Si o € S, escribiremos o de la siguiente forma:

o= (Lo(1),0°(1),...a" (1)) o (r,o (r),0% (r),...0a" () o...

ciclo

en esta notacion, estamos suponiendo que
o (O'kl (1) =1,

y que ki es el menor natural s tal que o*** (1) = 1. También estamos suponiendo
que o (O'kT (r)) =1 y que k. es el natural menor con esa propiedad. Desde luego, o
podria ser un solo n—ciclo:

(1,2,3,4) € S,

es la permutacion que mandal a 2,2 a 3,3 a4 y4 al.
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Ejemplo 90 1. Sea
o €Ss tal que

1 — 2
2 1
3 e 47
4 - 5
5 - 3
entonces
o=(1,2)(3,4,5).
2. Sea
o €Sy tal que
1 2
2 s 3,
3 1
4 e 4
entonces
o=(1,2,3)(4).

3. La permutacion

(1, 2, 3) (5, 8) (6, 12) S 512

hace lo siguiente

OL S ©UIN 500 W

117111711111 11

— ==
B S ©00-10o otk W

Notacién 10 Sic € S, y

o= (Lo(1),0°(1),..,0" (1)) o...o(j)o...
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es decir si o (j) = j, omitiremos escribir el ciclo (j). Por ejemplo, en el ejemplo 2)
anterior, en lugar de escribir (1,2,3) (4), escribiremos

(1,2,3)
simplemente. Un ciclo de la forma (j), se llama un ciclo trivial.
Proposicién 8 Si f: X — X es una funcidn biyectiva tal que f (x) = z, entonces
f™(x) =z,Ym € Z.

Demostracién. 1) Si m = 0, entonces f™ (z) = f°(z) =idx (z) = z.
Supongamos ahora que

f"(x) ==,
entonces ™ (z) = f(f™(z)) = f (z) = x.

Con lo anterior, tenemos que
f™(z)=z,YmeN.
2)Si f (z) = x, entonces
v =idy (z) = 7 (f (2)) = [ (2).
Entonces
por el inciso anterior.

Por lo tanto
" (x) = (f’l)m (x) =z,YmeN.

Combinando las conclusiones de este inciso y del anterior, tenemos que
f™(z) =z,Ym € Z.

Observacién 62 En vista de la Observacién 61, tenemos que {1,...,n}se parte en
clases de equivalencia, respecto a la relacion 4, . Es claro que la clase de equivalencia
de i es

[i]<a ={a™ (i) |meZ}.
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Observacién 63
[ilq, =1a™ (@) |0<m <, p.a. l €N},

Demostracién. D) Claro.
Q) La funcién
N — {1,.,n}
m — ™ (i)
no es inyectiva ({1, ..,n} es finito). Por lo tanto, existe k # [, tales que o (i) = o' (4) .
Tomemos k& € N, minimo con la propiedad anterior. Si k¥ > 0 entonces o (i) =
al (i), con l >k > 0,asf que de

ao a1 (i) = a1 (i) = af (i) = o' (i) = 171 (i) = a0l (i)

y del hecho de que « es inyectiva, obtenemos

contradiciendo la eleccién de k.
Asi tenemos que k£ = 0 y por lo tanto

i=a(i)=a (i),

para alguna [ > 0, que podemos suponer minima con esta propiedad.
Dada z € Z, aplicando el algoritmo de la divisién con [,

q
=
r 0<r<l

)

asi que
o (i) = a7 (i) = o™ (i) =
=a" (a"(i)) = a" (((«)") () =
=a’ (i).
En el tltimo paso hemos usado la proposicién 8. Pues o (i) = i implica que

() (i) =i. m

Definicion 84 «a € S, es ajena con 5 € S, si lo que mueve « lo fija B.



6.1. FUNCIONES N-LINEALES 193

Ejemplo 91 (1,2,3) es ajena con (5

(5,7)(4,9) en Sig, pues los elementos movidos
por (1,2,3), 1,2,3, son fijados por (5,7)

(4,9
(4,9).
Observacién 64 « € S, es ajena con B € S, si y sdlo si J es ajena con .

Demostracién. Supongamos que « es ajena con . Sea i € {1,..,n} tal que
B (i) # i. Es claro que entonces « (i) =4, pues si « (i) # 4, entonces (i) =i V. =

Observacion 65 Si o, 3 € S, son permutaciones ajenas, entonces
aofl=Lfoa.

Demostracién. Tomemos i € {1, ...,n}. Consideremos los siguientes casos:

1) 7 es movido por « (simétrico con el caso de que i sea movido por f3).

2) i es fijado por a 'y 8. (Notemos que ¢ no puede ser movido por o y 5 a la vez
puesto que « 'y 3 son ajenas).

En el primero de los casos, i es fijado por 8. Asi que

(o B) (i) = a (B (i) = a (i),

mientras que (fo«) (i) = B (a(i)) = a (7). Esto se debe a que « (i) es un elemento
movido por « :
a(a()) =a() = a@)=1iV.

En el segundo caso,

(o) (i) =a(B(i) =al(i)=1i
y también

(Boa)(i)=pB(ali) =pB(i) =i

Entonces Vi € {1, ...,n} se tiene que (a0 3) (i) = (8 o @) (z). Por lo tanto ao3 = Soa.
[

Teorema 82 Toda permutacion Id # o € S, se puede factorizar como producto de
ciclos ajenos no triviales, de manera unica, excepto por el orden de los factores.

Demostracién. Por induccién sobre el niimero de puntos movidos por a.

Base. Si a mueve cero elementos, es porque o = Id, en este caso convenimos en
que « es producto vacio de ciclos no triviales.

Paso inductivo. Supongamos que o mueve k& > 1 elementos , y la afirmacion
cierta para permutaciones que mueven menos de k elementos.
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Tomemos un elemento = movido por «a, y formemos el ciclo

7= (z,a(z),a®(z),....a(2)),

donde a1 (x) = z.
Ahora v o  fija todos los elementos x, (z),a%(x),...,a° (z), es decir que
mueve menos puntos que a. Pues si v es un punto movido por 7! o a, entonces

v # (yloa)(w). Asi que a(v) ¢ {z,a(x),a?(x),...,a®(x)}, por lo que v #
(v toa)(v) =a), de donde tenemos que ves movido por .

Por hipétesis de inducccién, tenemos que v~ o = v, 0, 0... 0, un producto
de ciclos no triviales ajenos dos a dos y que no mueven puntos de

{z,a(z), (), ...,a(z)}. Por lo tanto

Q=7070%,0..07%,

es una factorizacion en ciclos no triviales ajenos dos a dos.
Unicidad. Supongamos que

V10720 0% =P10Py0... 00,

son dos factorizaciones en ciclos no triviales de a.
Demostremos que ambas factorizaciones son iguales, por induccién sobre m.
Base. Sim = 1, entonces a = 7; y entonces las clases de equivalencia de <, son
todas triviales excepto por la clase de los elementos movidos por ;. Esto demuestra
que s = 1, pues elementos en distintos ciclos f3;, no estarfan en la misma clase de
equivalencia y serian movidos por «. Pero entonces tendriamos que

Y1 = B1-

Paso inductivo. Supongamos que m > 1. Tomemos un elemento movido por
71, digamos w, entonces v, = (w, a (w),a? (w),...).

Como w es movido por a, entonces « debe ser movido por alguna f3;, y podemos
suponer, sin perder generalidad que j = 1(las 8, conmutan entre sf).

Como antes, 3 = (w,a (w),a? (w),...), asi que en

Y, 090...07, =B10850..00,

podemos cancelar «y; con 3;. De donde

Y200V :620 Oﬂs

Podemos aplicar la hipétesis de induccién para concluir la demostracion. m
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6.1.2. Estructura ciclica y signo de una permutacion

Sea v un ciclo, definimos la longitud del ciclo como el ntmero de elementos
movidos por él. Una trasposicién es un ciclo de longitud dos, por ejemplo (1,2).

Definicién 85 Sea (1) # « € S, definimos la estructura ciclica de v es la sucesion

g(r}/l) aé(’h) ’ aé (’Yk) )

donde
Q=71 0720...07

es una factorizacion en ciclos ajenos dos a dos no triviales y tal que

C(y1) <L) < o <L) s
Ejemplos 92 1. La estructura ciclica de (1,2,3) (4,5)(7,8,9,10) es

2,3,4

2. La estructura ciclica de (1,2) es 2.

Lema 6 Si~y es un ciclo en S, y a es una permutacion en S, , entonces coyoa ™!

es un ciclo de la misma longitud que 7.
Demostracién. Notemos que si v (i) = j entonces aoyoa™ (a (i) = aoy (i) =
a (j) . En simbolos:
aoyoa ! .
i o= a@i) " alj)

En particular, k es un punto fijo de v <= « (k) es un punto fijo de € oyoa~ly

ademés (a (z),a? (i),a> (i), ...) es un ciclo de o yo ™.

Por lo que si y = (i1, ia, ...) entonces
aovyoa t = (a(i),a(iy),a(is),..).
|

Observacién 66 Siy y A son ciclos de la misma longitud en S, entonces o € Sy,
tal que coyoal = A,
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Demostracién. Escribamos A = (iy, @2, .., %) ¥ 7 = (j1, j2, .-, jx) - Para encontrar
una permutacién « con la propiedad deseada, notemos que como

ao*yoofl = (a(jl)va(j2)va(j3)ﬂ“‘)

basta que hagamos « (j1) = i1, & (ja) = i2, como en el diagrama

ﬁjla j27 L‘]k)
| | o,
(217 i2, ee ./ik)

completamos la definicién de av dando cualquier biyeccién entre

(eI Gy oo e} v {13\ {ir, i}
| |

Definicion 86 Se dice que A y v son conjugadas en S, si da € S, tal que avoyo
a~l =\

Ejercicio 154 Demostrar que la relacion de conjugacion es una relacion de equiva-
lencia en S,.

Ejemplo 93 (1,2,3,4,5) y (8,6,3,1,2) son conjugadas en Sig:
Hagamos la siguiente asignacion:

1 2 3 45 (6 (
8 6 3 12 (4

~—
=
~— — I —

Teorema 83 Dos permutaciones en S, son conjugadas si y solo si tienen la misma
estructura ciclica.

Demostracién. <) Supongamos que ;5.7 ¥ 51 55--.5) son dos productos en
ciclos ajenos dos a dos que tienen la misma estructura ciclica. Asi, podemos suponer
que £ (v;) = £(B,) . Para fijar mejor nuestra atencién, tomemos

¥ = (@i, Az, a1,.4)

ﬁi = (bl,ia b2,i----bl,,i)
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Definamos ahora a € S,, de tal manera que

alﬁ-, G/Qj' alij-
o] ol o] Vie{l, ..k}
bLia b27,' blm

Es decir que a (ap;) = bp;. Completamos la definicién de o por medio de cualquier
biyeccién entre

..........

Entonces es claro, como en la Observacién 66 que ay,a™t = 3;.
Entonces

a(myp-) et = (ama™) (epat) aa (ayah) = 615, By

=) Es claro que si 7y;7,...7; es un producto de ciclos ajenos entonces para cada «
se tiene que (ay;a™t) (ay,a™t) a...a™t (ay,a™t) también es un producto de ciclos
ajenos:

(Los sfmbolos u y v estén ambos en el ciclo ;)

=
(7Z (u) = v para alguna z € Z)
=
a () =a @ () =aya " (aw) = (aya™) (a(u)
54
a(v) y a(u) estdn ambos en el ciclo ay,a .
]

Definicion 87 Se define
sig: S, — {1,-1}

por:
sig (a) = I1 (=10

Vi
v; ciclo de la factorizacion
en ciclos ajenos de a

Ejemplos 94 1. sig((1,2)) = (—1) @71 = (1> = —1
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2. sig (1)) = I (=1)"097" = 1. Pues (1) es la permutacién identidad, que no
7;€0
tiene ciclos no triviales en su factorizacion. Por otro lado, el producto vacio se

define como 1.

Se suele llamar permutaciones pares a las permutaciones con signo 1 e impares a
las permutaciones con signo —1.

Nota 2 La funcion sig estd bien definida en virtud del teorema de factorizacion
unica.

Lema 7 Sia €S, y7=(j,k) es una transposicién en S,. Entonces
sig (at) = —sig (a) = sig (Ta)

Demostracién. Si « es la identidad, la afirmacién se sigue de que el signo de la
identidad es 1, mientras que el signo de una transposicién es —1.

Si a no es la identidad, factoricemos a.como producto de ciclos ajenos no triviales,
digamos que

@ =712 Vk

Supongamos que 7 = (i, j).

Consideremos tres casos:

i) 7 ajena con «.

ii) Los elementos que mueve 7, 4, j son movidos por un mismo ciclo 7.

iii) ¢ y j son movidos por distintos ciclos en {7y, Vg, ..., Vi } -

Caso i) Es claro que aqui la factorizacién en ciclos ajenos de ar es

Y172 VET

Asi que

sig () = | [T D7) ()7 =

Vi

= [ TIDO7 ) (=)' = =sig (r172-7)

Vi

Caso ii) Supongamos que 7, j son movidos por 7, digamos que

Tk = (Z =11,12y ey by = 7, "'723)7
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asi que sig (v,,) = (—=1)°"".
Entonces

YT = (Z’ Z'er1> [EES) Zs) (]7 iZa i3> (L) i77171)
es el producto de dos ciclos ajenos, de longitudes s —m+ 1y m — 1 respectivamente.
Luego

sig () = (=1)"7" (=) = (=1)77 = (=1) (=1)" = (=1) sig ()
Entonces
sig (ar) = (1) sig (a) .

Caso iii) Supongamos, sin perder generalidad, que
Y1 = (Z = il,l'27 ,’Lk)

Vo = (] = jla.j2> 777’)
De tal manera que sig (v,) = (=1)"' y sig (75) = (—1)""", y por lo tanto

sig (172) = (1) = (=172,

Por otra parte,
Y172T = (i7j2a "'a.jra.j> ig, ---ails:)

un ciclo de longitud r + k, por lo que

8ig (V172T) = (_1)T+k_1 =(-1) (_1)k+r_2 = —sig (Y172) -
Por lo tanto
sig (ar) = (=1) sig (o) .
|

Observacién 67 Toda permutacidn « € S, (n > 2) se puede escribir como producto
de transposiciones.

Demostracién. La permutacién identidad (1) es tal que
(1) =(1,2)(1,2).

Como toda permutacién que no sea la identidad puede factorizarse como producto
de ciclos ajenos no triviales, basta ver que todo ciclo no trivial se puede escribir como
producto de transposiciones.
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Sea v = (i1, 142, ..., 1) consideremos
(Z'l’ Zk) (117 23) (Z17 22)

es facil comprobar que
v = (v, dx) - (i1, 83) (71, 02) -
[

Corolario 15 Una permutacion o € S, es par (es decir tiene signo 1) si y sdlo si
se puede factorizar como producto de un niumero par de transposiciones.

Demostracion.
sig (T179...7) = (—1) sig (T172..Tk—1) =

= (=1) (1) sig (1179 Th—2) = ... = (=1) " sig (r1) = (=1)".
]
De lo anterior es claro que aunque la factorizacién de una permutacién como

producto de ciclos ajenos no es tnica, si se conserva la paridad del nimero de trans-
posiciones en una factorizacion.

Ejemplo 95 (1,2,3) = (1,3)(1,2) = (3,4) (1,3) (1,4) (1,2).

Observacién 68 Para cualesquiera dos permutaciones o, 8 € S,, se tiene que
sig(ap) = sig(a)sig(B).

Supongamos que 8 = T1Ta...Tg, asi que su signo es (—1)1671 . Entonces
sig (af) = sig (aT179...Tk) =

= (—1)sig (aT1T2..Tp—1) = ... = (fl)ksig (o) = sig (B) sig (o).

Existencia y unicidad del determinante

Definicion 88
det: Myun (F) — I
> sig (o) (_HAZ-,U@) '
gESy i=1

Lema 8 det: M,x, (F) — F es n—lineal:
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Demostracién. Como sabemos que una combinacion de funciones n—lineales es
n—lineal, basta demostrar que la funcién

dy : Mypsn (F) — F
A = [TAiee
i=1

es n—lineal.
Tomemos una matriz A € M, (F), k € {1,...,n} . Queremos demostrar que la
funcién
(do)%: F" — F
T o dy (AL AL B AL AP

(do)lil (f) = da (Alv L) Aﬂv f7 Akiv [x3) AE) = H Ai,n’(i) To-1(k) =

IT Aoty - ) om0y | (@)
o(i)#£k

Por lo que

(do)y = H Aio@y - | o1
o(i)#k

que es lineal por ser composicién de funciones lineales.
Aqui,
To—1(k) * M — F
z = To-1(k) ’
es proyectar la coordenada o~ (k)-ésima y

IT Aiogy-
o(i) 2k

es la multiplicacion por [[ A;ou). ®
o(i)#£k

Notacién 11 Denotemos por A, el conjunto de las permutaciones pares en Sy, y
denotemos By, el conjunto de las permutaciones impares en Sy.
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Observacién 69 Sin > 2 el numero de permutaciones pares coincide con el nimero
de permutaciones impares.

Demostracién. Tomemos la transposicién 7 = (1,2). Entonces

(1,2)o-
A, > B,

5 —  (1,2)ox
es una biyeccién cuya funcién inversa es ella misma. Por lo tanto |4,| = |B,|. =

Observacién 70 Si o € S, entonces
HAi,a(i) = HArl(i),i~
i=1 i=1

Demostracién. Basta notar que

{(i,0 () i€ {1,.on}} ={(c7"(7),4) | €{1,..n}},
para lo que basta notar que j =0 (i) < o1 (j) =i. m
Lema 9 det: My, (F) — F es alternante:

Demostraciéon. Supongamos que la matriz A tiene dos columnas consecutivas
iguales, digamos que AE = AL entonces

det (A) = Z sig (o (HA’ U(Z)>

oSy

Entonces

det (A) =

o) (g

oEA, oceB,

(kyk+1)o-
Ahora, usando el hecho de que A4, >—» B, es una biyeccién, podemos escribir,
tomando 7 = (k,k+ 1),

det (A4) =

(o) S ()

gEAR gEA,
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= Zsig (o) (HAi’U(i)> - <Zszg (o) <HAi’Toa(i)>>

oc€EA, o€A,

<HA7L,TOJ(1')> s
i=1

H i,700(1) HA(TOU) L), HA(J*IOT’I)(i),i = HA(afloT)(i),i =
i=1 =1 i=1

Consideremos ahora un producto

1
= H A-1or)@)i |+ Ale-tor) )k * Alo—10m) (k1) k41 =
i {kk+1)
= H Ag-1or)i)i | * Ae-tor) k) k41 - Ale—Tor)(kt1)k =
i {kkr1}
2
= H A1y, |+ A1kt k1 - A1)k =
ig {kkr1}
3
= II 4wi= ][] Awe
ie{l,...,n} ie{l,...,n}

A la vista de este ultimo cédlculo, vemos que el producto

SZg (T o 0') (HAi,TOa(i)>

i=1

se cancela con el producto
SZg <HAZ TOU(Z))

- —1 -1
'Es claro que Va, 8 € S, se tiene que («o3) =B 'oa L.
Por otra parte si 7 es una transposicién, entonces 77 = 7.
2Aqui usamos que las columnas k—ésima y (k + 1) —ésima de A coinciden.

3 Aqui evaluamos

7= (kk+1)

en cada elemento.
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en

Z sig (o) (HAi’U(i))

oESy

por lo tanto

ZSiQ (o) (HAi,a(i)> =0.
g€Sn i=1
m

Teorema 84 det : M,,x, (F') — F es un determinante.

Demostracién. Resta ver que det (1,,) = 1.
En efecto, consideremos

3 o) (1000 )
gESy i=1
[ (Zn); ;) es distinto de 0 si y sélo si cada factor es distinto de 0. Esto sucede si y

i=1

sélo si o (i) = i. Por lo que el tinico sumando distinto de 0 en
3o (T )
oSy, i=1

corresponde a o = (1), entonces

Z sig (o) (H (In)i,a(i)> = sig ((1)) (H (In)i,(l)(i)> =L
0ESn i=1 i=1

= Denotemos por Z%! la operacién elemental que intercambia las columnas k y [
de una matriz.

= Denotemos por M%* la operacién elemental que multiplica por ¢ (¢ # 0) la
columna k

s Denotemos por S%** la operacién elemental que suma c veces la columna & a
la columna I.
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Lema 10 Podemos observar el efecto en det (A), de efectuar una operacidn elemen-
tal de columna.

1. det (I (A)) = —det (A4) .
2. det (M* (A)) = c- det (A).
3. det (8°M! (A)) = det (A).

Demostracién. 1. Veamos que sucede si intercambiamos dos columnas consecu-
tivas en una matriz A :
Notemos que

0=det (A} A2 .. Ab4 AL AL Ak oAr)

puesen (Al A2 . Ak AREL AREL G Ak A®) coinciden las columnas k y k-+1.
Por otra parte,

(det)s (A" + AMEL) =det (A} A% .. Ak AR AREL 0 gv)
Para fijar ideas, denotemos
B= (At A2 AR ARRL AREL AR

Asi que
(det)ig™ (A% + AR = det (AL A2 AN 4 AL AR+l Ak o An) —
0.
Entonces
0 = (det)5™ (A + ALY = (det)5™ (A¥) + (det)5™ (AEL) =

=det (At A% . AMpAREL AR oAY) 4
+det (AT A2 L AR AL AR oAY) =
= (det)§, (A% + AEL) + (det)ly (A* + AEH) =

4

= (det)f (4) + (det)f, (AEEL) + (det) (45) + (det)§ (4£2L) =
= det (C) + det (ZP"*1 (A)) + det (A) +det ( AL .. AREL AREL A0 ) =
det (Z""+1 (A)) + det (A) .
- det (ZFFF1 (A)) = — det (A).

4donde C = (Al A% oAk AR L A“)
—

k41 columnas
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Segunda demostracion.
Bi=Alsii¢ {kk+1}

Llamemos B = ZF#+1 (A), entonces Bk = AL
Bkt — Ak
Entonces
det (B Zszg <HBZF”(1')> =
€Sy i=1
= Z sig (o) H Biow) | Brot)Brri,otr1) | =
o€S, ik k+1}
= ZSig (0) H Bo-1yi | * Bo-1tyk - Bo-t(hr) b1 | =
o€Sy, ik k+1}
= ZSiQ (0) H Arl(i),i 'Aafl(k),kﬂ 'Aafl(k+1),k =
o€Sn i {1}

H Alg—to(k k1)) |+ AoTolk b+ 1) (bt 1)h+1 * AoTok s )y b | =
i (ko k1)

= Zsig ((k,k+1)) sig (07" o (k,k+1)) -

g€Sn

H Aok k1)) |~ AocTolh b+ 1) (b1 ,h41 * Ao Tok ot 1))k | =
iA (k1)

fstzg o (k,k+1))-

og€Sy

H Aok bt1))()i |~ AocTolh k1) (b1 41 * Ao Toth et 1))k | =
i {1}

= —det(A4).
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Para concluir esto tltimo notamos que
STL STL

or— o to(kk+1)

es una biyeccién, pues es la composicién de las biyecciones

Sno— Sy
o — ot
y
_o(k,k+1
g, =D g
Y —  vyol(kk+1)
En general,

det (T2% (A)) = —det (A) :
Sin perder generalidad supongamos j < k — 1, ahora,
(.]/k) = (.jakj_ 1)O(k7k_ 1)0(j,k— 1)

y también
(jJC—l):(j,]ﬂ—?)o(k—1,k—2)0(j,]€—2)

por lo que

(J.k) =
= (k=2 o(k—1k—2)0(jk—2)o

o(k,k—1)o(j,k—2)o(k—1,k—2)o(j,k—2)
Si j =k — 2, entonces
(J,k)=(k-1k—=2)o(k,k—1)o(k—1,k—2)

es una composicién de transposiciones consecutivas,
si J < k — 2, entonces tenemos que

Gok—2)=(j,k—3)o(k—2k—3)o(j,k—3)

que podemos sustituir en la ecuacién 6.1.
Continuando de esta manera vemos que

(4, k)

207
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se puede expresar como composicién de (un nimero impar) de transposiciones que
intercambian dos nimeros consecutivos.

2. det (M2E(A)) = (det)’; (¢ A¥) = c- (det)’y (A¥) = - det (A) .

3.

det (S°M (A)) =det ( AL .. AEL AlycAks ABL oAb )=

— (det)!, (A)) + (det)l, (c- A¥) =
= (det)}, (A) + c- (det)l, (A¥) =
= (det)}, (4)

Pues
(det)!, (A¥) =det ( A1 ... AL Ak AL 40 ) =,

ya que la matriz en la que se evalia el determinante tiene dos columnas iguales: la
k—ésima y la [—ésima. m

Ejemplo 96 Consideremos la transposicién (2,5) € S7.
Entonces

(27 5) = (27 4) (4’ 5) (27 4) )
(2,4) =(2,3)(3,4) (2,3)

Por lo que

(2,5) = (2,3) (3,4) (2.3) (4,5) (2,3) (3,4) (2,3).

es una composicion de 7 transposiciones que intercambian nimeros consecutivos.
Podemos evaluar un determinante en una matriz elemental.

Corolario 16 1. det (Z2£(1,)) = —det (1,) = —1.
2. det (M**(1,)) = c-det (I,) = c.
3. det (Sc’k’l (In)) =det (I,) = 1.

Lema 11 Sea A € Myyn (F), y 6 : Myxn (F) — F un determinante. Si rango(A) <
n, entonces d (A) = 0.
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Demostracién. Si rango(A) < n, entonces las columnas de A forman un con-
junto linealmente dependiente. Por lo que en la lista de las columnas de A:

AL AR AR

) ) )

hay una columna que es combinacién lineal de las anteriores (Teorema 12).
Si la primera columna es combinacién lineal de las anteriores, entonces A! = 0,
entonces

det (A) = (det)?, (6) =0,

ya que las funciones lineales mandan 0 a 0 y (det)i : F™ — F es lineal.
Si la columna j—ésima es combinacién de las anteriores (con j > 1) entonces

A=) Al
i<j

De manera que

Sci-1i—hio g o §e2io gl (A)

tiene 0 en su j—ésima columna, asi que
0 =det (S /10 . 0§ 2SI (A)) = det (A).
[

Teorema 85 Si 0; Myx, (F) — F es un determinante, A € My, (F) y E es una
matriz elemental, entonces 6 (AE) =3 (A)J(E).

Demostracién. Simplemente recordemos que si £ = R (I,,), donde R es una
operacién elemental de columna, entonces

AE = AR (1) = R (A).

Ahora, usese el Lema 10, que habla del efecto de una operacién elemental en el
determinante de una matriz. m

Teorema 86 Si § : My, (F) — F es un determinante y A, B € M, x, (F), en-
tonces
§(AB)=6(A)d(B).
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Demostraciéon. Hemos visto que un determinante calculado en una matriz de
rango menor que n,vale 0.
Por otra parte recordemos que

rango (AB) < min {rango (A) ,rango (B)},

por lo que si una de las dos matrices, A 6 B tiene rango menor que n, entonces AB
también tiene rango menor que n y

rango (AB) = 0 = rango (A) rango (B) .

Supongamos que tanto A como B son de rango n. Entonces B se puede escribir como
producto de matrices elementales. (Corolario 9)

B =FE\E;.. .E}
Aplicando el Teorema anterior varias veces obtenemos que
0(B)=0(E1)d(Ey)...0 (Eg).
Aplicando el mismo Teorema, tenemos que
0(AB) =6 (AE\Ey...E) =0 (A) S (Ey) 6 (Es) .0 (Ey) =0(A)d(B).
]
Teorema 87 El determinante es unico.

Demostracién. Supongamos que 1,02 : M,,x, (F) = F son dos determinantes.
Hemos visto que tienen que coincidir en las matrices de rango menor que n, donde
valen 0 y en las matrices elementales.

Supongamos ahora que A es una matriz de rango n, entonces

A == ElEzEk
y
51 (4) = 61 (Br) - 81 (En) - 81 (B) =
=02 (E1) - 02 (Ea) - ... 02 (B) = 02 (A) .
| ]

Toda vez que hemos visto que el determinante de orden n es uinico, podemos
hablar del determinante y no de “un determinante”.
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Teorema 88 det (A") = det (A),VA € My, (F).

Demostracion.

det (A) = Z (5719(0)1_.[/1270(2-)) = Z (sig(a)HAo(m> =

oESh o€Sn

-3 (Sig(U)HAa(i),i> => (sig(ff)HAi,al(i>> =

o€Sy o€Sn

=y (sig(a_l)HAi’ow)).

o-leS,
( -1
Pues sig (671) = sig (o) (ffjese en que oo™t = (1) ) y ademas la funcién S,, > S,
es una biyeccién (es su propio inverso).
oodet (A") = det (A).

Corolario 17 det : M, (F) — F es una funcion n—lineal y alternante respecto a
los renglones.

En particular podemos describir el efecto de una operacién elemental de renglén
en el determinante de una matriz.

Si R es una operacion elemental de renglén, denotemos R’'la operacién de columna
correspondiente, por ejemplo (Z;;) = ZF!.

Corolario 18 Si R es una operacion elemental de renglon, entonces
1. det (R(A)) = —det (A) si R =TIy,.
2. det (R (A)) = cdet (A) si R = M,;.

3. det (R (A)) = det (A) si R = Sc,i ;.
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Demostracién. Simplemente notemos que

entonces
det (R (A)) = det ((R’(At))t _

Asi que B

det (M.; (4)) = det (M. (A)) = c- det (A)

' det (S.i,; (A)) = det (S, (A)) = det (S5 (1)) - (A)) = det (4).

u
t

Ejemplo 97 Veamos un ejemplo de que R (A) = ((R(A)t)) :

Digamos que
—-58 —90 53 17

A -1 94 83 72
| -8 23 —84 —99
19 —-50 88 —85
y queremos aplicar la operacion elemental de renglon Si24. Es decir que queremos
sumar el sequndo renglon al cuarto. Es claro que se obtiene
—-58 —90 53 17
-1 94 83 72
—-86 23 -84 —-99
18 44 171 -13

Esto mismo lo podemos hacer de la siguiente manera
—58 —90 5H3 17 —58 —1 —86 19
-1 94 8 72 O —90 94 23 -50
—86 23 -84 —-99 53 83 -84 88
19 —-50 88 -85 17 72 —-99 -85

S1,2,4
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—58 —1 —86 18 -58 =90 53 17

-90 94 23 -4 (i) -1 94 8 72
53 83 -84 171 —-86 23 -84 —-99
17 72 =99 -13 18 —44 171 -13

6.2. El desarrollo por renglones del
determinante

Notacién 12 Si A € My (F), 1,7 € {1,...,n}, denotaremos Z:j,la matriz en
M—1yx(m-1) (F) que se obtiene al suprimir el renglon i—ésimo y la columna j—ésima
de la matriz A

=53 =58 —-90 53 17
8% -1 94 83 72
49 -8 23 -84 -99
7 19 -50 88 -8

Ejemplo 98 S5i A = , entonces

[ -53 —58 —90 17
Adoa=| 49 86 23 —99
7819 —50 -85

Observacién 71 Sea o : S, >—» S, una biyeccién tal que o (n) = n. Entonces

sig (o) = sig (o)1,..n-1})

,,,,,

dad en {1,...,n — 1}, y ambas tienen signo 1.
Sio # (1), entonces la factorizacién de o en ciclos ajenos no triviales coincide con

.....

ningun ciclo de la factorizaciéon de o. m
Entonces tenemos que:

Lema 12 ) sig(0) [[Aio@) = Ann - det (Z;J .
i=1

o
o(n)=n
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Demostracion.
n n—1
> sig(0) [[Aiewy = D sig(0) [[Aiow Ann =
a(73:n = a(n(;:n =
n—1
=Apn- Z sig (o141,...n-1}) HAi,aHl,__m_l}(i) =
I1{1,...,n—1} =1
n—1
Apn - Z sig (7y) HAm(i) = A, -det (In\n) .
YESn-1 i=1
Pues

{ce€S,|on)=n} — Sn-1
o = O|{1,.n—1}
es una biyeccién, por lo que “cuando o corre sobre {o € S, | o (n) =n}, oy, a1}
corre sobre S,_1”". m

Observacién 72 Consideremos A € My, (F), j € {1,...,n}. Consideremos ahora
el coeficiente k,l de A, ;

Al,l A1,2 Al,j—l : Al,j+1 Al,n
Agﬁl A272 AQJ,l . A21j+1 Agﬂn
A311 A372 A3J,1 . A31j+1 A3,n . (62)

entonces

(Z\) _ Apg sil <y
"k | Argpasil>g

Por ejemplo, observe el coeficiente A ;11 en la matriz 6.2, y note que estd en la
j—ésima columna de A, ;.
Asf que si tomamos la funcién

(a,..n\{& L {1,..n—1
. jsij<k
j—1sij>k

] >
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entonces para o € S, tal que o (n) = n, se tiene que
Ajot) = (Ank)

Lema 13 Consideremos {0 € S, | o (n) =k}, entonces

> sig(o) ﬁAJ}O(j) = (An.,k (—=1)"" det (/T;c)) :

iAo, n—13(4)

o(n)=k
Demostracion.
n
Z sig (o) HA]-,(,(]-) = Z sig (o) H (Ank) B ) Ane =
= e - Pt 33011, n—13 ()
o(n)=k o(n)=k
= Auie Y sig(sigoo) | T (Aue) NE
p j<n—1 179{1,..., n—l}(])
o(n)=k

Ahora observemos el siguiente diagrama conmutativo:

o

{1,...,n} > {1,.,n} >>  {1,..n}
T T ) 7
L\ k) > (10— 1)

Donde las flechas horizontales son biyecciones. Desde luego, 7 (k) = n. Ahora, como
(yoo)(n) = (k) = n, entonces tenemos que
sig (yo o) = sig ('Ay o O"{17M7n,1}) . Por otra parte, si expresamos -y en notacion ciclica
tenemos que
y=(n,n—1,n—-2..k)
asi que si signo es (—1)" =D = (_q)n
Notemos ademas que
{oc €S, |on)=k} > Sp-1
o = YO0 1,..m 1}
es una biyeccién. (Si uno observa que dominio y codominio tienen (n — 1)! elementos
basta observar que la funcién es inyectiva:

YOO 1 n—1} = 7 O A{fL,..n—1} = O|{1,..n=1} = A|{L,...n—1}1
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pero ademds o (n) =k =A(n). =
Por lo tanto .,
Z sig (o) HAJV"(J') =
j=1

o(n)=k

= An,k'

Y. (D" Fsig(Yoojun) < II (@)mm..,_nl}(ﬁ) -

Fo0|(1,....n—1} Jj<n-—1

= Aup (=1)" 7" - det (E’\k) ’

Teorema 89 det (A) = (Anﬁk (=1)" % det (@)) :
%

Demostracion.
det (4) =
- Z Z Sig(O’)HAi,(r(i)
g a'(no)-zk -
-y (Amk (—1)"* det (A/;C)) .
k
[

La ecuacién anterior se llama el desarrollo del determinante respecto al n-ésimo
renglén.
El determinante se puede desarrollar respecto de cualquier renglén:

Corolario 19 det (A) = Y (Amk (=1)"" det (Xm\k)> . (desarrollo del determi-
&
nante respecto al m—ésimo renglon,).

Demostracién. Podemos suponer que m < n. Por medio de intercambios de
renglon llevemos el renglén m—ésimo al dltimo rengléon. Es decir, aplicamos sucesi-
vamente las operaciones elementales de renglén

Z-m,m+17 Im+1,m+27 ooy Infl,n
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. Cudntos intercambios de renglén hicimos? Escribiendo n = m + (n —m), vemos

que hicimos n — m intercambios.

A
Ay
A . . .
Sea B = A—l la matriz que se obtuvo al hacer los intercambios. Es claro

mtl

Ay

A

que

det (A) = (—1)" ™ det (B) = (—1)™ " det (B).

hagamos ahora el desarrollo del determinante de B respecto el tltimo renglén.

Entonces o
det (B) =Y (Bmk (—1)" " det (an,c)) _
k
=3 (Ana (-1)" ™ det (A
k
Pues E;C = A/m\k
Entonces

I
—

|
—_
S~—

o

I

—_

Pues (—1)"7" = (=1)™™*  ya que (=1) 7 = (=1)", pues (=1)"-(=1)*

[ ]
El resultado anterior, junto con el hecho de que det (A) = det (A*) implica que el

determinante también se puede desarrollar por columnas:

det (4) => ((Am,k)t(—l)””k det ((mt» -

k

=37 ((Ar) (1" det ()
k
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et (4) = 3 () (-1 et ()

se llama el desarrollo del determinante respecto a la m—ésima columna.

Nota 3 Es claro que det (A) =0 si A tiene dos renglones iguales.

6.3. Invertibilidad y el determinante
Definicién 89 1. Sea A € My, (F), definimos el cofactor de A; j, C;; por
Ci,j = (—1)i+j det (Zl,\j)
2. Definimos la matriz de cofactores de A,

C € My (F)

por la misma relacion anterior.

Ejemplo 99 Si

-5 -5 7
A= =5 7 0
7T 6 4

Entonces

[ 1\243 -5 =5\ _
0273 = ( 1) det ( 7 6 ) = 5,
12 =5 0\ _

01’2 = ( 1) det < 7 4 ) = 20.

La matriz de cofactores es

28 20 -79
62 —-69 -5
—49 -35 —60



6.3. INVERTIBILIDAD Y EL DETERMINANTE 219

Asi sucede que el desarrollo respecto del i—ésimo renglén del determinante de A
es

det (A ZA” Z“det( 5) = ZAJCJ ZA”C”_ (Act),,

Como esto sucede para cada ¢, entonces los elementos de la diagonal en el producto
AC"
es det (A).

Veamos lo que es un elemento fuera de la diagonal del producto AC!, calculemos

(AC"), ;i # .

(A, ZAZ,CC,“ ZAMCM 7214 17 det (4;)

que es el desarrollo respecto al j—ésimo renglén de la matriz
Ay
Ay

J renglones A;

A

Ay
y es 0, siendo el determinante de una matriz con dos renglones iguales.
Resumimos lo anterior en la siguiente férmula:

det (A) 0 0
0 det (A) ... 0
AC* =det (A) - I, = , . (6.3)
0 0 - 0
0 0 .. det(A)

Andlogamente,

Z kAk,ZCMAM ZA,“ —1)7 det (Akz)—det(A)
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Pues es el desarrollo del determinante de A respecto a la i—ésima columna de A.

También, para i # j,

(CtA)m. = ch*t’kAk’j = ZAk,jCk,i = ZAk,j (—1)"" det (Zl;)
% k k

que es el desarrollo respecto a la i—ésima columna del determinante de la matriz

<A1 A2 AL AL AL A") .
—_———

4 columnas

Por tener dos columnas iguales el determinante de la matriz anterior es 0.

Entonces
det (A) 0 0
0 det (4) ... 0
C'A = det (A)- I, = .
0 0 - 0
0 0 . det(A)

Corolario 20 A € M,,«, (F) es invertible si y sdlo si det (A) # 0.

Demostracién. <) Tenemos que

1 0 ... 0
1 N o1 oo
A((det(A)>C>_ Do
00 .. 1
y también

10 0
1 AR R 0

<<det<A>>C)A :
00 1

Asi aue (7t ) €1 = A7
=) Si A es invertible, entonces
1 =det (I,) = det (AA™") = det (A) det (A7").

por lo que det (A) # 0 y ademds det (A™1) = ﬁ(m. ]

(6.4)
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Notacién 13 La transpuesta de la matriz de cofactores se suele llamar la “adjunta
cldsica” o “adjugada”.

1 2 -1 -1

Ejemplo 100 Calcularemos el determinante de A = _23 701 g i
-1 6 3 3
5 0 97
-3 0 21
det (A) = det (8213,1 (A)) = det 9 1 5 4 =
-1 6 3 3
P e
= det Ss3.4 = (-1)(=1)*Pdet | =3 2 1 | =
25 d 11 33 27
11 0 33 27
26 -5 7
=det | §-2328331 —3 2 1 =det| O 0 1 =
11 33 27 92 —21 27

1243 - B 13 -5\ _
= (et (g, 21> 2det<46 21)‘
(13- (~21) + 5 - 46) = 86.

Ejercicio 155 Sea M € My (F), A € Myr (F), B € My yyuinn (F), 7 < 1,

de tal manera que
A C
- (2¢)

Demostrar que det (M) = det (A)det (B). Sugerencia: induccidn sobre r y de-
sarrollo respecto a la primera columna.

127 L9
Ejemplo 101 det [ 3 4 9 —det( >~3—(4—6)-3——6.
00 3

Ejemplo 102 Sean cy, ..., c, elementos de un campo infinito F. Se define

B(F) & Frt
f = (flco) s [ en)
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Tomemos 3 y v las bases candnicas de P, (F) y de F™, respectivamente. Entonces

1 ¢ cg .

1o & .. &

Ty=11 c g .3
B

1 ¢ cn

Veremos que

j<i
Por induccion sobre n.
Base. Sin =0, entonces
[Ths=(1),
ast que
I c—en=T[tc—e)=1=det(1) :det(mg).

Jj<i<0 jeo

Paso inductivo. Supongamos que n > 0 y la afirmacion cierta para n — 1.
Recordemos que

[T1} = [1d)] [T]}, [1d)]
para cualquier base 3 de P, (F).

Sea
6,: {17 Lyoeey In717 fn}
donde )
HO (= ¢j)
J=
f" = n—1
) (cn cj)
7=0
FEntonces
1 0 0 a1
0 Q9 n—1
[[d]g = Do con a, = H (en —¢j)
00 1 any =0
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Para ver esto tiltimo, simplemente note que el coeficiente principal de f, es ———.

I (en—c;)

j=0
Asi que si expresamos ™ como combinacion lineal de

{17‘%7"'71.”717.]0/”}
n—1
el ultimo coeficiente es 1] (¢, — ¢;).
§=0
Por otra parte,
1 o At o
1 ¢ clfl 0
v
[Tp=1: P
1 ¢pg . &40
1 ¢, cﬁ;l 1
Asi
det ([713) = det ([71}) det ([7d]]) =
0 ... 0 Qaq
1 ¢ .. cffl 0 .
1 C1 Cll_l 0 2
=det | : L : - : _
1 Cno1 e C%n:l] 0 00 .. 1 o Q1
Cn . AP 00 ... 0 I[(en—¢j)
=0
1 ¢ céfl
C1 Cll_l nol
=det| . . . (cn—cj) =
N S s
L ¢ /57:11
n—1
= H (en—c) || (en—¢y) :H(C” )
j<is<n—1 j=0 j<i
]

6.4. La regla de Cramer

Sea A € M, (F), una matriz invertible, consideremos el sistema de ecuaciones

A

-

=b

8

)
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con b € F™. El sistema anterior se puede escribir en las formas equivalentes:

Alx, + A%x0 + ... + Az, = b.

O bien
A171$1+ ALQ.ZEQ-Q— +A17"$n =0
Asix+ Asszot+ ... +Azuz, =0
An71$1+ An’2$2+ +An,nxn =0
Desde luego, el sistema tiene la solucién tinica
A1,
S1
. 52 . iy
Digamos que . = A~b es la solucién y calculemos
Sn

(dot) (B) = dot (AL A2 AT G Az21_an) =

= det (Al A2 AT Als) 4 AZsy + ..+ ARs, Aﬂ...Aﬁ) =
=) det (AL A2 AL A%, ATEL Am) =
k=1

= spdet (AL A2 AL AR ATEL An)
k=1

Todos los sumando que corresponden a k # j son 0 pues en
(Al A% AT AR Aji..,Aﬁ)

las columnas j—ésima y k—ésima coinciden.
Entonces

(det)] (E) = sydet (AL A2 AITL AL AL Am) — s det (A).
det (Al A2 AL EAM...AE>

a det (A) . (Regla de Cramer)

s
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Ejemplo 103 Consideremos el sistema

(32)(2)-(3)

Es decir,

Ahora

dt(s 1)
22
Ejemplo 104 s; = ———4 =2

7 152 = 7
31 3 T a
Ejemplo 105 11 2 zy | = b
3 01 T3 c
313 -6 1 3 6 1
det | 1 1 2 | =det| =5 1 2 —det<_5 1)——6—‘—5——1.
301 0 01

FEntonces

51:—7) —*(l+b+(}.

§g=—————"—=6b+3c—5a

s3 = ————— L — _9c+3a— 3.
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Ejercicio 156 Muestre que son equivalentes para una funcion

0: Mysn (F) = F:

1. § es una funcion alternante tal que 6 (I,,) = 1. (Es decir § es un determinante).

2. 5(A) =Y sig (o) I}Aww-

0€Sh

3. 0(A) = 3 (=1)" A, det (Z;;) .
je{1,...,n} i
a) & es multiplicativa, es decir, § (AB) =0 (A)d(B).

b) § es una funcidén aditiva respecto de la primera columna de cualquier ma-
triz, e. d. & (T +9) = 05 (F) + 05 () -

c) 0 (F) =1, para toda matriz elemental del tercer tipo.

a) § es multiplicativa,

b) 0 (A) = [[Ais, para cualquier matriz triangular (inferior o superior).

1

6.5. Similitud

Recordemos que dada una matriz A € M,,x,, (F), la funcién

can

es lineal y que [A-_|77" = A. En este caso decimos que la matriz A representa a la
funcién lineal A - _. En general:

Definicién 90 Sea VIV una funcién lineal con dim (V) = n < oo, decimos que
A € My (F) representa a T si A = [T, para alguna base y de V.

Definicién 91 Decimos que las matrices A, B € My, (F) son similares si 3Q) €
Mysn (F) invertible tal que
A=Q'BQ.

Escribiremos A = B en caso de que A y B sean similares.

Ejercicio 157 Demostrar que la relacion de similitud es una relacion de equivalen-
cia.
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Lema 14 1. Si A y B representan a T : V — V, lineal dim (V') finita, entonces
A y B son similares.

2. Si A representa a T : V — V, lineal diim (V) finita, y B es similar a A, entonces
B representa a T.

3. Si A y B son similares, entonces A y B representan al mismo operador

Demostracién. 1. A = [T]g7 B = [T]] para algunas base  y v de V. Entonces

[T); = [1d]] [T]; [1d]},

-1
como [1 d]g = ([I d]g) , entonces A y B son similares.

2. Tenemos que A = [T]g y B = QAQ™! para alguna base 3 de V y alguna matriz
invertible Q € M, (F') . Entonces

B=Q[T);Q"

Basta hacer

Q' =1[1d]].

Para esto notemos que (Qil)]_ = [t)j] ; donde ) es el j—ésimo elemento de la base 7.
Basta pues, que definamos « por medio de
S N
75
v N
3.5 A= QBQ ™, notemos que A = [A- %" donde F" =5 F". Utilicemos ahora
el inciso anterior. m

para tener que B = [T

Corolario 21 Dos matrices A, B € M, (F) son similares si y sdlo si representan
al mismo operador.

Ejercicio 158 Demuestre que si A € My, (F) es una matriz triangular entonces
n

Al = T]Ais
=1

5 o P
°Desde luego, 0,V —=F"es la funcién que envia ¥ a su vector de coordenadas respecto a 3.
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Ejercicio 159 Calcular | = ° oo
01 .. 000
0 ... 00O
0. .. 001

O =

Ejercicio 160 Sea A € M,y (C), demuestre que |fl| = W, donde (A)i’j =4,
Ejercicio 161 Demuestra que |cA| = c"|A], sic € F, A € My, (F).

Ejercicio 162 Sea A € M,y (F), F un campo. Defina C por: C;; = o' A;;,
a € F\ {0}. Caleule |C|. (Si A = <1 2) € Meys (R) y a = 2, entonces

2 4
20.1 2711
O:<21-3 204 >)'

Ejercicio 163 Demuestre que si A € M, (C) es tal que A = At, entonces |A| €

R.
Aﬁ
Anfl o,
Ejercicio 164 Sea A € M,x, (R) y sea B = T (note que se invirtid el
Ay

orden de los renglones de A). Calcule |B|.

Ejercicio 165 Note que trasponer una matriz es como reflejar los coeficientes sobre
la diagonal principal”; y que esto no cambia el determinante.

Suponga que B € M,y (|R|) se obtiene reflejando”los coeficientes de A sobre
una linea vertical que pas por el centro de la matriz. Calcule |B| en términos de |A|.

. 13 31
(Porejemplo(2 4>|—>(4 2))

Ejercicio 166 Suponga que C se obtiene de A reflejando sus elementos sobre una
linea horizontal. Muestre que |C| = |B).

Ejercicio 167 Sean 2, 22, z3, w1, wo, w3 € C. Decimos que los tridngulos A, , .,
Y Dy wpws SOT Semejantes (Dy 2y 2o ~ D wsws) St los dngulos internos de los dos
tridngulos coinciden (en el mismo orden), es decir que se pueden numerar en el
sentido de las manecillas del reloj los dngulos, como «, 3,7.
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Figura 6.1:
zZ1 Wy 1
1. a) Demuestre que A, 2525 ~ Duyavpws < | 72 we 1| =0.
Z3 W3 1
Z1 Z_l 1
2. Demuestre que zi, 2o, 23 son colineales < | zo Z3 1| =0.
23 Z3 1

3. Demuestre que A, ., .. es equildtero & A, ., .. = A, .

Z1 23 1
S| z9 2z 1
Z3 29 1

Ejercicio 168 FEncuentre una condicion, usando determinantes, para que 0, z1, 22, 23
€ |C| estén en un mismo circulo.

Ejercicio 169 Repita el ejercicio anterior, cambiando 0 por zy.

Ejercicio 170 Suponga que la matriz H se obtiene de A rotando”0° en el sentido

del reloj y sobre el centro de la matriz. Calcule el determinante de H en términos
1 23 7 41

del de A. (Por ejemplo | 4 5 6 8 5 2 |)

789 9 6 3
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Ejercicio 171 20604, 53227, 25755,20927, 78421 son multiplos de 17. Demuestre que

2 06 0 4
53 2 27
25 75 5|=0 modl17.

209 27

78 4 21
1111
11117 % %%
1212|371 % 7
Ejercicio 172 Calcular: 113 1) % % ??
el |11
5 6 7 8




CAPITULO 7

Polinomios con coeficientes en R

7.1. Polinomios y el algoritmo de la divisién
Definicion 92 Sea R un anillo, y N el conjunto de los naturales,

RM — {f € R"| f(x) #0 en un subconjunto finito de N} .

Definicién 93 Si f es un elemento de RN, denotaremos
sop(f)=:{z eN| f(z)#0}.

Proposicién 9 (R, :I;‘R(N)XR(N),O) es un subgrupo de (RN, +,0) .

Demostracién. Veremos que (R(N),—T-‘ ROV x R(N),O) es un subgrupo del grupo
(RN, @,(AJ) :

1. Cerradura). Tenemos que observar que la suma de dos funciones con soporte
finito tiene soporte finito. Pero debe ser claro que sop ( f—T—g) C sop(f) U sop(g) pues

(f (@) +9(x) #0= (f(x) #0Vg(x) #0)).

2. Neutro: la funcién constante 0 tiene soporte vacio (que es finito).

3. sop(—f) =sop(f). m
Vamos a darle a R™estructura de anillo, definiendo la multiplicacién de la si-
guiente manera:

Definicion 94
(frg)(n)=Y_ f

i+j=n

Proposicién 10 # es una operacion asociativa, con neutro, en RN

231
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Demostracién. 1.
n€sop(fxg)=0%#(f = > f(i)g(j) =i€sop(f)Aj € sop(g)
Z+]—’ﬂ

para alguna i y alguna j tales que ¢ + j = n. Como sop(f) y sop(g) son finitos,
también es finito el conjunto de productos f (i) g (7). que sean distintos de 0. Por lo
tanto sop(f * g) es finito.

2. * es asociativa:

(Fxg)xh) ()= D" (f*9) () h())

i+j=n

S LTVED i pICHOIE

i+j=n Lk+l=i
= > (FRgD)nG).
k+l4+j=n
Por otra parte si calculamos (f * (g * h)) (n) obtendremos
ST PR W hG).

k+l4+j=n

3. El neutro es la funcién 1 : N — R tal que 1(0) = 1,1 (n) = 0, para todo n > 0.
En efecto

(1xg)(n) = Z 1(1)g(j)=1(0)g(n) =g(n) = (g*1)(n).
| |

Proposicién 11 # se distribuye sobre la suma de R™

Demostracion.

(f*(g+h)) Zf (g+h)(

i+j=n

=D @) +h))=| D f@gU)+F D)

wHy=n i+j=n
= 32 IG9G) + Y SDRD =00+ (1) ) =

[frg+fehl().
Por lo tanto (f x(g+h))=f*g+ f*h. =
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Proposicién 12 (R(N),jr,f),*, 1) es un anillo, el anillo de polinomios con coefi-
cientes en R.

1. 2 =:(0,1,0,0,0,...).

2. Como consecuencia de la definicion anterior, x? =: (0,0,1,0,0,...),..., 2" =:
(0,...,0,1,0,0,...). 2° = 1 =:(1,0,0,...).
——

n+1 lugares
8. Sif:f(0),f(1),....,f(n),0,0,.. entonces f = f(0) 1+ f (1) z+...+ f (n)a"

Definicién 95 grad(f) =: max{k | f (k) # 0}. Notemos que esta definicién no in-
cluye al polinomio 0.

Lema 15 Si F es un campo, y f,g € FM™\ {f)} , entonces fog# 0.

Demostracién. Basta ver que grad(f * g) =grad(f) + grad(g) :

Si grad(f) = n y grad(g) = m, entonces f(n) # 0y f(j) = 0Vj > n. Ademas
gm)#0yg(j)=0Vj >m. Entonces

(f*g)(n+m) Z f =f(n)g(m)#0,yaquei>noj>m.

i+j=n+m

Ademids si k > n + m, entonces (fxg)(k) = > f(i)g(j) =0, yaquei > n
i+j=k
6j>m. nm

Teorema 90 La funcion v : R — R®™ definida por (r) = 7, (la funcion (r,0,0,...))

es una funcion que respeta la suma, el producto el uno, y ademds es inyectiva. Es
decir:

1% (r+5s) =1 (r) + 9 (s) para cualesquierar,s € R.
2. 9 (r+s) = (r) x 9 (s) para cualesquiera r,s € R.
8. w(1) =

4 =v(s) > r=s.
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Demostracién. 1. Sean r, s € R, entonces

2. Sean r, s € R, entonces

Y(rxs)=r*s=(r-s0,0,..)=(r00,.)%(s00,..) =

—Fxd = (r) 9 (s)

3.9 (1) =1=1pm. ) )
4.9 (r)=1v(s) = (r,0,0,..)=(s,0,0,...) =r=s. nm

Proposicion 13 Si F' es un campo, entonces (F(N), F,0, %, I) es un dominio entero.

Demostracién. Basta ver que (F®™\ {0} ,,1) es un monoide con cancelacién.

Supongamos que f (z) g (z) = f (z) h(z), f,g, h € F™\ {0} . Entonces
f(z)(g(x)—h(x)) =0. Como f # 0, tenemos que g () — h(z) = 0. Por el Lema
anterior. m

Proposicion 14 Si F' es un campo, entonces en (F(N),—T—,O,*, 1) hay algoritmo de
la division:
Si f(z),g(x) € F® y g (x) # 0, entonces

g (zx),!r(z) € FM
tales que
0=r(x) & grad(r(z)) < grad(g), y f(x) =bg+r.

Como la proposicion anterior es un poco larga, es mejor escribir el diagrama siguien-
te:

r(z) 0=r(z) 6 grad(r(z)) < grad(g(x))

Demostracién. Podemos suponer que f () # 0, pues en caso contrario, ¢ (z) =
0 =7 (z) sirven.

Ahora, podemos hacerlo por induccién sobre grad(f (z)) :

Base.
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f/g
Si grad(f) = 0 =grad(g), entonces g ’T
0 0=r(x)
Si grad(f) = 0 < grad(g) entonces

0
g [T

[ f=r(2),grad(f) <grad(g)

~

Paso inductivo:
Si grad(f) < grad(g) entonces

0
[ 0=r(2)
Si grad(f) > grad(g) , escribamos
f=a +az+ asx® + ... + a,a”

y
g =by+ bz +box? + ...+ bpa™

235

Multipliquemos ¢ por ™ ™. Entonces f —z" g = 0 6 grad(f — 2" ™g) < grad(f).

En el primer caso tenemos

.,I:’l’l*’”l
g [
0 0=r(x)
y en el segundo tenemos
q
g | f-a""g
r(x) 0=r(z) 6 grad(r) < grad(g)

por hipdtesis de induccion.
En este tltimo caso, f — 2" ™g = qg + 1, es decir que

I’IL—’"L + q

g IF

r(x) 0=r(x) 6 grad(r) < grad(g) .

Demostrar la unicidad se deja como ejercicio. m
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Corolario 22 Sea F un campo y f € F [x]. Entonces f (z) =g (x) (v —a) + f (a).

Demostracion.

r(z) 0=r(x) 6 grad(r) < grad(z — a) '

Entonces r (x) es una constante, y f (z) = g (z) (x — a) 4+ r. Evaluando en a, obte-
nemos la conclusién deseada. m

Definicién 96 Sean f(x),g(x) € Rlz], diremos que f divide a g (f | g) si
3h(x) € R[z] tal que fh=g.

Corolario 23 Sea F' un campo y f € F [x]. Entonces f(a) =0 < (v —a) | f ().

Demostracién. Por el Corolario anterior, tenemos que

f=9@)(z—a)+f(a).

[
Recordando que los elementos de R pueden identificarse con elementos de R,

definiremos un producto de R x R™ en R™ de manera que coincida con el producto
en RM.

Definicion 97
Rx R™M _ R®M

(va) = ?f

Ejemplo 106 Si f = (ag, a1, ...,a,0,...) y € R, entonces

rf =7f = (rag,ray, ...,ra,,0...) .
De las definiciones y proposiciones antes demostradas, concluimos que para f €
R con f = (ag, a1, ..., an, 0, ...) se tiene que f = apl + a17 + ... + a,a™.
Asi que
R®™ = R[z] = {ag + a1z + ... + a,z™ | n € N,a; € R}.

(El anillo de los polinomios con coeficientes en R).
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Observacién 73 Dada a € R eziste una inica funcion Ev(a) : R[z] — R, a la
que llamaremos “evaluacion en a”, tal que:

1. Ev(a)(f) =7, Vr € E.

2. Bv(a)(x) = a.

3. Ewv(a) respeta la suma, el producto y el uno.
Demostracién. Se deja como ejercicio. m

Proposicién 15 Vr,s € R, Vf, g€ R [z]:

1.1-f=1/.
2. (rs)-f=r-(s-f).

Ejercicio 173 Si R es un anillo conmutativo que estd incluido en un anillo S y
a € S, entonces I Ev, : Rlx] — S tal que el siguiente diagrama conmuta

R [z] x
N N
R — S a

Es claro que Ev, (r) =r, ¥r € Rlx], tal que r = Q, o grad(r) = 0.
Ademds

Ev, (rz™) = Ev, (r) - Ev, (") =7 - Ev, ()" =7 -a™.
Asi que

Ev, (ag + a1z + ... + anx™) = (ap + ara + ... + aza™).

Ejercicio 174 Demuestre que R [z] B g respeta la suma, el producto y 1. Suge-
rencta: para demostrar que Fv, respeta productos, es decir, para ver que

Ev, (f () 0 g (7)) = Eva (f () - Eva (g (2)),

mostrar primero que se cumple para [ (z) = Q, luego para f (x) = c- 2™ Y después
hacerlo por induccion sobre el grado de f # Q.
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7.2. La estructura algebraica de R|x]
Definicién 98 Un subconjunto I de R [z] se llama ideal de R [z] si

1.0el.
2 f gel=f+rgel.
3. feR[x], gel= fgelngfel

Definicién 99 Se dice que un polinomio f(x), distinto de cero es mdnico si su
coeficiente principal es 1.

Teorema 91 ] < R[z] & T=Rz]g(x):=
={f(x)g)| fERI]}, cong(x) € R[z], g(x) mdnico..

Demostracién. <)

0=0.g€l
fo.f'9=fg+fg=(f+flgel
feER[z], hgel= f(hg)=(fh)gel.
=)

Si I = {0} entonces I = R [z] - 0.

Si I #£ {0}, sea

A={neN|3f el tal que grad (f) =n}.

Notemos que A # (). Escojamos el menor elemento de A (principio del buen orden)
y llamémoslo m. Después tomemos una g € I tal que grad(g) = m. (Nétese que
se puede escoger g con coeficiente principal 1, multiplicando por el reciproco del
coeficiente principal, si fuera necesario).

Demostraremos que I = R [z] g .

C) Sea f € I. Por el algoritmo de la divisién, f =tg+r con r = 0 6 grad(r) <
grad(g). Si r fuera distinto de 0 entonces r = f —tg € I y grad(r) < m = men(A) 3.
Por lo tanto r =0y asi f € R [2] g.

D)gel=>Rlz]el m

Teorema 92 Sean I,J < R [z], entonces:

1. InJ< R
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2. 1+J={i+jliel,jeJ}<Rz.
3. I+ J es el menor ideal de R [z] que incluye a T U J.

Demostracién. 1. a. Como [ y J son ideales, entonces 0 € I, 0 € J, por lo que
0elInd.
1.b.
frgelnd=(f,ge)AN(f,geJ)=

S (f+geDA(f+ged)=>f+gelnl

f € Riz],geInJ=(feR[z],gel,ge )=
= (fg,9f € )N (fg.9f € J)= fg.gf € INJ.

22.0€,0e J=0=04+0€l+J
2b.i+j,i+7el+T=0G+)+EG@+N=>60+)+G+Nel+J.
2.c..heRzl,i+jel+J=h(i+j)=hi+hj=ih+jh=(i+j)hel+J].
da.lICI+JyaqueViel, i=i+0¢€ I+ J. Andlogamente, J C [ + J. Por lo
tanto
TUJCI+J

3.b. Veamos ahora que I + J es el menor ideal que incluye a I U J:
SiITUJ C K < Rz, entonces Vi € I,Vj € J, i,j € K. Como K es un ideal,
14+ j€ K. Porlotanto, [+ JC K. m

Definicién 100 h € R [z] es el mdzimo comin divisor de f y g si

1. h| f, h|g (es decir, h es un divisor comin).
2. k| f,k|g=k|h. (Cualquier otro divisor comin divide a h).

3. h es mdnico. (Es decir, que el coeficiente principal de h es 1).

Corolario 24 Dados f, g € Rz], Rz]f + R[z]g = R [z]h, para alguna h €
R [z], mdnico. Ademds h es el mdzimo comin divisor de f y g.

Demostracién. A la vista de los resultados anteriores, lo tinico que requiere
demostracion es la afirmacién de que h es el maximo comun divisor de f y g.

1. f € R[z]h = f = th, para alguna h en R [z]. Es decir, h | f. Andlogamente
h | g. Con esto vemos que h es un divisor comtn de f y de g.
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2. Si k es otro divisor comun, k | f y k | g. Digamos que

f[=koyqueg=ky.
También tenemos que
h=af + Bg.
Entonces
h = ak¢ + Bky =k (agp + B7).

Asi que k | h. Asi que h es el maximo comun divisor de f y g. m
Observacién 74 R [z]h = R [z]ch, Yc € R\ {0}.

Demostracién. h = 1/c(ch) = h € R [z]ch = R [z]h C R [z] ch.
Anélogamente, (ch) € Rz]-h = R[z]-ch C Rz]-h. ®

Observacion 75 El mdzrimo comun divisor de dos polinomios es unico.

Demostraciéon. Sean d, d” dos maximos divisores comunes de f y de g.
d divisor comuin y d” méximo comun divisor = d | d”.

Por simetria, d” | d.

d|d" = da=d’, para alguna a € R [z].

d’| d = d B =d, para alguna 8 € R [z].

Entonces d = d 8 = daf. Luego

0 = grad (a8) = grad () + grad (3) .

Por lo que o y 5 son polinomios constantes.
Como d y d” son ménicos y d = d B, tienen coeficiente principal 1 y 3, tenemos
que f=1,asiqued=d’". m

Definicién 101 m (z) € R [z] es el minimo comiin miltiplo de f y de g (se escribe

m () = [f;g]) si
1. m(x) es un maltiplo comin de [ y de g: m(x) € R[z] f, m(z) € R [z]g.

2. Si k() es otro miltiplo comin entonces k (x) es maltiplo de m (x) : k() €
Rlz]f, k(z) € Rlzlg = m(z) | k(z).

3. m(x) es mdnico.
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Observacién 76 Dados f, g € Rz], R[z]fNR[z]g = R [z]h, p. a. h € R[z],

h.ménico Ademds h es el minimo comun mailtiplo de f y g.

Demostracién. i es el minimo comin miltiplo de f y ¢:

he R[z]fﬂR[;v]g@hzaf/\hzﬁgé{ J;IZ = h es multiplo comtn de f
y de g.
{J;’Z S keR[]fAKER[Z g ke R[] fAR]g=R[c]h=h|k

Por lo que h es el minimo multiplo comin de f y de g. ®
Definicién 102 f € F[z], F' un campo, es irreducible si:

1. grad(f) > 0.
2. f=g-h= grad(g) =0V grad(h) = 0.

Observacién 77 Sean f, h € F[z]|, f irreducible y mdnico. Entonces (f;h) =
fv(fih)=1.

Demostracién. f = (f;h) k, p. a. k € F [z] . Entonces grad(f; h) = 0V grad(k) =
0.

Si grad(k) = 0, entonces k es el coeficiente principal de (f;h) k, que es el coefi-
ciente principal de f quees 1, asik =1y f = (f;h).

Si grad(f; h) = 0, andlogamente al argumento anterior, concluimos que f = k. ®

Corolario 25 22 + a es irreducible en R[z] si a € R*.

Demostracién. Supéngase que 2 +a = f-g con grad(f) = grad(g) = 1 (supon-

gamos que f =z +7). Entonces z + 7 | 2> +a = Ev_y) (2 +a) =0=1r*+a = 05
(la suma de dos reales positivos es un real positivo). m

Corolario 26 22 +1 es irreducible en R [z].

Definicién 103 En R [z] definimos la relacién de “congruencia médulo z2+1" por:

zzi-l

f

(& (f—9) €R[2](2* +1)).

gsi (2 +1)|(f—g)
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o ez 2?41 . . .
Proposicién 16 "= es una relacién de equivalencia en R [z].

Demostracion.
Reflexividad)

Simetria)
F 2= (f-g) eRp (22 +1) =
—(f—9) eR[z] (*+1) =
= (g-f)eRE (@2 +1) =g 2" £
Transitividad)

F 22 s (f-g) eR[] (2?2 +1) Alg—h) €R[2] (22 +1) =
=(f-9)+(g—h)eR[z] (2> +1) =
ﬁ(f—h)eR[:c](xQ—Fl)jf = h.

C=Rlz]/ 2 = {F@) | f (@) e R}

Donde f (z) denota la clase de congruencia de f(x). m

Definicién 104 Dotamos a C de suma y de producto mediante las definiciones

siguientes

¥ C}(C — C
(f.9) — T+yg
T (C}C — _(C

Ejercicio 175 Demostrar que las operaciones recién definidas estdan bien definidas,
es decir, no dependen de la eleccion de los representantes en las clases de congruencia.

Proposicién 17 ((C, F,0,7, 1) es un anillo conmutativo (el anillo de los complejos).
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Demostracién. 1. f 40
2.f+ (g+h) = f + (g
(f+3)+h,Vf, g heC.

3. f+g=F+9=9+T=g+[ V), geC
4. f+—f=f+(=f)=0,porlotanto —f = —f,Vf e C
5.
T-@h)=F(h)=F(gh=

6.f-1:E:7_:T-77Yf€(C.
T fg=f9=9-f=9-[.Y], g€C.
8.

F-@+h)=F-(g+h)=F g+ [ h=

Proposicién 18 La funcidn ¥ : R — C, definida por ¥ (r) = F, respeta la suma el
producto, el uno y es inyectiva.

Demostracién. Sean 7, s € R, entonces:
LU (r+s)=r+s=7+5=0(r)+T(s).
2V (r-s)=7-5=7-5="(r)-¥(s).
3.0 (1z) = Ip = L.
4.
V(r)=T(s)=>F=5=r = s= (2 +1) | (r—s).

Pero como r — s es 0 o su grado es cero, entonces r — s = 0. Por lo tanto r =s. m

Observacién 78 En C, 7% = —1.

x2 — — — — _
2 s =P 1T+ =T+ >R =1 =

Demostracién. 22 + 1
Proposicién 19 Denotando T con i, tenemos que Vf € C, f = a+bi, cona, b € R.
Demostracién. Aplicando el algoritmo de la divisién a f y a 2% + 1 :

q(z)
?+1 | f(x)

r(z) 0=r(z)6grad(r(z)) < grad(z?+1) =2
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como 0 = r(z) o bien grad(r (z)) < 1, en cualquier caso podemos escribir r (z) =
a + bz, con a, b € R. Entonces

[=7-(224+1)+a+bz.

Ahora, notando que (22+1) = 0, que se puede identificar r con 7 para r € R,
podemos escribir _
f=a+bzT=a+bi

]
Teorema 93 C es un campo.

Demostracién. Sea f € C\ {0}, entonces 22 + 11 f = (22 +1;f) =1=1=
a(z) (@ +1) + () f

=Bk f=1=3=f1m )
Recordemos el “Teorema fundamental del Algebra”:
(f (z) € Clz],grad(f) > 1) = 3c € C tal que f(c) =0.

Ejercicio 176 Demuestre que los tnicos polinomios irreducibles en C [x] son los de
grado 1.

Ejercicio 177 Demuestre que si f(z) € Rz] y f(c) =0, con ¢ € C, entonces
f(€) =0, donde ¢ es el conjugado de c.

Ejercicio 178 Demuestre que los inicos polinomios irreducibles en R [z] son los de
grado 1 y los de grado 2 que no tienen raices reales (;cudles son éstos).

Ejercicio 179 Demuestre que un polinomio de grado 3 es irreducible < f no tiene
raices. .
Sea apx™ + ... + a1z + ag € Z [x] . Muestre que si 5 € Q.,(¢d) =1ecdeZ)

es una raiz entonces ¢ divide a ag y d divide a a,.

Ejercicio 180 Demuestre que si " + a,_ 12" ' + ... + agp € Z [x] tiene una raiz
racional, esta raiz tiene que ser entera.

Ejercicio 181 Demuestre que /m € Q ,mne N = {/me Z.
Ejercicio 182 Demuestre que /2, /18, /24 son irracionales.

Ejercicio 183 Demuestra que 2*> +x +1 € Q [z] es irreducible.
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Ejercicio 184 Sean f (z),g(z) € C [z]. Demuestre que (f;g) = 1 < f, g no tienen
raices en comun.

Ejercicio 185 Sea
Cla] 2 Cl
fl@ = @)
el operador derivada. Sea f(x) mdnico. Demuestre que todas las raices de f son

distintas (es decir de multiplicidad 1) < (f; f') = 1.(Equivalentemente: t tiene una
raiz maltiple < (f; ') # 1).

. inel. . . .
Considere Z< e T Cuando ev, es inyectiva, se dice que T es trascen-
R r

dente. En caso contrario, se dice que T es algebraico sobre Q. (\/5 es algebraico, ,
e son trascendentes).

Ejercicio 186 Demuestre que

1. a) r algebraico = pu, () es irreducible.

2. El subanillo de R generado por Q y r es {f(r) | f € Q[z]}. (El subanillo

mencionado se denota Q (r)).

3. Use el algoritmo de la divisién para mostrar que

Q(r)={g(r) | grad(g) < grad(u,)}.

q(x)
( ope | f(2) )
g (z) donde grad(g(z)) < grad(u,), si g (z) no es cero.

Ejercicio 187 Demuestre que sir es algebraico sobre Q, entonces Q [r] es un campo.
Sugerencia: h(r) # 0= (h;pu,) =1 (u, es irreducible). Entonces se puede escribir 1
en la forma 1 = ah + Bu, donde v y § son polinomios. Entonces a(r) es el inverso
de h(r).

Ejercicio 188 FEncuentre el inverso multiplicativo de (\3/5)4 +v2+3en Q [\‘75] .
Sugerencia: encuentre primero el polinomio minimo para /2.
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Ejercicio 189 Sean cy,ca, ..., c, € R distintos, demostrar que

a () ()"
2 (er)? ()"
cs (cs)’ ()" | =T (e — )
i c'n (c,;)2 (cn)."*1
Sugerencia: considere P, 1(R) = {f(z) | f(z) es el polinomio 0 o grad(f) < n —
1}, 8 = {1,z,22%, ...,2" 1} - P,_1(R). Note que P”J;ESR) j fI(Rcz) es una
funcion lineal y que
P, (R) 5 R"
fle)
fa — |1
 (e2)

también es una funcion lineal, cuya matriz respecto a By a la base candnica de R™ es

1(c1) z(c1)
L(c2) z(c2)
A= : :

1(cn) x(cn)

Para hacer una demostracién por induccion tomemos p1={1,x,...,h (z)} tal que

1 e - 720

I e - 20

B .
[Ty = P
1 e CZ:% 0

1 ¢, a1

(Estamos pidiendo que h(c1) = 0,h(c2) = 0,...,h(cp—1) = 0,h(¢,) = 1.) Entonces
(71} = [T [1d]] .

C1

Base de la induccion: =cy— (.




CAPITULO 8

Vectores propios y diagonalizacion

8.1. Vectores y valores propios

1. SeaV 5V un operador lineal. Decimos que 0 # ¥ € V es un vector propio de
T correspondiente al valor propio A si:

T (%) = M.

Decimos que A es un valor propio de la matriz A si A es un valor propio del
operador F n A= n Es decir A es un valor propio de A si 37 € F™tal que

AZ = AT

Ejemplo 107 Por ejemplo los elementos distintos de 0 en Ker(T) son los vectores
propios de T correspondientes a 0.

Ejemplo 108 Si 0 € (0,7) entonces la rotacion p, : R? — R? no tiene vectores

propios (si U fuera un vector propio entonces p, (U), v y 0 deberian estar en la misma
recta. Cosa que no sucede.

Ejemplo 109 Todos los vectores no nulos de R? son vectores propios de P, R? —
R2, la rotacién por un dngulo .

Ejemplo 110 Consideremos el operador derivada
D

C*(R) = C* (R)

247
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en el subespacio de las funciones en R® que tienen derivadas de todos los drdenes.

Los vectores propios de D correspondientes al valor propio 1 son las funciones no
nulas tales que

Df=f
es decir

{ce” | c € R\ {0}}.
Teorema 94 Son equivalentes para c€ F, y T :V — V.
1. ¢ es un valor propio de 7.
2. ker (T — cldy) # {6} .
3. T — ¢ Idy no es inyectiva.
Demostracién. Se sigue de que

T (¥) = ¢, <= T (0) — et = 0 <= (T — cld) (v) = 0.

En el caso de que V sea de dimension finita, podemos agregar los siguientes incisos

s T — c- Idy no es biyectiva.
n T—c- Idv}g no es invertible.

n det [T —c- Idy]] =0.

Teorema 95 Son equivalentes para 0 # 7 € V,V — V,\ € F, dim (V) = n.
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Demostracién. Se sigue del diagrama conmutativo

1% T 1%

T (¥) = Ao

!

s 1 1 “s
(75 — [T]5 (9) = Al
Fn ; FTL
[T -
]

Ejemplo 111 Si A es un valor propio de A € My, (F), entonces
1. N\* es un valor propio de A*.
2. \¥ es un valor propio de ¢ - A¥, Ye € F.
3. f(N\) es un valor propio de f (A).

Pues A7 = \¥ = AAZ = ANT = MAZ = M\Z. por induccién A¥# = A En
general, si f (t) = ag + ... + axt*, entonces

(F (£) (A) (@) = (f (A)) (@) = (a0l + ... + axA¥) (T) = aoT + B AT... + ax\°F =

8

= (ap + ath... + ap\*) T = f (V)
Ejercicio 190 Se dice que una matriz A € My« (F), es nilpotente si
A* =0, para alguna k € N.

Demuestre que si A es nilpotente entonces 0 es valor propio de A, y es el dnico valor
propio de A.
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8.2. El polinomio caracteristico

Nota 4 Si R es un anillo conmutativo, y A es una matriz de n X n con coeficientes
en R, tenemos por definicion que

n

det (4) = 3 sig (o) ﬁAi,(,@ =30 ()" Ay det (A,)
i=1

€Sy j=1

Observacién 79 Si A, B € My, (F) entonces A+tB € My, (F [t]) ydet (A+tB)
€ P, [F] el conjunto de los polinomios de grado < n, junto con el polinomio Q.

Demostracion. Por induccién sobre n.
Base. Sin =1, entonces A+ tB = (a) +t (b) = (a +tb), cuyo determinante es

a+tb€P1[F]

Paso inductivo.

det (A+tB) = > (~1)"" (Ay + 1By ) det (Ang + 1By ) =

=1

= > (1) (An + tBag) det (A +1B.)
j=1

Con (An; +Bag) € Py (F) y det (Ay; + tE,:j) €Py(F) m

Definicién 105 Si A € My, (F) definimos el polinomio caracteristico de A, x , (t)
por:

X, (t) =det (A —tl,).

Lema 16 Si A € M,y (F) entonces x , (t) es un polinomio de grado n con coefi-
ciente principal (—1)".

Demostracién. Por la Observacién anterior, x , () € B, (F).
Por induccién sobre n.

Base.

Sin =1 entonces x () =det ((a) —tl) =det((a —t)) =a—t.
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Paso inductivo.
Si A€ My, (F), entonces

X, (t) =det (A —tI,) =

- (Z (=" (A = - (L), ) det (A, ?Un»,j)) -
j<n
+ (An,n —t (-[rL)mn) det (A’n,n fmn)"’n) .
Ahora,

— —_— —

det(Apn — t(In)nn) = det(Apn — t(In)nn) = det(Ann — th 1) = x4 (t)
Ast que el coeficiente principal de x , () es

(-1 (=" = (-1)".

Teorema 96 Dos matrices similares A, B € My, (F') tienen el mismo polinomio
caracteristico.

Demostracién. Supongamos que A = Q' B(Q. Entonces
X, (t) = det (A —tI,) = det (Q'BQ — tI,,) = det (Q'BQ — tQ'1,Q) =

=det (Q" (B —tI,) Q) = det (Q7") det (B — t1,) det (Q) =
=det (B —tl,) = x,, (t).
|

Recordando que dos matrices cuadradas A, B € M,y (F') son similares si y s6lo
si representan a un mismo operador, podemos hacer la siguiente definicién.

Definicién 106 Si V 5 V es un operador lineal en un espacio de dimension n,
el polinomio caracteristico de T, x,. (t) se define como x , (t), donde A es cualquier
matriz que represente a T.

L. (In),; =0sin#j.
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Observacién 80 En vista del Teorema 95 tenemos que los valores propios de un

operador V/ LV enun espacio de dimension finita, son los mismos que los valores
propios de cualquier matriz [T]g que represente al operador.

Teorema 97 Sea A € M, ., (F), los valores propios de A son las raices de su poli-
nomio caracteristico.

Demostracién. Como tenemos que A es un valor propio de A si y sélo si
det (A—A,) =0

Basta demostrar que
Y () (3) = det (A — L.
Ahora, .
X (0 = 2 (1" (g = (1)) det (Ang = t(T),.; )

=1

Recordemos que F [] L2, [ es un morfismo de anillos, asi que Ev) respeta sumas
y productos, por lo que podemos escribir

n

X, (A) = Z (—1)"+j (An,j - A (In)w) det (An,j _/)‘\(In)n]> =

=1
=det (A —A\I,).

Ejemplo 112 Calculemos el polinomio caracteristico de < ; (1) > ,

oy () )15 0

=1-2t412=(t—1)>°.

1

Luego el unico valor propio de < ;
(1) > < > Ahora, los vectores propios de

En efecto: <; (1)> <
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10 . 00}, =
<2 1>son las soluciones de<2 0):5—0.

Que a su vez, son las soluciones de

T = 0.
. 0 = . 10
Es decir, x 1) = € F\ {0} son los vectores propios de 9 1 )¢

(2 1)(1)=+(V)

Ejemplo 113 Sea
T

P = Py
fo—= fHtf+f
Sea 8 = {1,t,t2} la base candnica de T. Entonces
110
=10 2 2
0 0 3
Ast que
110 100
X () =det [ [ 02 2 ) =t{010]|=
' 00 3 001
1—¢t 1 0
—det| 0 2-t 2 |=(0-H)@2-0E-1.

0 0 3-t

Por lo que los valores propios de T son 1,2, 3.

Resolvamos
110 1 00
022]|—-1[010 =0
0 0 3 0 01
010
esdecir, | 01 2 | #=0.
00 2
010 010 010
01 2]~ 000]x|00T1
00 2 001 00O
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1

Tenemos que xo = 0 = x3. Por lo tanto las soluciones son x1 | 0 | . Andlogamente,
0

para encontrar los vectores propios de [T}g correspondientes a 2 resolvemos

110 100
022 |-21010 Z=0,
003 001

-1 10
cuya matriz del sistema es 0 0 2
0 01
-1 10 1 -1 0
Ahora. 0 0 2 || 0 0 1], dedondesetiene que
0 01 0 0 0
Ty = T, T3z = 0.
1
Una solucion es | 1
0
Por 4ltimo resolvamos
110 100
022 |-3l0o10 =0,
00 3 001
Con matriz asociada
-2 1 0 -2 0 2 10 -1
0 -1 2 | x 0 1 -2 | x| 01 =2
0 0 O 0 0 0 00 O
1
Asi que 1 = x3, T3 = 223 una solucién es | 2
1
1 1 1
Ast, | 0 |, 1 | y| 2 | son los vectores propios de [T]g Por lo que
0 0 1
1 1 1
<p5_1 0| =1, 99;1 1 ] =11+41¢, go;l 2 | =1+2t+12
0 1

o
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deben ser los vectores propios de T :

T(1)=1=1-1,
T(1+t):1+t+t-%(1+t)+?(1+t>:2+2t=2-(1+t)
T(+2t+83)=1+2t+2+t- S (1+2t+2) + L (142 +12) =
3+6t+3t2=3-(1+2t+1?).

Definicién 107 1. SiV 5V esun operador lineal, decimos que T es diagona-
lizable si existe una base [ de V' formada por vectores propios de V.

2. Decimos que una matriz A € My« (F) es diagonalizable si es similar a una
matriz diagonal.

., T . . ) -
Teorema 98 Si V — V es un operador lineal en un espacio de dimension n, son
equivalentes:

1. T es diagonalizable.
2. 35 base de gV tal que [T}ges diagonalizable.

3. [T1] es diagonalizable Yy = PV.

ase

Demostracién. 1)= 2) Sea § = {#4, ..., &, } una base de pV formada por vec-
tores propios de pV. Digamos que

Entonces
A 0O 0 O
0 X 0 O
R
0 0 0 M\,

Que no sélo es diagonalizable sino que ya es diagonal. (Es diagonalizable pues es
similar a s{ misma).

2)=3) Si [T]g es diagonalizable, entonces [T}g es similar a una matriz diago-
nal, digamos D. Entonces [T]g « D. Cualquier otra matriz [T]:’{que represente a T,

también es similar a [T]g . Asf que
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3)= 2) Obvio.
2)=1) Supongamos que 3 = {1, ..., Tn} y que

MO0 0
0 X 0 0
[T]g = : : . .
00 0 A,

Entonces

Aplicando ¢! obtenemos
T (7)) = ¢,  (N&) = N, (&) = Ny

Ademsds cada T; # 0, por formar parte de una base 3 de V. Entonces /3 es una base
formada por vectores propios de 7. m

Corolario 27 A es diagonalizable si y sdlo si A - _ es diagonalizable.

Demostracién. A = [F" A=, F"} . m

8.3. Espacios propios y diagonalizabilidad

Definicion 108 Sea pV KN £V un operador lineal y sea \ € F. Definimos

E)\ = Ker(T — /\]dv) .

Observacién 81 A es un valor propio de T si y solo si E, # {6} .

Lema 17 Sean A\ # ~ dos wvalores propios distintos de T. Supongamos que ¥ €
Ey, 0 € E., son vectores propios de T (por lo tanto ambos son distintos de 0). En-
tonces {U, W} es linealmente independiente en V.
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Demostracién. Si {¥, W} fuera linealmente dependiente entonces uno de los dos
vectores seria combinacién lineal de los anteriores, pero no es ¥, porque v # 0.
Entonces
W= ct (8.1)
Apliquemos T, para obtener
YW = e\
Ahora multipliquemos la ecuacién 8.1 por « para obtener
Yy = eyt
Restando la ltima ecuacién de la pentltima, obtenemos

O=c(A—7)7.

En vista de que @ # 0, tenemos que ¢ (A — ) = 0, pero como A # 7, entonces ¢ = 0,
porloque W =00=0.V m

]
Podemos generalizar el Lema anterior de la manera siguiente:

Teorema 99 Sea {¥;},.y un conjunto de vectores propios de T, tales que U; corres-
ponde al valor propio \; de T y ademds N\; # \; si i # j. Entonces {Ui},.y es un
congunto l. i en V.

Demostracién. Recordemos un conjunto es linealmente independiente si y sélo si
cada uno de sus subconjuntos finitos es linealmente independiente. Entonces podemos
suponer sin perder generalidad que {%;},.  es finito.

Demostraremos que {0}, {1,...ny €s finito por induccién sobre n.

Base. Si n = 1, no hay nada que demostrar, pues un conjunto con un unico
vector distinto de 0 es [. i.

Paso inductivo. Supongamos que n > 1y que la afirmacion es cierta para n—1.

Si

{01, Tay ey Up1, Un }
no fuera [. d. entonces un vector de la lista es combinacion lineal de los anteriores,
pero como, por hipétesis de Induccién, {¥, ¥, ..., U,_1} es l. i. entonces ¥, tendria
que ser combinacién lineal de los anteriores.

’Un = 01171 + 62172 —+ ...+ Cnflgn—b

A la ecuacién anterior primero le aplicamos T' y luego la multiplicamos por A, para
obtener respectivamente

AT = CLM 1 + CoAol + ... + Cro1 An_1Un—1
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)\nﬁn = Cl)\nﬁl + Cg)\n172 —+ ...+ CnflAn’Jnfl.
Restando la segunda a la primera, obtenemos

—

0= (M=) T4+ (he— X)) U+ oo+ oot (Aot — An) Uy

Como {¥, s, ..., U—1} es L. i., entonces los coeficientes de la ecuacién anterior son
todos 0:
C1 ()\1 — >\n) = O — Co (AQ — An) = ... = Cp—1 (An—l — An)

y como A, & {\1,..., \,_1}, entonces cada ¢; = 0.
Por lo tanto
U =0-01+0-%h+..+0-0, 1 =0V

Lema 18 5S¢ {)‘i}ieX es una familia de escalares distintos y gV KR rV es un ope-
rador lineal, entonces la suma de los espacios propios Ey, es directa. Es decir

> Exn=En.
i€X i€eX

Demostracién. Necesitamos ver que la interseccién de uno de los subespacios

con la suma de los demas es el subespacio {O} .

Eyn Y By # {6}

ieXe{j}

Supongamos que

Entonces
0 £ € BEyn Y By,
i€X\{j}
por lo que &; = &, + &, + ... + Ty, con {iy, 2, ..., i € X\ {j}.
Por lo tanto
{Z, 25, Tigy s T}
es linealmente dependiente. Pero el Teorema anterior asegura que es linealmente

independiente por ser un conjunto de vectores propios que corresponden a valores
propios distintos dos a dos. V =

o
Recordemos que una suma de subespacios Y {W;},. ¢ es directa, cuando la in-

terseccién de cada sumando con la suma de los demas subespacios es {0} .
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Es decir > {Witcx = @ {Witicy si

wn Y {Wi}:{6}7 Vj e X.
ieX\(}

Teorema 100 Son equivalentes para una familia {W;}
toriales no nulos de un espacio pV de dimension finita:

1.V = @ {Wi}ie{Lm,m}'
2.V =2 {Wilica,..m ¥ {12 {dim (W;)} = dim (V).

.....
,,,,, m}

i€ {1, m) de subespacios vec-

Demostracién. 1)=-2)
Observemos que si i # j, y 3; es una base para V;, 3; una base par V;, entonces
B;N3; =10.Puessi ¥ € ;N f3;, entonces

Few;n <Zw;) V.
J#u

Notemos que si 3, = W; entonces U {51'}1'6{1 m} €S una base para pV:

yeuny

Recordemos que el subespacio generado por una unién de conjuntos es la suma
de los subespacios generados por ellos. (Definicién 23).
Por lo tanto

£ (U {Bitieq,.. m}) = Z {’2 {6i}i€{1,...,m}} =V,

entonces tenemos que U {/3;},. {1,..,m} €S un conjunto generador de V.

AAAAA

SiU{B,}e (1m} fuera linealmente dependiente, contendria un subconjunto finito

.....

[. d. digamos que

es linealmente dependiente. Como los conjuntos 3; son linealmente independientes,
no todos los elementos de {¥1, &5, ...Z, } pertenecen al mismo conjunto B;-

Agrupemos los elementos de {7, 7a,...7,, } , seglin la base 3; a la que pertenecen,
podemos suponer, reordenando si hiciera falta, que

T1 = T1,1,To1, -y Tyl € 1, T1,2,T22, s Thy2 € Bo, ...

"'7$1,37$2,sa "'7Ik5,s =Ty S ﬁs'
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Ahora hay una combinacién lineal de estos vectores que da 0 con no todos los coefi-

cientes O :
k;
0=" o= | D | =D i
i=1 j

1,J J

kj
Con w; = le” e W;.
i=

o

Entonces 0 FwWh =wWa+...+dWs €W N (Zm) V.
i#1

0 = Wy, pues w; es combinacién lineal no trivial de elementos de un conjunto
linealmente independiente 3.

La contradiccién anterior muestra que U {f;}
te, asi que es una base de gV.

codim (V) = |U {ﬁi}ie{l,m,m}‘ = Z {18:1} = Z {dim (W;)}.

2)=1)

Por inducccién sobre m.

Base. Si m = 1 no hay nada que demostrar.

Sim = 2 entonces V = Wy +Ws y dim (V) = dim (W;) + dim (3) . Recordemos
ahora que (Teorema 21).

ief1,..m} €S linealmente independien-

dim (W + W) = dim (W1) + dim (W5) — dim (W, N W3),
entonces
dim (V) = dim (W, + Ws) = dim (W) + dim (W3) — dim (W7 N W)
= dim (W) + dim (W2)

entonces dim (W, N W) = 0, asi que Wy N W, = {6} , por lo que

Vle@Wz.

Paso inductivo.
Supongamos que m > 2.

v:Z{M}
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y que
dim (V Z {dim (W,
Entonces .
V=W+> {W;}
=2
y

dim (V) = dim (W) + (i {dim (W, ) :

Por el caso m = 2, tenemos que

%m@(é{vm).

Como

m

dim (Z {m}> = dim (V) — dim (W;) = (Z {dim (vm)}> — dim (V;) =

=2 i=1

- (Z{dim <m>}) ,

tenemos, por hipdtesis de induccién que

S (wik =i}
i=2 i=2
Por lo tanto

V= (i{m}) =" (é{m}>

=2 =2

Ahora, es facil comprobar que

WP (@{m}) ais~AUDE
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Ejercicio 191 Demuestre que son equivalentes para una familia

{M/i}ie{l,.“,m}

de subespacios vectoriales de gV :

LV = <§92{Wi}> .

2.V = @ {W:}. (Es decir, V = Z {W:} y la interseccion de cada subespacio

i=1
con la suma de los demds subespaczos es trivial.

3. Vo eV, Az, e W,, i € {1,...,m} tales que U =T + To + ... + Tpp.
4 (V=S {Wi}, y0 =1 +To+ ..+ Zp, conT; €W;) = T =0 =Ty = ... = T
i=1

Observacién 82 Si T : V — V es un operador lineal diagonalizable en un espacio
de dimension finita, entonces x. (t) es un producto de factores de grado uno.

Demostracién. Si T es diagonalizable, entonces existe una matriz diagonal D
que representa a T. Digamos que

A0 e 0 0

0 A - 0 0
[Ts=D=| : & "~ :

0 0 - Ay O

0 0 0 M\

de aqui es claro que

Xp () =x, (1) = M=) A2 = 1) .. (A = 1)

Lo anterior muestra que para que un operador lineal en un espacio de dimension
finita sea diagonalizable, debe suceder que el polinomio caracteristico se factorice
como producto de factores de grado uno.
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Ejemplo 114 Consideremos la rotacidén por /4,

R2MR2

)

cuya matriz es

(contmy ened)),

con polinomio caracteristico
£ —tv/2+1

que es irreducible sobre R, pues sus dos raices son complejas no reales.
, cos (m/4) —sen(m/4) . .
Asi, tenemos que p, 4 (y ( sen(n/4)  cos(r/4) ) no son diagonalizables.

Ejemplo 115 En cambio si pensamos que la rotacion ocurre en el plano complejo,
entonces

C prja=(e) C
de tal manera que todos los elementos de C\ {(0,0)} son vectores propios de (ei”/4 . _) ,
correspondientes al valor propio €™*. Asi que la matriz diagonal que representa a
(eiﬂ'/4 . _) es

(€i7r/4) S Allxl (C) .

Por otra parte, no basta que el polinomio caracteristico se factorice como producto
de factores de grado uno, para que sea diagonalizable.

Ejemplo 116 Consideremos la matriz < (1) 1

) , es claro que su polinomio carac-
1—t 2

0 1-—t¢
1, pero no es diagonalizable:
St lo fuera, tendriamos que seria similar a una matriz diagonal, con el mismo poli-

teristico, det ) =(1—-1t)(1—1), es un producto de factores de grado

. L. . , o 10
nomio caracteristico, es decir, tendria que ser similar a < 0 1 ) pero entonces

12 10Y,, . 10
<01)_Q(01>Q1_QQ1_<01>Y

Ejercicio 192 Una matriz triangular superior A con todos sus elementos de la dia-
gonal iguales, es diagonalizable si y solo si A es diagonal.
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8.4. Matrices diagonalizables

Teorema 101 Son equivalentes para un operador lineal pV KR rV en un espacio
de dimension finita gV :

1. T es diagonalizable, con valores propios A1, Aa, ..., Ag.

2. V=QE,,.

a) X, ()= A —1t)" A2 —1)"™ (A —t)"™
b) dim (E),) =nul(T — \iId) =m
Demostracién. 1) =2) Si T es diagonalizable, con valores propios i,

A2,...,\, entonces existe una base de gV formada por vectores propios de 7. De esta
base tomemos los elementos que corresponden a A; para formar ;.

Entonces
V= @ {Ex}

2)=3)SiV = @ {E),}, tomemos 3, una base de E,,. Entonces la matriz de T
respecto a la base ﬂl U ByU...UpB, es

Al
1811 % 18] 0
A

A
0 o Bl % (B4

Ak
por lo que el polinomio caracteristico de T es ,
()\1 _ t)\ﬁl\ ()\2 _ t)\52| ()\k _ t)\ﬁk\ .

Ademsds
1B1] + [Ba| + .. 4+ [Bi| = n.

Basta hacer m; = |3, .
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3)= 2) supongamos que
X, (1) = —8)™ (A=) (M — )™

y que
dim (Ey,) = nul (T — N Id) = m;, Vi € {1,...,k}.

Como las raices del polinomio caracteristico son los valores propios del operador T,
entonces E,, # {6} Vie {1, ... k}.

Ademsés
Z {E)w} = @ {E)\L} )

por el Lema 18.
Entonces

dim (3" 1By }) = dim (@B, 1) = Y {dim (5,)} =

= 3 {mi} = grad (x, () = n

Como dim (P {E),}) =n = dim (V), entonces P{E\,} = V.
2)=1) Si @{E),} =V entonces la unién U{3;}, donde 3, es una base de E),
es una base de gV formada por vectores propios de 7. m

Definicién 109 Sea A\ un valor propio del operador T de dimension finita, la multi-
plicidad de A como valor propio de T’ es la multiplicidad de A como raiz del polinomio

caracteristico de T'. Es la mayor potencia entera de (t — \) que divide a x,. (t).

Ejemplo 117 Es claro que la matriz

OO O =
OO NN O
O OO
wWw o OO

es diagonalizable, pues es diagonal.
Los wvalores propios de A son 1, 2, 8 con multiplicidades 1,2,1 ya que el polinomio
caracteristico es

1-t)2-t)°3B-1).
dim (E) = 4 — rango (A — L) =
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)

—
\'} Al
Il
oo o — Il coo - «
™
oo —H O | I e =< |
<t
Il
—
<t
| ~ o coo -
cooa o |
— >
e om OO m)OOOO
S cocoom
oo o | ceee
ceoae -« oo NO ~
cocoo | oo o
N o o Il oo o
(\
= =N=) /lll\mm,./_lOOO
/'l\
W = S~— W
A —— m =N P S
S £ = S
> S <
S _ S |
IS <
= g ~
= <t

)_

2
0

8§—t

-t 2
0 4-t
-6 2

) es diagonalizable.
(6 —1t) - det (

0

1

|

0
2
0
0
8§—1t

dim (F3) = 4 — rango (A — 31,) =

-2
1

6—t
-2

4 — rango
2
0 4-t

0
—6

0
2

—t

Ejemplo 118 Mostrar que
det (
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6—1t)-(4—1t)(*—8t+12) =
6—1)(@4—1t)(2—1).

)

2
—6 8—1

6—t)-(4—=1)(t—6)(t—2)

(6—t)-(4—t)det<

8.4. MATRICES DIAGONALIZABLES

Las soluciones de

Ademds:

1

o
_000

—l™
—l© , o O

O —H OO

— O O O

estd generadas por
Las soluciones de
estdan generadas por

_000

oo - o

o —H O O
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Las soluciones de

-2 2 -2 2
0 2 1 0], =
00 4 o770
-6 2 -2 6
estdn generadas por:
1
0
0
1
Entonces
0 1 1 1
1 -3 1 0
2 |7 -6 01’10
1 0 1 1
es una base de F'* formada por vectores propios de A.
0 1 11 -2 0 -1 2
1 =310 L -1 0 -3 3
‘o i () = -1 _ 2 1 3
Ademds si QQ = 9 _6 0 0 entonces Q=" = o 1 _% H . Porlo
1 0 11 8 1 3 -4
-6 0 -1 6
-2 0 -1 2
-1 _
que 4Q— = 0 4 -2 0 . Ahora
6 —4 3 =2
-6 0 -1 6 0 2 -2 2 0 1 11
-2 0 -1 2 0 4 1 0 1 -3 10
0 4 -2 0 0 0 6 O 2 -6 00
6 —4 3 =2 -6 2 -2 8 1 0 11
24 0 0 0 6 000
- 0 24 0 O 4. 06 00
a 0 0 16 0 | 0040
0 0 0 8 0 00 2
0 - 0

Teorema 102 Si A es diagonalizable, entonces x , (t) (A) =
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k k
Demostracion. y, (t) =[] (A =)™, F* = @Ej,.

i=1 i=1
Sea & € F", entonces & = > ¢;@;, T; € E),.

Por otra parte, x , () (A) = H (N =)™ (A) = [T (\ifd - A" m

=1 i=1

ol

Entonces

k

[T izd = A)™ = (Add — A)™ o (A\old — A)™ o ..o (\eId — A)™.

i=1

Apliquemos <ﬁ1 (NId — A)"”) ._en ¢
(MId—A)"" - (DoId — A)™ - - (NId — A)™) (7)) =
=AId—A)™ .- (N Id =A™ (N Id — A
c(MeId — A)™ - (\Id — A)™ (¢;7;) = 0.
Pues (\Id — A) (:T) = ¢; (MId — A) (%)) = 0. Notemos que en
(MId—A)"™ - (Nold— A)"™ - ... - (N Id — A)™
los operadores se pueden reacomodar, pues
((\Id— A)™ - (udd = A)™) = (A Td — )™ - (\d — ™) (A) =
= ((NId =)™ - (MId—t)™) (A) = (NId — A)™ - (N Id — A)"™ .

Entonces

k
<H (\Id — A)"”) (Z) =0, V& € F",

i=1

k A~
por lo tanto <H (M\Id— A)"”) - _es el operador 0 en I, por lo que

=1

A 0 --- 0
(H(Md—A)””)— Do

i=1 0 --- 0

-2 4 4
Ejercicio 193 Compruebe lo anterior con la matriz ( -3 6 2 ) .
-3 2 6

269
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8.5. El polinomio minimo

R . . .
Como ya hemos notado, si V' — V es un operador lineal en el espacio vectorial
rV. Se tiene un diagrama conmutativo

Fli] ¢

I
F —— Hompg (V,V) T
C [ — C-_

donde A es un morfismo de anillos que satisface:
A(ag+ ait + axt® + ... + ant”) = agldy + arT + axT” + ... + a, T".
Notacién 14 Denotemos
(0:7)={feF[t]]f(T)=0},

el conjunto de polinomios que se anulan en T. Llamaremos a (f) : T) el anulador de

T.

Observacién 83 (0:7) es un ideal de F[t].

Demostracién. Es claro que (6 : T) es cerrado bajo la suma, que contiene al
polinomio 0 y que es cerrado bajo multiplicacién por cualquier polinomio. m

Observacién 84 Como los ideales de F [t] estdn generados por un sdlo polinomio,
que se puede escoger monico, tenemos que Si (O : T) =+ {0}, entonces

(0:7)=F[] - ult]-

El polinomio mdnico ult] se llama el polinomio minimo para T.

Teorema 103 Si V 5 V es un operador lineal en un espacio vectorial gV de di-
mensién finita, entonces (0:T) # {0} .
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Demostracién. Recordemos que el espacio vectorial Hompg (V, V') es isomorfo a
M, xn (F) , asf que ambos tienen dimensién n2. Luego el conjunto

{Id, T2, ...,T”z}

es un conjunto con més de n? vectores en un espacio vectorial de dimensién n?, por
lo que resulta linealmente dependiente.
Asi que existe una combinacién lineal

cold+ ;T + 02T2 + ...+ anTn2 =0

con no todos los coeficientes iguales a 0.
Es claro que entonces el polinomio

@#co+clt+(:2t2+...+cnzt"26 (O:T).
m

1 2

Ejemplo 119 Sea ( 9 1

> . _:R?2 = R2. Tomemos

1) Gy

notemos que es linealmente independiente pues en esta lista ningin vector es combi-

2
. . 1 2 (5 4
nacion lineal de los anteriores ( 9 1 > = < 45 > . Ahora.

1) G (35))

es linealmente dependiente pues el sistema

10 12 5 4 00
””(0 1>+y<2 1>+Z<4 5)(0 0)

es equivalente a

O O =
=N N
O i Ot
ooloo



272 CAPITULO 8. VECTORES PROPIOS Y DIAGONALIZACION

Y
115 103
0 2 4 v 01 2
0 2 4 000
115 000

que tiene la solucion no trivial
r=-3, y=-2, z=1
Asi que

et o (00
3ld—2A+ A —(0 0).

Luego el polinomio minimo para A es un divisor mdnico de
—3—2t+t>=(t—-3)(t+1).
Notando que (t—3) ¢ (0: A), (t+1) ¢ (0: A), tenemos que
py(t) = =3 —2t + 2.

Ejemplo 120 Si dim(V) no es finita puede suceder que un operador no tenga poli-
nomio minimo.
Por ejemplo consideremos el operador

R[] o R
fo— f

Este operador no tiene polinomio minimo:

(r([))w-LCUL L) -5

n signos de integral

Asi que si un polinomio ag + art + ast? + ... + a,t™ # o (t) se evalia en fot y después
evaluamos en 1, obtenemos

t
<(a0 + art + ast? + ... + a,t") (/ )) (1) = aot + %tQ +.. 4 a—’;t” £0(t).

n
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8.5.1. El polinomio minimo y diagonalizabilidad

Teorema 104 Un operador V Ly definido en el espacio de dimension finita n
es diagonalizable si y sélo si pp(t) = (t — A1) (t — A2) ... (= M), donde A1, Aa, ooy Mg
son los distintos valores propios de T.

Demostracion. =) Si T' es diagonalizable, entonces existe una base § de vec-

k

tores propios de 7. Consideremos el polinomio [] {t — A;}, donde {A;};c(y 4y esel
i=1

conjunto de los valores propios de 7. Tomemos & € § y supongamos que 7' (Z) = \;Z,

entonces

((H{t—&} (T)> (7) = [[it-23|-c-2)|@|@=

i=1

i=1
i#j

( ﬁ{T—/\ild} (T =NId) | (D) | =

- H{T—/\ild} (T = \Id) (7)) =

i#j

f[{T — \Id} (6) =0

i#j

k
Tenemos pues que el operador <H {t— )\Z}> (T') se anula en cada elemento de la base
1

1=

k ~
B, por lo tanto (Corolario 7) [] {T — M\ild} es el operador 0. Entonces el polinomio
i=1
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Por lo que
k
(HUAJ) FIC(0:T) = pr(t)-Ft].
i=1
Por otra parte si T (&) = \Z, entonces

0=0(7) = ur (1) () = ur (V) (2)

por el Ejemplo 111. Esto muestra que si A es un valor propio de T entonces A es una
raiz de su polinomio minimo.
En particular, A valor propio de T' = (t — A) | pg (%) .

k
Por lo tanto (H {t— )\Z}> | pr (t) y asf
=1

(1) € (H{t - m) Pl

i=1

Por lo tanto .
(H {t- Ai}) Flt) = pur (1) FIH.

De aqui que )
(H {t— )\1}> = pip (t).

<) Reciprocamente, si

&
(H {t— Az}) = pip (t).

i=1

Veremos que 7" es diagonalizable por induccién sobre k.
Base. Si k =1, entonces (T'— Ad) = 0 implica que 7' = A d. Que es diagonali-
zable.
Si k = 2, entonces (T — A\ Id) o (T — \Id) = 0.
Hagamos la division
1

t—X | t—M\

A2 — N\
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Entonces 1

Ay — N\

Entonces, evaluando en T,
1

Ao — A

(=)= (t= X)) =

(T = Mldy) — (T = AoIdy)) = Idy,

Asi que VU €V,

1 1
T — MIdy) (V) —
T R

(T = A Idy) (¥) = Idy (V) =7,

Ahora, observe que ——— (T — M\ Idy) (¥) € E, pues
A2—A1 2

(T = \y) ()\2 L (T = Nldy) (17)> =

1
)\2 At
De la misma manera, —- /\ (T — X 1dy) (V) € Ey,.
Por lo tanto V' = Ej, + E),.
Paso inductivo
Supongamos que k > 2,
Debemos demostrar que

(T = NoIdy) (T = MIdy) () = 0.

Z E\=V.

A valor
propio de T'
Consideremos el diagrama
T B v
‘ T|k71 ‘
k-1 By k-1

i=1 i=1
Notemos que el diagrama anterior tiene sentido pues la imagen bajo 7' de un elemento

k-1 k-1
de Y E,,, sigue estando en > E),.
i=1 i=1
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Es inmediato que el polinomio minimo para T, , €S
) By,
i=1

(= A (E=A2) - oo (t— M)

Tomemos una combinacién de los polinomios (t — Ay) - (£ — A2) « oo - (£ = Apm1) ¥
t — \;, con coeficientes en F [t] que coincida con el polinomio 1.
Esto se puede hacer porque el maximo comun divisor entre

(=) (E=A2) oo (E= Mem1) ¥y (E— )

en F[t] es 1. Simplemente observe que el dnico divisor ménico comun posible es 1.
O bien, haciendo la division

q(t)
E= X [ (=X - (E =) - oo (T — M)
c ¢c#0
se tiene que
1= —%q(t)(t — )\k) + %(t — )\1) . (t — )\2 et (t — )\kfl.

Entonces

Id = —%q(T)(T — \pld) + %(T — MId)o (T = pId)o...o(T = N11d),

de aqui que cualquier vector ¢ se puede escribir como

7 = <—%q (T) (T - Akm)) (@) +
+% (T —MId)o (T —Xld)o...o(T — M_11d) (V)

el primer sumando esta en
k—1
Ker (T — MId) o (T = Mpld)o...o (T — A11d)) = > Ej,
i=1

(¢por qué?) y el segundo sumando estd en Ej,.
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Por lo tanto

PV = Ker (T — MId) o (T — \pId)o...o (T — A_11d))) + Ey, =

k—1
=Y E\ +E\,.
i=1
| ]

Ejercicio 194 Demuestre que
k—1
Ker((T = MId)o (T = Xpld)o...o (T = M\_11d)) = > Ej
i=1

en la demostracion anterior. Sugerencia:

(t—=A)(t—=DX2) oo (= X1) (=) (E—=N2) oo (t— Np1)
(t— M) ’ (t — A2)

(t = A1) (£ = Ag) o (t — A1)
.

son primos relativos en F'[t] por lo que hay una combinacion con coeficientes en F [t]
tal que

R “““uflh‘ (t=New)
(= M) (= Ao) o (= Mes)

(t — Ag-1)

-1 [t]

Ejercicio 195 Demuestre que si T € Homp (V, V), con dim(V) < oo, entonces los
valores propios de T' son las raices de pip (t) . Concluya que i (t) y X, (t) tienen las
mismas raices (por supuesto, las multiplicidades puede no coincidir.

Ejercicio 196 FEscriba 1 como combinacion det — 1, t —2 y t — 3 con coeficientes
en Rt].

Ejercicio 197 Escriba 1 como combinacion de (t — 1)(t —2), (t —2)(t —3) y (t —
1)(t — 3) con coeficientes en R]t].
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Ejemplo 121 Consideremos la siguiente matriz en Msys (Zs) .

4 01 4 2
0 4 2 3 4
A=1]100 0 4 2
301 2 4
20420
4 01 4 2 4—t 0 1 4 2
04 2 3 4 0 4—t 2 3 4
0004 2 |—-tl;= 0 0 -t 4 2
301 2 4 3 0 1 2—t 4
2 0420 2 0 4 2 —t
Su determinante es
4—t 0 1 4 2
0 4—t 2 3 4
det 0 0 —t 4 2 [=3+2+20+48-¢=
3 0 1 2—-t 4
2 0 4 2 —t

=x, (t) =342t +2 +48° — .

28 42t 4+ 1

-2 | - 40 +20 +2t 43
2t — B2+ 2+ 3

2t2 4+ 2t + 3

t+3

0

Sea g (t) = —t* —2t3 4+ 2t + 1, como g (1) =0,

—t3 32 -3t—1

t—1[—t"=23+20+1

=33+ 2t +1
3242 +1 "

—t+1

0
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0, podemos hacer

Sea h(t) = —t* — 3t* — 3t — 1, como h (4)

—t2 -2t —1

t+ 1] =t =37 =3t -1

—2t* =3t — 1

—t—1"

— (P42 +1)=—(t+1)—(t—4).

2 -2 —1=

FEntonces

u (t)

X, ()=t =2)(t=1)(t—4)°.

La matriz A es diagonalizable si y sélo si pp (t) = (t—2) (t = 1) (t —4)

—
2424«./7‘
<t M HF O N
12414
O N O OO
AN O O M A
/'||\

Il

~

(e}

I
—
AN < AN O
H M < AN AN
— AN O <A
O O OO
H O O M A
(\

|

2
4
2
4
-1

4
3
-1 4
1
2

30
0 3
00
30
2 0 4

N

4 01 4 2
0 42 3 4
00042
301 24
20420

|

<t ™
—
o <

< O

2

00 —1 4

2

-2 4

00

2 =2 20 4 2

2 0 4
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00 1 4 2
00 2 3 4
00 —4 4 2 =
30 1 -2 4
20 2 —4
20300 00 1 4 2
21100 00 2 3 4
=| 10400 00 —4 4 2 =
203 4 4 30 1 -2 4
302 2 2 20 4 2 -4
0 0 —10 20 10 00000
0 0 0 15 10 00000
= 0 0 —-15 20 10 | =10 0 O O O
20 0 10 20 10 00000
10 0 5 20 10 00000

Por lo tanto A es diagonalizable.

Ejercicio 198 Encuentre una base de Z2 formada por vectores propios de

4 01 4 2
0 42 3 4
A=]100 0 4 2
301 2 4
20420

Ejercicio 199 Demuestre que si T : V — V es un operador lineal en un espacio de
dimension finita n, tiene n valores propios distintos, entonces T es diagonalizable.

4 01 2
.. ... .1 04 2 4 . .
Ejercicio 200 Decidir si 000 —4 es diagonalizable.
001 O
3 0 %
Ejercicio 201 Decidir si | —4 4 2 | es diagonalizable.
6 0 1
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Ejercicio 202 Supongamos que el operador T : V — V en el espacio vectorial de
dimension finita n tiene k valores propios distintos.

1. Sidim (E)) =n—k+ 1, para algin valor propio \, demuestre que T es diago-
nalizable.

2. Si existen valores propios de T' Ay, ..., \; tales que
dim (E\, + ... + Ey\,)) =n—k+J,

demuestre que T es diagonalizable.






CAPITULO 9

Subespacios T-invariantes

9.1. Subespacios T—invariantes

Definicién 110 Sea pV z, rV un operador lineal y sea W <g V. Diremos que
W es un subespacio T—invariante de gV (escribiremos W < V), s T (W) CW.
T

En caso de que W < V| tenemos que el siguiente diagrama conmuta:
T

inc. inc.

T
es decir que W <V si y sélo si W W es un operador en W.
T

Ejemplos 122 Para cualquier T :V — V :

1. {6}§V

2. V<V
T

3. Ker(T) < V.
T

4 T(V)<V.

VAN

283
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Teorema 105 Sea T :V — V lineal, W <V, dim (V) = n < oo, entonces Xoy,, (t)
T
divide a x . (t).

Demostracién. Tomemos una base v de W y completémosla a una base 5 de
V. Digamos que m = dim (W).

Entonces ~
oy = [ Bl B
0 C
Entonces [ ]7
T —t1, B
TV —tl, = | VW
[ ]ﬂ |: 0 C - tlmfn
Asi que
X () =x,, ()X (0)
[ ]
Ejemplo 123 Sea
R4 L R4
a a+b+2c—d
b . b+d )
c 2c—d
d c+d
entonces
112 -1
can 0 ]. 0 1
[Lean 00 2 -1
000 1
r
Si tomamos W = (s) |, s €R 3, entonces W <V, pues
T
0
11 2 -1 r r—+s
010 1 S _ s
00 2 -1 0] 0
000 1 0 0
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Hagamos v = {é1,éx} y B =~y U {es, e} .
5 11

Ti= (5 1) ¥, O == 1%, (0= (-0 2= 1),

Definicion 111 Sea W <V y consideremos
Hy, ={T:V =V |T eslineal y T (W) C W}.
Teorema 106 1. HY, < Homp (V,V).

2. HY; es cerrado bajo la composicion.

Demostracién. 1. H}; es un subespacio de Homp (V, V) :

0 € HY, pues 0 (W) = {6} cCw.
T.UeHy,=(T+UW)CTW)+UW)CW+W=W.
c€ F,T € HY, = (¢T) (W) C (T (W)) CcW CW.

2T,U e HY, = (ToU)(W)CT((UW))CT(W)CW.
Notemos ademés que Idy € H};,. m

En vista del Teorema anterior tenemos que

Observacién 85 1. Hy, es un espacio vectorial.

2. (H}j,+,0,0,Idy) es un anillo (no conmutativo en general).

Ejemplo 124 Sea

|r,s €R <R'=V.

OO »w 3

Calcularemos Hy,.
Necesitamos encontrar todas las matrices X € Myyxy (R) tales que

oo ®w =
I

285
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Como | X , vemos que basta resolver

SO »w 3
IS
OO »w 3

|-

(1)1 Ty I3 Z‘4)

OO »w 3

Es decir x1r + 125 = 0, Vr,s € R. Es claro que
T = 07 To = 0.

Por lo tanto las matrices que corresponden a operadores en Hy, son de la forma

S O *x ¥
S O % *
* X X ¥
* ¥ X ¥

Ejercicio 203 1. Compruebe que
{A e Mys(R) | Ag1 = Az = Ay1 = Ay =0}

es un subanillo de Myx4 (R), es decir que es cerrado bajo la resta, el producto
y que contiene al 1.

2. Compruebe que
{A € Myya(R) | Azy = Ago = Asg = Asp = 0}
es un subespacio vectorial de Myyq (R).
Teorema 107 Si T € HYy;, y g (t) € F[t] entonces g(T) € Hy;,.
Demostracién. Tenemos el diagrama conmutativo
V—V

inc. inc.

Tiw

W —Ww
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que se puede componer consigo mismo:
T T
V ——V ——V
inc.

inc. inc.

Tiw Tiw

W—W — W

como este diagrama sigue siendo conmutativo, vemos que (Tjw)o (Tjw) = (T'o T)y -

asi que T o T € H,. por induccién, tenemos que 1™ € Hy;,. Como H};; es un espacio
vectorial, entonces ¢, T" € H};,, Ve, € F. Ademés

cold+ T+ ...+ ¢, T" € HV‘{,.
|
Teorema 108 Sean T,U € Hom (V, V) tales que T oU = U o T entonces

1. Ker(T) < V.
U

2. T(V)<U.
U

3. f(T)og(U)=g U)o f(T),VfgeF[.

4. Vf,ge Flt], Ker(f(T) < Vy f(T)(V) < V.
g(U) 9(U)

5. E, = Ker(T — M\d) < V.
T
6. Ker((T - )Jd)k) <V
T

Demostracién. 1. Si ¥ € Ker(T) entonces

—

T(U@&)=U(T@)=U (0) —0,

esto es, U (%) € Ker(T), por lo que U (Ker (T')) C Ker(T'), y entonces Ker(T) < V.
U
2. U(T(V)) =T (U (V)) € T (V) por lo tanto T (V) < V-
U

3. Se demuestra por induccién que U o T% = T* o U y por lo tanto U™T* = TFU"
Vk,r € N.
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También por induccién sobre el grado de f, se demuestra que

f(T)og(U)=gU)o f(T).

4. Se sigue de 1. 2. y 3.

5.0 € Ker(T—MNd) =T W)= X0=T(T (@) =T(\®) =0 =
T (V) € Ker(T — \d).

Por lo tanto T (Ker (T — Al d)) C Ker(T — AId), y asi Ker(T — AId) % V.

6) Ejercicio. m

Ejercicio 204 Sea A = < (1)
R2— R?. Verifique que Ker(A-_) <4_R? y que Im(A-_) <,._R2

; > € Maya (R) consideremos el operador A - _ :

Ejercicio 205 Hdganse las inducciones del inciso 3) del Teorema anterior.
Ejercicio 206 Demuéstrese el inciso 6) del Teorema anterior.
Ejercicio 207 EnV = Py (R) considere W = £ ({t,t*}). Encuentre H};,.

Ejercicio 208 En V = C([0,1]), el espacio de las funciones reales continuas defini-
das en [0,1], considere el subespacio W = £ {sen(t),cos (t)}. Muestre que para todo
polinomio f (t) € R[t], f(T) € Hyy, donde T :fot es el operador integral.

Notacién 15 1. Denotemos por Hﬁ} , V} el conjunto de los subespacios T—in-
variantes de gV.

2. Denotemos por 1 [W, V] el conjunto de los subespacios T —invariantes de V' que
incluyen a W. Al usar esta notacion estamos suponiendo que W < V. si no
T

fuera el caso usamos v (W, V].

Teorema 109 Si {W,}, .y es una familia de subespacios T—invariantes de V, en-
tonces N{Wa},cx €s un subespacio T—invariante de V.

Demostracién. Como N{W,},.y <V, basta demostrar que

T (0 {Waloex) € N{Wa}

acX *

Sea & € N{W,},cy - Entonces © € W,,Va € X. Por lo tanto T'(¥) € W,,Va €
X. Por lo tanto T'(Z) € N{Wa},cx - ®
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En vista del Teorema anterior, dado un subconjunto S C V' y un operador zV' KR F
V, existe el subespacio T'—invariante generado por S. Denotaremos este espacio por
L7 (9).

£T(S)—O{W<VS<W}.
T
Es claro que £1 (5) es el menor subespacio T'—invariante que incluye a S.

Teorema 110 Si {W,}, oy es una familia de subespacios T—invariantes de V, en-
tonces Y {Wa},ex €5 un subespacio T'—invariante de V.

Demostracién. Si & = 7 + @5 + ... + &, con &; € W,,, entonces T (Z) =
T(@)+T (@) + ... +T (%) €Woy + ...+ W,,,pues T (Z;) € W,,. m

9.2. Subespacios T-ciclicos

Definicién 112 Se define el subespacio T—ciclico generado por & como Lr(T),
donde 2 €V yV LV es lineal.

Observacion 86 Lr(7) = £ ({Z,T(Z),T*(Z),..}) ={f(T)(Z)| f € F[t]}.
Demostracién. £7(7) C £ ({Z, T (%), T?(7),...}) :

Para esto, basta demostrar que £ ({Z, T (Z),T?(Z),...}) es un subespacio T—in-
variante. En efecto, tomemos una combinacién lineal de

{17 (), 7% (2),..},

k
ZCiTi (f) 5
i=1

aplicando T obtenemos
k

> T (E) € £ ({7,T(2),T% (1), ..}) -
i=1

LH{ET (@), 72 (@), ..}) S{A(M) @) | fe P}
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Como arriba, un elemento de £ ({Z, T (¥),T? (7),...}) es de la forma

k
ZCiTi (.T_') 5
i=1

(($e) )

k
(chtz> = Coto + Cltl + ...+ thk cF [t] .

i=1

{f()(@) | f € Flt]} € Lr(7) :

Para esto basta notar que como ¥ € £7(%) < V, entonces todos los elementos de
T

es claro que esto es

con

la sucesién
7T (2),T*(Z),....T" (), ...

pertenecen a £7(%). También dada cualquier conjunto finito de escalares

CpyC1y ...y Ck

co®, a1 (Z), ..., TF (%) € Lo (%)

y también
coZ +aT (%) + ... + a.T" (¥) € Lp(7).

De aqui debe ser claro que f (T) (%) € £0(Z),Vf(t) € F[t]. m

Lema 19 WV = (W < Vyf(T)‘W:f(T‘ ))-

T f(T)

Demostraciéon. Por el Teorema 107 se tiene que W <V =W < V.
T A(T)

Ahora, el diagrama conmutativo

Vv

inc. inc.

Tiw

W —Ww
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se puede componer consigo mismo para producir el diagrama conmutativo
T T
Vv—V — 7V
inc.

inc. inc.

Tiw Tiw

W—W —W

de donde podemos observar que (T2)|W = (T\W)2 . Por induccién podemos demostrar
que (T%),, = (Tw)" ¥k € N.
Ahora, ¢ - TF € HY, asi que W < V. Es fécil ver que

cp Tk
k
(0T = (e i)
Como ¢y - Id, ¢y - TY, ... ¢, - T* € H},, entonces W es
(co dd+e T 4. 4 Tk) — invariante

y es claro que

(Co']d+01-T1+...+Ck-Tk)‘W:

_ ((CO )y + (1 Ty + oo+ (- Tk)\w) .
n

Teorema 111 W <V = gy (t) | pp (2) .
T

Demostracion. iy (t) (Tiw) = ur (Tw) = pr (T)y, = Opw. Por definicién de
polinomio minimo, tenemos que pr (t) € F [t] figy,, (1) m

Teorema 112 Si T :p V —p V es un operador lineal en un espacio de dimension

finita n, entonces pp (t) = m.c.m. {/LT‘O o B TEV } .
Lplr
Demostracién. Por el Teorema anterior, piz;, (t) | pr (t) . Por lo tanto
Lp(Z

m.c.m. {/LT‘ET@) t)| 7€ V} | g (t) .

Por otra parte si hacemos

m (t) =: m.c.m. {'UJT\AET(I‘,) t)|ze V} ,
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entonces VZ € V, tenemos que e (t) | m(t), por lo que

W) i, () =m(t),

L (@)

Entonces pp (t) | m(T).
Por lo tanto pp (t) = m (T).

Ejercicio 209 Demuestre que W <V siy sdlo si W => {Lr (Z) | T € W}.
T

9.3. Polinomio caracteristico y polinomio
minimo
Teorema 113 Si V = £ ({}) con dim (V') = n < oo, entonces pr (t) = £x, (1).
Demostracién. Es una consecuencia de las hipétesis que
B={z,T(@),...T" (@)}

es una base de gV :
Se tiene que
(7@ | ke

genera V. Notemos que si T¥(Z) € £ (Z,T (Z),...,T*"* (¥)) entonces
(T"(®) | neN} C L (ET (@), T (D)

y asi {f,T (%),...,Tk! (f)} genera rV. Por lo tanto k > n.
Tomemos ahora

¢=men{k e N|T"Z) € £(Z,T(Z),...T" " (D)) }.

{>n.
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Tomemos {f,T(f) Lo, T (f)}, por la manera en que escogimos £ en la lista
anterior ningun vector es combinacion lineal de los anteriores, por lo que

{#,7(@),... T (2)}
es linealmente independiente. Por lo tanto
{ < n.

Asi que ¢ = n y por lo tanto

es una base para pV.

Ademiés
Qo
ooy L. @
[T]g = | éyes i .
Qp—1
donde

).

8

T (%) = aof + 1T () + ... + a1 T (

Calculemos el polinomio caracteristico:

-t 0 0 (&%)
1 —t 0 (671
0 1 0 (6%
Xp (@) =det [ g g oo
oo —t o,
0 0 1 Op—1 — t

desarrollando el determinante respecto al primer renglén tenemos

—t 0 0 aq
1 —t 0 (6%
X, (t) = —tdet 0 1 ......... + (_]""’1) o,
: : “t
0 O 1 ap_1—t
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= (_1)n (tn — Oznfltnil — . Oéztz —aqt — O[()) .
Asi que
X, O (1) = (=1)"(T" = ap 1 T" " — . — aoT? — oy T — ap)
calculando en 7 :
(x, (1)) (@) =
(=)™ (T™ (&) — ap 1 T" (&) — ... — T? (%) — T (%) — ap (7)) = 0.

Por lo tanto pup (t) | X, (¢) -
Supongamos ahora que pp (t) = by + b1t + ... + t™, entonces

0=0(2) = pp (T) (Z) = (bo + 1T + ... + T™) (7)),

de donde tenemos que by (Z) + b7 (T) + ... + by T™ 1 (¥) = —T™ (Z), entonces
m > n.

Por lo tanto grad(uy (t)) = m > n = grad(x,, (t)) . Por otra parte, pu (¢) | x,, (t)
como vimos arriba, asi que m < n. Por lo tanto p () y x,. (t) tienen el mismo grado
y sélo pueden diferir en el signo, es decir

pr (t) = £x,. (1)
Resta comprobar la base de la induccién de que
XT (f) = (—1)” (Ym — Ckn_ltn71 — . O(2t2 — Ozlt — (10) 5

sin =1, entonces V = £(7) y T (%) = o, luego 8 = {&}, [T]} = (o) ¥ x, (t) =
ag—t= (—1)1(t—040), |

Ejercicio 210 Demuestre el reciproco del Teorema anterior.

Ejemplo 125 Sea



9.3. POLINOMIO CARACTERISTICO Y POLINOMIO MINIMO 295

=1(0)-( %)}

la matriz de T es [T]] = < (1) _25 ) . Con polinomio caracteristico

Respecto a la base

v

X, () =—-t(2—1t)+5=1>—2t+5.
2
(0 =5\ [ -5 —10
Ademas(l 9 > —< 9 _1>
10 0 =5 -5 —10 00
5(0 1)_2<1 2 >+< 2 -1 )‘(0 0)‘

De donde pp (t) | t* — 2t + 5. Ademds t* — 2t + 5, es irreducible en R [t] pues sus

raices son: 1+2i y1—2i (t —1—2i) (t — 1+ 2i) = +t* — 2t + 5.
Por lo tanto pp (t) = x, (1) .

Ejercicio 211 Suponga que le consta que
Ty 0 —\2 (0 —\? Ty
z w 1 2x J L1 2 z w
PR W —2z)\?
zw ) \z x+2\ )’
)2
1. Muestre que hay 25 matrices que conmutan con ( 1 2\ > en
Mayo(Zs).

2. De éstas, scudntas son invertibles?

3. ;Cudntas matrices invertibles hay en Mayxo (Z5)?
0 A\ ., 0 -2\
4'P<1 2/\>P _Q<1 o )@ ®

s Q7P ¢ 0 —X
conmuta con 1 2)\ .

2
5. ;Cudntas matrices en Mays (Zs) son similares a < (1) 2?\ >?
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Ejercicio 212 ;Cudntas matrices hay en Mays (Zs) no diagonalizables, pero que
tienen valores propios? Sugerencia. Notar que A no puede tener dos valores propios
distintos si no es diagonalizable, entonces x , (t) = (t — 2?2 = w, (t).

Ejercicio 213 ;Cudntas matrices hay en Mayxo (Zs) que no sean diagonalizables,
porque no tener valores propios? Sugerencia. Notar que t> + bt + ¢ no tiene raices
en Zs < b? 4+ c € {2,3}. Asi que hay 10 polinomios ménicos de grado 2 sin raices
en Zs.

Ejercicio 214 ;Qué hay mds en Mays (Zs5) , matrices diagonalizables o matrices no
diagonalizables?

9.4. El Teorema de Cayley-Hamilton

Teorema 114 (Hamilton-Cayley) Si T € Homp (V,V) y
dim (V) =n < oo,
entonces
X, ) (T)=0:V —=V.
Equivalentemente: pr (t) | x, (t).
Demostracién. Recordemos los siguientes resultados que ya demostramos.
1. pp () = m.eom. {MT\ST{JE} t)| e V} . (Teorema 112).

2y, o, (6) =Fxg, ) () (Teorema 113).
WLV = b (t) | x, (t) .(Teorema 105).
T

Sea I € V, entonces iz, . (t) = FXTiep 0y (t).
Ademés £ {7} <V, asf que por 3.,
T

Ui () = X1g iy (O [ X (8)

Por lo tanto, x, (t) es un miltiplo comin para {MT\L‘T{E} )|z e V}. Por lo

tanto pip (t) | X, (t) -
Digamos que pp (£) h(t) = x
Asi que, evaluando en T :

X, (1) = pr (T) o h(T) = 00 h (T) = 0.

(t), con h(t) € Ft].

T
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Ejemplo 126 Sea
P;(R) — P;(R)
fo— f+r
y sea B = {1,t,t*} la base candnica de P, (R). Entonces

por lo que X, (t) = (1 — 1) =1

110
Escribamos las potencias de | 0 1 2
001

100 110 122 136
010}, fo12]|,{o14], 1 :
001 001 001 001
ast que
100 110 122 1 6
010|-3l012]|+3[{014]-[016]=
001 001 001 0 1
000
=000
000
Como Ly (t?) = S ({2, 12 + 2t, 12 + 2t + 2}) y ademds {t*t* + 2t,t> + 2t + 2} es L.

i. entonces £ (?) = Py (R). Asi que pp (t) = x, (), por ser Py (R) un espacio
T—ciclico. Puede uno ver directamente que T (o su matriz) no satisfacen 1 —t ni
(1—1)*.

110
Ejercicio 215 Mostrar que la matriz | 0 1 2 | no satisface 1 —t y no satisface
001

(1—1)".

Teorema 115 Si W < V, T : V. — V es diagonalizable, y dim(V) = n < oo,
T

entonces Tjy : W — W es diagonalizable.
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Demostracidén. T es diagonalizable <= i (1) = (t — A1) - (t — o) ... - (t — i),
donde Aq, ..., Ax son los distintos valores propios de 7.

Ahora, pigy  (t) | pp (1), ast que g () es un producto de factores de grado uno
distintos. Como las raices del polinomio minimo son los valores propios del operador,
tenemos que Tjy es diagonalizable. m

9.5. Diagonalizacion simultanea

Definicién 113 Dos operadores T,U : V. = V son simultineamente diagonaliza-
bles, si existe una base B de V tal que las matrices [T]g y [U]g son diagonales.

Teorema 116 Sean T,U : V =V dos operadores en un espacio de dimension finita
n. Supongamos que tanto T' como U son diagonalizables. Entonces son equivalentes:

1. ToU=UoT.

2. T y U son simultdneamente diagonalizables.

Demostracién. 2) = 1) Supongamos que 3 es una base formada por vectores
propios de Ty de U. Sea ¥ € 8 y digamos que T (¥) = \¥, U (¥) = ~7.
Entonces

(ToU) (@) =TU @) =T () =~ (T (@) =~ (A7),
simétricamente,
(UeT)(F) = U (T (&) = U () = AT (&) = A (1),

de aqui es claro que los operadores 7' o U y U o T coinciden en la base . Por la
propiedad universal de las bases, tenemos que ToU =U o T.

1) = 2) Por induccién sobre dim (V).

Base. Si dim (V) = 1, no hay nada que demostrar, pues

Hom (V,V)= Hom (F,F) = F
con

F Hom (F,F)

Cc = C-_

Paso inductivo.
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Supongamos que dim (V) =n > 1, digamos que

V=E,EPE.P . PEn.

donde {6} £ By, = Ker(T — Nldy), i€ {1,..k}.
Supongamos que dim (E),) < dim (V). E,, < V, puesto que T'y U conmutan
U

ademds Up, jes diagonalizable puesto que U es diagonalizable (Teorema 115). En-
tonces, por hipétesis de induccion, Tjg, y Ujg,, son simultdneamente diagonalizables.
Con el mismo argumento, tenemos también que T|EA2 @ . DE.Y U‘E/\z @ .. @ B, 50N
simultaneamente diagonalizables.

Podemos suponer entonces que V = E, donde E, = Ker(T — AId) . Entonces
T = X\ - _ y entonces una base de vectores propios de U es también una base de
vectores propios de 7. m

Ejemplo 127 Veremos que

-1 -3 3 -4 09
0 -2 11,y 0 80
0 —4 3 0 0 8
son simultineamente diagonalizables.
-1 -3 3
El polinomio caracteristico para 0 -2 1 | es
—4 3
11—t =
det 0 —2—t =243t —t2=(2-1)(-1—1)*.

0

Como

-4 3
0 -3 3
0 -1 1 |=
0 —4 4

-3 =3

-3 3

((t=2)(t+1)) -2 1 =
3
1
0 —4 1
0
0
0

o O O
o O o
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vemos que el polinomio minimo para esta matriz es (t —2) (t+ 1), por lo que la
matriz es diagonalizable.

-4 0 9
El polinomio caracteristico para 0 80 es
0 0 8
—4—t
det 0 = 2564 121> — 3 = (=4 — ) (8 — 1),
0
Ahora
-4 09 0 0 9 -12 0 9
((t+4)(t-138)) 0 80 = 0 12 0 0 00 |=
0 0 8 0 0 12 0 00
000
= 000 ],
0 00
-4 0 9
De aqui, que 0 8 0 | es diagonalizable.
0 0 8
Resta ver que ambas matrices conmutan:
-1 -3 3 -4 0 9 4 —-24 15
0 -2 1 0O 80 =0 -16 8 |,
0 —4 3 0 0 8 0 —-32 24
-4 0 9 -1 -3 3 4 —-24 15
0 80 0 -2 1 |=1|10 —-16 8
0 0 8 0 —4 3 0 —-32 24

Una base de vectores propios para la primera matriz se obtiene resolviendo

-1 -3 3
0 -2 1 |-2;|#=0.
0 —4 3
-3 -3 3 10 —g
0 -4 1 |x | 01 —i , las soluciones estdn generadas por
0 —4 1 00 O
3
1
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-1 -3 3
0 -2 1 |+1|#=0.
0 —4 3
0 -3 3 01 -1
0 -1 1 |x| 0O0 O . Espacio de soluciones:
0 —4 4 00 O
1 0
£ 01,11 .
0 1
-1 -3 3
Una base de vectores propios para 0 -2 1 es
0 —4 3
3 1 0
11,10}, 1 ,
4 0 1

donde el primer vector es un vector propio que corresponde a 2 y los otros dos corres-
ponden al valor propio -1.

-4 0 9
Tomemos la seqgunda matriz 0 8 0], comot
0 0 8
310\ /4009 310
1 01 0 80 1 01 =
4 0 1 0 0 8 4 01
0 —% % -4 09 310 8 0 0
1 1 -1 0 80 101 = 0 —4 9
0 % —% 0 0 8 4 01 0 0 8

= = O
o = O
ol

| ot

H
o
e
W= =

S———

s =
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Vemos que | 1

Andlogamente,

0 0
Como vimos, ( 1 ) no es un vector propio de la sequnda matriz, pero ( 1 ) —
1

0
Resolvamos

—4 — )\ 0 9 0
0 8— A 0 1
0 0 88—\ 1

—4 — )\ 0 9
0 88—\ 0 1
0 0 88—\ 1
doa+aX+9
88—\ =
88—\

1
al 0 ) st puede serlo:
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Entonces A\ =8 yda+ar+9=0< 12a+9 =0, por lo tanto a = fi, ast que

0 1 3
L] —(=3/4)10]=|1
1 0 1

es un vector propio comin para ambas matrices.
Por lo tanto, una base de vectores propios comunes a las dos matrices es

1
L1107,
0

e

Los valores propios de la primera matriz respecto de los vectores anteriores son:

2,-1,-1

mientras que los de la sequnda matriz son
8,—4,8.

Ejercicio 216 Decidir si las siguientes dos matrices son simultdneamente diagona-
lizables y de serlo encontrar una base comin de vectores propios.

-2 -5 1 9 4 0 -1 -3
-2 1 1 3 22 -1 -3
-6 —6 3 12 |’ 4 2 0 -6
-2 -2 1 6 20 -1 -1

Ejercicio 217 Decidir si la siguientes dos matrices son simultdneamente diagonali-
zables y de serlo encontrar una base comiun de vectores propios.

(1) (12)

9.5.1. El centralizador de un operador diagonalizable

T . . . .,
Teorema 117 Sea V. — V es un operador lineal en un espacio de dimension n,
entonces
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C(T)={Ue Hom(V,V)|ToU=UoT}
es un subespacio vectorial de Hom (V, V) y
2. C(T) es cerrado bajo la composicion.

3. C(T) es un subanillo de Hom (V,V).

Demostraciéon. 1. 0 conmuta con 7.
S,U conmutan con 1" =

(S+U)oT=80T4+UoT=ToS+ToU=To(S+U).
S conmuta con T, ¢ € F =
(cS)oT =(c-_08)oT =c-_o(SoT)=c-_o(ToS)=

=(c-.0T)oS=(Toc-)oS=To(c-_0S)=Tol(c5).

2. S, U conmutan con T =
(SolU)oT=80(UoT)=So0(TolU)=(SoT)oU =

=(ToS)oU=To(SoU).

3. Basta notar que Idy conmuta con 7.
Ejercicio 218 Muestre que un operador T : V — V' conmuta con
V5 V.Vee F
Denotemos ® (V) = {T' € Hom (V,V) | T es diagonalizable} .

Teorema 118 SiT : V — V es un operador lineal diagonalizable en V' de dimension
finita, entonces

C(TNDV)={U:V =V |U es simultdineamente diagonalizable con T} .

Demostracién. Se sigue del Teorema 116. m
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Ejercicio 219 Use el Ejemplo 111 para mostrar que para una matriz D € M, (F')

diagonal y un polinomio g (t) € F [t],

Mg O
0o .
g 0 0
0 0
0 0

0

0
0

0

o oo O

)\n,n

g (>\1,1)
0

0
0
0

o

o

o O

OO >»O O

OO O
o oo O

>

0 g(

n,n)

Teorema 119 Son equivalentes para T, U : V =V operadores lineales simultinea-
mente diagonalizables en un espacio V' de dimension finita, con conjuntos de valores

propios {1, .., M} Y {V1s o0 Yant

1. 3g(t) € F[t] tal que U = g(T).

2. Eziste una suprayeccion

tal que

Donde

Demostracién. 1) =2) Si T'(Z) = AT entonces g (T) ()

(1, kY 501, m)

oyt

(u)=j

111). Asf que el conjunto de valores propios de ¢ (T) son

Entonces ¥ es

{1,k -5 {1,...m}
J
Ahora, 7 € E), = T € Ey,), por lo que

Y Bn<Euy,

9(Aa)=9(A5)

N1 =49 ()‘1) yoe Ym =

g (M)

ssigy) =7,

Ey\ = Ker(T — \d), E, = Ker(U —~Id).

= g(\) Z, (Ejemplo

(9.1)
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Vje{l,..,k}. Ademds

V=2l X Bu| S X Fay =V
9(A5) u 9(Aj)
g()\u,):g()\j)

Como las sumas de arriba son directas, podemos concluir que

Z Zdim (Ey,) | =dim(V Z dim (Ey(,))
9(Aj) w 9(Xj)
9(Au)=g(Ns)

por lo que, a la vista de la ecuacién 9.1,

dim (Ey) = | Y dim (Ey,)
o)=0()
2)=1)
Supongamos que {1, ..., k} 5 {1,...,m} es tal que

E,=| > BEwn|.Vie{l,..m}.
(u)=j

Tomemos un polinomio ¢ (¢) tal que g (\;) = V- Entonces

T(7) =X T = g(T)(Z) =g (N) T =, T

Por otra parte,
T@)=\NZ=Z€E\, <E

Y (i)
asf que U (%) =, @ =g(T) ().
En particular, U y g (T) coinciden en una base de vectores propios para T, por
lo que
g(T)=U.
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Ejercicio 220 Demuestre que ninguna de las dos matrices en el Ejemplo 127 se
puede expresar como un polinomio evaluado en la otra matriz.

2 0 0
Ejemplo 128 Consideremos las dos matrices reales [ 1 3 -1 |y
1 -} 3
3 0 0
4 1 =2
4 -2 1
Los valores propios de la primera son las raices de
2 0 0
det 1 2 L)) =d-st+52 - =(1-1)(2-1t).
1 -} 3
2 0 0 0
Llamemos E; = Ker 1 % —% 1) -_ | =£ 1
1 -1 3 1
2 2
2 0 0
Llamemos FEy = Ker 1 % —% 23| -_| =
1 =1 3
2 2
1 0
—edl 2], 1 A
0 1
Los valores propios de la sequnda son: las raices de
3 0 0
det 4 1 =2 | —t]| ==9-3t+52—13=(-1—1)(3—1)°.
4 -2 1
Llamemos
3 0 0 0
E_1 = Ker 4 1 =2 |+15]-_]=£ 1
4 =2 1 1
Llamemos
3 0 0 1 0
E3:K€T 4 1 -2 —3.[3 -] =£ 2 s -1
4 -2 1 0 1
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Tomemos la funcion
{17 2} I {_1’ 3}
1 — -1
2 — 3

Tenemos que E_1 = E; y

1
B o= cdl2], [ -
0
1
2
0

0
= Fy=42 -1
1
Entonces debe existir un polinomio g (t) tal que
2 0 3 0 0
3 1 _
103
1 -1 3 4 -2 1

Tomemos un polinomio g (t) tal que g (1) = —1 y tal que g (2) = 3:

—3(1—t)—(2—1t)=—5+4t.

En efecto.
2 0
411 2 —% —5l3 | =
1 -1 3
2 2
8 0 0 100 3 0 0
=14 6 -2]-51010]|=(4 1 =2
4 -2 6 001 4 -2 1
Ejercicio 221 Encuentre un polinomio h (t) tal que
3 0 0 2 0 0
hl4 1 —2)=(|1 2% -4
4 -2 1 1 -1 3

Ejercicio 222 Sean A, B € My, (F'), muestre que si B tiene mds valores propios
que A no puede haber un polinomio h(t) € F [t] tal que h (A) = B.
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Ejercicio 223 Muestre dos matrices diagonales A, B € My, (F), con el mismo
nidmero de valores propios tal que ninguna de ellas sea un polinomio f(t) € F[t]
evaluado en la otra.

a b

Ejercicio 224 Sea A = < ¢ d > , entonces

_ a—t b 2 o
XA(t)det(( . d—t))t (a+d)t+ad—be.
tiene dos raices distintas en Zs sii (a* — 2ad + d? + 4bc) € {1,4}.

Ejercicio 225 ;Cudntas matrices diagonalizables hay en Mays (Zs5)? Sugerencia:
dos matrices similares tienen el mismo polinomio caracteristico.

Ejercicio 226 Encuentre todas las matrices en Msy3 (Zs) que conmutan con
300
010
0 01

Ejercicio 227 Cuente todas las matrices diagonalizables en Msy3 (Zs) que conmutan

300
con| 0 1 0
001
Ejercicio 228 Encuentre todas las matrices diagonalizables en Msys (Zs) que son
300
de la forma h | 0 1 0 |, para algin polinomio h(t) € F[t].
0 01

Teorema 120 Sea {11, ..., Ty} un conjunto finito de operadores diagonalizables que
conmutan dos a dos, entonces Ty, ..., Ty, son simultdineamente diagonalizables.

Demostracién. Por induccién sobre k.
Base. Si k =1 no hay nada que demostrar.
k=2
Supongamos que
V=E\, PEx,-

donde A, 1, A2, ... son los distintos valores propios de 7;.
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Como T conmuta con T, entonces Ey, ; <V (Teorema 108).
T

Por el Teorema 115,

es diagonalizable.
Asi que

de donde tenemos que

esta suma es directa (ejercicio).
Asf es claro que si tomamos una base 3, de Ey, ; N E),,, entonces

J’chﬁj ok

es una base de vectores propios de 77 y de T5.

Paso inductivo.

Supongamos que k > 2y que 13,..., T son simultdneamente diagonalizables,
digamos que los vectores propios de T; son

A1y Aji2s oo Ajimys

entonces

v= &P (Eml NEy,, N...N EAHWI) ,

(41,0250 —1)

Fijémonos en un sumando directo de la ecuacién arriba, por ejemplo en
W = E)q,l N E>\211 n..N E>\k—1,1'

Este sumando es Tp— invariante por ser una interseccién de subespacios Tj— inva-
riantes.
Como T, es diagonalizable, entonces

W= WnEx.,).

i

v= P (Em1 NEx, N..NEy_,, N EA,C,%) :
(31,82, ik —1,0k)

Es decir T1, ..., T}, son simultdneamente diagonalizables. m
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Ejercicio 229 Demostrar que la suma en 9.2 es directa.






CariTuLo 10

Formas candnicas

10.1. Lemas basicos de descomposicién

Teorema 121 Sea T' € Homp(V,V) y pp(t) = f(t)g(t) con m.c.d.
{f(t),g(t)} = 1. Entonces

V =Ker(f(T))@ Ker(g(T)).

Demostracién. 1 = h(t) f (t) + k(t) g (t), para algunos h(t), k(t) € F[t], en-
tonces

Idy = h(T) f(T) + k(T)g(T),

entonces,

viep V.0 = (f(T)h(T)) (@) + (9 (T) k(1)) (v),

notemos que el primer sumando pertenece a Ker(g (7)) :

Anélogamente, (g (T)k (T')
Por lo tanto

Resta ver que Ker(f (T))N Ker(g(T)) = {6} .
Como Idy =h(T) f(T)+k(T)g(T), entonces

7 € Ker (f (T)) N Ker (¢ (T)) = 7 € Ker (Idy) = {6} .

313
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Por lo tanto .
Ker (f (T)) N Ker (¢ (T)) = {o} .

Lema 20 Sea T € Homp (V,V) y pp(t) = p (t) - p52 (t) - .. - pks (t), con pi (t)
irreducible ménico para cada i € {1, ..., s}, y p; (t) # p; (t) sii # j. Sea

W = Ker (py* (T) o ... o p¥* (T)) .
entonces

1. W<V
T

2 . (t) = pgz (t) - ... phs ().

Demostracién. 1. Sea sigue del Teorema 108.
2. Como un operador se anula en su ntcleo, entonces

P (T) - oo pi (T) = (P52 (8) - - " (D) (T)
se anula en W. Por lo tanto
O S ORI OF
Por otra parte, se sigue del Teorema anterior que
V = Ker (p)" () @ W,
asi que es claro que
T 0 g (T) = (P () 1y, () (T)

se anula en V. Por lo tanto,

pr (8) =Py (1) - 05° (&) oo 92 () | 91" (1) - 1y, (1),

asi que
Py (1) - (1) |y, ().
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Teorema 122 Sea T € Homp (V,V) y g (t) = pi* () - ph2 (t) - ... - p (1), con pi (t)
irreducible ménico para cada i € {1,...,s}, y p; (t) # p; (t) si i # j. Entonces

V = Ker (p* (T)) @ Ker (5 (1)) @ ... @ Ker (p}* (T)) -

Demostraciéon. m.c.d. {plfl (), ph2 (1), ...,pk (t)} = 1. Entonces, por el Teorema
anterior,
V = Ker (51 (7)) @ (Ker (512 (T) o .o ¥ (T)))
Sea W =Ker(p5? (T) o ...op (T)), entonces con un razonamiento inductivo ( ya
que el polinomio minimo de T}y es ph? () - ... - p* (¢) (Lema anterior),

W = Ker (py* (1)) @ ... @ Ker (p** (1)) .
Asi, finalmente,
V = Ker (p}" (T)) @ Ker (p3* (7)) @ ... @ Ker (pl* (1)) .

(Obsérvese que la base de la induccién, s = 1 es trivial y para s = 2 es inmediato
del Teorema anterior). m

Lema 21 Si puy (t) =p(t) es irreducible y dim(V') = n, entonces
V=L @).
i=1
Demostracién. Sea 7 € V'\ {6} , entonces {6} S £r (V) <V, por lo que
T

L# pigy, o) @) | i (8) = p (1)

Asi que p (t) = i, (t) = 51, (¢) (Teorema 113).
Ahora,
dim (27 () = grad (p (1))

Si L7 (¥) £V, tomemos #; € V\ Ly (V) , entonces
Lr (V) + £ (01) = £ (0) D Lr (1),

pues si 0 # @ € &1 (7) N L1 (7)), entonces L1 (7), & (1), L1 (@) serfan todos de
dimensién grad(p (t)) y como L (@) C Lr (V) , £r (W) C £ (7h), entonces

Lr (0h) = £r (W) = £ (0), V(01 € V\Er (7).

o
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Si L7 (V) P L1 (1h) SV, tomemos ¥ € V\ (L7 (V) @ Lr (¢1)) , entonces

(L1 (0) D L1 (1)) + L (0) = (L1 (7) B L1 (1)) D L ()

pues si 0 # @ € (L7 (0) @ L (1)) N L7 (72) , entonces £ (@) = L7 () , y entonces
Uy € L1 (172) < Er (17) GB'QT (171) V.

o

Continuando de esta manera encontramos una sucesiéon de subespacios
£T (’U) ,ST (’Ul) 7£T (Uz) s eeny ST (’Usfl)

tales que
L (V) D L1 (01) D L (02) D ... B L1 (Us-1) =V

(La sucesién termina pues dim (V) = n < 00).
Ademaés
dim (V) = s - grad (p (1)),

es decir que grad(p (t)) | dim (V). =

10.2. La matriz companera de un polinomio
Definicion 114 Sea
f (t) =ag + a1t + a2t2 + ...+ anflt"’il 4

un polinomio monico de grado n, definamos la matriz compatiera de f como

00 -+ 00 —a
10 -+ 00 —a
01 -+ 00 =-—a
Cr=1| . . S
00 - 10 —a,,
00 01 —a

Teorema 123 x,_ (Cy) = £f(t).

Demostracion. Véase la demostracion del Teorema 113 m
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00 —1
Ejemplo 129 1 0 —2 | tiene polinomio caracteristico
01 -3
—(1+2t+ 32+ 1) :
—t 0 -1 0 0 -1
det 1 -t =2 =det| 1+2t —t -2 =
0 1 —-3—t¢ gt+t2 1 -3t
B 1+2t —t) s 3
—1det< s 1 > =— (1420432 +1°).

Ejemplo 130 Como 12+ 1 es irreducible en R [t], entonces su matriz compariera no
es diagonalizable, es decir,
0 —1
(1)
no es diagonalizable.
Por la misma razon, la matriz companera de

(B4+1)(t—2)(t)=t"—20+* -2t

no es diagonalizable:

000 O
100 2
010 -1
001 2

10.3. Matrices diagonales por bloques

Teorema 124 Si A = < 5 OC ) entonces p4(t) = [pp(t); pe(t)].

m B™ ()
A - ( 0 C'm ) )

Demostracion.

para toda m € N y también,

Ve, € F.cp A™ = ( cnB™ 0 )

0 Cm, cm
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Entonces para

ft) =co+art + ... + cpt™,

tenemos que
f(A) =col + 1A+ ...+ cpA™

Yy que

Entonces si f(A) =0, también f (B) =0y f(C) = 0. Por lo tanto

pp () | £(2)

pe () [ (1)
Por lo tanto,
g () e ()] | f(2).
En particular,
g ()5 1o ()] | pa (2)

Por otra parte denotemos

h(t) = [ug ()5 pe ()]

entonces
h(t) = pp () k1 (), h(t) = pe (t) k2 (),
entonces
W(B) = ki (B) iy (B) = 0
y

Por lo tanto

0 0 0 0
([ h(B) 0\ _ 0 0 0 0
MA) = < 0 h(C) ) - 0 0 0 0
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Entonces
tia () | 1(t) = [up (1) s o (1)
Por lo tanto
pa (t) = lup () ; pe (1)) -

| ]
00 4
Ejemplo 131 A = B0 ,B=10 -8 | = 0 =3
0o C 01 s 1 4

El polinomio minimo para B es: —4 +8X — 5X? 4+ X3,
el polinomio minimo para C es: 3 — 4X + X2.

00 4 0 0
10 -80 0
A=]01 5 0 0 [,
00 0 0 —3
00 0 1 4

1
—4+8X —5X? 4+ X3, tiene raices: { 2
2

Las raices de 3 —4X + X2, son { Z1’> }

por lo tanto,
m.cm. ({—4+8X —5X?+ X% 3—4X + X°}) = (X — 1)(X — 2)*(X - 3),

ast que el polinomio minimo para A debe ser (X — 1)(X — 2)*(X — 3).
En efecto,

00 4 0 0 -1 0 4 0 0
10 -80 0 1 -1 -8 0 0
A-1)=(] 01 5 0 0 |—-1-Id)=] 0 1 4 0 0
00 0 0 -3 0 0 0 -1 -3
00 0 1 4 o 0 0 1 3
00 4 0 0 4 4 4 00
10 -80 0 -4 -4 400
(A-22=(lo0o1 5 0 0 |—-2-Ids)>=|] 1 1 1 00
00 0 0 -3 0 0 0 10
00 0 1 4 0 0 0 01
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00 4 0 0 -3 0 4 0 O
10 -80 0 1 -3 -8 0 0
(A-3)=(| 01 5 0 0 —3-1Ids) = 0o 1 2 0 O
00 0 0 -3 0 0 0 -3 -3
00 0 1 4 0 o o0 1 1
Ahora,
-1 0 4 0 0 4 4 4 00
1 -1 -8 0 0 -4 -4 -4 00
0 1 4 0 O 1 1 1 00 |=
0o 0 0 -1 -3 0 0 0 10
0o 0 o0 1 3 0 0 0 01
000 0 O -3 0 4 0 0 00000
000 0 O 1 -3 -8 0 0 00000
000 0 O o 1 2 0 O =]100000
000 -1 -3 0 0 0 -3 -3 000O0TO
000 1 3 0 0 o 1 1 000O00O0

10.4. El p-zoclo

Definicién 115 Sea V = V un operador lineal en un espacio vectorial de dimen-
sidn finita, sea p(t) € F'[t], un polinomio irreducible, entonces

p— zoc(V) =: Ker(p(T)).

Observacién 87 p—zoc(V) < V.
T

Demostracién. Esto se sigue de que Ty p (T') conmutan (ver el Teorema 108).
[

Lema 22 Sea {W_}aex, una familia en ., {{6}, V] tal que

> W.=PW..

acX aeX

entonces

p— zoc(@ W)= @ (p — zoc(W.)).
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Demostracién. Primero,

p —zoc(W,) C W,

y
Y pozoc(W)C D (W),
aeX\{8} aeX\{B}
por lo que
p — zoc(W, Z {p —zoc(W,)}) CW, N Z (W) = {6}
aeX\{B} aeX\{B}
y por lo tanto
S s0c(iW,) = @y — zoc(W.
acX acX
<)
vEp— zoc(@Wa) =0 =1Way + ... +Wa, CON Wy, € W,
acX
y —
0=p(T)(v) = p(T)(Wa,) + ... + p(T)(Wa,) €
€ ZWQ = @Woz = p(T(g,) =0 =
acX acX
= W,, € p—zoc(W, :veZp—zoc @p—zoc
acX acX
2)

RS @p —z0c(W,) = U = Wy, + ... + Wy, con W, € p—zoc(W,,) =

=>v€Ep— zoc(@Wa).

acX
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Teorema 125 Sea V = Ly ({Z}) y p(t) =: pp (1), sea § = h(T)(Z) con h(t) € F[t].
(i. e. 5 € L7({T})), entonces

fu(t) = HTier oy (t) = (u(t); h(t))

Demostracion.

G0 h0)

N N o

<(u(t);h(t)) "“”) D)@ <(u(t);h(t)) ‘“”) D@
h(t) i h

Por lo tanto,

entonces

_ _ p(t)
exttah) < 1o (i) ()

y
<( M(g;(tfz(t)ﬂ (Tiern) = Oty
por lo que ®
. 2
MOty
Ahora, .
0= at)(T)(y) = MT)(W(T)(Z)) = ((t) - h(t))(T)(Z)
por lo que
zeKer((i(T) -WMT)) <r V
y entonces
V = Lr({z}) C Ker(iu(t) - h(t))(T)
con lo que
(a(O)R®)(T) =0
Entonces
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y por lo tanto

pero

por lo tanto

Finalmente concluimos que

Ejemplo 132 De que si V = L1 (Z), con polinomio minimo, entonces para cualquier
otro polinomio h(t), tenemos que

_ Hp (t)
PTie vy () = m

Tomemos el polinomio
t—1)(t-2)(+t+1) eR[],

cuya matriz companera es

000 -2
100 1
A= 010 O
001 2
FEntonces

RY= ¢ (€1).

FEstamos tomando
T:R* 45 R?

(T*°+T+1-1d) () =
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000 —2 000 —2

B 100 1 +1001+I(q_

- 010 0 010 0 i) (@)=
001 2 001 2
10 -2 —6 1
11 1 1 |
=111 1 1 |@=],
01 3 7 0

Lo que debemos esperar es que este vector genere un espacio T-ciclico tal que la
restriccion de T a este subespacio tenga polinomio minimo (t — 1) (t — 2), veamos
que en efecto es asi:

1 1 1 1
1| 1 1 o[ 1 -
frl | =% AL A -
0 0 0 0
Y
000 =2 0 —2
100 1 I I |
o 010 O 1 o 1
001 2 1 3
Ahora,
1 0 —2
1 1 1
1 ’ 1 ’ 1
0 1 3

ya es un conjunto linealmente dependiente. Expresemos el tercer vector como combi-
nacion lineal de los anteriores, resolviendo el sistema con matriz

1 0 -2
11 1

11 1 ’
01 3

obtenemos

S O O
SO = O
O O W
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Asi que

T( )= —2

0 0

por lo tanto el polinomio minimo correspondiente es

)+ 3T(

—
—_ =

O =
N

t—3t+2=(t—1)(t—2).
Lema 23 Sea
V =2%Lr(7)

pr(t) = p*(t)
con p(t) € F [T] irreducible y mdnico. Entonces

p = zoc(V) = {(p* 7' (t) - (1)) (T) (@) | (o (8) s p(t)) =1} .

Demostracién. D) Obvio.

<)
j € (p—20c(V))\{0} = (p — z0c (&r{z})) \{0} =
=g =WT)(Z) p.a ht)e Fli]
y -
p(T)(y) = 0.
Asi,

i, oy () [ 2(F)

(por definicién), y entonces
H1ie oy (£) = P(D)-

Pero por el Teorema anterior:

IO ()
icrion D = G0 h @)~ (e 055 0)
por lo que
(1 (8) 3 h () = p*(8),
entonces
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con (p(t);a(t)) = 1.
Finalmente se concluye que

ge {11 a®) (D) @) | (a(t);pt) =1}
]

Lema 24 Sea V = £1 (%) , pup(t) = p*(t) con p(t) € F[T] irreducible y ménico y
geVv\ {6} Entonces

p—zo0c(V) = p — z0c({ €7 ()}).

Demostracién. D) Obvio.
Q) El Lema anterior garantiza que,

zep—roc(V) & 7 = P (D)g(T)(7)

con (p;q) = 1.
Ahora sea )
0#£7=h(T)(Z)
h(t) = p™(t)g(t)
y
(9(t);p(1)) =1
entonces
i t k—m
P, o (1) = W,(h)(t)) =p" ")
W € p = zoc(Lr({g}) & @ = p*" D) (T) (7)
(r(t);p) =1.
Asi que

p—zoc(Sr({g}) = (PO (T) @) | (r(0)ip(t) =1} =

= (P (T) (™ (T)g(T)(@) | (r ()3 p(t) =1} =
= PO (@) (@M)@) | (r(8)5p(t) =1}

Ahora, como
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y

entonces

Por lo tanto

p—zoc(Lr({7}) = {p"(D)r (1) g(T)(@) | (r(t);5p(t)) =1}
Ahora, si
z € p— zoc(Lr({z}),
entonces
z=p"H(T)a(T)(7)
con (p;q) = 1.
Sea 1 = ap + (g, entonces

q=qx*1=qx(ap+ Bg) = agp+ Byq,

por lo que
z=p" N (T)q(T)(x) = p" (T o (agp + Byq) (T) (z) =
= p*(T) (ag) (T) (5“) + ( "189q) (T) (z) =
=0+ [(p""Bag) (T)] (@) = [(¢'Bag) (T)] (),
y (Bg;p) = 1.
Entonces
z € p—zoc(Lr({y}).
Asi que
z € p—zoc(Lr({z})) C p—zoc(Lr({7})
[ ]
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Teorema 126 Si dim (V) = n, T € Hom(V,V) y ur (t) = p*(t) con p(t) € FJt]

wrreducible y monico, entonces

V= @(ST({@})



328 CAPITULO 10. FORMAS CANONICAS

Demostracion. Por induccién sobre k.
La base se demostrd anteriormente como un lema.
Considérese el diagrama conmutativo

T

Vv

inc. = inc.

Tipry(v)

p(T) (V) —=p(T) (V)

asi

con lo que,
k—1
i, e, (011
y por lo tanto
o
Py ) (t)=p
conl <k-—1.
Por hipétesis de induccién

S

p(T)(V) = P(Lr({m:})

i=1

con i € p(T)(V)\{0}, pero si g € p(T)(V) entonces i = p(T) (&), 7 # 0.
Demostraremos primero que

S S

> (Lr({z}) = Per({z}).

i=1 =1

ze er({n)) N> er({n,)) = 2 = (D)) = Y (D) (z) =

j#i J#i

= p(T) (2) = (T)p(T)(7:) = Zh] (T)p(T) (75) =
p
= p(T)(2) = hi(T) (5:) = Zhg (@) =
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=p(T)(2) € Lo({z:}) N ZSIT({%}) = {0} =
-

:mmme&m>4mﬁ

g
= hi(T) (5:) = p(T)(2) =
= Mie oy (D 1B ()
”T\ET({«J})()' i(®)

,\*
=
I

para alguna a; > 0
= p(t) | hi(t).

Con un razonamiento andlogo, p(t) | h;(t) para j =1,...,s . Sea
hi(t) = p(t)hi(t), i=1,...5.

Entonces como

tenemos que:

i
h(0)@) =Y (D) @) € &r({@h) N Y_er({a) = {0).
o o
Es decir z =0 y por lo tanto

S S

> (Lr({z}) = Per({z)).

i=1 i=1
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Ahora, p—zoc(p(T)(V)) C p—zoc(V) y p—zoc(V) satisface la base de la induccién
ya que su polinomio minimo es p(t). Entonces p—zoc(V) = p—zoc(p(T)(V)) G K
(con K <7V y es por lo tanto suma de T'—ciclicos).

Veamos que
S

Drer{zi}) n K = {0}.

i=1

je (@(&({m» n K) =

i=1

=gep—zoc(V)N (EB(&(M]»))) =

i=1

=p— zoc(@(QT({fi}))) =

i=1

_ @(p — zoc(Lr({7:}))) =

— EB(p —zoc(Lr({7:})))

Por lo tanto,
5 € (p—200(p(T)(V)) N K = {0}.
Por dltimo demostraremos que

S

V =@z} P K

i=1
r

(y por lo tanto V = (P (L£r({7:}))).

i=1

veV=pT)v) e @ST({@}) =

= p(T)(v) = Zhi(T)(p (1) (z:) = p(T) (Zhi(T)((@)> (T:) =

IPor el Teorema anterior.
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=7 — Zh ) € Ker(p(T)) = p — zoc(V)) = p — zoc(p(T)(V)) + K =

con

y k € K entonces
ve (@ 2T {xz @K
i=1
Por lo tanto

V= (@ Sr({z}) P K.

Definicién 116 Si A € M,y (F), y B € M,«s(F), la concatenacion de A y B
es la matriz (A| B) € M, +s que se obtiene agregando a A las columnas de B.

Explicitamente, (A | B)i’j _ { BAz‘,j

i,j—r St j>T

st j<r
Ejemplo 133 Consideremos el polinomio en R [x], 2> +1 = p(z), cuya matriz com-

panera es
0 -1
(1 . )A.

(2% +1)* = 2* + 22% + 1, cuya matriz compariera es:

000 -1

100 O

010 -2 | B

001 O

y (22 + 1)3, cuya matriz companera es:

00000 -1
10000 O
01000 =3
00100 O =C
00010 -3
000O0T1 O
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Formemos la matriz

0 —1
(l) :
000 -1
1 00 O
0 01 0 -2 0
001 O
D= 000O0O0 -1
1 00 00 O
01000 -3
0 0 00100 O
0001O0 -3
000O0T1 O

Por construccion, el polinomio minimo para esta matriz es (x? +1)°.
Desde luego aqui ya tenemos expresado

R = gr({ear}) P Lr({&}) @D er{er),

pero queremos ilustrar como funciona el argumento inductivo.?

Sea
T:R? 25 R
(£ +1) (D) = (10.1)
0 -1000 0 00000 0\
10000 0 00000 O
00 000100000 0
00 1000 00000 0
00 010200000 0
) 00 001 0 00000 0
=@*+)=|l09 0 000 0 00000 -1 | TLh
00 000 0 10000 0
00 000 0 01000 —3
00 000 0 00100 0
00 000 0 00010 —3
00 000 0 0000T1 0

2Escojo deliberadamente este ejemplo, en que la descomposicién estd a la vista, precisamente
para que sea claro.
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0

0 00O0O0O O

0000 O

8

IS

I
— [N}

—
SO oo oo oo —HOH
SO OO oo OO HO O
SO oo oo HO —H OO
SO0 OO HOHAO OO

— —
00_0_000000

— i

0_0_0000000
OO HO 40O OO oo o
OH O+ 0O OO o oo
OO OO OO OO O oo
SO OO OO OO O oo

Notemos ahora que p (T) (R'2) estd generado por

.512}) S

p(T)({ér-

é1)

—

(Observar que las dos primeras columnas de la matriz son 0 y corresponden a p(T)(

y p(T)(E2). Ademds

0
0
0
0
0
0

0
-1

0 00O0O0 O

0000 O

0 00O0O0 O

0

0000 O

0000 O

-1
0
-1
0

0010

-1 0000 O

0

0001

0000 O

0010

-1 0000 O

0

0001

-1

1000

0000 O

0 0100 O
0

0000 O

0000

-3

1010

0
0
0
0

0 -3
-2 0

0 0101
0 0010
0 0001

0000

0000

-2

0

0000
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tiene rango 6, su transpuesta es

0

-1

00

-3 0 =2

0

-1

Reduciendo y escalonando:

b

0010100O0O0OO0OCOCO
00010100O0O0OCO0CO

0000O0OO0O1O01O0O0O0

0000O0OO0OO1O0OT1O0OQO0

000O0O0OO0OOOI1O0T1OQO0

000O0O0OO0OO0OO0OO0OT1GO01

000O0OO0OO0OOOO0OO0OO0OOQO
0000O0OO0COO0OOO0OO0OO
000O0O0O0OOGOOOOO0OOQO
000O0OOOOOOOOOQO
000O0OO0OOOOOSOOOQO
000O0OO0OOOOOSOOOQO
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su transpuesta es

000O0OOOOOOOOOQO

000O0OO0OO0OOOO0OO0OO0OOQO

100000O0O0OO0O0CO0OO
0100O0O0OO0OO0OO0OO0O0OQO
10000O0OO0OO0O0O0O0OQO
0100O0O0OO0OO0ODO0OGO0O0OQO
00100O0OO0OO0OO0OO0GO0OQO
000100O0O0OO0COO0OO
0010100O0O0OO0OCO0CO
00010100O0O0O0CO
000O0O1O0OO0OO0OO0OO0OGO0OOQO
000O0OO0O1O0OO0OO0OO0OO0CO

Por lo tanto

€10 + 12}

€11,

€7 + €9, €3 + €10, €9 +

éﬁ7

+

é57 é4

v =:{es+

es una base para p(T) (V).

Ahora, la matriz de

respecto a la base

{€3 + 5,4 + €6, €7, s, €9, €10, €11, €12}

se obtiene asf:

Cooc oo o000 ~ O
cCoocCc o000 A0 O
cCooccocoo~O OO
cCcoococooco o OO O
coo~oc oo OoOo oo
co~oc~Nocoocooc oo
OOOOOO_I_.OQwOO_QO
cCooccococooco oo
cCcooccocoococoo O
cCooccocoococo oo
cCcoococoococo oo oO
cCcoococococo~oOo oo
OO_I,AOO_HOOOOOOO
coocco~Hoocoooo
coococ~Nocoococooco
cCcoo~oococooco oo
Toococoococococoooo
oOc~occocooococooo
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0
0

0 00O
0 00O

0
0
0
1
0
1

-1 000 O

0 00O

0

-1 000 O

0 00O

0
-1

100 O

0 0 0O0O

0 0

-3

0 0 010

-2
0

0 0 010
0 0 001
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Ahora quisiéramos expresar cada columna de la matriz de la derecha como com-

binacién lineal de la base . Concatenando las siguientes matrices

000 O

0

0

000O0O00O

)

—
OO OO OO OO O
OO O OO OO —=HO O
OO oo oo —HO—A OO
— —
OO —HO+H OO OO oo
O OO OO OO o A O
O o oo oo o Ao —AOo
O o oo oo O A OO
OO OO OO HO—HOOO
OO H O+ OO OO oo
O —H O —+H O OO O o oo

obtenemos:

)

0
0

-1 000 O

0 00O

0000O0OO0OO0O O O0OO0OO

0000O0O0O0O O O0OO0OO

10000©O00O0
0100001

0

-1 000 O
0 00O

10000©O0O
01 000°O0°T1

0
-1

00100O0O0O O O0OO0OO

0001O0O0O0 O

100 O

-3

0010100 O O0OC1O0

0

1

00001O0O0OTO0OTO0OT1O0

000101O0 O

-2
0

0000O01TO0 O OO0OT1
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escalondndola y reduciéndola obtenemos:

100000O0-100©00 O
0100001 O OOODO
0010000 O OO0OTO0O -1
0001000 O0OT1O0O0TUO
0000100 O0 010 =2
0000010 O0OOO0OT1 O
0000000 O OOOOTUDO
0000O0OO0OO0O O OOOODO
0000O0OO0OO0O O OCOODO
0000O0OO0OO0O 0O OO0OO O
0000O0OO0OO0O O OOOODO
0000O0OO0OO0O O OOODO

De las 6 tultimas columnas y eliminando los 6 ultimos renglones , obtenemos

0 -1 000 O
1 0 000 O
0 0 000 -1
0 0 100 O
0 0 010 -2
0 0 001 O
que es la matriz de
Do()pery(v)

p(T) (V) ———p(D) (V)

respecto de la base 7..

Hemos reducido el problema original, para una matriz de 16 x 16 a una matriz
de 6 x 6.

Notemos ademas que el polinomio minimo de

0 -1 000 O

Do OO
o O O oo
SO = OO
o= O OO
[an}
[an)

es
1+2X2 4+ X = (X2 +1)%.
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Es claro del diagrama

p(T) (V) 229 4 (1) (v)
@ = by
. P() 6
R R
y de
R® = Lr({&}) €D Lr({(7)})
que 3

p(T) (V) =Ly (¢, (1)) @ET (05" () = Ly (&5 + &) @['T (€7 + &) .

Ahora

€3 + €5 GP(T) (V) =>é3+55:p(T)(;31):

resolvamos

0 -1000 O O0OO0OO0OO0OO O
1 0 000 0 OOOOO O
0 0 000-1000O0O0T0
0 0 100 0 0O0O0OO0CO O
0 0010 -2000020 0
0 0 001 0 00O0O0O0 O
0 0 00O 0O O0OO0OO0OO0O0 -1
0 0 00O 0O T1O0O0O0O0 O
0 0 000 0O O0O1O0O0O0 -3
0 0 0oo0 0 00100 O
0 0 0oboo0O 0 0O0O0OT1TO0 -3
0 0 00O 0O O0OCO0OO0OO0OCT O

3Recuerde que v =: {e3 + €5, €4 + €6, €7 + €9, €5 + €10, €9 + €11, €10 + €12}

OO OO OO O O OO

339
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reduzcamos y escalonemos la matriz aumentada,

-1 000 0 O0O0OOOO O O
0O 000 O OOOOO O O

0
1

1

-1 00000 O

100 0 00O0O0OO0C O O

0 0 00O

0
0
0
0
0

0
0
0
0
0

1

-2 00000 O
0

010
001

000O0O0 O O

000 0O OOOOO-10
10000 O O

000 O

0

0 0O o000 0 010O00O0 =3

0
0
0

00100 O O

000 O

0
0
0

0
0

-3
0

000 O OOOT1OQ0

000 O

00001

)

10000O0O0OO0CO0O0OO0CO0 O

01000O0O0OO0OO0OO0OO0O0O O

00100O0OO0OO0OO0OOGOOO

-1

0001O0O0OO0OO0OO0O0OO0ODO
000O0O1O0O0OO0OOGOGOOODO
000O0OO0O1O0O0OO0OO0OO0OO

-1

0000O0OO0O1O0O0OO0OO0OO0OO

000O0O0OO0OO0O1TO0OO0OGO0OO0OO

000O0OO0OO0OO0OO1O0OGO0OO0O

000O0OO0OO0OO0OOOT1O0QO0O

000O0OO0OO0OO0OOOOT1O0 O

000O0O0OO0OOOOOO0T1

0
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OO OO OO HO HO OO

I
(=2}
. IS
o +
[I\S) ~
I | )
< Il
N
i —_
el
—_ 1S5
— [} = ~
co o loococoocoo &~
()
=, . — o ™
I & coocococo oo o
_ — |
- - o000 O0O0 OO
[[\5) [I\S)
CcCooco—~o0cococococoo = | o000 O0OoOO HO
= | CoOoCoCoCcoCcOoO0oO0 OO
| S8 '
| = e N e N e i e Wl e B e B e B Rl e B e B
Il = cNoNoNoNoNoNoR = l=Nolw]
L
— coToGYocoocoocoo
= R R = R =R =N === & , _
_p oo OO0 OO
-
o I s [=NaNoNoll NoNoNollol ol el
S)
= = e R I R R o B o S e S o S e W e B
Q <
o Q ) -
N = Q [cococococoocococooO
A, B =
+— <
- 5 = OHOoOO0OO0OO0OOCOCOOOO
S5 2
o - 9]
5 7 (&
< 2, << ~
S
—~
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, reduciendo y es-

0 000O0OO0O O O

-1 0 00

0
1

0 000O0OO0O OO
-1 00000 0 O

0 000

0 0 O0O0O

0 0

0 00O0OOO
-2 00000 0 O

100
0 0 010
0 0 001

0 000O0OO0O OO
-1 1
10000 0 O

0 0 0O0o0O 0 0O0O0O0OTO

0 0 000 O

-3 1
0 0
-3

0 0 OO0 0O O0O1O0O0TO
0 0 000 0O O0O0T1TO0TO
0 0 OO0 0O O0O0O0OT1TO
0 0 000 O O0OO0OO0OO0T1

0

0 0

Concatenando:

calonando:

100000O0OO0OO0OO0OO0O0O O

010000O0OO0OO0OOGOOO

00100O0O0OO0OO0OOGOOO0ODO

00010O0O0OO0OO0OO0OO0OO0ODO

00001O0O0OO0OO0OO0OO0OO0ODO

0000O0O1O0O0O0OCO0OO0O0 O

0000O0O0O1O0O0OO0OO0OO0ODO

-2

0000O0O0OO0OO0O1TO0OO0OOCUO

000O0O0OO0OO0O1O0OOO0OGO

-3

0000O0OO0OO0OO0OOOT1O0 O

000O0O0OO0OO0OO0OOOT1O0G® 0

-1

0000O0O0OO0OOOOOTEO0T1

Por lo tanto,
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—2p(T)(es) — 3p(T)(€10) — p(T)(E12) = p(T) (—2€s — 3(E10) — €12) -

Por lo tanto

- él?7

T3 = —2es — 3(e10)

funciona.

Asi,

(22 @) P er (@) P K.

V =RY

p—zoc (V).

(K @@p—noclp(1) (V)

Ker(V)).

p —zoc(V)

Resolvamos

cCcoocococoocoocoocooO
I
o —~ N
SELILLLSELXLLI TS
— N
coococococoToTof
i
coccococoToToYo
coococococococo O
SO oo oCc o oo Ao —AO
cCoococococo~HO 0O
Coococoo OO OO
— —
cocoo o lToocoocoo
i —

co o locococococoo
coo—~oHOoOOoOOo OO
coHoHOoOOOOO OO
cCcoocococoococoocoocooO
cCoococococococooc oo
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la solucién es :

344

t1

t2

l3

12}

t3

121

ts

2ty
2t¢
ts

te

t161 + o€ + t3 (€3 + €5) + 14 (€4 + &) + t5 (€7 + 289 + €11) + t6 (€5 + 2€10 + €12)

(]
=
g
2
8=
B
S
]
2]

i
coococococoToTod
i
coocococoToToYo
cocooccococo o —
cocococococo—~o—~o
cocoocco—~o~oOo
coococooco—~o—~ocoo

i —
cocoloToocoocoo
— —

coJolTooocoocoo
coc~o~ocococooo
coHo~cooocooo
cocooccocococooco
cocooccocococooco

<

=

3

2

=

o

w0

8

>

b}

<o

E

<

[}

-

b}

w

—

53]

Al

00 00 O

0

-1

0 010

0
-1
0
-2
0
0
0
0
0
0
0

-1 0 0 0 O

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0 0 01

1 0 00
01 00

0010

0 0 00
00 00
0 0 00
0 0 00
00 00
0 0 00
0 0 00
0 0 00
00 00
0 0 00

-1

-2

0 0 0 1

00 00
0 0 00
0 0 00
0 0 00
00 00
0 000
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Asi que

es una base para p—zoc(V') (observemos que tiene dimensién 6).

Algunos vectores de esta base pertenecen a p (T') (V'), podemos ver cudles, resol-

viendo la ecuacién

0
0
0
0

0 00O0O0 O

0
0
-1
0
-1
0

0000

0 00O0O0 O

0000

0 00O0O0 O
-1 0000 O

0010

0001

0 00O0O0 O
-1 0000 O

0010

0001

-1

0
-3
0
-2
0

0 0100

0

0000 O

1010

0000 O

-3

0 0101
0 0010
0 0001

0000 O

0000 O

—2

0000 O
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T

Asi, somos conducidos al problema de ver cuédles combinaciones lineales de las colum-

nas de la matriz abajo a la izquierda, son combinaciones lineales de las columnas de

la matriz abajo a la derecha.

)

100000

0 000O0O O O

0000 O

SO OO OO —=HONO
SO oo O H O NO O
SO H O+ O OO O OO
O —H O —+H O OO OO oo
—_ O O OO OO oo oo
O OO OO OO OO oo
i
—
OO OO OO OO O
S OO OO OO —H OO
S o oo oo —HO A OO
S oo oo HO A O oo
— —
— i
SO H OO OO O oo
O —H O+ O OO OO oo
SO DO DD O OO OO oo
O OO OO OO OO oo
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este problema es equivalente al de encontrar las soluciones del sistema homogéneo

cuya matriz se obtiene concatenando las dos matrices anteriores:

100000

0

0
0

0 00O0O
0 00O0O

0000 O

0 01 00O0O
0 0010O0O0
0 0001O0O0

0

0000 O

0 00O0O0O O
-1 0000 O

0 00O0O

-1

0010

0
-1

0001

001000

0

0010

0 00 01O0O0
0 000O0OT1TPO0
-1 000001

-3 0 000020

-1 0000 O

0

0001

-1
0 0100 O

0

0 1000

0000 O

0000 O

1010

0000 O

-3 00000 2

0
-2 0 00O0O0OT1PO

0 0101
0 0010
0 00O01

0000 O
0000
0000

0
0

-2 000001

0

escalonando y reduciendo:

0 00 10O0°O
0 0001O0O0
0 000010
-1 000001

0 00O0O0O O
-1 0000 O
0

0

-1

0010

0

0001

-1

1000

0000 O
0000

0 0100 O

0

-2 000010

0 0010
0 00O01

0000 O

-2 000001

0
0
0
0
0
0

0

0000 O

100000
010000
0000O0O
000O0O00O
000O0O00O
0000O00O

0 00O0O0O O
0 00O0O0O O
0 00O0O0O O
0 00O0O0O O
0 00O0O0O O
0 00O0O0O O

0000 O

0000 O

0000 O

0000 O

0000 O

0000 O
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De aqui vemos que la primera, y la segunda columnas de

100000
010000
001000
000100
001000
000100
000010
000O0©O0T1
000020
000O0O02
000010
0000O0O0T71
no estan en p(7)(V), es decir

1 1 0

0 0 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

Lr o | = £ ol ] o =K.

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

Por lo tanto
R = £ (z1) @ST (Z3) €B Lr(€1),
donde
Ty = —€4 — éﬁyfg = *268 - 3@10 — €12.
Ahora,

dim L7 (1) = grad (pge,() (1) = grad (p (8) * figie,g) (1) =2+2 =4

dim L7 (z3) = grad (p (t) * pigje,(gy) (1) =2+4 =06
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dim L7 (€1) = grad (pig)e,e,) (1)) = grad (p (1)) = 2,

Note, que en efecto,
44+6+2=12.m

Proposicién 20 T : V. — V lineal con p(Tje, (Z),t) = p"(t)
ducible) = {A(T)pH(T)(@) | (3:h) = 1} = {g(T)p " (T)(z) | g € [}

Demostracién. C) Obvio.
D) Sip(t) | g(t) entonces

9T H(T) = 0 e {h(T)p (D)) | (p;h) = 1}.

Sip(t) 1 g(t) entonces la pertenencia es clara. m

10.5. Sumandos ciclicos

Observacién 88 i dim(V) = n y uy (t) = p* con p € F[t] irreducible y T €
Hom(V,V) entonces el nimero m de sumandos en la descomposicién de V' en su-
bespacios T'— ciclicos es

dim(V') — rango(p(T))

grad(p(T))
. . = = _ n—rango(p(T))
Esto es, si V = ZEBST({“})’ entonces m = W

Demostracién. Sea i € {I,...,m}y

H’(T ‘/Q/T({iz})7t) = pr(t)v l<r< k7
| p —zoc(Er({7:})) = {p""H(T) o W(T)(&) | (p; ) = 1} =
={g(M)p"(T)(@) | g € F [t} = Lr({p"(T)(x)}),
entonces
U ppigpgzy () | p(2)

(y por lo tanto son iguales), entonces

dim(p — zoc(£r({Z:})) = grad(p(t)).
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Ademass, ya que

m

p—z0c(V) = @ (p — zoc(Er({z:}))),

se tiene
dim(p — zoc(V)) = m - grad(p(t)),
y por lo tanto
_ dim(p — zoc(V)) _ dim(Ker(p (7)) _ dim (V') — (rango(p (T'))
grad(p(t)) grad(p(t)) grad(p(?))

10.6. Espacios cociente

Definicion 117 Sea W <V definimos Zenv por T Z ysid—yew.

M=

Observacion 89 = es una relacion de equivalencia en gV.

Demostracién. Reflexividad) Vi € W, # — &= 0 € W,
Simetria) f —geW = —(Z—¢) =y —2) e W.
Transitividad)
@—ygeW §g-ZeW)=(@-2)=@-9)+H—-2) W)

Definicién 118 V/W es el conjunto de clases de equivalencia
V/W = {mg |5e v}.

Observacién 90

| Z=0U4+W,p. a. WeW}=0+W.

Y

iy = {21 2 -7 €W} =

Teorema 127 A
U/W x VW == V/W
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definida por [wl]w + [h]w = [t + W] w estd bien definida
w

w
+ [#lw no depende del representante de [Z]y :

).

Demostracién. La definicién [7]

1

W

- W - - - - -
(.7:1 = T) = (T =7+d)=> (H+y=C+0d+7y) = (.7;1 +y=7+

<

Anélogamente, [Z]w + [§]w no depende del representante de [7]y . ®

=

Teorema 128 (V/ W, ¥, [6} V_V) es un grupo conmutativo.

Demostracién. Se deja como ejercicio. m

Ejercicio 230 Demostrar el Teorema anterior.
Definicién 119 Definimos F x V/W =, V/W por c 6 [v]w =: [ct]w .
Observacién 91 6 no depende del representante de [U w -

w

Demostracién. Supongamos que ¥ = ¥, como

¥

V=0 S =0+, WeW,

entonces
ety =cil+ci €W

W
et = .
[
Teorema 129 V/W es un espacio vectorial sobre F, con las operaciones anteriores.
Demostraciéon. Ejercicio. m
Ejercicio 231 Demuestre el Teorema anterior.
Observacion 92
P
vV — V/W
v o— U4+ W

es una funcion lineal suprayectiva con nicleo W.
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Demostraciéon. Es claro que p respeta la suma.
Ademaés,
p(cl) =cV+W =co(T+W)

pues ¢ [ily = [cil.

Ker(p) = {U|?7+W:6+W}

Es claro que p es suprayectiva. m

Corolario 28 Sea W <V yp:V — V/W, Entonces
1. dim(V) = nul(p)+ rango(p(V')) = dim(W) + dim(V/W)
2. dim(V/W) = dim(V') — dim(W)

Observacién 93 Consideremos

v S vw

lineal

7 — U-‘,—W.
Siﬁ‘?W, yﬁ&v?v, entonces p(7y) = V/W.

Demostracion. p(y) genera V/W :
Sea ¥ € V/W, como ¥ € £(8) & £ (), entonces

f:fl‘i’gl con ‘/El eg(ﬂ)7 ?jl 62(’7)7
asi que p () = p(71) +p (%) = p (%) -

wop(@) ep(E()
VIW =p(V)
VIW =p(£(

L)

7))

p(y)esl i.en V/W:
Supongamos que ay (piji) + .. + ax, (pijr) = 0, 7 € 7.

CLpH)=pEH) cpV).

353
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Como a; (py1) + ... + ax (pg) = p (a1y1 + ... + axix) , tenemos que

a1ﬂ1+,..+ak§k€Wﬁﬂ(v):ﬁ(ﬁ)ﬂﬂ(v).

Como £ (B)NL(y) = {6} , entonces ay 4, + ... +axijy = 0. Pero como 7 es linealmente

independiente,
a1 =...=a =0.

Observacion 94 Si pV LF V es lineal y W <V entonces
T

viw Lo viw

T+W - T@O)+W
es lineal y estd bien definida.
Demostracién. Veamos que eI est4 bien definida:
T=t+WeW=T(@)=T ")+ T (W)
con T (W) € W. Por lo que T (7) Zr (0h).

Toda vez que hemos visto que la definiciéon de T es buena, es inmediato que T es
una funcién lineal:

]
Podemos hacer un diagrama para representar la situacién anterior:

W inc. v p V/W

l - l - |

W inc. Vv P V/W

asi que _
Top=poT. (10.2)
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Teorema 130 Sea V —— V un operador lineal en un espacio de dimension finita

y W < V. Entonces x7(t) | xr(t). Donde V/W AN V/W es tal que 0+ W o
T
T((0)+W.

Demostracién. Sea 3 U v V', donde 8 — W, entonces

base
p() o= VIW,
y observemos que
715 =
[T]gjz = 0 F]P(V) :
p(v)

Digamos que |5]| =k, y que dim(V) = n. Sea g; el j-ésimo elemento de ~.

Entonces la columna k + j—ésima de [T ]gﬁx es [T (¥)] 5 -
p(7)
»(7)

F(gj + W)]p(,y) = [T (gj) + W]p(’y) .

Por otra parte, la j—ésima columna de m es

Si
T (171) =+ Zcmlgh
l

con W €W, v={t, ..., Yn—k} , entonces

T(+W) = Tp@)=poT ()=

) (w + ZJ) e i,
l l

Cr+1
Ck+2
Por lo que la j— ésima columna de |T' 58 es : , en tanto que la k+ j -ésima
Cn—1
Cn
*
columna de [T]Zﬁz es * .

Ck+1

C'IL
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Podemos observar que el siguiente diagrama conmuta:

inc ™
W 1% V)W
Tiw T T
“s PpUy Pr(y)

W e V T V/W

¥p PBUy Pr(v)
ok
Prn
F* = pr L ek
B BUY =17 ()
[T|VV]3" Mgin - [T}ﬂ'(’y).-\
ok
i Prn—k
Fk inc Jad Fn—k ank

Teorema 131 Sea V —— V un operador lineal en un espacio de dimension finita y

W < V. Denotemos T : V/W — V/W al operador tal que v+ W + T (¥) + W. Si

T —

T es diagonalizable, entonces T también es diagonalizable.

Demostracion. Es una consecuencia del Teorema 130 que pip- (T) =0:V/W —
V/W. Asi que pp () | pp (). Asi que si pp () es un producto de factores de grado
uno distintos, entonces sucede lo mismo a pp (¢). ®

Podemos juntar el Teorema anterior con el Teorema 115:

Teorema 132 Si W <V, y T : V — V es diagonalizable, dim(V) = n < oo,
T —
entonces Ty : W — W y T : V/W — V/W son diagonalizables.

_ El Teorema anterior puede sugerir la siguiente pregunta, j si Tjw : W — Wy
T :V/W — V/W son diagonalizables, necesariamente T serd diagonalizable?

1 2
01

ves((3)

Ejemplo 134 Sea V=R2 y T = ( ) -_:R? — R% Tomemos
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Es claro que Tjw = Idw, que es diagonalizable.
Por otra parte,

T:VIW — V/W

estd determinado por T <( (1) ) + W) , dado que {( [1] ) + W} es una base para

el espacio V/W, que es de dimension uno.
= 0 1 2 . B
((2)0)-(37) oo

Ya que
2
1
2 0 2 1
(1)-():(B)ew==({a})
Asi pues, T : V/W — V/W es la identidad en V/W, por lo que es diagonalizable.

Sin embargo, T : R?2 — R? no es diagonalizable, pues su polinomio minimo es
(t—1)%.

=
VRS
— O
N—

10.7. Forma canonica racional

Definicién 120 Si T : V — V tiene polinomio minimo p*(t) con p € F[t] irre-
ducible y mdnico,

m

V= @ST({@})7 B; =1z, T(;), ...} = Sr({z)),

entonces

=08 <V

i=1 base

se llama una base canonica racional para V' respecto de T'.
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Supéngase que el polinomio minimo de T restringido a £,0{Z;} es p™i(¢). Asi, si

p™i(t) = bot + byt + ... + bgrad(pmj )71tgrad(pmj )-1 (t) + tgrad(pmj)

entonces
p™(T) (%) =0
Por lo que
(=) (@) = —boity = T (&) = oo = by AT ) A @)),

asi, se tiene que

00 0 0 —boy
10 0 0 —b
01 0 0 —b
Bi .
[T\ET{EJ‘}]@ = 00
L0 _bgrad(pmj )72
000 01 —bupm)

es la matriz compaiiera de p™i (T) y se le llama ”bloque racional”.
Asi,

0 0 0 0
[T\ET{ffl}]ﬁi
0 0 0 0
0 0 0 0
: Ta = ] 2
B8 _ : [ I€r{z2}] g
=1 o 0 ’ 0 0
0 0 0 0
. Bm
: e : : e : [ﬂET{jm}]ﬁm
0 --- 0 0 --- 0

Cuando[T]Z estd descrita en esta forma se dice que estd descrita en su forma canénica
racional.
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10.7.1. Diagrama de puntos

Teorema 133 SiT : V — V es lineal con puy (t) = p*(t) con p irreducible entonces,
Cs(V), el nimero de sumandos con polinomio minimo p*(t) en

V=D ier(nh)

Os(v) =
- 1
~ grad p (t)

Demostracién. Recordar que si

- [dim (p*H(T)(V)) — 2dim (p*(T)(V)) + dim (p*T1(T)(V))] .

PT)(V) = @ {£r ({mh)}

y ¥ = p(T)(z;) entonces

V= (EB{sT({zi})}) Pr,

donde
p—20¢(V) = p— 206 ((T) (V)) P K,
Y l
K = Der((m,))
Ademis®

'uTlﬂT(E-;) (t) - p(t) ' /LT\ST(%) (t)

5Por cada vector y; escribamos una columna de la siguiente forma

7]

Y1, 42, donde el mimero de puntos en la columna “j” es “s” si uqy, )(t) = p*(t). Este se
llama un ”diagrama de puntos para p(T)(V)”. Agregando un punto por cada z...,z, y luego un
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Denotemos por Cy(V') al nimero de columnas con s puntos (esto es, el nimero de
sumandos con polinomio minimo p*(t), en la descomposicién

(sT =) P Pz} )@(sT {0:}) P - B £r( {wz})

Es claro que

Co(V) = Coa(P(T)(V)) = Coa(PHT)(V)) = ... = CL(PHT)(V))
Ahora,
dim (p — zoc (p (T) (V))) + dim (K) =
= dim (p — zoc (p (T') (V))) + 1 - grad (p (T))
Asi®
oy = 1 = _Am(K) - _ dim(p — zoc(V)) — dim((p — zoc(p(T)(V))) _

grad(p(T)) grad(p(T))

1
punto por cada sumando en V = @ Lr({w;}), es decir, otros I puntos obtenemos
i=1

Y1

1

Yo

e .0 ... L0 e o e

Este se llama el ”diagrama de puntos” para V .
S — zoc (p (T) (V) = p(T) (V) (1 (Ker (p(T))). Ahora, de
p(T)(V) Py »(T)(V)
vemos que Ker (p (T)‘p(T)) =p(T) (V)N (Ker(p(T))). Asi que
Nul <p (T)MT)) + rango (p* (T)) = rango (p(T))

Nul (p (T)‘p(T)) = rango (p (T)) — rango (p* (T))
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B 1
~ grad (p(7))
1 . , B
= (@) [dim (V') — rango(p(T)) — ( rango(p(T")) — rango(p*(T)))] =
1

- grad (p(T))
Por lo tanto

- [dim (Ker (p (T)))) — (rango (p (T)) — rango (p* (T)))] =

. [dim (V) —2-rango (p(T)) + rango (p2 (T))] .

G (D) (V) =
= 2ed (1) @) [dim(p*~H(T)(V)) — 2dim(p*(T)(V)) + dim(p* *(T)(V))] =
= C,(V).

]
Observacién 95 C(V) también es el nimero de bloques de tamario
[s - grad (p (t))] x [s - grad (p ()]
en la forma candnica racional (los blogues que son la matriz companera de p*(t).

Ejemplo 135 Calcular la forma candnica racional de

0 -1 5 =3
1 0 0 -1
A=y o 3 o |EMa®).
0 0 5 =3
Solucion.
A(e) = ey, y A%2(e1) = —é;. Por lo tanto 12 + 1 es el polinomio minimo para €.
Ahora,
0 -1 5 -3 5 0
1 0oo0-1][lo] [ o
0 0 3 =2 3 o -1
0 0 5 =3 5 0
)
0
(1) = A®(e3) = —é3
0
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Por lo tanto t2 + les el polinomio minimo para és.
Por lo tanto, R* = £1 (&1) @ L1 (€3), pp (t) =12 + 1
Forma candnica racional:

0 -1 0 0
1 00 0
00 0 —1
00 1 0
0 -1 5 -3\’ 1.0 0 0
pe_|r oo _[ o -10 o0
0 0 3 —2 0 0 -1 0 |’
0 0 5 -3 0 0 0 -1

por lo tanto
rango (A2 + Hd) =0.

FEntonces,
rango (Id) = 4, rango (A* 4+ 11d) = 0.
Por lo tanto
1
01:5(4—2-0—1-0) =2.

Por lo tanto el diagrama de puntos para A es:

Dos bloques, cada uno de dimension 2.

Ejemplo 136 Calcular la forma candnica racional de

2100
0210

0020 |€Ma®
000 2

2100 1 P
0210 o] [ o
0020 o~ |o|
000 2 0 0
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ast que el polinomio minimo para €, es t — 2 (abreviatura de: t — 2 es el polinomio
minimo para Tie, ().

Ahora,
2100 1 4
0210 2] | 4
0020 o (0]
0002 0 0
Lr(e2) = £{e2, Aéy}.
01 4
1 2 4
00 0 |’
00 0
concatenando:
01 4
1 2 4
000’
000
reduciendo y escalonando:
1 0 —4
01 4
00 O '
00 O
A2 (3) = 4A (&9) — 4 (&3) , por lo tanto, el polinomio minimo para ey es t> — 4t +4 =
(t—2)%.
Ahora,
2100 0 0
_ 0210 0 1
A@) =100 2 0 1|7 2
000 2 0 0
2100 0 1
0210 11 |4
0020 21 | 4
0002 0 0



364 CAPITULO 10. FORMAS CANONICAS

2100 1 6
0210 4 1 | 12
0020 4 | 8
0 00 2 0 0
Por lo tanto
0 0 1 6
_ _ _ 0 1 4 12
{637A(€3)7 ( ) 1 ) 4 8
0 0 0 0
Concatenando:
001 6
01 4 12
1 2 4 8 ’
000 O
reduciendo y escalonando:
1 00 8
010 —12
001 6 ’
000 O

de donde
A? (e3) = 6A% (e3) — 12A (e3) + 8é3,

ast que el polinomio minimo es:

£ — 62+ 12t — 8 = (t — 2)°.

Finalmente,
2100 0 0
0210 0] [0
0020 (N I
000 2 1 2
por lo que el polinomio minimo correspondiente es t — 2.
Por lo tanto el polinomio minimo para A es (t —2)°.
Ahora, rango(A — 21d)° =
0100
0010
rango (A — 21d) = rango 0000 |= 2
0000
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0100\ 0010
rango (A — 2Id)* = 8 8 (1) 8) mngo(g 8 8 8 =1,
0000 0000
0100 0010
rango (A — 2Id)* = rango (8 8 (1) 8 (8 8 8 8 =
0000 0000
0000
= rango 8888 =0
0000
Asi,
o=t (2x2)+1)=1
1
0221(2—(2*1)—#-0):0;

1
=1 (1= (240)+0) = 1

Por lo tanto, el diagrama de puntos es

y la forma candnica racional consta de un bloque de 3 X 3 y de otro de 1 x 1 :

00 8 0

10 -12 0

01 6 0

00 0 2

(t—2)° =3 — 61> + 12t — 8.
0100
0010
(A=21d)=| 0 000 |

0000
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tiene polinomio minimo t*. Una base para (A — 21d) (R*) es &, y €. Es claro que &
genera T-ciclicamente (A — 21d) (R*) .
Resolvamos

(A—2Id)(z) =&

0100 0
0010 . 1
0000 ]~ 0]
0000 0
las soluciones estan en:

ty

(1) | tl, ty € R

ta

Por ejemplo e3 es una solucion.
Ahora, hay que escoger un elemento de Ker((A —2Id) - —) que no esté en

0 0 1
_ _ _ _ 0 1 4
'ST(€3):'2({637‘4'637/42'63}) =£ 1 ’ 2 ) 4
0 0 0
001
01 4
Concatenando: 192 4
000
Resolvamos la ecuacion
0100 0
0010 o 0
0000 I
0000 0
para obtener Ker((A — 2Id) - —).
Las soluciones son:
ty
8 | tl, ty € R
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Encontremos ahora un elemento de Ker((A — 2Id) - —) que no esté en

'QT (éB) =£ ({ég,A . 637A2 . 53}) =

0 0 1
0 1 4
=< 1] 2 4
0 0 0
Consideremos la ecuacion
0 0 1 t
T 0 +y ! +z 4 = 0
1 2 4 0
0 0 0 ty
La matriz del sistema es
001 #
0140
1240
0 0 0 t
Escalonando:
1 2 4 0
0140
001t
0 0 0 t

Basta tomar ty # 0. Por ejemplo,obtenemos &4 sito =1 yt; =0.
Ast, la base candnica racional es:

0
1
2
0

)

O = =
O O O

0
1
2
0
1
. 4
Comprobacion: Sea @ = A
0

= oo O O
~

B o= O O
o= OO

Q=

|
(SIS
(SR =NEN
co o~
— o oo
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FEntonces
0010\ "'/2100 0010 00 8 0
0140 0210 0140)] | 10-120
1 240 0020 1240 |01 6 0
00 01 000 2 0001 00 0 2

10.8. Mas acerca de los diagramas de puntos

El siguiente Teorema nos dice que para calcular el diagrama de puntos para

T donde gy (V) = pi* () p&2 () ...p% (t), no hace falta calcular primero

[Ker py! (T)°

T
) Ker ph1(T)
e ),

Ker (p}* (T) Ker (p}* (T)) .

Regresemos a la situacién general:
Teorema 134 Sea T : V — V lineal, dim (V) < 00. con
pr (V) = pi" (8) 05 (8) " ().

FEntonces . , .
rango p.* (T) — 2 % rango p'. (T) + rango pi™ (T) =

= rango pi”" (T|Kerp’f1(T)) — 2% rango p} <T\Ker p'fl(T)) +
+rango pi (T

| Ker p§! <T>) :

Demostracién. Primero , recordemos que
V = Ker pi* (T) @ Ker pi2 (T) @ @ Ker pi* (T)
Ademas, tenemos que

T
[Ker py1(T)
e )

Ker pi* (T) Ker pi* (T)

tiene polinomio minimo pll“ (t).
Notemos que como

V = Ker pi* (T) @ Ker ph? (T) @ @ Ker pf (T),
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entonces

IKer pi(T) @ [Ker ps2(T) @ @ [Ker pks (1)
entonces
Pr(T) =1 (Dyger iy @pl (D) er o2 () @ @pl (T jcer e () -

En este momento observemos que
21 (T) e iy = Ker 082 (T) — Ker pft (T)
es un isomorfismo:
€ Ker pi? (T) N Ker plt (T) = p? () (2) = 0 = " (T) ()
O ) =15y, (=17 =0,

Ker ph?(T)
|Ker py2(T)

= My,

Por lo tanto p; (T)

morfismo. Asi,

es una funcién lineal inyectiva, por lo tanto es un iso-

rango (p1 (T)‘Ke]r o (T)) = dim Ker pi* (T).

Anélogamente,

rango <p1 (T)‘Ker i (T)> = dim Ker p?f (T) Vj # 1.

Por lo tanto,
rango (p1 (1)) =

= rango ( \Ker pkl (T) @pl |Ker p22 (T) @ @pl |Ker pks (T)) =

= rango p; (T) + dim Ker p42 (T) 4 dim Ker p& (T) + ...

[Ker py(7)
.. +dim Ker p* (7).

En resumen,

rango (p1 (T)) = rango py (T') b1y 1 dim Ker i (T) +

|Ker py!(
+dim Ker p&* (T) + ... + dim Ker p’ (T).

Podemos aplicar el mismo argumento a p$ (T'), para obtener:

rango (p; (1)) =
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= rango pj (T)\Ker P47 + dim Ker p§2 (T)+
+dim Ker p§3 (T) + ... + dim Ker p* (T).

Entonces ‘ ‘
rango pi ! (T') — 2 * rango p} (T) + rango pi™ (T

= (rango pit (TKer P (T)) + Z dimKer p]

-2 (rango A (TKer pkl(T)) + Z dimKer p] )

+ (rango pitt (T|Ker 1) ) Z dim Ker p

= rango p‘fl (T‘Ker o (T)) -2 (rango pﬁ ( Ker p1(T) ))

rango pl+1 (T\Ker e (T)) ’

|
Teorema 135 Si rango p (T) = rango p* (T'), entonces

rango (p' (T)) = rango (p(T)) ,Vi € N.

Ty .
Demostracién. De p (T) (V)w p*(T) (V), se tiene que
rango p (T') = nul (p (T)‘) + rango p? (T).
Por hipdtesis, se tiene que nul (p (T)‘) = 0, asi que p (T)‘ es un isomorfismo entre

p(T) (V) y p*(T) (V). Ahora como p? (T') (V) C p(T) (V). Tenemos que

T
p*(T) (V)u p*(T) (V) también es un isomorfismo. Se concluye por induccién. m

Teorema 136 Si rango p* (T') = rango p"** (T), entonces rango p'*7 (T) = rango
p'(T), Vj €N

Demostracién. Cépiese de la de arriba. m
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0 2 0 -6 2
1 -2 0 0 2
Ejemplo 137 Sea A=:| 1 0 1 -3 2
1 -2 1 -1 2
1 -4 3 -3 4

racional.
El espacio ciclico generado por €, estd generado por

Por lo tanto el polinomio minimo para &, es t> + 2.
El espacio ciclico generado por ey estd generado por

0 2 0 2 0 -6 2 2
1 -2 1 -2 0 0 2 -2
0 0 01 0 1 =3 2 0
0 -2 1 -2 1 -1 2 -2
0 —4 1 -4 3 -3 4 —4
Por lo tanto el polinomio minimo para &, es t* + 2.
El espacio ciclico generado por es estd generado por
0 2 0 —4
0 2 6 8
01,121,] 6 [, 8 ,
0 2 6 8
1 4 10 16
02 0 —4 100
02 6 8 010
concatenando: | 0 2 6 8 escalonando: | 0 0 1
02 6 8 0 00
1 4 10 16 0 00

polinomio minimo para és es

-2 42 —4=(t—2) (" +2).

371

. Encontraremos su forma candnica

. Por lo tanto el
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Entonces
el polinomio minimo para A es (t —2) (£* +2).
Entonces
R® = Ker(A — 21d) @) Ker (A* +2) .
Ahora,
0 2 0 —6 2 -2 2 0 -6 2
1 -2 0 0 2 1 -4 0 0 2
10 1 =32 |-2= 1 0 -1 -3 2
1 -2 1 -1 2 1 -2 1 -3 2
1 -4 3 -3 4 1 -4 3 -3 2
Resolviendo
-2 2 0 -6 2 T 0
1 -4 0 0 2 T 0
1 0 -1 -3 2 z3 | =10
1 -2 1 -3 2 Ty 0
1 -4 3 -3 2 Ts5 0
el congunto de soluciones es:
0 0
t1 1
tq | theRP =<t 1 | ti R
tl 1
2t4 2

Por otra parte,

0 2 0 —6 2 000 0 0
1 =20 0 2 00 6 —12 6
A2+2=11 0 1 -3 2| 42=]100 6 —-12 6
1 -2 1 -1 2 00 6 —12 6
1 -4 3 -3 4 00 12 —24 12
Yy
000 0 0\ 000 0 0
00 6 —12 6 00 36 —72 36
(A2+2°=[00 6 -12 6 | =| 00 36 -T2 36
00 6 —12 6 00 3 —72 36
00 12 —24 12 00 72 —144 72
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Asi que
rango (A2 + 2)0 =5, rango (A2 + 2) =1, rango (A2 + 2)2 =1.
Y
5—2x1+41 1—-2%x1+1
012#22’62:#:07%:07
2 2
Por lo tanto el diagrama de puntos es
o o

Por lo tanto la forma candnica racional es:

20 0 0 O
00 -2 0 O
01 0 0 O
00 0 0 -2
00 0 1 O

10.9. Forma canonica de Jordan

Sip(t)=t—Acon A € F, up(t) = (t—A)* (0 lo que es lo mismo, p1p_y4(t) = (£)),
entonces haciendo U =: T'— Al d, tenemos que

00 --- 00
10 --- 00
o1 . 0
S .00
00 10
[U}g: : : y por lo tanto
0 00
10 00
0 01
Do 00
00 - 10

™ ™
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A0 -0 0
1 A 00
: 0 0
0 0 A0
00 -~ 1 A
A0 -0 0
1 A 00
0 0 1 0
B Do 0
00 -~ 1 A
0 - 00
1 A 00
0 0 0
A0
00 --- 1 A

que se llama la forma candnica de Jordan para V.

Definicion 121 Un bloque de Jordan correspondiente al valor propio \ es de la
forma

A0 0 00

1 A 0 0

0 .. 000

Do A :

0 0 1 0

0 0 0 1 A
2 -1 0 1
. . 0 3 —-10
Ejemplo 138 Consideremos A = 01 1 0
0 -1 0 3

Es obvio que el polinomio minimo para €; est — 2.
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El espacio T-ciclico generado por és estd generado por los vectores

0 -1 —6 —26
1 8 20
0|’ 1 ’ 4 ’ 12
0 -1 —6 —26
0 -1 -6 —-26
1 3 8 20 .
concatenando: 0 1 4 12 , reduciendo y escalonando:
0 -1 —6 —26
1 00 12
01 0 -—16
001 7
000 O

Por lo tanto el polinomio minimo para é; es

=72 416t — 12 = (t — 3) (t — 2)°

Ahora,
1 0 -1 —6
0 1 3 8
o't o}’ 1 ’ 4
0 0 -1 —6

ya es una base de R, pues

10 -1 -6
01 3 8

det 00 1 4 =1*x1%(—6+4)=-2.
00 -1 —6

Por lo tanto
i (6) = (£ = 3) (£ = 2)°.
Calculemos el diagrama de puntos para Ker(T — 31d) :

2 -1 0 1 -1 -1 0 1
0 3 -1 0 3 0 0 —-120
0 1 1 0 0 1 =220
0 -1 0 3 0 -1 0 O
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tiene rango 3.

-1 -1 0 1 1 0 1 -1
0 0 —-10 10 -12 0
0 1 =20 10 -23 0
0 -1 0 O 0 01 0

tiene rango 3.
Por lo tanto

¢; =4 —2xrango (A — 31d) + rango (A — 31d)> =4 -6 +3 =1

2=3-2%x34+3=0=c3=...

Por lo tanto, el diagrama de puntos es:

2.

Diagrama de puntos para Ker(T — 21d)

2 -1 0 1 0 -1 0 1
0 3 -10 9 01 =10
0 1 1 0 0o 1 -10 |’
0 -1 0 3 0 -1 0 1
es de rango 2.
0 -1 0 1\’ 0 -2 11
01 -10 [0 0 00
01 -10 o 0 00|’
0 -1 0 1 0 -2 1 1
es de rango 1.
0 -1 0 1\° 0 -2 11
0 1 -10 [0 0 00
01 =10 10 0 00
0 -1 0 1 0 -2 11

es de rango 1.
Entonces,

c=4—-2x2+1=1
co=2—-2%x14+1=1
C3:1—2*1+1:0:C4:...
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Por lo tanto el diagrama de puntos para Ker(T — 2]d)2 es

Por lo tanto la forma candnica racional es

30 0 O
00 —4 0
01 4 0
00 0 2
Esto significa que hay una base vy, Uy, U3, Uy tal que T (T3) = 0y, y T (04) = —403+474.

Si cambiamos a la base
{ﬁla 1_}27 647 (T - ZId) 1_)4} 3

como
(T — 21d) vy = —403 + 404 — 204 = —405 + 204),

tendremos que T (04) = 204 + (T — 2Id) 0y y (T — 21d) ¥4 = 2 % (T — 21d) B4. Por lo
que la matriz respecto de esta nueva base es:

OO O W
o O N O
=N OO
N O OO

donde < i (2) ) es un bloque de Jordan.

Teorema 137 Sea V —— V, con

lineal
dim (V) < 00 y pup () = (£ = X)) (£ = X)) .- (t = A)™.
Entonces el nimero de bloques de Jordan del x 1, correspondientes a A\; es
i, = rango (T — MId)' ™ — 2% rango (T — M\ 1d)' + rango (T — M\ Id)"™,
y en general,

i, = rango (T — A\ Id)' ™" — 2 % rango (T — A\, Id)" + rango (T — N\, Id)" .
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Demostracién. Se sigue de la Observacion 10.9. =
Corolario 29 Sea V L V es lineal con dim (V) < co. Son equivalentes
1. T es diagonalizable.

a) (Los unicos factores irreducibles de pp (t) son de grado 1)y

b)
(rango (T — X,Id) = rango (T — )\uld)2)

para cada X\, valor propio de T

Demostracién. 1)=-2))

Es claro que si T' es diagonalizable, entonces todos los factores irreducibles de
pp (t) son de la forma t — X,. Ademds, todos los bloques de Jordan (y racionales son
de la forma (A,). Dado un valor propio A,, tenemos que la forma de Jordan para
Ker(T — A\, Id) es

M O - 0

0 A, -+ O

0 0 - A\,
Entonces,

1,n, = dim (Ker (T — A\, Id)) .
Ahora,
dim (Ker (T — A\, Id)) = dim (V) — rango (T — A\, Id) .

Como

¢, = rango (T — A\ Id)° — 2 % rango (T — A\ Id) + rango (T — \,Id)* .
entonces
1,0, = dim (Ker (T — A\, Id)) = dim (V) — rango (T — A\, Id) =
dim (V) — 2 % rango (T — A, Id) + rango (T — A\, Id)* =
= dim (V') — rango (T — A\, Id) =
rango (T — A\, Id) = rango (T — A\ Id)*.
2)=1)
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Tenemos que iy () = [] (£t — A\;)* , basta ver que cada k; es 1. Y para esto basta
ver que =

Chorg =

= rango (T — A\ Id)' ™" — 2« rango (T — A\, Id)' + rango (T — A d)" ™ =0
para [ > 2 (esto querrfa decir que no hay bloques de 2 x 2, 3 x 3, ... etc., es decir que
todos los bloques serfan de 1 x 1, y se verfan asf: (A,)).

Como rango(T — A Id) =rango(T — A\, Id)* . Entonces por el Teorema 135,
rango (T — A\, Id) = rango (T — A\, Id)* = rango (T — A\, Id)* = ...

entonces

Caon, = rango (T — A\, Id) — 2 x rango (T — A\, Id)* + rango (T — A\, Id)* = 0

y paral > 2,

ey, = rango(T — A\ Id)'™! — 2 x rango(T — A\, Id)" + rango(T — A\, Id)"*!
= 0.

]
Teorema 138 Sean A, B € M., (F). Son equivalentes:

1. A es similar a B.

2. Ay B tienen la misma forma candnica racional. (Excepto por una permutacion
en el orden de los blogues).

3. A, B tienen el mismo polinomio minimo y para cada f (t) tal que f (t) | 4 (2),
se tiene que

rango [ (A) = rango f (B).
4. rango f (A) = rango f (B), y para cada f (t) tal que f(t) | pa (t), se tiene que
rango [ (A) = rango f (B).

5. rango f (A) = rango f (B), para cada f (t) € F[t].
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Demostracién. 1)=5) )

Supongamos que A = Q 'BQ. Entonces B y A son matrices que representan al
operador lineal

FrBs
asi que
rango (A) = rango (B -_) =rango B.
Ahora,
Q7 (B)Q=f(Q'BQ) = f(A):
i) Se tiene que Q~*BQ = A, entonces
Q'B*Q=Q ' B'BQ=Q 'B'QQ'BQ = (Q'B'Q) A

Asf que por induccién se tiene que Q@ !B™Q = A™, Vm € N.

ii) Es claro que Ve, € F, Q e, B™Q = ¢, A™.

iii) Es claro que

Q '(coly+ 1B+ ... + ¢, B™Q =
= Q7' lQ + Q' BQ 4 .+ Qe BTQ) =
=col, + 1A+ ...+ ¢, A™.

Una vez que hemos visto que las matrices f(B) y f(A) son similares, podemos
concluir que tiene el mismo rango.

5) = 4)) Es obvio.

4) = 3))

Solamente hay que demostrar que A y B tienen el mismo polinomio minimo.

Como rango p, (B) = rango p, (A) = 0, entonces py (B) = 0. Por lo tanto,

tip (t) | pa (t). Por simetria, iy (t) | pp () y entonces piy (t) = pp (1) -
3) = 2)) Se sigue del Teorema 134.

2) = 1)) A es similar a su forma canénica racional que es similar a B. ®

Corolario 30 Son equivalentes para dos matrices A, B € M, (F), cuyos poli-
nomios caracteristicos solo tengan factores irreducibles de grado 1:

1. A es similar a B.

2. A y B tienen la misma forma candnica de Jordan.

Demostracién. Teorema anterior. m
Llamemos matriz escalar a una matriz de la forma cl,,,c € F.
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Ejercicio 232 Sean A, B en Msyxs (F') no escalares. Demuestre que A y B son
similares si y solo si A y B tienen el mismo polinomio caracteristico.

Ejercicio 233 La relacion de similitud es una relacion de equivalencia en My, (F) .
Encuentre todas las clases de similitud en Mgys (Q) con polinomio minimo
(x+2)°(x—1).

Ejercicio 234 Encuentre todas las clases de similitud en Mgys (Q) con polinomio
caracteristico (z* — 1) (2% — 1).

Ejercicio 235 Determine todas las forms candnicas racionales posibles para una
P ) . L 2
transformacion con polinomio caracteristico x* (x? +1)".

Ejercicio 236 Sea oV de dimension finita y V LV oun isomorfismo tal que

lineal
Tt =T?+T. Demuestre que dim (V) es un mailtiplo de 3. Demuestre también que
todos los operadores que satisfacen las condiciones son similares.

Ejercicio 237 Sea B € Migx10(Q) tal que xg(t) = (t — 2)*(t? — 3)3, ug(t) = (t —
2)2(t? — 3)? y rango (B — 2Iy9) = 8. Encuentre las formas candnicas racional y de
Jordan de B.

200 0

Y 8 320 =2
Ejercicio 238 Sea T' :q V —q V tal que [T]; = 00 2 0o | Encuentre

002 2

una base y de V' tal que [T]]

Ejercicio 239 Sea A € Myy7 (C) el blogue de Jordan de 7x 7 con X en la diagonal.
Calcule la forma de Jordan de A3. (Considere los casos A =0, X #0).

Sea B € Myuy (F) tal que xp(t) = (t —1)*. Demuestre que hay 5 posibilidades
para la forma de Jordan de B. Demuestre que ug (t) y rango (B — 1) determinan
la forma candnica de Jordan.

esté en forma candnica racional.

Ejercicio 240 FEncuentre la forma candnica de Jordan de
2 00 00

OO OO O OO
OO O OO OO
OO O OO NNO
OO OO WOoOO
OO O N OO O
SO OOOO
O = OO OO
WO OO OO
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Ejercicio 241 Encuentre la forma candnica racional de la matriz del ejercicio an-
terior.

Ejercicio 242 Si A € M, (C), demuestre que A= B+ N donde B es diagonali-
zable, N es nilpotente y BN = N B. (Sugerencia: usar formas candnicas de Jordan).

Ejercicio 243 Determine las formas candnicas racional y de Jordan para

110
A= 010
011
Ejercicio 244 Sea A € Msy3(C) tal que su forma candnica de Jordan es
200 071
0 7 1 | yseaB € Myyy(C) con forma candnica de Jordan: 0070
0 07 0007

Sea ¢V = {X € My,4 (C) | AX = XB}

10.10. Cadenas de Markov

10.10.1. Limites
Consideremos el anillo conmutativo
R=RF= {RLR | [ es funcién} ,
donde la suma y el producto son los naturales, es decir que

(f+9)(a) = fla)+g(a), VaeR,
(f-9)(a) = f(a)-g(a), VaeR.

Uno puede considerar matrices de n X n con coeficientes en R.
Por ejemplo

et 241
< cos(t) t ) € Mz (R).
Ahora, si A € M,xn (]R]R) , puede uno considerar limites, por ejemplo
}imA (t).

Para mantener los argumentos en un nivel sencillo, hacemos la siguiente definicién.
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Definicién 122 Si A € M, (RR), (esto significa que A;;(t) : R = R es una
funcion ¥V (i,j) € {1,..,n} x {1,...,n})

ymA(t) = : L, donde

Anélogamente, podemos considerar el anillo conmutativo de las sucesiones en un
campo,

R=FY,

con las operaciones naturales de suma y de producto.
De nuevo podemos considerar M, ., (F N) , por ejemplo

1 1
2m m
( ym (H#)m)’

y considerar por ejemplo

1 1
,,1%( Om (141" >

Otra vez,

m—oo m

Ejercicio 245 Sean A, B € My, (R®) tales que
1. ll'mA(t) existe,
2. ll’mB (t) existe,

entonces 121; (A@t)B () = (}E%A (t)) (}E};B (f)) .

Ejercicio 246 Sean A, B € M, ((CN) tales que
1. lim A(m) euxiste,

m—00

2. lim B (m) existe,
m—00

entonces n{l_rgg (A(m)B(m)) = ( lim A (m)) ( lim B (m)) .

m—0o0 m—0o0
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Lema 25 lim \"(7) =0, si|\| < 1.
m—o0
Demostracién. Denotemos

Sm—;m<”f‘> e m =D (=it )

) 7!

)

asi que
Sm+l —- Aerl <TTL + 1) — )\erl A (m + 1) ! (m + ]‘ _1) Tt (m + 2 B Z)’
) 1!
asi que
1
Sy =1 S, - ED
m
Como % — 1, entonces A - % — A

E

1B
k\\ I

b )

Asf que existe M tal que Vm > M

<l-—g,

en donde podemos tomar ¢ =1 — |A| < 1, por ejemplo.
Asi, tenemos que:
1Su| (1 =€) > [Shrsa

entonces
[Su| (1 =€) (1 —¢) > [Supa| (1 =€) > [Sarsal,
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y en general,
|Sarsnl < [Sul (1—¢)".

Como
|Su| (1 —e)f =0,

k—o0
tenemos que klir& |Sar+x| = 0.
Por lo tanto
lim S| = 0.
m—oo

Proposicién 21 Sea J € My (C), un bloque de Jordan correspondiente a X, en-
tonces

1. [N\ <1= lim J™=0.

m—00

2.2=1lmJ"eC=J=(1).

8. A#1, [\ =1= lim J™ no exziste.

4. Al >1= lim J™ no existe.
m—0o0

Demostracién. Sea
A0 0 0
0 0
J=10 .00 | =

Do A0

0 0 1 A
00 -+~ 00 10 00
1 .00 0 00
=lo1 .00 |+tAl OO 00 |
S .00 P 10
00 -~ 10 00 01

un bloque de Jordan de A.
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00 00
0 . 00
Llamemos N = . 0 0 |,supongamos que esta matriz es de k x k.
o .00
00 --- 10
Consideremos la existencia de lim (N + A)™, para distintos valores de A.
A=0)
Si A = 0 entonces lfm (N + AI;)™ = 0 pues N*! es la matriz 0 :
su primera columna es
(N* e = (NF?)Ney= (N2) e = (NF?) Ney =
= (V== (V) g, =
= (N_akfl) = 6
La segunda columna de N*~! es N¥71g, = N*"IN¢, = N (N*¥1¢)) = N 0=0.
En general,
Nk1g, = NEINE | = NV INNé o =..= NFINUVg ;) =

NU-DNF=1g = (.

Por lo tanto N¥—! = 0.

Ahora, supongamos que A # 0. Como N y Al conmutan, se puede calcular
(N + AI)™ con el Teorema del binomio de Newton.
Asi que

(N + A\,)" = Z (T) AN (I = ixmﬂ' <m> N,

2
i=0 =0

Asi que si m > k — 1 entonces

(N + \)™ = iw*i ("Z) N = kix"*i (’:‘) N,

=0 =0

Por el Lema anterior, lim A\™ (T) =0, si [A] < 1, as{ que también
m—0o0

k—1
im S oam (M) =0
m—o00o ) ’
=0
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Por lo tanto, si |A\| < 1, entonces lim (AN + I,)™ existe y es 0.

A _ 1) 1 —00
Por otra parte, si A = 1, entonces

k-1 m
(1)
(3

0

7=

converge solo si Z(T) N = (’g) NO® = 1.1, esto sucede si en la suma hay un solo

sumando, es decii:7 sik=1:
Si k > 1, entonces

y es claro que
m m )
N+1I)" = N*
v £()

tiene en su coordenada 2,1 a (”17) = m. Pues

00 00 .00
10 00 0 .00
N =101 oo . N=|[10 " 00/,
o 00 .00
00 10 00 -~ 10
00 00
00 00
\ 0 0 00
No= 1109 00
0 1 00

Entonces
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Consideremos la entrada 1,1 de (N + Al;)™ :
A
Veamos que no converge:
’)\S“ - X”} =|N[A=1=|r—-1].

Veamos que ¢ # lim A™ :

m—0o0

si [0 — X°| < 3|A— 1], entonces

I g =N > N = A -1

por lo que
1 1
M > A1 - =1]==|A-1].
T e
Al >1)
Por tltimo, si |A| > 1 entonces lim (N + Ax)™ no existe:

m—o0

simplemente consideremos la entrada 1,1 de (N + Aly)

A
|

Observacién 96 Sea A € M, (C), lim A™ existe si y sdlo si lim J™ existe para

cada blogue de Jordan de A. e m—eo

Demostracién. Por el Teorema fundamental del Algebra, X4 (t) es n producto
de factores de grado uno. Asi que A tiene forma de Jordan.

. B 0 m_ [ B™ 0
Es claro que si A = ( 0 C,),entoncesA —< 0 C,m>,de donde

vemos que lim A™ existe si y solo si existen lim B™ y lim C™.
De lo anterior, es claro que lim A™ existe si y sélo si existe 1im J™ para cada
uno de los bloques de Jordan de A. m

Ejercicio 247 Si QAQ™' = B, entonces lim B™ eziste si y solo si lim A™ eziste.

m—0o0 m—0o0
En caso de existir ambos limites, entonces lim B™ = lim QA™Q~!.
m—0o0 m—00

Teorema 139 Sea A € M, (C) son equivalentes:
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1. lfm A™ € My, (C).

m—0o0

a) A valor propio de A= |A| < 1.
b) A walor propio de A, |A\|=1= =1

¢) dim (Ey) = (multiplicidad de 1 como raiz del polinomio caracteristico de

A). Aqui, Ey =ker ((A- ) — Idcn) .

Demostracion. 1. = 2.) Se sigue de la Observacién anterior, pues la condicién
2¢ equivale a que todos los bloques de Jordan de A que corresponden a 1 sean de
uno por uno.

2. = 1) Se sigue de la Observacién anterior. m

10.10.2. Procesos aleatorios y Cadenas de Markov

Un proceso aleatorio se describe de la manera siguiente:

. Consideremos n “estados” posibles en que se distribuye una poblacién de ob-
1. Consid “estados” posibl q distribuy pobl de ob
jetos, denotemos m; el nimero de objetos que estan en el estado 7.

2. Aparte de todo, la ubicacién de los objetos en sus estados puede cambiar en
una siguiente “etapa”.

3. La manera en que cambian de estado los objetos de una etapa a la siguiente,
estd determinado por una matriz, que se llama matriz de transicion:

P € My (R)

donde P;; es la probabilidad de que un objeto en el estado j pase al estado ¢
en la siguiente etapa, como es una probabilidad, tenemos que en realidad

P e M,y ([0,1]).
mq

ma
Si comenzamos con una poblacién inicial . , entonces la poblacién en el

estado j en la siguiente etapa sera:

Pjimy + Pjomg + ... 4 Pjm,
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pues por ejemplo P;;m; representa la cantidad de poblacién que pasé del estado 1

al estado j.
Como
my
Pjymy 4 Pjamo + ... + Pjym,, = F; : ;
) My,
my
tenemos que P : es la distribucién de la poblacién en la etapa 1. (La etapa
My,
inicial es la etapa cero).
my
Repitiendo el argumento, tenemos que PP : es el vector de poblacién en
es

la etapa 2, y en general

Pk

My
es el vector de poblacion en la etapa k.

Ahora es claro que la poblacién converge a un limite si y sélo si kh'm PF existe.
oo

A una sucesién de estados descrita de la manera anterior se le llama cadena (o
proceso) de Markov.

Observacién 97 Si P es una matriz de transicion, entonces la suma de los ele-
mentos en cualquier columna es 1. Esto sucede porque es la probabilidad de que un
poblador del estado j pase a algin otro estado.

Lo anterior equivale a decir que

(1,1,.., 1) P=(1,1,..,1).
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Es decir que 1 es un valor propio para P!, y por lo tanto también es un valor propio
de P.
Resumimos lo anterior en el siguiente enunciado.

Teorema 140 Una matriz de transicion tiene 1 como valor propio.

Ejemplo 139 Ninos y panales.

Un parial puede estar en tres estados: Nuevo, usado, doblemente usado.

St un nino ensucia un panal, éste se desecha y se sustituye por uno nuevo. La pro-
babilidad de que un nirio ensucie un panial es 1/3 y después de dos usos, los patiales
se desechan.

n u du
n 1/3 1/3 1
u 2/3 0 0
du 0 2/3 0
La forma candnica de Jordan de
1/3 1/3 1 1 0 0
2/3 0 0 | e |0 —2+2%iV3 0
0 2/30 0 0 —5—3iV3
Asi que
1 0 0 " 100
lim | 0 —1+3iV3 0 =000
"\ o 0 —1-4iV3 000

Se deja como ejercicio comprobar que una base de Jordan para

1/3 1/3 1
2/3 0 0
0 2/30
€s 1 ) 1
1)L s @VB3)VE | | §i(iV3-3)V3
1 §i(20vV3-3)Vv3 1 (ivV3+3)V3
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por lo que el limite de las potencias de P es

IR GRS (VGRS Lo o
L —ZiVv3-3 Ziv3— 3 00 0
b FEVIVE Zi(arivd)vE | L0 00
1 1 1
1 2i(20v/3+43)v3 2i(ivV3-3)v3 | _
1 2i(2iv3-3)v3 Li(iv3+3)V3
S 9 9
19 19 19
6 6 6
= 19 19 19
4 4 4
19 19 19

En el limite, la proporcion serd:

9 9 9

19 19 19 1 9
6 6 6 169
19 19 19 0 )l=1| 1
4 4 4 0 4
9 19 19 19

Eventualmente, habrd 9/19 de pariales nuevos, 19 de panales usados y = 19 de panales
de dos usos. En porcentajes: 47,368 % panales nuevos, 31.579% de panales usados
y 21.053 % de pariales de dos usos.

Ejercicio 248 Compruebe que una base de Jordan para

/3 1/3 1
2/3 0 0
0 2/3 0
€es . 1 .
1], | Li@iv3+3)v3 |, | 1i(ivV3-3)V3
L) \ti@iv-3)vs | \ 3(iv3+3)V3
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Proposicién 22 Sea A € M,y (R) denotemos
pi=> 1A

J

la suma de los tamarios de los elementos en el i—ésimo renglon de A.
Denotemos

p(A) =max{p;, |1 € {1,...,n}}.
Si A\ es un valor propio de A, entonces |\ < p(A).

Demostracién. Sea ¥ un vector propio de A correspondiente a A, entonces Ax =
AZ, asi que tomando las coordenadas i—ésimas tenemos que

T
)\l’i = Ai :ZAL]'(E]'S
j=1

Tn

IA

Y A
=1

<Y Al = 1A )
J=1 J=1

Como consecuencia,

| <[]y < <Z|Am|> méx {|z;|};
=1

i=1

Digamos que méx {|z;|}; = [zu], la ecuacién de arriba vale para i = M, asf que

|)\‘ ‘II\[| = ‘)\I]\/[| S (Z AM,J'|> |I‘]\,[| .

Jj=1

Entonces
Al < Z | Al = par < p-
j=1
|
El resultado anterior, se puede aplicar a A’, de donde obtenemos que (recuerde
que los valores propios de A y de A! coinciden) que

A < p(A") = v (A).
En resumen: un valor propio de una matriz A es menor o igual que la mayor de las

sumas de los valores absolutos de los coeficientes en un renglén (o columna).
En vista de lo que se acaba de mencionar, podemos hacer la siguiente observacion.
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Observacién 98 Si A es un valor propio de una matriz de transicion, entonces
Al <1

Demostracién. Hemos notado ya que la suma de los elementos de cada columna
en una matriz de transicién es 1. m

Definicion 123 1. Diremos que una matriz de transicion es positiva si todos
sus coeficientes pertenecen a RY.

2. Diremos que una matriz de transicion A es regular, si In € N, tal que A™ es
positiva.

Enseguida veremos como son los valores propios de una matriz regular.

Teorema 141 Sea A € M, «, (C) positiva (es decir que sus coeficientes son reales
positivos). Si A es un valor propio de A tal que |\| = p(A), entonces A = p(A) y
1

1
Ey=S8

Demostracién. Consideremos un vector propio & correspondiente a A. Asi que
AZ = A\Z, tomando las coordenadas M—ésimas, donde |z, = m:ix{|mj|}l<].<n,
tenemos que

p(A)znm| = [Mleum| = [Aom| = <

ZAM,jmj

J
> Awm) < (Z |AM,j|> lzum| < p(A) |zl
i J

Asi que las desigualdades en realidad son igualdades, asi que por ejemplo,

Z | A 5] = (Z |AM,j|> |zarl s
J J

IA

de donde se sigue que
lzj| = |zm|, V5 € {1,...,n}.
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Una vez notado esto, podemos escribir

p(A) || = Al|ai| = [Azi] =

J
< Z|Ai,j$j\ < <Z|Ai,j|> lzi| < p(A) |z
J J

Asi podemos observar que

(ZAM> 2 < p(A) lail, Vi € {1,...,m}.

<

Por lo que

N Ay =p(A), Yie {10}
J

Entonces la suma de los elementos en cada renglén de A es p (A4), por lo que

1 p(4) 1
Al = =] ]
1 p(4) 1

entonces p (A) es un valor propio de A.
Por otro lado, como

D Aijri| = Aijlagl,
7 F

debe suceder (Ejercicio) que existe un complejo u y escalares 71, Ta, ..., 7, € RT tales

T1
T2
que r; = T;u, entonces ¥ = u . , asi que
Tn
T1 T1
o T2 T2
A=A u=p(A) u,

Tn Tn
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T1 1
. T2 T2

de donde se tiene que A } =p(A)
T’I’L T’Vl

Como vimos arriba, un vector propio que correspondiera a un valor propio de
tamario p (A), debe tener los valores absolutos de sus coordenadas iguales.

T 1
) . T 1
Asique r=u | . =ur| . | parateRT, uecC.
T 1
En resumidas cuentas, un vector propio de A que corresponda a un valor
1
propio con tamanio p (A) debe ser un multiplo complejode | . | . Como éste es un
1

vector propio que corresponde a p (A) , entonces los valores propios de tamaiio p (A) ,
coinciden con p (A). Otra vez: si |A| = p (A), entonces existe un vector propio z que
1

1
corresponde a A, pero como es un multiplo de . |, en realidad corresponde a

p(A). m

Corolario 31 Sea A € My, (C) positiva (es decir que sus coeficientes son reales
positivos). Si A es un valor propio de A tal que |A\| = v (A), entonces A = v(A) y
E\ es de dimension 1.

Demostracién. Simplemente notemos que v (A) = p (A?) y apliquemos el Teore-
ma anterior. Es inmediato entonces que |\ = v (4) = p(AY) = A =p(A") =v(4).
Por otra parte,

dim (E,4)) = n—rango(A—v(A)Id) =

= n —rango (A—p( ) )
= n —rango (At —p (Af) Id)
= d1m{:r€R"|Atx— ( ) }:1.
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Ejercicio 249 Sean a,as, ...,a, € R, 21,29, ..., 2, € C tales que

> az| = ajlal
7 F

entonces Ju € C, Ai, Ag, ..., Ny € RT tal que z; = A\ju.
Sugerencia: induccion y desigualdad del tridngulo.

Corolario 32 Si A es una matriz de transicion positiva y A es un valor propio de
A entonces

1. |A <L
2. N=1=.=1
3. dim (Ey) = 1.
Teorema 142 Si A € M, (C) es una matriz de transicién regular entonces

1. La multiplicidad de 1 como valor propio de A es 1.

2. L= lim A™ existe.

m—00

3. L es una matriz de transicion.

J. AL=LA=L.

L tiene todas sus columnas iguales, y estas son el vector de probabilidad W que
corresponde al valor propio 1.

5. VT wvector de probabilidad, lim A™1 = .
Demostracién. 1. Definamos la norma || || en M, ., (C) por:
[A]l = méx {[Ai [} -

Si A es una matriz de transicién entonces || A|| < 1. Cualquier potencia de una matriz
de transicion es de transicién, pues que la suma de los elementos de las columnas sea
1 equivale a

Asi que
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y por induccién
(1,1,..,1) A" =(1,1,...,1).

Entonces
|A™|| < 1,Vm € N.

Tenemos, para dos matrices B, C' € M,,«, (C) que

1BC|

méx{’(BC)ij

=
méx{

Z(Bivkc)k,j
n|B|[|C]-

k

}s [ (IBIHICIDI =

Sea J = P71 AP la forma de Jordan de A, entonces
Jm — P71A7np
por lo que

|J™ = ||PA™P| <n||P7H| |A™P| <
< w | P IAT P < [P 1P

Si A tuviera un bloque de Jordan correspondiente a 1 que no fuera (1), entonces
seria de la forma

10 0 00 - 0 10 -0
11 10 -0 01 - 0
KE=1¢ =101 [T oo
: 0 : 1
N I

El coeficiente 1,2 de K™ serfa (N +1)™),, = ((T)NI™') = m (potencias mayores
de N tienen 0 en el lugar 1,2), pero entonces

m < K| < |1 <n? [P IP], ¥m eN Y

Esta contradiccién muestra que los bloques de Jordan de A que corresponden a 1
son de 1 x 1. Con esto se tiene que

1 = dim (£;) = multiplicidad de 1 como valor propio de A.
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2. Es inmediato del Teorema 139.
3. Como (1,1,...,1) A™ = (1,1,...,1) ¥m € N, pasando al limite tenemos que

L = limA™ = lim A" =
= lim (A™A) = (Iim A™) A = LA.

También,

L = limA™ =lim A™" =
= lim (AA™) = A(lim A™) = AL.
Ahora, AL = L = ALL = [ entonces L es un vector propio correspondiente a 1,
también es un vector de probabilidad pues es la columna de una matriz de transicion.
De hecho, es el tinico vector de probabilidad que es vector propio correspondiente a 1.

(Si @, ¥ son dos vectores de probabilidad que son también vectores propios respecto
a 1 entonces

i = ct,

pues dim E; = 1. ¢ € R, pues las coordenadas son reales. La suma de las coordenadas
de @ es 1 y la suma de las coordenadas de ¢¥ es ¢, por lo que ¢ = 1, es decir @ = 7).

5. Finalmente, si @ es un vector de probabilidad (es decir sus coordenadas suman
1 y son reales no negativas), entonces

lim A™4 = &
se sigue de que lim A™# es un vector de probabilidad:
(1,1,..., 1) lim A™@ = lim (1,1, .., 1) A™) i = (1,1, .., 1) i = 1
y de que es un vector propio de A que corresponde a 1 :

A (lfm A™ i) = 1fm (A (A™)) = lim (A™i) = lfm (A™G) .
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11
7 1 00
101
7 3 00

Ejemplo 140 Sea A= | | 10 | claro que esta matriz de transicion
1 1
11

no es reqular pues la multiplicidad de 1 como valor propio de A es 2 y la dimension
de Ey es 2.

El polinomio caracteristico de A es t* — 3t3 + 2> — Lt = ¢ (t — 1) (t — 1/2), asi que
existe el limite de A™ cuando m — 0.

Un vector propio correspondiente a 0 es una solucion no nula de

RN
1100
RN
Lo

-1

cuya base es: 0
0
El vector propio correspondiente a % es la solucion de

1 100
i 100
Lo1g g |02 F=0
i3 01
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Que es equivalente a:

It

| s I

N— —

-1
-1
1
1

cuyo espacio de soluciones tiene base: { (

Asi que

Y
S O O
o O 4 O

I = =

< IS S
—

|

—

oS o o -

—
SO o
o O —H O
O O O

o O O o

SO O

oo - O

o O OO

por lo que

I
3
~

O O O -
o O~ O
Ll IRl

S S

N——

lim
m—0o0
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0 0 0 O
00 0 O
=1 1 1
1 1
5 5 01
I 1 2 L1 2?2 o 23 1
3 5 5 3 5 5 45 75 3
SiaA=| 2 2 1 t 2 2 1 | _ | 2 28 32
1A= 3 5 5 , entonces | 3 5§ = B 7T
0 2 2 0 2 2 4 8 6
5 5 5 5 5 25 25

Por lo tanto A es una matriz regular, asi que para calcular su limite basta encontrar
el vector de probabilidad que es vector propio correspondiente a 1 :

1 1 2 _2 1 2
3 5 5 3 5 5
2 2 1 2 3 1
3 5 5 |—1-I= 3 5 5
2 2 2 _3
0 5 3 0 5 5
Tenemos que
2 1 2 21
3 5 5 Lo 20
2 _3 1 _3
3 5 5 pa| 01 2
0 % —% 0 0 O
Una solucion de
_2 1 2
3 5 5
2 _3 1 = _ N
3 5 5 =0
2 _3
0 5 5
21
20
3
es 5
1
203,11
Como 35 + 5 + 1 = 5; entonces
21 21
20 71
20 3 | 30
- 2 = 71 )
71 1 2
71
es el vector de probabilidad buscado, asi que
11 2\m™ 20 21 o2
3 5 5 7101 T
I 2 2 1 . 30 30 30
1m 3 5 5 = 7171 T
m—o00 0 2 2 20 20 20
5 5 71 71 7L
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En efecto, la forma candnica de Jordan de

O wio Wi

1 1.,
0 E_EZ\/ﬁ

con base candnica :

1o GUN o

o

0

GUN o= oo

1
— — 2017

es

1
15 15

0
0

1 1
1], | —2+5iV1T |,
2 1. 9 4 3

1 -5~ wiVI7 —55 + 35iV/17

1 0
Como el limite de las potencias de | 0 % + %iv 17

0 0
1 00
000 |,
00O

entonces el limite de las potencias de

O wirno Wi
o GUN oy
U o= ot

1 1 1
1 =2+ 5iV1T  —3 — 2iV17
1 —2-Li/17 -2+ 3417

1 1 1
2 1, / 9 3./
2 1. 9 3,
1T =2 —55V1T —55+ 550VIT

Que coincide con el calculo previo.

€s:

L;\/17

403
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Ejemplo 141 En un hospital, los pacientes se distribuyen en los estados: leve (1), y
graves (g). Si alguien muere se admite un nuevo paciente de enfermedad leve en el
hospital, lo mismo si sana. La probabilidad de que en un mes sane un paciente leve
es de 60 %, de que siga siendo enfermo leve es 20 % y de que se ponga grave es del
20%. Si un enfermo estd grave la probabilidad de que en un mes sane es del 10 %,
de que su enfermedad se vuelva leve es del 20 %, de que siga grave es del 50 % y de
que muera es del 20 %.

La matriz que describe el proceso es la siguiente:

l g
l 8.5
g 2,9

8 5 . » , 8 5\"
Como es una matriz positiva, para encontrar lim
2 .5 m—oo \ ,2 ,D

encontrar el vector propio que corresponde a 1 y que es un vector de probabilidad.
8 .5 (=2 .5
(,2 5 ) _H?_< 2 —.5>
-2 .5 o 1 -2.5
.2 —.5 0 0
,5 : . deall 25\ ([ .71429
1 es un vector propio que corresponde a 1.57 1 = os571 )
Asi que
” 8 5\ [ .71429 .71429
mose\ 2 5 ) T\ 28571 28571 )°

y eventualmente el hospital tendrd 71,429 % enfermos leves y 28,571 % enfermos
graves.

basta

2

Ejercicio 250 Encontrar el limite, cuando m tiende a infinito, de

LI 1L L 3\™
6 5 10 6
2 1 2 1
6 5 10 6
11 3 1
6 5 10 6
2 2 4 1
6 5 10 6
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Ejercicio 251 La gente de una ciudad vive en el centro, en la periferia o en una
casa rentada. Los estados se puede etiquetar c,p o r. Las probabilidades de cambiar
de estado en un ano son las siguientes:

st se vive en el centro, hay un 40% de probabilidad de sequir en el centro, 30%
de alquilar una casa y 30% de mudarse a la periferia. Si se alquila una casa hay
50% de probabilidad de seguir rentando 40% de mudarse a la periferia y 10% de
mudarse al centro. Por tltimo, si se vive en el centro hay un 60 % de probabilidad de
sequir viviendo en el centro, un 20 % de mudarse a la periferia y un 20 % de alquilar
una casa. 5 Después de mucho tiempo, cudles serdn las proporciones relativas de la
poblacion?

Llamemos matriz escalar a una matriz de la forma cl,,,c € F.

Ejercicio 252 Sean A, B en Msyo (F') no escalares. Demuestre que A y B son
similares si y sélo si A y B tienen el mismo polinomio caracteristico.

Ejercicio 253 La relacion de similitud es una relacién de equivalencia en My, (F').
Encuentre todas las clases de similitud en Mgys (Q) con polinomio minimo
(x+2)°(z—1).

Ejercicio 254 Encuentre todas las clases de similitud en Mgxs (Q) con polinomio
caracteristico (z* — 1) (2% — 1).

Ejercicio 255 Determine todas las formas candnicas racionales posibles para una
P ) ) L 2
transformacion con polinomio caracteristico z* (x> +1)".

Ejercicio 256 Sea oV de dimension finita y V l'gl V' un isomorfismo tal que
mea

T~1 =T?+T. Demuestre que dim (V) es un maltipo de 3. Demuestre también que
todos los operadores que satisfacen las condiciones son similares.

Ejercicio 257 Sea B € Myox10(Q) tal que xp(t) = (t — 2)4(t? — 3)3, up(t) = (t —
2)2(t2 — 3)? y rango(B — 2Iyy) = 8. Encuentre las formas candnicas racional y de
Jordan de B.

200 0

C 8 320 -2
Ejercicio 258 Sea T' :q V —q V tal que [T]; = 002 o0 | Encuentre

002 2

una base v de V' tal que [Tu esté en forma candnica racional.
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Ejercicio 259 Sea A € Myy7 (C) el blogue de Jordan de 7x T con X en la diagonal.
Calcule la forma de Jordan de A3. (Considere los casos A\ =0, X #0).

Sea B € My (F) tal que x5 (t) = (t — 1)*. Demuestre que hay 5 posibilidades
para la forma de Jordan de B. Demuestre que pp () y rango (B — 1) determinan
la forma canénica de Jordan.

Ejercicio 260 FEncuentre la forma candnica de Jordan de

00 00

DO OO O OO
OO OO OO NNO
OO O OO NO
OO DO WOoOO
SO ONO OO
OO HOOOO
O = OO OO
W OO+ OO

Ejercicio 261 Encuentre la forma candnica racional de la matriz del ejercicio an-
terior.

Ejercicio 262 Si A € M, (C), demuestre que A= B+ N donde B es diagonali-
zable, N es nilpotente y BN = N B. (Sugerencia: usar formas candnicas de Jordan,).

Ejercicio 263 Determine las formas candnicas racional y de Jordan para
110
A= 010
011

Ejercicio 264 Sea A € Mjy3(C) tal que su forma candnica de Jordan es
-2 00
0 7 1 | ysea Be Myuy(C) con forma candnica de Jordan
0 07

7100
0710
0070
0007

Sea ¢V ={X € Msx4(C) | AX = XB}. Encuentre dim (V).
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Espacios con producto interior I1

11.1. Operadores normales, autoadjuntos,
unitarios

Recordemos que un operador T': V' — V en un espacio con producto interior es

= Normal, si conmuta con su adjunto: T7™* = T*T.
= Autoadjunto (o hermitiano cuando FF =R) si T = T*.

» Unitario si preserva el producto interior.

Como vimos, una equivalencia a que un operador sea unitario es que su adjunto
coincida con si inversa, es decir, T% = TL.

De aqui vemos que los operadores autoadjunto y los operadores unitarios son
operadores normales.

Es una consecuencia del Teorema 108 que si T' es normal entonces f (7') conmuta
con g (T*), para cualesquiera dos polinomios f (t) y ¢ (¢) € C[t]. En particular, si T
es normal, entonces (t — AId) (T) =T — M d conmuta con (T — \[d)" = T* — \ld =
(=) ().

Recordemos que el “Teorema Fundamental del Algebra” asegura que C es un
campo algebraicamente completo, es decir que cualquier polinomio de grado positivo
con coeficientes en C tiene una raiz en C.

Observacién 99 Si T es un operador normal en ¢V con valor propio A, entonces

A es un valor propio de T*. De hecho, T (¥) = \i < T* (Z) = X - (7).

407
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Demostracion.
T (%) =\ &
& 0= (T (%) -z, T(T)—\) =
& 0= (T —Mdy) (@), (T - Mdy) (7)) <
& 0= (7, (T - \dy)" (T — \dy) (7)) =
& 0= (7, (T — \dy) (T — \dy)* (7)) <
& 0=((T=Ndy)" (), (T —Mdy)" (z)) =
& 0= (T - Mdy)" () =T (Z) — Mdy (7) <
& T () = 1 (7).
u
11.2. Operadores normales, F' =C

T . . .
Teorema 143 Sea ¢V — ¢V wun operador normal en un espacio de dimension
finita no nula con producto interior. Entonces T es diagonalizable.

Demostracién. () tiene tantas raices (contando multiplicidades) como

dim(V'). Digamos que los valores propios de 7" (las raices de x,. (t) ) son

/\1,...,/\k.

Como de costumbre, denotemos E\, = Ker(T — \;Idy ), asi que

EvEP . PEN < V.

Demostrar que T es diagonalizable equivale a demostrar que

E,, @...@Ekk = ¢V

Si la inclusién fuera propia, entonces

W= (EAI @@Exk)l + {6} e

Notemos que W es T'— invariante:
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Entonces podemos considerar

Tiw
—

que también tendria un valor propio. por la hipétesis de que W # {6} . Ahora, un

valor propio de Tjy es también un valor propio de T' (x_.  (t) | x,. (), Teorema 105).

Por lo tanto W N (3 Ey,) # {6} V.
Esta contradiccién muestra que

V= ZE,\”

por lo tanto T es diagonalizable. m

T|W

. T . . -
Corolario 33 Sea ¢V — ¢V un operador normal en un espacio de dimension
finita no nula con producto interior. Entonces

1. T* es simultdneamente diagonalizable con T'.
2. T* = g(T) para algin g (t) € C[t].

Demostracién. 1. Se sigue de que
T(Z) =\ & T*(T) = \T.
Por lo tanto una base de vectores propios de T es también una base de vectores
propios de T™.
2. Como la funcién conjugacion,

O sy 1
{)\1, vy )\k} E— {)\1, ceey )\k}
es una funcién suprayectiva, podemos aplicar el Teorema 119 =

. T . ) iy )
Corolario 34 Sea ¢V — ¢V un operador en un espacio de dimension finita no
nula con producto interior. Entonces son equivalentes:

1. T es normal.

2. T* = g(T) para algin g (t) € CJt].
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Demostracién. 1. = 2.) Si T es normal, entonces T' conmuta con 7%, entonces
T y T* son simultdneamente diagonalizables (Teorema 116), asf que por el Corolario
anterior, tenemos que T* = ¢ (T') para algtin g (t) € C[t].

2. = 1. ) T conmuta con cualquier polinomio evaluado en 7. m

2 1

Ejercicio 265 Sea A = ( 1 92

que g (A) = A*.

> . Demostrar que es normal y encontrar g (t) tal

T ) . .
Teorema 144 Sea ¢V — ¢V un operador normal en un espacio de dimension
finita no nula con producto interior. T es normal < V tiene una base ortonormal
formada por vectores propios de T.

Demostracién. =) Ya vimos que T es diagonalizable, por lo tanto

V:EMEB...@EM.

Por el Teorema de Gram-Schmidt, basta ver que vectores propios que corresponden
a distintos valores propios de 7' son ortogonales.
En efecto,

(G;éfe By 047 € EAQ) =
= M (E ) = (T, D)

= (T(),5) = (. 7" ()

= (&, M) = Ao (T, 7)) .

N

Asf que 0 # (Z,9) = A\ = AV,
<) T (Z) = \¥ & T* (£) = M. Por lo tanto T* conmuta con T si T es diagona-
lizable. m

11.3. Operadores autoadjuntos, F' =R

Teorema 145 Sea gV N rV un operador autoadjunto en un espacio de dimension
finita no nula con producto interior. Entonces T es diagonalizable.
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Demostracién. Consideremos el diagrama

v 17
| |
(715
R" ’ R”
\ (] B._ \
o —

B B
ficientes reales) entonces [T 5+ - es un operador normal, asi que tiene algin valor
propio A € C.
Ahora, A valor propio de [T’ ]g_ = A es un valor propio de ([T]g : _) = [T]g;.

* t
Como [T}g = <[T]5 ) = ([T]ﬁ ) , (pues [T}g es una matriz simétrica con coe-

Entonces A y A son valores propios de [T]g -_. Ademés 30 # 7 € C" tal que
No@= [T F = ([T]g~_)*~§:’:5\~§:‘,

porloque \=A€ER..
Asf tenemos que T tiene un valor propio real (de hecho, todo sus valores
propios son reales).
Ahora el argumento prosigue por induccién sobre la dimensién de V.
Supongamos que

V:EAIQB.,.@EM@W

donde W = (E\, .. @ Ex)".
Entonces W es T'—invariante. Ademas (ﬂw)* = (Tl’;v) = Tjw, asi que si0 # Tiw,
tenemos que T}y también tendria algiin valor propio.
Por lo tanto W N (Ex, @ ... @ E»,) # {6} v.

Asi que W = {6} por lo que V = Ey, ... Ej,, es decir, T es diagonalizable.
[ ]

Corolario 35 Toda matriz A € My, (R) simétrica, es diagonalizable.
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Ejercicio 266 Muestre que es diagonalizable.

W N =
U= N
S Ot W

Ejercicio 267 Sea T : R® — R3 definida por
T(z,y,2)=(r—y+z,c+yz—2x).
Decir si T es autoadjunto.

El resultado anterior se aplica para eliminar términos cruzados en las formas
cuadricas que se estudian en geometria analitica.

Ejercicio 268 FEliminar el término cruzado en
4% + 5xy + 92 +8 =0,

mediante un cambio de coordenadas. Sugerencia:

A + 5y + 92 = (o y)<5‘/12 55)(;)

Ejercicio 269 Encontrar nuevas coordenadas x, iy de manera que las siguientes for-
mas cuadrdticas puedan escribirse como Ay (2)° 4+ Ay (1)* y decidir que tipo de curva
determinan:

1. 22 + 4oy + 4% = 0.
2. 222 4+ 2xy + 2y2 = 0.
3. 22% 4+ 2xy + 22 = 0.

Ejercicio 270 Determinar si el siguiente operador lineal es normal, autoadjunto o
ninguna de las dos. T : R? — R? definido mediante

T ((z,y)) = (2z — 2y, —2x + 5y) .

Encontrar una base ortonormal para R? formada por vectores propios de T.
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11.4. Operadores unitarios

T . . .
Teorema 146 Sea ¢V — ¢V un operador normal en un espacio de dimension
finita no nula con producto interior. T es unitario < ¢V tiene una base ortonormal
de vectores propios correspondientes a valores propios de tamario 1.

Demostracién. =) Si T es unitario entonces existe [ una base ortonormal de
V' de vectores propios.
Ademas
Te =7 = T @ = [Az]| = A[IZ]] = [Al = 1.
<) Sea o V' formada por vectores propios cuyos valores propios sean

base ortonormal

de tamano 1. Digamos que

Entonces
T(B) =AT(#1), ... T (Zn)} = { M (Z1) , ..o An (T) }
es un conjunto ortonormal en V.
Como T manda la base ortonormal {1, ..., Z,, } en la base ortonormal {\; 71, ...
, AnZn }, concluimos que T es unitario (es claro que T preserva la norma). m
Ejercicio 271 Para la siguiente matriz A encontrar una matriz ortogonal o unitaria
P vy una matriz diagonal D tal que P*AP = D. A = < (1) _01 > .

11.5. Proyecciones

Recordemos que si W€D Z = V, entonces

pr
\% — V
- - 0
w—+zZ =  w

se llama la proyeccién sobre W a lo largo de Z .

Observacién 100 pZ, depende de Z tanto como de W.
Por ejemplo, si

V = R%

W = {0y) |y R},

Z = {(5,0) |z cR),

Zy = {(z,z) eR* |z e R},
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entonces
it (2,9) = pit ((,0) + (0,)) = (0,9)
mientras que
i (2,y) = it ((w,2) + (0,y — 2)) = (0,y — 7).

2+

2+

Teorema 147 Son equivalentes para T :V — V :

1. T es una proyeccion (T = pé, ).
2. T es idempotente. (T> =T oT =T ).

Demostracién. 1. = 2. ) Es claro.
2. = 1.) Demostraremos que T = pg(e‘r/()T ),
Para empezar, veamos que V = Ker(T) @ T (V).
n)
ZeKer(T)NT(V)=z=T(¥)

para alguna i € V' y ademads

0="T(2)
Entonces .
0=T@=TTH)=TH =7
Por lo que Ker(T)NT (V) = {6} .
HITeV=7=@-T(@)+T (&) € Ker(T)+T(V), pues

T(@—T (@) =T () T (&) =T T () =0.
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Hemos demostrado que

V =Ker (T)EPT (V).
Ademas,
pran ) (&) =pPray ) (F =T (@) + T (&) =T (&), VF € V.

Ker(T) - T m

Por lo que Pryv)

11.5.1. Proyecciones ortogonales

Definicion 124 Sea V' un espacio vectorial con producto interior, con un subespacio
W <V tal que
W =wt

., ., L
Llamamos proyeccién ortogonal sobre W, a la proyeccion pyy .

Observacién 101 1. SiV es de dimension finita, en la definicion anterior siem-
pre se tiene que W = W+,

2. SiW es de dimension finita, se tiene que V=W @ W+, por lo que W = W+t

Teorema 148 Son equivalentes para un operador T : V. — V en un espacio con
producto interior.

1. T es una proyeccion ortogonal.

2. T es idempotente y normal.

Demostracién. 1. = 2. ) T = pl¥" = T es idempotente.
Supongamos que
f:fl—FfQ, T € VV,fQ S WJ',

G=101+10 LEW, € WH
entonces
(' @.5) = (@05 +7) = (700 =

= <fl +527:[71> = <fap%l (g)> )
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de donde concluimos que plfj = (p%L) .

2. = 1.) Como T es idempotente, entonces T = p??‘r/()T ), basta demostrar que

Ker(T) = (T(V)" y
T(V) = (T(V)*.

Sea ¥ €Ker(T) y sea if = T (%) , entonces
(7T (2) = (T (#) ,2) = (07,2 = (0,2) = 0.

Por lo tanto Ker(T) C (T (V))*.

Veamos ahora que (T (V)" <V :

SIA

(FeTm " T@eT(V)) =
(T(@).T (@) = (7T (T (@) = G.T (T (&) = 0.
<

Una vez que hemos visto que T (V)* +

V, supongamos que § € (T'(V))™,
entonces T () € T (V)" por lo que
(T'(@),T®) =0,

por lo tanto T () = 0, es decir que 7 € Ker(T).
Acabamos de demostrar que T (V)" C Ker(T).
Por lo tanto T (V)" = Ker(T).
Resta demostrar que T (V) = (T'(V))**.
Siempre se tiene que T (V) C (T (V))**.
Reciprocamente, sea & € (T (V)™ entonces # = T() + (& — T(&)). Como
i —T (%) € Ker(T) =T (V)" entonces

(#,2-T(2)) =0.
Como T (&) € T (V) C (T (V))™", también tenemos que
(=T (%), 7 -T(Z)) =0.

Por lo tanto
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—

De aqui que Z — T (%) = 0, asi que & = T(Z¥) € T (V). Con esto vemos que
(T(V)) " CT(V).

Por lo tanto

Entonces

Por lo tanto
V=TV)PKer(T) =T (V)PT (V)" .
|

Observacion 102 Notemos que un operador idempotente y normal tiene que ser
autoadjunto, en vista del teorema anterior.

Ejercicio 272 Demuestre por induccion que si A € My, (C) es idempotente y
normal, entonces A = A*.

Teorema 149 Sea W < V|, W de dimension finita, V con producto interior, en-
tonces pl, (Z) es el vector de W mds cercano a 7.

Demostracién. @ = pll/* () + (f — it (f)) , con (? —plt (.f)) € W', Aho-
ra, Vi € W,
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11.6. El teorema espectral

Teorema 150 (Espectral) Sea pV L 5V oun operador lineal en un espacio de
dimension finita con producto interior. Supongamos que T es normal si F = C y que
T es autoadjunto si F' =R.

EL
Sean Ay, ..., A\ los distintos valores propios de T, denotemos T; =: pEi" la proyeccion
ortogonal sobre E,. Entonces

1. V=E, . DE,,.

2. Denotemos Wi = @E,\]., entonces Wy = I/VZ-L.

3. T;T; = 0, ;T;, donde 0;; denota la delta de Kronecker.
4. Idy =Ty + ... + Ty

5 T=MI+ ...+ N

Demostracion. 1. Esto sucede porque 7" es diagonalizable (Teoremas 143 y 145).
2. Para un operador normal, vectores propios que corresponden a distintos valores
propios son ortogonales: pues si tomamos a

i € E,\l,ﬁe E)\za)‘l 7é A,

entonces

ML) = (A (1), 8) = (T (1),
= (@, T* (¥)) = (i, A2 (0)) = Mg (I, V) .
Esto muestra que E), C (E)\i)L Vi # .

Por lo tanto W; C (EAZ)L, por otra parte las dimensiones de ambos espacios
coinciden, dadas las descomposiciones de V :

V=E, Wiy

V= E)\i, @ (E)wt)l

W= (E>\z‘)L

Por lo tanto,
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3. Como T;es una proyeccién, entonces T; o T; = T;.
Sii # j, entonces T; (V) = (E)\j) C Wy = (E,\l.)L7 asi que T; (T; (V)) C
7 ((Bn)Y) =pay ((B0)1) = {0}
En resumen, T;T; = 6, ;1;.
4. ComoV=E, P..PE,,si

U= + ... + W

—

debe ser claro de los incisos anteriores que T (¥) =y, ..., Ty, (¥) = Wy, entonces
U:Tl(ﬁ)+...+Tk() (T1+ +Tk)() Vo eV.
5. Respetando la notacion del inciso anterior,

T@W) = TW+..+uy)=
= T@b) + ... + T (W) = M\ (W) + ... + N, (@) =
= MT @)+ .+ X (T (V) =
= (MTY) (0) + .. + (N T) (0) =
= ML+ .. + MTy) (0), VT €V,

Por lo tanto,
T=MT1+ ..+ MNT}.

Corolario 36 Sea cV AN cV un operador normal en un espacio de dimension fini-
ta con producto interior. T es autoadjunto < cada valor propio de T es un elemento
de R.

Demostracién. Como T = MT) + ... + \/T), (con la notacién del Teorema
espectral), entonces

T* = T4 o+ M) =
(MT1)" + o+ (MT)" =
— NT e+ T =

= M+ o+ N T

ya que las proyecciones ortogonales son autoadjuntas (Observacién 102).
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Ahora, si cada valor propio de T es real entonces \; = \;, para cada i, y por
lo tanto T = T™.
Reciprocamente, si

M+ o+ NT = MT + .+ N T,
tomemos Z; un vector propio de T' que corresponda a J;, entonces

i L NTR) (Z) =

(M
= ( T1+ +Aka)fi:
= N7

Como T; # 6, entonces \; = \;. |

Corolario 37 Sea V' =z £V un operador lineal no nulo en un espacio de dimen-
sion finita con producto interior. Supongamos que T' es normal si F' = C y que T es
autoadjunto si ' = R.

(52,)"

Entonces cada T; = pp, es un polinomio evaluado en T.
7

Demostracién. Usaremos la notacién del Teorema espectral.
Como T' = M1 +...4+ X T); y como T;T; = 9, ;T;, es claro que T;oT = \T; = T;0T.
Entonces los operadores T' y T; son simultaneamente diagonalizables.
La afirmacién es cierta si T sélo tiene un valor propio, pues en este caso

T = \Ti, por lo que Ti=2-T = (Ailt) (T). (Si A = 0 entonces T =0 V) V = By,
por lo que T} = Idy.
Supongamos ahora que T tiene por lo menos dos valores propios.

4
Como T; = p( ) debe ser claro que T; tiene exactamente dos valores
propios: v, =1y vy = 0 Denotemos

B/={F eV |T,(¥) =}, i € {1,2}.

Es claro que
Ellz E)\l

y que
Ey = Ker (T, @EA

J#
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Por lo tanto la suprayeccion

..k 2 2
1 — 1
1# ] — 2
satisface
= Y Ei.
W(w)=j
Pues
Ey=E, =E, = Y B,
(u)=1
y
=E, =Y E\,= Y E..
j (u)=2
J#

La conclusién sigue inmediatamente del Teorema 119. =

Ejercicio 273 Muestre que el Corolario anterior falla si no pedimos que el operador
T sea distinto de 0.

Ejercicio 274 Para A = < (1) _01 ) :
1. Demostrar que A - _ posee una descomposicion espectral.

2. De manera explicita, definir cada una de las proyecciones ortogonales en los
espacios propios de A - _T.

3. Verificar los resultados usando el Teorema espectral.






Algunas notaciones utilizadas en el libro:

C: conjunto de nimeros complejos

N: conjunto de ntimeros naturales

Q: conjunto de nimeros racionales

R: conjunto de ntimeros reales

Z: conjunto de numeros enteros

© (X): conjunto de subconjuntos de X

N: interseccién

U unién

U: unién ajena

AU B: unién de A con B , que ademads son ajenos
R": producto directo de n copias de R

My (F): conjunto de las matrices de n renglones y m columnas
M, (F): conjunto de las matrices de n X n con coeficientes en F
= implica

&8sl y sdlo si

V: disyuncién, supremo

A: conjuncion, infimo

X: producto cartesiano

\: diferencia de conjuntos

V: cuantificador universal

3: cuantificador existencial

€: simbolo de pertenencia

@: conjunto vacio

{H,}: familia de conjuntos con indices en X
AB: conjunto de funciones de B en A

AL B,: f es una funcién de A en B

f . .
A = B: f es una funcién suprayectiva
A >>— B: funcién inyectiva
A >>—» B: funcidén biyectiva
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fog: “g seguida de f”

o: funcién sucesor

Biy (X): conjunto de biyecciones de X a X

Idy: funcién identidad en el conjunto X

| X|: cardinal de X

271 inverso de x en un grupo

27.: conjunto de los pares

nZ: conjunto de multiplos de n

2 7Z + 1: conjunto de los impares

n Z + m Z: conjunto de combianciones enteras de n y m
(n;m): maximo comun divisor de n y m

[n; m]: minimo comin multiplo de n y m

i%: inclusion de X en A

fix: restriccién de f a X

fY: correstriccién de f a Y

fl‘;(/: restriccién de f a X,correstringida a Y

(X): subgrupo generado por X

e: neutro en un monoide

dist: distancia

B¢: complemento de B

Z.,,: enteros moédulo n

Z X unidades de Z,

R [z]: anillo de los polinomios con coeficientes en R

a: clase de congruencia de a

W <g V: W es un subespacio de V'

L (X): subespacio generado por X

A, j: coeficiente en el renglén i y en la columna j de A
S,.: conjunto de las matrices simétricas de n x n

T,: conjunto de las matrices triangulares supeiores de n X n
£ (X): subespacio generado por X

£ (Z): subespacio generado por &

{€1, &, ...,,}: base canénica de R"

@: suma directa

W & Z: suma directa de los subespacios W y Z

P (R): subespacio de las funciones reales pares de variable real
T (R): subespacio de las funciones reales impares de variable real
V & W:V esisomorfo a W

I,,: matriz idnetidad de n x n
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0;;: delta de Kronecker

[ ]g matriz de T respecto a las bases 8y

[T]": matriz de T respecto a las bases canénicas

[7] 51 vector de coordenadas de ¥ respecto a la base 3
V 22, Fn: Ja funcién 7 — (@5

nul: nulidad

rango

rango*: rango de columna

|: tal que, divide a, concatenacién de matrices, restriccién, correstriccién
(A | B): concatenacién de las matrices Ay B

J: bloque de Jordan

('] ): producto interior

lll: norma

||: valor absoluto, médulo

eV funcién exponencial
TxU

VxW— X xY: la funcién (¢, %) — (T (V) , T (@))

T*: adjunto de T’

At: transpuesta de A

A - _: multiplicar por A a la izquierda

_+ A: multiplicar por A a la drecha

¢+ _: multiplicar por ¢

Homyp (V,W): espacio de las funciones lineales de V a W

Al: j—ésima columna de A

A; i: -ésimo renglén de A

Ry: rotacion por un angulo 0

Py Totacién por un angulo 6

oy: reflexién respecto de la linea, ¢

c.l.: combinacién lineal

L.i: linealmente independiente

l.d.: linealmente dependiente

P, (F): conjunto de los polinomios de grado a lo mas n junto con el polinomio

cero

F [z]: espacio de los polinomios con coeficientes en F

F®): conjunto de los polinomios con coeficientes en F, pensados como sucesiones
casi nulas

Z; j: operacién elemental que intercambia los renglones i y j de una matriz

Jiji Lig (In)

M, ;: operacién elemental de renglén que multiplica por c el renglén ¢ de una
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matriz

mtcz Mc7 ( n)

S..ij: operacion elemental que suma c veces el renglén ¢ al renglén j de una matriz

R , £: operaciones elementales

Z": operacién elemental que intercambia las columnas 7 y j de una matriz

M": operacién elemental de columna que multiplica por ¢ la columna ¢ de una
matriz

c,i,j ., .

S operacién elemental de columnna que suma ¢ veces la columna i a la
columna j de una matriz

Sy conjunto de soluciones de un sistema homogéneo

0 0

V*: espacio dual

3*: base dual de la base 8

VX)) espacio de las funciones de X a V' que se anulan en casi todo elemento de
€'U() X

V — V**: la funcién ¢ — evy

V* 25 F: la funcién T +— T (7)

R*: conjunto de reales positivos

tr: trazan

A): ZA” , cuando A € M, (F)
i=1

= A*: adjunta de A
SL {v\ v?)fOVseS}

0% (V) — [{0} rV]: S st

{ } JF V] conjunto de los subespacios de pV'

A0 . . .
< ): matriz con submatriz A y con el resto de sus coeficientes 0

|—|

W, X]: conjunto de los subespacios de gV que contienen a W'y que

estan contenidos en X

Re (2): parte real de z

Im (z): parte imaginaria de z

det, ||: determinante

¢: funcién n-lineal, funcién alternante, determinante

(1,0 (1),0%(1),...,0" (1)): ciclo en S,

Sp: grupo de las permutaciones en {1,2,....,n}

A, grupo de las permutaciones pares en {1,2,...,n}

sig (0): signo de o
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A, matriz que se obtiene al suprimir en la matriz A el renglén ¢ y la columna k
Ev, : R [z] — R [z]: la funcién f (z) — f (a)

f(x

=": congruencia médulo f (z)

C®: conjunto de las funciones reales de variable real que tienen derivada n-ésima
para cada n

X 4 (t): polinomio caracteristico de A

{4 (t): polinomio minimo para A

X7 (t): polinomio caracteristico de T’

p (t): polinomio minimo para T

A< B: B se obtiene al aplicar uan operacién elemental a A

E)\: subespacio de V' cuyos elementos son los vectores propios de T' correspon-
dientes al valor propio A

(0:T)={feF[t]| f(T)=0}

Fltlur () = {fue Flt]| f € F}

W <p V: W es un subespacio T invariante de V'

HY;: conjunto de operadores T en V que hacen a W T-invariante

L7 (X): subespacio T-invariante generado por X

L7 (Z): subespacio T-ciclico generado por &

C (T): conjunto de los operadores que conmutan con T

® (V): conjunto de los operadores en V' que son diagonalizables

C'y: matriz compaiiera del polinomio f

p — zoc,: p-zoclo, Ker (p(T)), p (t) polinomio irreducible

V/W:: espacio cociente

¢s (V): ntimero de sumandos directos con polinomio minimo p® (t) en una des-

composicion de V' en sumandos directos T-ciclicos
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